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Ejercicio |

Mostrar que si w es continua en [0, 1] y
1
Jywvdx=0

donde
V = {v/v continua en |0, 1], v0 continua a trozos acotada,y v(0) =

v(1) = 0},

luego
w(x) = Oparax € [0,1].




Resolucion Ejercicio |

Teorema Fundamental de la Variacién

Si suponemos w(x) # 0, digamos positivo (w(x) > 0), entonces
existe un punto x,; dentro del intervalo [0,1], tal que w(x) # 0.

Por contunuidad de w(x), existe un intervalo [a,b] € [0,1] donde
w(x) > 0 para todo x € [a, b], y su integral es positiva.

(a — x)(x — b) six€[a,b]

0 si x€[a,b] x € [0,1]

Tenemos entonces que v(x) {

La funcidén v(x) satisface las condiciones de continuidad y las
condiciones de contorno de V, y definiendo la integral

1 a b 0
jwvdx=M+]wvdx-lM
0 a




Resolucion Ejercicio |

1 b
jwvdx=jwvdx>0
0 a

esto nos contradice la hipotesis ) 01 wvdx =0

por lo que w(x) = 0 en [a,b], y segun continuidad de la funcién,
obtenemos w(x) = 0 en todo el intervalo [0,1], para toda v(x) € V.




Ejercicio 2

Sea el problema de valores de frontera siguiente:

(D) —u’(x) = f(x) -1 <x<1
u(=1) = u(l) =0

Explique la relacidon existente entre esta ecuacion y los problemas
fisicos siguientes:

a) Barra en traccién con carga distribuida longitudinal
b) Cuerda tensa con carga transversal
c) Transmision de calor en una barra




Resolucion Ejercicio 2




Ejercicio 3

Sea el problema anterior para el caso
fx) = e~/
donde ¢ es una constante real positiva.

En el programa adjunto, se muestra que la solucién analitica de este
problema resulta:

u(x) = ;(8_1/82 — e‘xz/gz) E (erf( ) — X erf(f))

&

donde erf() es la llamada “funcién de error de Gauss”.




Ejercicio 3

Modificar el programa distribuido en el archivo “EjemplolD.rar”,
para resolver este problema, utilizando elementos finitos lineales,
Para dos casos:

a) e =10
b) e = 0.01

Calcular la solucién para distintos tamarnos de malla (con particién
uniforme), y calcular las tasas de convergencia de la solucién y de
sus derivadas en ambos casos. Comparar ambos y extraer
conclusiones, relacionando con los desarrollos hechos en la
teoria.

Sugerencia: Las integrales necesarias para el calculo del término de
derecha, pueden calcularse usando el médulo de manejo
simbdlico de MatLab.
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Ejercicio 4

Construya un subespacio de dimension finita Vh de V consistente en
funciones cuadraticas en cada subintervalo Ij de una particién de
I=(-1,1).Cédmo pueden elegirse los parametros que describan
estas funciones? Halle las funciones de base correspondientes.

Luego formule un método de elementos finitos para el problema:
(D) —u’(x) = f(x) -1 <x<1
u(—=1) =u(l) =0

usando el subespacio VV'h y escriba el sistema de ecuaciones lineales
que resulta cuando se escoge una particion uniforme.




Resolucion Ejercicio 4

Dado el problema diferencial:

@O —u'x) = fx)
u(—=1) =u(l) =0

Pesamos con la funcién de testv € Vh,v(—1) =v(1) =0e
integramos

1 1

—J u" vdx =f fvdx
—il -1

1 1
7%‘/+J u’v’dxszvdx
-1 Ja —

W', v') = (f,v)




Resolucion Ejercicio 4

Construimos el subespacio
Vh = {v € V: v sea cuadratica a trozos y sea continua en I[0,1]}

Problema Variacional

Hallar u;, € V},/
(W v) =, v) Vv € V)

Esta funcidén v la definimos eligiendo un subintervalo Ij y en este
definimos las funciones de base que cumplan la propiedad §.

(Ynj = 6ij)




Resolucion Ejercicio 4

Calculamos los polinomios (segun el Polinomio de Lagrange)

H;:; = 2 =B - h) Wy =2 (2x - 2h)

3,

=2 (D)(x—23)

_ x-0x-h) 4 =
Y3 = (2_0)(h h) — T2 (x)(x — h)

2 2




Resolucion Ejercicio 4

La matriz de rigidez del elemento Ij estd definida por:
WYy @Y @LY)]

Ak = @Y’y @Y%)
Sim W' 'k)]

Calculando todos los terminos A Kij obtenemos

Ag = — =
k=371 7 -8

(17 1 —8]
-8 -8 16




Resolucion Ejercicio 4

Del problema variacional, tenemos que (u'p, v') = (f,v) Vv eV,
Up = Iivil $i i donde &, = up(xy,)
V= (p]

dado que las v son funciones de base, tenemos (u'y, ;') = (f, ¢;)
reemplazando nos queda

M
Z E(@'ue') = (f, 0))
i=1




Resolucion Ejercicio 4

En forma matricial
AéE=D

Donde A esla matriz de rigidez global (¢';, ¢’ j),

¢ es el vector de incdgnitas (desplazamientos, temperatura,
etc.),
y b es el vector de fuerzas aplicadas al sistema ( f 0 j).

Para el caso del elemento ]j

AKn $n = bn

S
Sk |

([7 1 —8]'&'

1 7 -8
3hl_g _g 16




Resolucion Ejercicio 4

Reordenamos la matriz elemental, para poder ensamblar en la
matriz global

1 7 —8 1 50

— -8 16 -8]||¢1

iy -8 71l]¢,




Resolucion Ejercicio 4

Ensamblando en la matriz global (suponiendo 3 elementos iguales)

7 -8 1 - by’

-8 16 -8

1 -8 14 -8
—8 16
1 -8

Finalmente, para uy = ug = 0

(16 -8

-8 14 -8
-8 16
1 -8




Resolucion Ejercicio 4

Calculamos el vector de cargas b,, para f; = constante = 1

[(f1, ¥1)]
(f2,¥2)
|(f3,%3),

obteniendo
_—h/6_
h/6
_2h/3_




Resolucion Ejercicio 4

Dado que supusimos que los 3 intervalos sean iguales, h=1/3.
Finalmente obtenemos el siguiente sistema.

16 —8 1ruy [1/18]
-8 14 -8 1 1/6
—8 16 -8 1/18

1 -8 14 -8 1/6

-8 16 Jdlusl [1/18

Calculando el sistema (Utilizando MatLab), obtenemos el siguiente
resultado




Ejercicio 5

Considerar el problema siguiente:
—u'V(x) = f(x)
MO ENNOENOENNOEN
Esta ecuacién corresponde, por ejemplo, al problema fisico de

calcular el desplazamiento de una viga doblemente empotrada,
con una carga transversal de intensidad f (x).




Ejercicio 5

a) Mostrar que este problema puede ser resuelto usando la siguiente
formulacién variacional (V):

Hallaru e W/
e — YveW

Donde
W = {v:v,v'son continuas en [0,1], v" continua a trozos acotada y v(0)
=v'(0) =v(1) =v'(1) = 0}

b) Para el intervalo I=[0, 1], definir
P;(I) = {v:v es un polinomio de grado <
3 sobre I}, o sea de la formav(x) = azx3 + a,x* + a;x + ag, x €
I, a; ER
Mostrar que v esta definido en forma unica por los valores v(a), v'(a)
v(b), v'(b). Hallar las funciones de base que correspondientes
(la funcién de base que corresponde al valor v(a) es el
polinomio cubico v tal que v(ag) = luvial=v(b) = vib) =0




Ejercicio 5

c) A partir de (b), construya un subespacio de dimensidn finita W/,
de W que consista en funciones polinomiales cubicas.
Especifique parametros adecuados para describir las funciones
W, y determine las funciones de base correspondientes.
Formule el MEF basado en el subespacio I/, . Halle el sistema
de ecuaciones para el caso de particidon constante. Determine
la solucidén para el caso de dos intervalos y f(x) constantes.

d) Comparar con la solucién exacta.




Resolucion Ejercicio 5

a) Dado

| i) =

MO ENNOENOENNOEN

Hallaru e W/
w",v") = (f,v)

Donde
W = {v:v,v'son continuas en [0,1], v" continua a trozos acotada y v(0)
=v'(0) =v(1) =v'(1) =0}




Resolucion Ejercicio 5

1

u’V(x) v dx = j foo vdx

/‘/fu vdx—ff(x)vdx

/v"‘/fu v dx—ff(x)vdx

u"’ v dx—jf(x)vdx

O

(’U,”, vn) - (f; U)




Resolucion Ejercicio 5

b) Dado el pol1nom1o v(x) = asx3 + a,x* + a;x + ay, x € [a, bg , ¥ su
der1vada v'(x) =3 a3x + 2a,x + a4, los valores v(a), v'(a) v(b), v'(b)
definen el siguiente sistema de ecuaciones:

(v(a) = aza® + a,a® + aja + a
v'(a) = 3 aza® + 2a,a + a4
v(b) = ash3 + a,b? + a;b + aq

| v'(b) =3 azb*+ 2a,b + a4

Cuyo determinante es 3 g2

3a’ 2a
b3 b2
13b% 2b

llamando h = b — a, entonces [0O,h],oseaa =0,b=h




Resolucion Ejercicio 5

[ 0 0

0 0
h3 h?
|3h%  2h

Ya que el determinante es + 0, v(x) tiene solucién tnica para los
valores v(a), v'(a), v(b),v'(b).

= (—=1)(2h* — 3h*) = h*

Ahora calculamos las funciones de base, para el sistema original

3
3a?
b3
|32




Resolucion Ejercicio 5

Ahora, resolviendo por el método de Galerkin

v(a) = v(0) = @
v'(a) =v'(0) = ¢
, )=v,(h)= P3
v'(b) =v'(h) = @,

x3 x>

X3 22
(p2=ﬁ+27+x
x3 x>

x3




Resolucion Ejercicio 5

Reescribiendo para el sistema original [a,b]

(x—a) _(x—a)
(pl — 2 h3 — 3 hz + 1
(x—a)  _(x—a)

P2 = hz + 2 h
(x—a)  _(x—-a)

_(x—a) (x-a)

(p4 w hz h

+ (x —a)

hallamos las funciones de base.




Resolucion Ejercicio 5

c) Para una particién T (constante ), definimos el subespacio de
dimensidn finita
W, ={veW:veP;(I)paracadal € T}

Formulacién del MEF
Con las ecuaciones obtenidas en a) y b), formulamos el MEF

CY (", v") = (f,v)
X 6

x3 x? 17
b) <p1:2ﬁ_3ﬁ+1 <p1=125—ﬁ




Resolucion Ejercicio 5

Planteamos nuestra matriz de rigidez elemental

(01", 01") (01", 02") (01" 03") (P17, 04")
A = (02" 02" (92", 03" (@27, 04")

(03", 03")  (®3",94")
Sim (04", @4").

Calculando los terminos 4;; y reemplazando, nuestra matriz
elemental nos queda

'12/h3 6/h?> —12/h® 6/h? ]
4/h —6/h*  2/h

12/h3  —6/h?

4/h |




Resolucion Ejercicio 5

Calculamos el vector de cargas b,, para f; = constante = 1

(f1, 01)]
(f2, 92)
(f3,93)

| (fa P4)

obteniendo
- hJ2
h?/12
h/2
| —h?/12.




Resolucion Ejercicio 5

Finalmente el sistema elemental nos queda

'12/h3  6/h? —12/h® 6/h% |[W
4/h —6/h*  2/h

12/h3  —6/h*|| %

4/h lu;




Resolucion Ejercicio 5

Para el caso de 2 intervalos iguales [0,1/2] y [1/2,1], donde h=1/2
para cada intervalo nos queda:

[ 96

24
8

—96
—24
96

—96
—24
96

24 ]
4
—24
8

24
4
—24

- uO =

U’y
Uy /2

!/
11U 1/2.

8 Il

- 1/4 -

1/48
1/4

|—1/48|

14 -
1/48
1/4

| —1/48,




Resolucion Ejercicio 5

Ensamblando el sistema, nos queda
96 24 -96 24 0 o1 o1 [ /4 ]

24 8 =24 4 0 0 1/48
96 —24 96 —24 —-96 24 1/2

24 4 =24 8 —24 4 0
0 0 -96 -—-24 96 24 1/4
L 0 0 24 4 —24 8 1] I 1—1/48]

Para las condiciones de contornouy =u'g =u; =u'y =0

-1 0 0 0 [ 0 7

1 0 0 0
192 0

16




Resolucion Ejercicio 5

Calculando el sistema que nos queda

u
FeRY [ull//zz] - [162]

Obtenemos 1

“1/2 = 34

ull/z =




Resolucion Ejercicio 5

d) Calculamos la solucion exacta
—u'V(x) = f(x)

MO ENNOENOENNOEN

Para f,, = 1 - —ulV(x) =1
—u'""(x) =x+C
(x) Xt
—u''(x) = — T x G+
X3

2
—u'(x) = — %Cl + x C,+C5

4 3 2
—u(x) =%+%Cl +%Cz + x C3+C,




Resolucion Ejercicio 5

Imponiendo las condiciones de contorno
Uuopy=0 -0 =0
UWy=0->C3=0
L "

u'(l) = {)

4 3 2

X

X X

Uexac = Z i E 24’

. 1
Calculando la solucién en x = >

Resultado que coincide con los calculados por MEF




Ejercicio 6

Halle la matriz de rigidez de un elemento triangular K con vértices
(0,0), (h,0),v (0, h), para el analisis de la ecuacidén de Poisson.
Mostrar que la matriz de rigidez en este caso resulta:

1 —-1/2 -1/2
~1/2 1/2 0
~1/2 0  1/2




Resolucion Ejercicio 6

La matriz de rigidez se calcula segun

a(Wi,¥;) a@, ;) a(@i, i)
a@j, ;) a@, i)
| Sim a(Wr, Yr).

Donde a(y;,vY;) es la forma bilineal para el problema de Poisson.

a(Y, ;) = JK Vi, Vi dx

Y las funciones y;(x, y) estan definidas por y; (x,y) = a; + B; x +v; y




Resolucion Ejercicio 6

Donde

_ XjYk—XKYj
ap = oA’

- )

. 1 x ¥
A= - det 1 x5 y; (area del tridangulo)
_1 Xk Yk|




Resolucion Ejercicio 6

Finalmente

(B, +v%) BB +viv)) (BiBx +Vivi)
A=A B2 +7v%)  BiBx +vivi)
Sim (B2, +7v%) |

1 1 0 O 2
A=—=det|1l h 0O|=—

211 o0 nl 4

Calculamos A, 5,y




Resolucion Ejercicio 6

Reemplazando
(- 1)2+(— l)2) ((= l) (1) +0) 0+ (= l) (1))_
h h h”"h h”"h

1
()?+0) (0+0)

1
0+




Resolucion Ejercicio 6

Finalmente demostramos que




Ejercicio 7

Sea () un dominio acotado en el plano, con frontera I' dividida en dos

partes [ y I5.
Dé una formulacidén variacional para el problema siguiente:

Au=f en ()

sobre I}
sobre I

donde f, uy y g son funciones dadas. Formule luego el método de
elementos finitos para este problema. Dé una interpretacion fisica
al problema planteado.




Resolucion Ejercicio 7

Dado

sobre I}

sobre I

J Aude=j fvdQ
Q Q

VveV = {Hl(ﬂ)/vlrl == 0}




Resolucion Ejercicio 7

Aplicando la formula de Green y resolviendo

jauavdsnj OU L dr = j dQ
q On on Fan” va

jauav dr, + j dr j o
q On on : g VA= SV

—f \7u|7vd£2+f gvszszde
Q r, Q




Resolucion Ejercicio 7

JVqudQ=j gvdI‘z—j fvdQ
Q i Q

Distinguimos
a(w,v) = J, Vu Vv dQ forma bilineal

L(v) = frz gvdr,— [, fv dQ forma lineal




Resolucion Ejercicio 7

Problema Variacional

a(u,v) = a(ii,v) + a(w, v)

« Hallarii e V/
a(ti,v) = L(v) —a(w,v)

U EHl(Q) N J|F1 =0

weH q vy wir, = ug




Resolucion Ejercicio 7

Método de Elemento Finito

u, = YN_ &, on donde ¢,, son las funciones de base
Finalmente

Up = Yn=1én @n + Ln=1Uo @n

up, =ty + wy

Imponiendo las condiciones de contorno, podemos calcular
finalmente el sistema.




Resolucion Ejercicio 7

Interpretacidn fisica del problema

Sobre [7:

Condiciones de Desplazamientos o Temperaturas
Prescriptas (Cond. Dirichlet).

En el caso de desplazamientos, se puede interpretar
como apoyos (o puntos fijos) o como puntos donde
imponemos un desplazamiento.

En el caso de temperaturas, se puede interpretar
como que estos son los puntos donde nosotros
imponemos una temperatura deseada.




Resolucion Ejercicio 7

Interpretacidn fisica del problema

Sobre I,: Condiciones de Carga o Flujo (Cond. Neumann)
asociadas al problema enunciado en I[;.

En el caso de desplazamientos, se interpreta como
carga cuando en el sistema actuan fuerzas y el
cuerpo esta vinculado a apoyos.

En el caso de temperaturas, se interpreta como flujo,
cuando en el sistema actuan cargas de temperatura,
y donde el cuerpo esta sometido a puntos o zonas
con temperatura fijadas.




