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Mostrar que si � es continua en [0, 1] y

� �	�	�� � 0	
 ∀	� ∈ 

donde 
	 � 	 ��/�	��������	��	�0, 1�, �0	��������	�	������	�������, �	� 0! 	�	� 1! 	� 	0",
luego � �! 	� 	0	para �	 ∈ [0, 1].



Teorema Fundamental de la Variación

Si suponemos � �! # 0 , digamos positivo  � �! $ 0), entonces
existe un punto �
 dentro del intervalo [0,1], tal que � �! # 0.

Por contunuidad de � �!, existe un intervalo [a,b] ∈ [0,1] donde� �! $ 0 para todo � ∈ ��, %�, y su integral es positiva.

Tenemos entonces que � �! & � ' � � ' %0 ()	*∈ +,,()	*∈ +,, � ∈ �0,1�
La función � �! satisface las condiciones de continuidad y las

condiciones de contorno de V, y definiendo la integral

- �	�	��	

 � - �	�	��+


 . - �	�	��,
+ . - �	�	��


,



- �	�	��	

 � - �	�	��,

+ $ 0
esto nos contradice la hipótesis � �	�	��	
 � 0
por lo que � �! ≡ 0 en [a,b], y según continuidad de la función, 

obtenemos � �! ≡ 0 en todo el intervalo [0,1], para toda � �! ∈ 
.



Sea el problema de valores de frontera siguiente:

(D) '	�’’ �! 	� 	1 �! '	1	 2 	�	 2 	1� '1! 	� 	� 1! 	� 	0
Explique la relación existente entre esta ecuación y los problemas 

físicos siguientes:

a) Barra en tracción con carga distribuida longitudinal

b) Cuerda tensa con carga transversal

c) Transmisión de calor en una barra





Sea el problema anterior para el caso

1 � � �3 */4!5
donde 6 es una constante real positiva.

En el programa adjunto, se muestra que la solución analítica de este
problema resulta:

� � � 672 �3	/45 ' �3*5/45 . 962  erf 16 ' � erf �6 !
donde erf() es la llamada “función de error de Gauss”.



Modificar el programa distribuido en el archivo “Ejemplo1D.rar”, 
para resolver este problema, utilizando elementos finitos lineales,

Para dos casos:

a) 6 � 10
b) 6 � 0.01
Calcular la solución para distintos tamaños de malla (con partición

uniforme), y calcular las tasas de convergencia de la solución y de 
sus derivadas en ambos casos. Comparar ambos y extraer
conclusiones, relacionando con los desarrollos hechos en la 
teoría.

Sugerencia: Las integrales necesarias para el cálculo del término de 
derecha, pueden calcularse usando el módulo de manejo
simbólico de MatLab.





Construya un subespacio de dimensión finita 
> de 
 consistente en 

funciones cuadráticas en cada subintervalo Ij de una partición de  

I = (−1, 1). Cómo pueden elegirse los parámetros que describan 

estas funciones? Halle las funciones de base correspondientes.

Luego formule un método de elementos finitos para el problema:

(D) '	�’’ �! 	� 	1 �! '	1	 2 	�	 2 	1� '1! 	� 	� 1! 	� 	0
usando el subespacio 
> y escriba el sistema de ecuaciones lineales 

que resulta cuando se escoge una partición uniforme.



Dado el problema diferencial:

(D) '	�’’ �! 	� 	1 �! '	1	 2 	�	 2 	1� '1! 	� 	� 1! 	� 	0
Pesamos con la función de test � ∈ 
>, � '1! � � 1! � 0 e 

integramos

'	- �??	
3	 �	��	 � - 1	

3	 �	��
'	�? �@3	

	 . - �?	
3	 �′	��	 � - 1	

3	 �	��
�?, �? �  1, �!



Construimos el subespacio
> � �� ∈ 
: 	�	���	�����á����	�	������	�	���	��������	��	D�0,1�"
ProblemaVariacional

Hallar �E ∈ 
E/	 �′E, �′ �  1, �! ∀� ∈ 
E
Esta función � la definimos eligiendo un subintervalo Ij y en este

definimos las funciones de base que cumplan la propiedad F.  GHI � FJI!



Calculamos los polinomios (según el Polinomio de Lagrange)

G	 � *3K5 *3E

3K5 
3E � 7E5  � ' E7! � ' >! → G′	 � 7E5  2� ' M7 >!

G7 � *3
 *3K5E3
 E3K5 � 7E5  �! � ' E7! → G′7 � 7E5  2� ' E7!
GM � *3
 *3EK53
 K53E � ' NE5  �! � ' >! →	 G′M � ' NE5  2� ' >!



La matriz de rigidez del elemento Ij está definida por:

OP � 	 G′J, G′J!  G′J , G′I!  G′J , G′Q! G′I , G′I!  G′I , G′Q!R�S  G′Q , G′Q!
Calculando todos los terminos OPTU obtenemos

OP � 13> 	7 1 '81 7 '8'8 '8 16



Del problema variacional, tenemos que �′E, �′ � 1, � 							∀� ∈ 
E
�E � ∑ [J 	\J]J^	 donde [H � �E �H
� � \I

dado que las � son funciones de base, tenemos �′E, \I′ � 1, \I
reemplazando nos queda

_[J \′J , \′I! � 1, \I
]
J^	



En forma matricial O	[ � %
Donde O es la matriz de rigidez global  \′J , \′I!,[	es el vector de incógnitas (desplazamientos, temperatura, 

etc.),

y % es el vector de fuerzas aplicadas al sistema 1, \I .

Para el caso del elemento Ij OP` 	[H � %H
13> 	7 1 '81 7 '8'8 '8 16

[J[I[Q � %J%I%Q



Reordenamos la matriz elemental, para poder ensamblar en la 

matriz global 13> 	7 '8 1'8 16 '81 '8 7
[
[	[7 � %
%	%7



Ensamblando en la matriz global (suponiendo 3 elementos iguales)

13>
7 '8 1'8 16 '81 '8 14'81 					'816'8

1'814'81
'816'8

					 1'87

�
�	�7�M�N�b�c

�
%
%	%7%M%N%b%c

Finalmente, para �
 � �c � 0
13>

16 '8'8 14 '8'81 16'8					
1'814'8 '816

					
�	�7�M�N�b

�
%	%7%M%N%b



Calculamos el vector de cargas %d, para 1J � ��������� � 1
%d �  1	, G	! 17, G7! 1M, GM!

obteniendo

%d � '>/6>/62>/3



Dado que supusimos que los 3 intervalos sean iguales, h=1/3.
Finalmente obtenemos el siguiente sistema.

16 '8'8 14 '8'81 16'8					
1'814'8 '816

					
�	�7�M�N�b

�
1/181/61/181/61/18

Calculando el sistema (Utilizando MatLab), obtenemos el siguiente
resultado �
 � 0�	 � 0,0405�7 � 0,0741�M � 0,0775�N � 0,0741�b � 0,0405�c � 0



Considerar el problema siguiente:

'�fg � � 1 � 0 2 � 2 1
� 0 � �? 0 � � 1 � �? 1 � 0

Esta ecuación corresponde, por ejemplo, al problema físico de 

calcular el desplazamiento de una viga doblemente empotrada, 

con una carga transversal de intensidad 1 �!.



a) Mostrar que este problema puede ser resuelto usando la siguiente
formulación variacional (V):

Hallar � ∈ h/	 �", �" �  1, �! ∀� ∈ h
Dondeh � ��: �, �?���	���������	��	 0,1 , �"	��������	�	������	�������	�	� 0� �? 0 � � 1 � �? 1 � 0"
b) Para el intervalo I=[0,1], definirjM D � ��: �	��	��	k�l���S��	��	m����	 n3	��%��	D, �	���	��	l�	1��S�	� � � �M�M . �7�7 . �	� . �
, �	 ∈D, �J 	 ∈ o"
Mostrar que � esta definido en forma unica por los valores � � , �′ �!� % , �′ %!. Hallar las funciones de base que correspondientes

(la función de base que corresponde al valor � � es el 
polinomio cúbico � tal que � � � 1, �? � � � % � �? % � 0)



c) A partir de (b), construya un subespacio de dimensión finita hE
de h que consista en funciones polinomiales cúbicas. 
Especifique parámetros adecuados para describir las funcioneshE y determine las funciones de base correspondientes. 
Formule el MEF basado en el subespaciohE. Halle el sistema
de ecuaciones para el caso de partición constante. Determine 
la solución para el caso de dos intervalos y 1 �! constantes.

d) Comparar con la solución exacta.



a) Dado

'�fg � � 1 � 0 2 � 2 1
� 0 � �? 0 � � 1 � �? 1 � 0

Hallar � ∈ h/	 �", �" �  1, �! ∀� ∈ h
Dondeh � ��: �, �?���	���������	��	 0,1 , �"	��������	�	������	�������	�	� 0� �′ 0 � � 1 � �? 1 � 0"



- �fg *!	�		�� �		

 - 1 *!	�	��	



�??? �@ 10 . - �′′′	�′		�� �		


 - 1 *!	�	��	



�?? �′@ 10 . - �??	�′′		�� �		

 - 1 *!	�	��	



- �??	�′′		�� �		

 - 1 *!	�	��	



(V) �??, �?? �  1, �!



b) Dado el polinomio � � � �M�M . �7�7 . �	� . �
, �	 ∈ ��, %�, y su
derivada �? � � 3	�M�7 . 2�7� . �	,  los valores � � , �′ �! � % , �′ %!
definen el siguiente sistema de ecuaciones:� � � �M�M . �7�7 . �	� . �
�? � � 3	�M�7 . 2�7� . �	� % � �M%M . �7%7 . �	% . �
�? % � 3	�M%7 . 2�7% . �	
Cuyo determinante es �M �7 �3�7 2� 1%M3%7 %72% %1   

1010
llamando > � % ' �, entonces [0,h], o sea � � 0, % � >



0 0 00 0 1>M3>7 >72> >1   
1010 � '1 2>N ' 3>N � 	>N

Ya que el determinante es # 0, � � tiene solución única para los 
valores � � , �? � , � % , �′ %!.
Ahora calculamos las funciones de base, para el sistema original

�M �7 �3�7 2� 1%M3%7 %72% %1   
1010

�	�7�M�N
�	 1000



Ahora, resolviendo por el método de Galerkin

� � � � 0 � 	\	�′ � � �′ 0 � 	\7� % � � > � 	\M�′ % � �′ > � 	\N
\	 � 2�M>M ' 3�7>7 . 1
\7 � �M>7 . 2�7> . �
\M � '2�M>M . 3�7>7

\N � �M>7 ' �7>



Reescribiendo para el sistema original [a,b]

\	 � 2  � ' �!M>M ' 3  � ' �!7>7 . 1
\7 �  � ' �!M>7 . 2  � ' �!7> .  � ' �!

\M � '2  � ' �!M>M . 3  � ' �!7>7
\N �  � ' �!M>7 '  � ' �!7>

hallamos las funciones de base.



c) Para una partición T (constante ), definimos el subespacio de 
dimensión finitahE � � ∈ h: � ∈ jM D k���	����	D ∈ p
Formulación del MEF
Con las ecuaciones obtenidas en a) y b), formulamos el MEF

a) �??, �?? �  1, �!
b) \	 � 2 *q

Eq ' 3 *5
E5 . 1 → \′′	 � 12 *Eq ' cE5

\7 � *q
E5 ' 2 *5

E . � →	 \′′7 � 6 *E5 ' NE
\M � '2 *q

Eq . 3 *5
E5 →	 \′′M � '12 *Eq . cE5

\N � *q
E5 ' *5

E →	 \′′N � 6 *E5 ' 7E



Planteamos nuestra matriz de rigidez elemental

O �
 \	′′, \	′′!  \	′′, \7′′!  \	′′, \M′′! \7′′, \7′′!  \7′′, \M′′!

R�S  \M′′, \M′′!					
 \	′′, \N′′! \7′′, \N′′! \M′′, \N′′! \N′′, \N′′!

Calculando los terminos OJI y reemplazando, nuestra matriz
elemental nos queda

O �
12/>M 6/>7 '12/>M4/> '6/>7
R�S 12/>M 					

6/>72/>'6/>74/>



Calculamos el vector de cargas %d, para 1J � ��������� � 1
%d �

 1	, \	! 17, \7! 1M, \M! 1N, \N!
obteniendo

%d �
>/2>7/12>/2'>7/12



Finalmente el sistema elemental nos queda

12/>M 6/>7 '12/>M4/> '6/>7
R�S 12/>M 					

6/>72/>'6/>74/>
�J�′J�I�′I

�
>/2>7/12>/2'>7/12



Para el caso de 2 intervalos iguales [0,1/2] y [1/2,1], donde h=1/2
para cada intervalo nos queda:96 24 '968 '24

R�S 96 					 244'248
�
�′
�	/7�′	/7

�
1/41/481/4'1/48

96 24 '968 '24
R�S 96 					 244'248

�	/7�′	/7�	�′	
�

1/41/481/4'1/48



Ensamblando el sistema, nos queda96 24 '9624 8 '24962400
'24400

96'24'9624
					

244'248'244
					

0 00 0'96'2496'24
244'248

�
�′
�	/7�′	/7�	�′	
�

1/41/481/201/4'1/48
Para las condiciones de contorno �
 � �′
 � �	 � �′	 � 0

1 0 01 0

R�S
192					

00016					
0 00 0001

0001

00�	/7�′	/700
�

001/2000



Calculando el sistema que nos queda

192 00 16 �	/7�′	/7 � 1/20
Obtenemos �	/7 � 1384�′	/7 � 0



d) Calculamos la solución exacta

'�fg � � 1 � 0 2 � 2 1
� 0 � �? 0 � � 1 � �? 1 � 0

Para 1 *! � 1 → '�fg � � 1'�??? � � � . s	'�?? � � *5
7 . �	s	+s7'�? � � *q
c . *5

7 s	 . �	s7+sM'� � � *t
7N . *q

c s	 . *5
7 s7 . �	sM+sN



Imponiendo las condiciones de contorno 

� 
! � 0	 → sN � 0
�′ 
! � 0	 → sM � 0
�′ 	! � 0 → 0 � 	c . 	7s	 . s7 s	 � ' 	7	�′ 	! � 0 → 0 � 	c . 	7s	 . s7 s7 � 		7
�d*+u � *t

7N ' *q
	7 . *5

7N; �′d*+u � *q
c ' *5

N . *	7
Calculando la solución en � � 	7 �d*+u v5! � 	MwN; �′d*+u v5! � 0
Resultado que coincide con los calculados por MEF



Halle la matriz de rigidez de un elemento triangular K con vértices 

(0, 0), (h, 0), y (0, h), para el análisis de la ecuación de Poisson. 

Mostrar que la matriz de rigidez en este caso resulta:

1 '1/2 '1/2'1/2 1/2 0'1/2 0 1/2



La matriz de rigidez se calcula según

O � � GJ , GJ! � GJ , GI! � GJ , GQ!� GI , GI! � GI , GQ!R�S � GQ , GQ!
Donde � GJ , GI! es la forma bilineal para el problema de Poisson.

� GJ , GI � - xGJ 	xGI 	��P
Y las funciones GJ �, �! están definidas por GJ 	 �, � � 	yJ . zJ 	� . {J 	�



Donde

yJ � *U|}3*}|U7∆ ; zJ � |U3|}7∆ ; {J � *}3*U7∆

xGJ �	 zJ{J ; xGI �	 zI{I ; xGQ �	 zQ{Q ;

∆� 	7 det 1 �J �J1 �I �I1 �Q �Q
(área del triángulo)



Finalmente

O � Δ 	 z7J . {7J!  zJzI . {J{I!  zJzQ . {J{Q! z7I . {7I!  zIzQ . {I{Q!R�S  z7Q . {7Q!
Calculamos Δ, z, {

Δ � 12 det 1 0 01 > 01 0 > � >72
z	 � 
	3	E

7K55
� ' 	E; z7 � E	3	


7K55
� 	E; zM � 0

{	 � 
	3	E
7K55

� ' 	E; {7 � 0; {M � E	3	

7K55

� 	E



Reemplazando

O � >72
	  '1>!7. '1>!7!   ' 1>! 1>! . 0!  0 .  '1>! 1>!!  1>!7.0!  0 . 0!

R�S  0 .  1>!7!

O � >72
2>7 ' 1>7 ' 1>7

' 1>7 1>7 0
' 1>7 0 1>7

	⇒ 	O � >72 2>7
1 '12 '12'12 12 0

'12 0 12



Finalmente demostramos que

O �
1 '12 '12'12 12 0

'12 0 12



Sea Ω un dominio acotado en el plano, con frontera Γ dividida en dos 

partes Γ	 y Γ7.
Dé una formulación variacional para el problema siguiente:

Δ� � 1 en Ω
� � �
 sobre Γ	���H � m sobre Γ7

donde 1, �
	y	m son funciones dadas. Formule luego el método de 

elementos finitos para este problema. Dé una interpretación física 

al problema planteado.



Dado Δ� � 1 en 

� � �
 sobre Γ	���H � m sobre Γ7

- Δ�	�	�Ω� � - 1	�	 �Ω�
∀	� ∈ 
 � �	 �!/	�|�v � 0



Aplicando la formula de Green y resolviendo

'- ����	���� 	�Ω� . - ���� 	�	 �Γ� � - 1	�	 �Ω�

'- ����	���� 	�Ω� . - ���� 	�	 �Γ	�v . - ���� 	�	 �Γ7�5 � - 1	�	 �Ω�

'- x�	x�	 �Ω� . - m	�	 �Γ7�5 � - 1	�	 �Ω�



- x�	x�	 �Ω� � - m	�	 �Γ7�5 ' - 1	�	 �Ω�

Distinguimos

� �, � � � x�	x�	 �Ω� forma bilineal

L � � � m	�	 �Γ7�5 ' � 1	�	 �Ω� 	 forma lineal



Problema Variacional

� � �� . � → � �, � � � ��, �! . � �, �!
• Hallar �� ∈ 
/	 � ��, � � � � 	' � �, �! ∀� ∈ 


con � � �� . �	 � �� 	∈ �	 � 			y			�|� �v � 0
� ∈ �	 � 			y			�|�v � �




Método de Elemento Finito

�E � ∑ [H	\H�H^	 donde \H son las funciones de base

Finalmente

�E � ∑ [H	\H�H^	 . ∑ �
�H^	 	\H
�E � ��E . �E
Imponiendo las condiciones de contorno, podemos calcular 

finalmente el sistema.



Interpretación física del problema

Sobre Γ	: Condiciones de Desplazamientos o Temperaturas 

Prescriptas (Cond. Dirichlet).

En el caso de desplazamientos, se puede interpretar 

como apoyos (o puntos fijos) o como puntos donde 

imponemos un desplazamiento.

En el caso de temperaturas, se puede interpretar 

como que estos son los puntos donde nosotros 

imponemos una temperatura deseada.



Interpretación física del problema

Sobre Γ7: Condiciones de Carga o Flujo (Cond. Neumann) 

asociadas al problema enunciado en Γ	.
En el caso de desplazamientos, se interpreta como 

carga cuando en el sistema actúan fuerzas y el 

cuerpo esta vinculado a apoyos.

En el caso de temperaturas, se interpreta como flujo, 

cuando en el sistema actúan cargas de temperatura, 

y donde el cuerpo esta sometido a puntos o zonas 

con temperatura fijadas.


