Introduccién al Método de los Elementos Finitos
Guia Num. 1
7/9/11

1. Mostrar que si w es continua en [0,1] y

1
/ wv dxr =0 YveV
0
donde V' = {v/v continua en [0, 1], v' continua a trozos acotada, y v(0) = v(1) = 0}, luego
w(x) = 0 para z € [0, 1].
2. Sea el problema de valores de frontera siguiente:

—u"(z) = f(x) -l<z<1

Explique la relacion existente entre esta ecuacién y los problemas fisicos siguientes:

a) Barra en traccién con carga distribuida longitudinal
b) Cuerda tensa con carga transversal

¢) Transmisién de calor en una barra

3. Sea el problema anterior para el caso
fl@) = @7

donde ¢ es una constante real positiva.

En el programa adjunto, se muestra que la soluciéon analitica de este problema resulta:

u(a) = 622 <6—1/52 . e-x%?) n \/27?5 (erf (i) _z erf(f)>

donde erf() es la llamada “funcién de error de Gauss”.
Modificar el programa distribuido en el archivo “EjemplolD.rar”, para resolver este prob-
lema utilizando elementos finitos lineales, para dos casos:
a) €= 10.
b) € =0,01.
Calcular la solucién para distintos tamanos de malla (particién uniforme), y calcular las

tasas de convergencia de la solucién y de sus derivadas en ambos casos. Comparar ambos
y extraer conclusiones relacionando con los desarrollos hechos en la teoria.

Sugerencia: Las integrales necesarias para el calculo del término de derecha, pueden
calcularse usando el modulo de manejo simbdlico de Matlab.



4. Construya un subespacio de dimension finita V3, de V consistente en funciones cuadréticas
en cada subintervalo I; de una particién de I = (-1, 1). Cémo pueden elegirse los pardmet-
ros que describan estas funciones 7 Halle las funciones de base correspondientes. Luego
formule un método de elementos finitos para el problema:

—u"(z) = f(x) -l<z<1

D) u(—=1)=u(1)=0

usando el subespacio V}, y escriba el sistema de ecuaciones lineales que resulta cuando se
escoge una particién uniforme.

5. Considerar el problema siguiente:

uV (z) = f(z) 0<z<1

(D) o _ ! _
w(0) =u'(0) =u(l) =u'(1) =0

Esta ecuacién corresponde, por ejemplo, al problema fisico de calcular el desplazamiento
u de una viga doblemente empotrada, con una carga transversal de intensidad f(x).

a) Mostrar que este problema puede ser resuelto usando la siguiente formulacién varia-
cional: Hallar u € W tal que:

(" 0" = (f,v) Yoe W

donde W = {v : v,v' son continuas en [0, 1], v continua a trozos acotada, y v(0) =
v'(0) =v(1) =2/(1) = 0}.

b) Para un intervalo I = [a, b], definir P3(I) = {v : v es un polinomio de grado < 3 sobre
I, o sea es de la forma v(z) = azx® + a2? + a1x + ao, x €1,a; € R}.
Mostrar que v estd definido en forma tinica por los valores v(a), v'(a), v(b), v'(b). Hallar
las funciones de base correspondientes (la funcién de base que corresponde al valor
v(a) es el polinomio ciibico v tal que v(a) = 1,v'(a) = 0,v(b) = v'(b) = 0).

¢) A partir de (b), construya un subespacio de dimensién finita W}, de W que consista en
funciones polinomiales ctibicas. Especifique parametros adecuados para describir las
funciones en W}, y determine las funciones de base correspondientes. Formule el MEF
basado en el subespacio W},. Halle el sistema de ecuaciones para el caso de particién
constante. Determine la solucién para el caso de dos intervalos y f(x) constante.
Comparar con la solucién exacta.

6. Halle la matriz de rigidez de un elemento triangular K con vértices (0,0), (h,0), y (0, h),
para el andlisis de la ecuacion de Poisson. Mostrar que la matriz de rigidez en este caso
resulta:

1 —1/2 —1/2
-1/2  1/2 0
~1/2 0 1/2

7. Sea {2 un dominio acotado en el plano, con frontera I' dividida en dos partes I} y I5.
Dé una formulacion variacional para el problema siguiente:

Au=f en {2

U = U sobre I}
ou

— =g sobre I3
on

donde f,ug y g son funciones dadas. Formule luego el método de elementos finitos para
este problema. Dé una interpretacién fisica al problema planteado.



