Introduccién al Método de los Elementos Finitos
Guia Num. 3

Sea {2 un cuadrado de lado unitario. Mostrar que
/ v? da < / (Vo2 dz, Vv e HY (D) (1)
o} o}

Dé una formulacién variacional del problema de Neumann no homogéneo

—Au+u=f, en{?

2
@ =g, sobrel ®
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y verifique que se cumplen las cuatro condiciones requeridas en la formulacion abstracta de
problemas elipticos (simetria, continuidad, V-elipticidad de la forma bilineal y continuidad
de la forma lineal).

Considere el problema variacional correspondiente a la transmisién de calor en un medio
tridimensional con coeficientes variables en R3. Hallar v € V tal que

a(u,v) = L(v), YveV (3)

donde
V={veH'(2): v=0sobre I}
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a(v,w) = /szgkl(:v)axlaxl dx (4)
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Suponga que {2 estd compuesto por dos partes {21 y {22 con frontera comun .S, y suponga
que los coeficientes k;(x) estan definidos en la forma

i () k1 ; forxz e (5)
i(z) =
ko ; forax e (2

donde k; son constantes positivas. En este caso la formulacién variacional (3) modela la
conduccion del calor estacionaria en un cuerpo isotrépico compuesto por dos materiales
con coeficientes de conductividad k1 y ke que ocupan las regiones (21 y {25 si y sélo si:

—rjAu = f, en §2;, j=1,2
u =0, sobre I
q-n=yg, sobre Iy (6)
m%:; = /12%1:, sobre S

donde in] indica la derivada de u‘ o, oo la direccién n normal a S. Notar que la ultima

ecuacion representa el balance de calor en la frontera S entre {21 y {25. Observe que este
balance estd automaticamente incorporado en la formulacién (3,4).



Mostrar que si u es la soluciéon del problema de Dirichlet

—Au=f, en {2,
_ (7)
u =0, sobre I,

donde f € Ly(2) y §2 C R?, luego p = Vu es la solucién del problema de minimizacién

.1 2
min 5 [ laf do. 8)

donde
Hy={¢eH: V-q+[=0, en},

H={qg=(q1,92): ¢ € La2(2)}.

El problema de minimizacién planteado corresponde al “principio de energia complemen-
taria minima” en mecdnica. A partir de esta expresién si se reemplaza H; por un sub-
espacio de dimensién finita se pueden construir métodos de elementos finitos llamados de
tipo “equilibrio” (en estos métodos la condicién de equilibrio V - ¢ + f = 0 es satisfecha
exactamente en el modelo discreto). Estos métodos pueden en ciertos casos tener ventajas
respecto a los métodos convencionales llamados “métodos en desplazamientos” (en este
tipo de métodos, la relacién de compatibilidad —¢; = k;(z) g—; es satisfecha automatica-
mente). Sugerencia: Mostrar primero que p € Hy es una solucién de minimizacién si y sélo
si

9)

/p-qu—O, Vq € Hy, (10)
2

donde
Hy={qe H:V-q=0, en 2} (11)

Sea K un tridgngulo con vértices a’ y sean a¥/ ,i < j los puntos medios de los lados de K.
Mostrar que una funcién v € P;(K) estd determinada en forma tunica por los grados de
libertad v(a%). Considere el espacio de elementos finitos correspondiente Vj,. Es cierto que
Vi, € H'(£2)? Puede aplicarse en este caso la teorfa del capitulo 27 (Formulacién abstracta
del método de los elementos finitos para problemas elipticos).



