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Volumenes finitos

e El método de los volumenes finitos (al igual que
otros métodos) transforma ecuaciones en derivadas
parciales en un conjunto de ecuaciones algebraicas

 E|l método implica 2 pasos

— 1ro las ecuaciones en derivadas parciales son integradas y
se transforman en ecuaciones de balance sobre elementos

— 2do se seleccionan métodos para aproximar las
variaciones de las variables en los elementos vy
relacionarlas con los valores de las variables en las caras y
en otros elementos



Ecuacion semi discretizada

La ecuacion de una variable o} " P
. W9 |G (pvg) =V (199¢) = 0
escalar ¢ tiene la forma: 0 —_— — . =~

iy convective term diffusion term source term
transient term -

La version estacionaria de la

- — V. (I? ¢
misma ecuacion es: V- (pvp) =V - (I'"V¢) + 0

Integrando la ecuacién anterior R~
en el dominio C se obtiene:

/ V- (pvp)dV = / V- (['Ve)av + V/ 0%dv

Ve Ve

.-—-._(\

Transformando las integrales de volumen en RO «—( Source)\

. . I8 q e .\ Sink A
integrales de superficie mediante el U \;_,» A
teorema de la divergencia se obtiene: | Q\/ﬁ

?§ (V) - dS = 5{ (r f”‘Vf/))-ds:[ Q’dv

Ve Ve




Integracion de los flujos en las caras de los

elementos

Denota?ndo Iost flu!'os qu,c — pvé J""’=D _ —F‘bV(/)
advectivos y difusivos como:

podemos referirnos al flujo total como : Jo = J9C 4 o
Los flujos en las caras de un
) . I 6.C . g8 — | S
elemento tendran la siguiente j‘g JUT - dS = Z f(ﬂ"f/)) dS
expresion: Ve frfacestVe) \ 7
j{ JOPas = Y / (I*V¢) - dS

Ve f~faces(V¢) ¥

De esta forma los términos
advectivos y difusivos son
evaluados solamente en las b i

J? - dS =
caras de los elementos

[

f~ fac es‘(Vc

Ve




Integracion de los flujos en las caras de los
elementos

Las integrales en la
son evaluadas us
cuadraturas d

/J¢-dS=/(J¢-n)dS= > (-n), 08

¥ ¥ ip~ip(f)




Cuadratura de Gauss

Es una técnica que se utiliza para aproximar la integral de una funcion en un dominio
mediante la evaluacion de la funcion en ciertos puntos y multiplicandola por unos pesos.

Cuanto mas puntos se consideren, menor error tendra la aproximacion.

/_1 f(z)dx = ;wif(ﬂ%),

Para limites genéricos
en la integracion:

/abf(m)dftf: b;afzf(b;am

2

+ a—l—b) dz.
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Integracion de los flujos en las caras de

los elementos fﬁ’ . / 0 en)s

(JO:) . ll) ipa)ipSf
IP"“IP(f)

F

(a) FluxT, (b) FluxT, (C) FluxT,

FluxC, 6, + FluxF 9, + FluxV, FluxC 9. + FluxF ¢, + FluxV, FluxC g+ FluxF , + FluxV,

one integration point

two integration points three integration points

f (pvd)-as= 3 > (op(pvd), )

Ve f~faces(V) ip~ip(f)

j{( rovg)-as= > 3 (op(-1"V9),-S)

e f~faces(V) ip~ip(f)




.2 ecuacion de conservacion discreta
Dara un punto de integracion

e E| método de los volumenes finitos se suele aplicar
considerando solo un punto de integracion.
e Con un punto se integracion se obtiene precisiones de

segundo orden (se puede demostrar) y por lo tanto se
consigue un buen equilibrio entre precision y flexibilidad

Z (pw/) — F“bV(/))f-Sf = ﬁv{;
f~nb(C)




La ecuacion de conservacion discreta para un punto de integracion

Orden de la solucion
O

O

e Aproximacion por Taylor

60 = b+ (x=x0) - (V) 3 (5= 3)* (V)

b (X — %) (VYY) ot

3! O
1 n s sa
—I—E(x — X¢) Ll (VV. : .qu) Fo e
(n—1)times n times C
e Aproximacion — l
Fe=—r / $av
por el valor Ve
. Ve
medio en el |
elemento =y [qbc +(x—x¢c) (Vo) + O(|x - xd“)]dV
C
Ve
:Efdv—l-i (x —x¢) - (Vo) dV—I—L O(|x—x \)dV
Ve Ve ¢ C C
V.-: V(j‘ Vf‘
= o+ (J(|x — x|2)




La ecuacion de conservacion discreta para un punto de integracion

Orden de la solucion
F

e Aproximacidn por el 0.8 ——(*Vé) -8 )
valor medio en la cara At A ( )y / J°C.S = (pvo) -S
D{,ﬁ'us?;rr Juix P f f - [‘p }f f
//”/ Convection flux
.f’f/f
Flujo advectivo /

(orvr -89y = f (pvh) - dS

f C
=fPf'*Lf [¢>f+ (x —x7) “(V¢]f+0(|* —Kf|2)] -dS .
7

= ppVidy fd‘s +f (x —x¢) - (V)rppvr - dS + f O({x - xf|z)pﬂf - dS
I f f

= (o -87) ¢+ O(|x — ")
Flujo difusivo f(T‘bVe&)-dS:f[(F¢v¢>)f+(x—xf)-(v(r'*bw))ﬁo({x—xff)} S
f f

= (T‘thj;)f ~de+ |:f l:xxf)dh‘j| :(V(Iﬂ‘thi?))f—FO({x—xf{z)

f f
= [T‘th;b)f -8 + G(|x — xf|2)



Fl mrf

Linealizacion de flujos s

Los flujos en las caras pueden dividirse en una parte
lineal, funcidn de los valores de la variable en la
celda, ¢, y en las celdas vecinas, ¢, y en la parte
qgue no puede expresarse como una funcion lineal
de las variables ¢, y ¢r.

one integration point '

Jj:’ - S¢ = FluxTy = FluxCy e+  FluxFy  ¢p+  FluxVy
N’ N — S —— N’
total flux flux linearization flux linearization non—linearized part
for face f coefficient for C coefficient for F

La linealizacion de les flujos en los contornos adopta entonces la
siguiente expresion:

Z | (J}b - Sf) = Z (FluxTy)

fr~nb(C f~nb(C)

— Z (F[u‘fo b + FluxFy Op + F.’u.,x‘Vf)
f~nb(C)




Fl m_rrf

FluxCyp + Fluxky gy, + FluxV,

Linealizacion de flujos

La linealizacién de los flujos en el volumen también se
expresa como una funcidon lineal de la variable en la celda

Pc

Q? VC — F i L{J{'T | on;integllration po}nt
= FluxC ¢ + FluxV

Cuando existe una fuente FluxC = 0
de valor constante: FluxV = 0%V,




Linealizacion de flujos

> (¥-8) = gfve

f~nb(C)

Q?VC = FluxC ¢ + FluxV

Z (J}b . Sf) — Z (F!n.\'Cf b + FluxFy ¢ + Flu.\"/f)
f~nb(C) frnb(C)

Substituyendo las expresiones de flujos
linealizados en la ecuacion anterior se obtiene:

ache + Z (appr) = be

F~NB(C)

donde:

adc = Z FluxCr — FluxC

f~nb(C)
arp = FluxFy
be = — Z FluxVy + FluxV

f~nb(C)




Condiciones de contorno

Dirichlet: valor de variable impuesto

El valor de la variable ¢ es conocido en una cara ¢, = ¢}, oocifica

El valor del flujo de la cara es entonces

3-8, =308,

— (), Sy
= FluxCppp + FluxVy

— (ﬂbvb ' Sb)(/)b — "iif(/)b:spec'zj‘ied

FluxCp = 0
FluxVy, = ey cpocified




Condiciones de contorno

Newman: valor de flujo impuesto

El valor del flujo es conocido en la cara b g,

stb: Jf-nb Sb
R—
specified flux

= b specifiedSh

F[HXC;, =0
FluxVy, = qp specifieaSt




Propiedades de las ecuaciones discretizadas

Cuando el tamano de los elementos tiende a cero, la solucion
numérica tendera a la solucion exacta de la ecuacion
independientemente de los perfiles de interpolacion
considerados para la evaluacién de los valores de ¢ en los
elementos.

Sin embargo, como se consideran volumenes finitos, es
importante que la solucion cumpla ciertas propiedades para
garantizar su significancia.



Conservacion

Desde un punto de vista fisico es importante que la variables que se
transportan, normalmente conservativas, se conserven en el dominio
discreto también. El método de los volumenes finitos es conservativo
porque el calculo del flujo que atraviesan la cara de un elemento se
calculan usando los valores de los dos elementos que comparten la
cara. El valor del flujo en una cara es igual para los dos elemento que la
comparten.

FluxC ¢, + FluxF, ¢, + FluxV, FluxF ¢, + FluxC ¢ + FluxV,

F !u.\‘T}. == F :’H.‘\‘Tf Cl

FluxC,¢. | f F f f




Volumenes finitos centrados en la celda o en el nodo

Cell-centered Vertex-centered

El enfoque mas utilizado es el de los volumenes centrados en las
celdas, pero también existe el enfoque centrado en los nodos



Volumenes finitos centrados en la celda

VENTAJAS

e Las variablesy otros valores relacionados se almacenan en los
baricentros de las celdas o elementos

e Los elementos son los mismo que los de la mallay en general el
método tiene precision de segundo orden

 Permite el uso de elementos poligonales generales como celdas
sin necesidades de funciones forma

DESVENTAJAS:

e El tratamiento de elementos no conjuncionales

* |a manera en que el término de difusion se discretiza en celdas
no ortogonales



Volumenes finitos centrados en la celda

Desventaja: El tratamiento de elementos no conjuncionales

Afecta la precision del método, depende de |a calidad de la malla

Considerando las dos celdas de la
figura, esta claro que cualquier
promedio de un valor definido en
Cvy F se definira en f” en lugar de f,
el baricentro de la cara. Por lo
tanto, cualquier procedimiento de
discretizacion que utilice este valor
interpolado no tendra una
precision de segundo orden




Volumenes finitos centrados en la celda

Desventaja: El tratamiento de elementos no conjuncionales
Ejemplo:

(a) (b)

Colfl wall

!
f

Symmetry line

(d)

Haot wall

_ Centerline

Symmetry. line




Volumenes finitos centrados en la celda

Desventaja: La manera en que el término de difusion se discretiza
en celdas no ortogonales

En la discretizacion del término de difusion, el
valor del angulo 0, que se extiende entre el
vector unitario e (que estd en la direccién de
la linea que une los centroides de los
elementos Cy F) y el vector unitario n (que es
normal que la cara compartida por los
elementos Cy F) puede volver el problema
mas 0 menos implicito, afectando la solidez
del método aplicado en la discretizacién del
término de difusion.

Ve S = Vo -E + V- T
"“\fﬂ‘- .“M'ﬂ'r
Implicit orthogonal —like contribution  Explicit non—orthogonal like contribution

Cuanto mayor sea el angulo 6, mayor sera el término explicito y menos robusto sera el
método de discretizacion.



Volumenes finitos centrados en la celda o en el nodo

e Pararesumir, el esquema centrado en vértices
con elementos duales y el esquema centrado
en celdas, son numéricamente muy similares
en el interior de un dominio para calculos en
estado estacionario.

e La Unica situacion en la que el rendimiento del %
esquema centrado en vértices es superior al
del esquema centrado en celdas es sobre una
malla distorsionada.

e En todas las demas situaciones, es mas
ventajoso utilizar el esquema centrado en
celdas, ya que conduce a una implementacion
mas sencilla en un cédigo de computadora.

Vertex-centerad



Difusion 2D en
alla regular




Difusion 2D en una malla regular

Consideremos una malla

regular

uniforme para resolver la ecuacion
de difusidon en estado estacionario

~V - (I*V¢) = Q*

Donde ¢ es la variable, I'? es el
coeficiente de difusiony Q? es
una fuente por unidad de area

Definiendo:

=

Jqﬁ-ﬂ — —r“f"?qi)

v_Jqﬁ-D :Qqﬁ

Discretizando

. | o
—(5%), " (8%),—
| |
| ! |
- _NW ' Nrk /J'\NE B
T ~ Ry -
| S” |
S N A A I
S S _
Al [l ]
W ! C "E
|
(8),
| F S‘S
R SN IR N o o
S;(J _SO | SE

=

> (-IVe), -8y =0tV

frenb(C)




Difusion 2D en una malla regular

> (-TV¢), -8 = 0fve

f~nb(C)

Expandiendo la anterior expresion

se obtiene:

(~-T?V¢),-Sc + (-T?V) - Su+ (-T?V§), S + (-T?V¢) - S, = 0¢Ve

5

En una malla regular uniforme los

vectores de superficie
las caras son:

normales a

S, = +(Ay), i=|S.]li=5Si S, =

—(Ay), i= —|[S,[li = —S,,i

S, = +(A"')n = ||Sri||j =84 Sg= _(A‘-)_\'j = _”SsHJ = =S

El flujo
difusivo
para la cara
este es:

e

JPP = —(I'v¢), -S,
= -I?s, (%i +%j) i

dx

o (85), e (8), !
| | |
| | |
NW | N ' NE
—I_ — =0 O @ -
| S” |
S N U O
" S, _
—ﬁl — -0 ‘ 2O | (&)
W c " E
|
(6y),
| F S‘S
R DR S L _
Sw 7 _SO ] SE
-—{ﬂx]c—-—




Difusidn 2D en una malla regular o)

C e E
)b
('b'D — r A : Sxe
g (Ay), (0\)
Asumiendo que ¢ varia linealmente entre los baricentros O br — ¢
de las celdas el gradiente puede escribirse como: (E) - (5x)

Substituyendo en la expresion de flujo anterior se obtiene:

FluxT,

_ _ro(ay e =90

_:‘.E

- qﬁ(‘m) “(¢pc— ¢k)

= Fhu(egf)c + FluxF, ¢ + FluxV,

(A, IS S

Definiendo: Diff, = = —
gDiffe = =5 - ldee|| ~ deg

donde dr es la distancia de
los baricentros entre Cy E

FluxC, = rﬂf’ eDiff.
FluxF, = —rfgi)gfﬂ.

FluxV, =0




Difusion 2D en una malla regular

Realizando un procedimiento analogo para las otras

caras y substituyendo en la siguiente ecuacion

(-T9V¢) -Se+ (-T9V¢) S, + (-T*V¢) .S, + (-TV) - S, = 0LVc

&

Se obtiene: acPc + agdpp + awdy + aydy + asdpg = be

ag = FluxF, = —Fff’g])iﬁ@

aw = FluxF,, = —l"ﬁ’,ngﬁ}r

ay = FluxF, = -T’ fé.’Dfﬁ;:

as = FluxFy, = —T'? gDiff,

ac = FluxC, + F [H.;.‘CW + FluxC,, + FluxC;

= —(ag + awy + ay + ag)

bc = Q? Ve

O de forma compacta:

ache + Z ap¢p = b

F~NB(C)




[&t)w—-!-—[éix) —
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€
|
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I
|\_ |

Difusion 2D en una malla regular

S 0 0 S e
AU O . O
Si consideramos una malla regular homogénea con (@) | | |
Ax = Ay = Al y un unico valor de difusion para todo el —i—ﬁi%—;é;
dominio I'?: o) | : |
— O — ;SS ﬂ’J)

sT ‘SE

ache+ Z apr = bc

|9
=

F~NB(C) \

e (ax),

4r%¢pc —TPhy — TPy, — TPhy — T?0s = QF (AD)?

ar = FluxF, = —rf‘g[)iﬁ; t

aw = FluxF,, = —l"ff_g[){'ﬂ;t.

ay = FluxF,, = -T" :f’ eDiff, ag = _re

as = FluxF; = —Iﬁfg[){)_‘i} Ay = —_Tr¢

ac = FluxC, + FluxC,, + FluxC, 4+ FluxC ‘ ay = —_T¢
= —(ag + aw + ay + as) as = 1%

be = Q¢Vc ac = 4T

be = QF (A1)?




Difusion 2D en una malla regular

_W___N_é__ié_ _é“i__
(5), | ST | 1
APPc —TP¢p —TPhy —TP¢y —TPhs = QP(AD* | | | Lul § [x0 |
(_5‘)‘] ! | ! l
Para resolver problema sustituimos C, E, W, Ny S por JJ> {SS ﬂ% B
S
‘SE

el numero de cada celda Y

ATPh; i —TPpi1j— TP 1 —TP¢; 11 —TP¢; ;1 = QP(AD?

Y por cada elemento obtenemos una ecuacién con 5 incognitas




Difusion 2D en una malla regular

Un método de discretizacion adecuado debe dar como resultado una ecuacién algebraica
discretizada que refleje las caracteristicas de la ecuacion de conservacion original. A
continuacion se presentan dos reglas adicionales que los coeficientes de |la ecuacion

discretizada deben satisfacer.

La regla de la suma cero

Consideremos un caso _v. (F‘X’fo)) —0

1D sin termino fuente:

En su forma discretizada:

ac(f)c -+ CJE(f,)E -+ awff)w =0

El fendmeno fisico que representa la ecuacion es la difusion.

Entonces los valores entre los baricentros de celdas no deben ser ni
mayores ni menores que el de los baricentros. Esto esta garantizado

con una interpolacion lineal. Una interpolacion de orden 2 podria
no garantizar esto produciendo resultados sin sentido fisico.

ay = —T'?gDiff,

ay = —I'0gDiff,,

ac = —(ag + aw)
(?)z slope
9. 9,
SE?
— _O_ __;._Q_ N
C e E




Difusion 2D en una malla regular

La regla de la suma cero

De acuerdo a la ecuacion si le sumamos una Ve (F")Vqﬁ) —0
constante a una solucidon, obtenemos otra solucién

Esta propiedad también deberia cumplirla la . | |
Prop ., ) P ace +appp +awpy =0
solucion de la ecuacion discretizada

ache+ Y app =0 F~NB(C)
F~NB(C) '
= dc + Z adp — 0
ac(¢pe + constant) + Z ar(¢pp + constant) =0 FNB(C) ap
F~NB(C) Z a_ = —1
F~NB(C) "€

Entonces ¢ puede acPc + agdpg +aydy =0

Verse como un
promedio de los

(—ag —aw)Pc + agdpg + aywdy =0

valores vecinos
dc = (agdpg + aywdy)/(ag + ay)




Difusion 2D en una malla regular

La regla de los sighos opuestos dc = — Z ar

Las derivaciones anteriores demostraron que los coeficientes a, y
ar son de signos opuestos. Esto es de importancia fisica, ya que
implica que a medida que los valores de ¢r aumentan o
disminuyen, se espera que el valor de ¢, aumente o disminuya.

Esto esta relacionado con la acotabilidad de la solucion y sugiere
gue una condicion suficiente para que se satisfaga, es que los
coeficientes vecinos y el principales sean de signos opuestos. Si
no, entonces la propiedad de acotabilidad no puede imponerse.



Condicion de contorno de Dirichlet

El valor de ¢ es impuesto en un contorno ¢,

El flujo en la cara es:

FluxTy, = —F‘E’(Vqﬁ)b - Sp

r? S]]
b dg ”(fﬁb dc)

= FluxCp . + FluxV,,

Para nuestro caso:

FluxT, = —T'® Aij (Pp — pc)=—2T% (¢,

— ¢c)

Substituyendo en la ecuacion :

5F¢¢c — F¢¢W — F¢¢N — F¢¢S =

Q¢ (AD? + 21% ¢,

- ¢5;waﬁfd



Condicion de contorno de Newman

El valor del flujo es impuesto en un contorno ¢,

El flujo en la cara es: —(I'Vé), -i=qs NW S,
o) t S _v¢b "Ny =G pecifiea
ara nuestro caso: _— 1
“EJ C. 5t:n
FluxTy, = qpAl \L
SS
O O
Substituyendo en la ecuacion : SW S

3¢ — PPy — PPy — IPps = Q?(AD? — g, Al




eccionen 1D



Adveccidon en 1D

Solucion Analitica

Ecuacion de transporte con adveccion
y difusion para estado estacionario:

Considerando la ecuacion de continuidad

para un problema 1D de seccion constante:

dlpug) d (F‘E’@

dx

dx dx

) o

d(pu) 0

La ecuacion de transporte
se puede expresar como:

cambio de variable d®  pu

I Sl
— dx ¢

pu

m) |pu = cte
dx
5T dp = dgf) _.(}H Py
PUP =LK =1 | reagrupando |
D
= lftI:' :j” dx = Ln(®) =2 Xt = 0=t

r«bqﬁ_ﬁ

4

¢ =

i

L’Jrqbfll"“ s 1

pu




¢
¢’WW ¢ «
] W T ) P
Adveccién en 1D - & n
/L u_ L u, l u, u, | )
ww W C E EE | '
L’grécﬁ-x +
f’b - — AXx . » i
put C - 5.}.“,—.}.* OxX,—»
1.
S, S+, @ J—S,
Aplicando la b =ddwatx=xw | C
solucién entre b = g at x = xg
dos puntos Wy E:
b~ pw _ T

bp— dw e —1

pul

P(.’L = — L= XE —AwW.
| 4




Ad veccion en 1D Solucidn por el método de los volumenes finitos

La ecuacidn de transporte integrada en un volumen
para estado estacionario tiene la siguiente expresion:

[ 19 0v6) =9 (C094)]av =0 || goc g J*P = _r*vg,

Ve

Aplicando el teorema de la divergencia:

d

f V-(pvp) — V- (T'?V¢)|dV= / [pmf)i— rfﬁ’d—fi] dS = 0.

V. av. ‘
Remplazando las integrales por la ) é do . B
sumatoria de flujos en las caras: Z pudi — I ) 5 =0.

f ~nb(C) f
W e
W c E 1dv [(,ﬁ.m}.-gb)e_ (rcﬁ@@) ] - [(;}HA}-’Q'))W— (rﬂf’ @A}r) ] =0
dx . dx ”
U T

dx




Adveccidon en 1D

Derivacion preliminar: esquema de diferencias centradas

Se considerara una interpolacion lineal,

como la considerada para la difusion, para ¢

¢(x) = ko + ki(x — x¢)

El valor de ¢ en la cara e: b, = ¢c +

(92— ¢c)

(xe — x¢).

(xe — x¢)

u
r £ )*H“ O—Eﬂ
WW W

Es una aproximacion de segundo orden
y para mallas uniformes implica:




Adveccidon en 1D

Derivacion preliminar: esquema de diferencias centradas

(pusrg) —(ro 5Ly ) | = [(putso),— (v 5Eay) | =0

Considerando una interpolacion lineal para ¢, el primer termino de la ecuacidn anterior

resulta en:

(st~ (152 0) = (puan P20 (1) (95— 60)

= FluxC,¢c + FluxFo.¢pp + FluxV,

Analogamente para el segundo término:

0x
= FluxC\, ¢ + FluxF,, ¢ + FluxV,,

| outro,— (1 5Ear) | == [Goutn, L (10 2) (gc— )]

o Ay, (puA_\-')e

FluxC, =T, 51(8 >
A Ay
FluxF, = —l":,D Ye + (putty),
ox, 2

FluxV, =0

FluxC,, = . ¢ Ay (puA}-') W

" ox,, 2
Ay, (puAy),,
FluxF,, = —T, =2 — = Tw
ux " ox, 5
FluxV,, =0




Adveccidon en 1D

[(P“A}’Qb)e_ (T‘b % A}-’) ] - {(puﬁ}’qﬁ)w— (F‘i’ %A}-’) w] =0

€

Substituyendo las expresiones
anteriores en la ecuacion se obtiene:

acpe + appg + awpy =0

Con:
s Ay, Ay
ap — HutFe _ _l_,: 5} + (Duq })e
X, ~
| ﬂ W .'ﬁ." .
aw = FlucF, = _T* 5} - (puq})“.
Xy =
Av s Ay,
ac = FluxC, + FluxC,, = ((F}uﬁ L + F: 5} ) N (_
2 Xe

(puly),,

3

s Ay,
I
W 51“:)

Considerando Ay, = Ay,, = Ay y continuidad (puAy), — (pudy),, = 0y ['Puniforme

1
2

1__-’)

2

re (pu)
ag = — + £
E 1__;‘7 2 Pc — by __aE bc — dw _
aw = — - (Pt bp — dw  ap+ aw Gf’E - fﬁw
XC —Xw 2
ac = —(ag + ay)

ConL = xg — xy




Adveccidon en 1D

Comparando la solucidn analitica 2

con el esquema de diferencias 3

centradas 15 L

T L — A Exact solution
: — & MNumerical solution
Analitica evaluada en C: 1A :
. e AN
N B—A_ A~

. P , X=X :

R ala I

— _Pe 0.5 =

bp— pw -1 '.;_J| w T

< |& -

Diferencias centradas: ok

lf’c—lf’w:l(l_f”f.a) 05:

) ) -

Pp— oy 2 < i

_.1 C 1 [l 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10
pul Pe;

L=xg—2xw.| |PeL= g . , .
| R4 La solucion numérica no estd acotada, tiende a +oo

cuando Pe tiende a £o<, |la analitica tiende a0y al




Adveccidon en 1D

éPor que el esquema centrado no es adecuado
cuando Pe es grande (la adveccion es grande)?

(a) diffusion (b) convection
g=1 =1
diffusion
/—\ convection
) o) I
u
W c E o 6=0 —> — 6=0
s —I
e T o = T
x=0 =1 W C E L =

(C) convection + diffusion

convection + diffusion

=
0
0

I 0=0




Adveccidon en 1D

éPara que valores de Pe puede usarse el esquema de diferencias centradas para la advecciéon?

acpc + apdg + awdpy =0

s A e ITANG
ap = FluxF, = I Y +(P“ V),

¢ ox, 2

¢ A w ) .ﬂ .
aw = F?LL‘-’(F“. =—-I, Y — (pu })u

" ox, 2

- ﬂ.-‘

ac = FILLTCE, + F?LLTCM. = ((puq })E’ 4 I

& ﬂ}"f
© 0x,

) N (_ (ﬂuf}-‘)“-

.axﬁ-‘“-
+r 2 )

w 51_“_

Si ay, toma valores positivos la solucion daria lugar a soluciones sin sentido fisico

r Ay.  (puly),

© ax, 2

=0 =

r

£

(pu), ox,

 pudx

E:I

T3

Para Pe >2 un incremento en ¢ produciria una reduccion en ¢

Un Pe >2 no cumple con la regla del signo opuesto

Pe = 2.




Adveccidon en 1D

Esquema Upwind

El esquema Upwind basicamente imita la fisica basica de la adveccion en el
sentido de que el valor de la cara de la celda depende del valor nodal “flujo
arriba”, es decir, depende de la direccion del flujo.

L]
> —() >
EE
b, = { ¢c ;f 'I'TIE >0 donde m, y m,, son los flujos de soluto
¢bp Iif me <0 en las caras e y w respectivamente

b, — b if my, >0 n, = (pv - S),= (puS),= (puly),
" Oow if ny, <0 my, = (pv-8S), = —(pus), = —(puly),




Adveccion en 1D b 9.

Esquema Upwind q Py g?“’ T 1' 0, .

S N T N T S T
14

WW W C ¢ E EE

Entonces la adveccion en las

caras puede escribirse como: |
FluxCt = ||1i,, 0|
mep, = [[me, 0| pe — || —me, 0l P ”Hﬂfnnv = — ||~ 0|
= FluxCS™ ¢ + FluxF™ ¢ + FluxVE" Flux Voo —
- Conv __ ||.:
by, = 1. Ollbe — ||~ O b FluxC,™ = . O]
ﬂ ~Conv __ || .:
= FluxCS$™ e + FluxFS™ ¢y + FluxVEo™ Fluxk\[*" = —||—m,,, O]
FluxVEom = ()

|la, b|| representa el méximode ay b




Adveccidon en 1D

Esquema Upwind

La ecuacion de transporte integrada
en un volumen mantiene la forma
para este esquema:

acPe + apdp + aw Py =0

Re agrupando la expresion se obtiene:

b — by 2+~ PerO)
bp— by 4+ |Pe

Cambia el calculo de los coeficientes:

ap = FluxF<™ + FluxF?"

= — |11, 0] = T¢=
OX,p
aw = FluxF 5"”"’ + FluxF f,)iff
Sw
= — H_F’:THMOH - Fff, 5
0X,,
ac = Z (F IHXCFMV + F fﬂi«‘fcj?ﬁ)

f

= ||, O|| + ||rin,, O] + rf

b =4

= — (ag + aw) + (m, + my,)

=0

Se
+17¢

LS‘ 'l,‘_l‘

.H’} (SJY 'I.vt.l




Adveccion en 1D

Comparando la solucién analitica
con los diferentes esquemas

Analitica evaluada en C:

b —dyw FrT—

|

bp— dw P —1

Diferencias centradas:

2

—&———  Exact solution

—a&——  Central difference scheme solution

——@®—— Upwind scheme solution

—
a
LI B B I I B P

i o o 4
M:l(l_‘”ﬂ) o
bp — ¢y 2 2 I
Upwind: 0.5~
{/)C - (/)H/ _— 2 + H_ P(,L. OH 1 : Il | | Il I Il | 1 1 I | | Il | I | | 1 |
bp — dw 4+ |Pey 10 5 0 5 10
Pe;
La solucion numérica del esquema Upwind esta
L= xp — xw > pul. acotada respecto a Pe, aunque para Pe bajos es
, = Xg — XW. €] = —— . c .
r menos precisa que diferencias centradas




Adveccion en 1D = ‘;“’ i“’ T !

Oy
F L]
. u
Esquema Upwind
EE
El esquema Upwind produce una “difusion numérica” que
aumenta el valor de la difusion efectiva en el problema
La ecuacidn de transporte discretizada considerando
un esquema Upwind tiene la siguiente forma:
= 0.

(puly) e — (puly), dw [(F“t'@ _1:-) —( @,ﬁn

dx dx

).

dx 2 dx?

Mediante series de Taylor ((1(/)) (dx), (dz(/)) ((ci\')e)z
b =¢, — | — -|—2

es posible expresar el valor
de ¢ en el baricentro de la

2

celda en funcion de su valor

en la cara b = b — (d»:/)) o;) - ((12(/)

dx dx?

) ((cﬁ

X

2




Adveccidon en 1D

Esquema Upwind

Truncando la serie de
Taylor en los términos de
segundo ordeny
substituyendo en la
ecuacion se obtiene:

Re ordenando la expresion:

El esquema Upwind es
equivalente a evaluar ¢ en

las caras y aumentar la

ox
dispersion en pu—

_ d, ({Z,
ST S
[i—* f — L]
T "

EFE
| B | B o d @
(.J()"’{A}")e(/)c (_JU"’{A.\"'}W(/)W [( dx A )e ( dx A\>w_
- | B @ OX, B | B i(/) 0X,, |
= (puly), [(/)e (dr) 5 } (puly),, [(/)w (d«‘)w >

_ qub ¢\ \\ _(red®
dx -

)

dx

“).

(puly) e — (puly),, ow — [(F v

= (puly), ¢, — (puly),, ¢,
)X d¢

(e :
(o) (@

d¢

dx

A) (F“beru

)t
)

OX
2

d ¢
S\ dx

d (/)

dx

“))

).




Adveccidon en 1D

Existen otros esquemas de mayor orden que el Upwind

ache +agPp + aw Py + app g + aww Py = 0




Dis€retizacion temporal:

termino transitorio




Discretizacion temporal

La ecuacién de transporte

1+ At

(p9)
ot
— —

transient term

+ V- (pvp) =V -
R ——

(Tr've) + Q7
—_— =~

convective term diffusion term souree lenm

Se expresa como.

d(p9)
ot

+ L($) =0

El transitorio es
equivalente al
estacionario
cuandot = 0
cuando ¢t*1

time coordinate

t-At

= ¢t

A

!

CT’

L= i

|
|
|
|
|
C =

2(¢')

. spatial operator

=

transient oparator




Discretizacion temporal

dpd) - \
=5+ L(p)=0

Integrando:

/ a%’—f’)aw [ L($)aV =0
Ve Ve

discretizandola:

INpcdc)
ot

Ve + L(¢e) =0

L(dE) = acde + Y ardi —be |

F~NB(C) |




Discretizacion temporal, diferencias finitas

, O r+At
El espacio temporal es estructurado
y por lo tanto es comun discretizarlo
usando el método de las diferencias O f
finitas
At
O t-At

O 1-2At




Meétodo explicito (Forward Euler)

Una funciéon T en el tiempo
t+At se puede expresar

mediante una serie de Taylor:

Truncando la serie en los
términos de segundo orden:

Sustituyendo en la
ecuacion discretizada:

T(t+At)=T(1)+ d};Er) Ei;(r) ﬁ; +
or(t) T(t+ Ar)—T(1)
o At +0(4)

ANpchc)
ot

Ve +L(¢p) =0

(ﬂcff’c)! | m—(ﬁ'c f,f’c)!

At

Ve + L(¢e) = 0.




Meétodo explicito (Forward Euler)

o

(ﬂc‘f’c)ﬁm—(ﬂc‘i’c)r

At
a Mo + e = be - (‘I"¢?:+ 2 ‘”“f’;’)

F~NB(C)

< =

Ve + L(¢e) = 0.




Meétodo explicito (Forward Euler)

F~NB(C)

t+AL A |t gt ‘ ‘
acd Mo N+ appe = be — (acqbc—i— E a;:qf)F)

Para simplificar la notacion las variables
evaluadas en el paso de tiempo anterior
se denotaran con el super indice © vy las
variables evaluadas en el paso actual ®

La ecuacion de transporte discretizada resulta:

g+ acde =be — | achpi + Z ardy
F~NB(C)
cV =V
a.:lcc a:’ﬂ:——pcﬂ
C At i At

e =

:IJ'.{:'—(

(ac+az)pe+ X ard;
F~NB(C)

)

.
e




Meétodo explicito (Forward Euler)
Estabilidad del método

La convergencia y estabilidad de los esquemas numeéricos fue estudiada
inicialmente por Courant, Friedrichs y Lewy.

Ellos mostraron que para que la solucidn de una ecuacién en diferencias converja a
la solucion de la ecuacidn en derivadas parcial, el esquema numérico debe utilizar
toda la informacion contenida en los datos iniciales que influyen en la solucion.

Este requisito se conoce como la condicién CFL.

En realidad, la condicion CFL se puede interpretar simplemente como una de
las reglas basicas que deben cumplir los coeficientes, es decir, la regla de los
signos opuestos extendida para incluir los coeficientes transitorios.



Meétodo explicito (Forward Euler)
Estabilidad del método

Por lo tanto, al igual que ¢ se considera un vecino "espacial" de ¢, , P es
un vecino "temporal" de ¢, y la regla de los sighos opuestos se deberia
aplicar igualmente a ambos.

pcVe

Observando que el coeficiente diagonal ahora es una ag y el coeficiente desu |,
At

oe

vecino "temporal" es (a; + a2), el requisito de signos opuestos se convierte
en:

(ac + ag) <0




Método explicito

(Forward Euler)

Estabilidad de un caso

-— A X, —>
u,.. L[w u, u,, *
>—0O >» —O——>—0@ 1> O0——>——0O0—> Ay,
ww w C E EE |

advectivo transitorio

‘4— ox, —»’4— 0x, —4

. __ 0 __ O OA _
dc = m, = PclUcAYC

Para un caso advectivo, considerando el esquema
Upwind, los coeficientes resultantes son:

Condicion CFL:

ac + az‘ <0

Para problemas advectivos se
define el numero CFL como:

=

(o]

B peVe _ peAxcAye

peucAyc —

P E AxcAyc

At

com !vz. ! At
CFL = ‘
L

Y At
Ar < =€
<0 - Uy~
Y debe .Ct.anpIir CFL" < 1.
la condicion:




’ o o -— A'XC —>
Método explicito *
(Forward Euler) o o o o o Ay
ww 1% C E EE |
Estabilidad de uni€aso —— Or, e Ox, —
advectivo transitorio
Para un caso difusivo los I'?Aye T?Ayc p2 Ve pe.AvcAyc
coeficientes resultantes son: ac =5 + S de =7 7A7 A
Condicion CFL:
I'?Aye T¢Ay )-Axc Ay At pehe
ac+ap <0 | Wy SeRCLRE PERC <o) mp | T T T
' X, OXyp At 5 + 5
X, X,
Si la malla es
uniforme y el o 2 Para problemas ¢
e - (Ax - 2At
coeficiente de| Ar < !Cirﬁf’d .| difusivos se define el CFL" = —C——
difusion ¢ numero CFL como: pe(Axc)
constante
Y debe cumplir . |
DT "y diff o 2
E la condicion: CPL < 2’




Método explicito
(Forward Euler)

Estabilidad de un caso
advectivo difusivo transitorio

Para un caso advectivo difusivo
los coeficientes resultantes son:

PeVe
At

E
ac= > l";f' — +
f~nb(c) \ ’ dcF

g, OH)

=~
["\_II:I

Condiciéon CFL:

ac +a;- <0 - Z (1“45 = 4

Condicion a At <
cumplir: > (1“‘5’ f
C)




Meétodo implicito
(Backward Euler)

Una funcién T en el tiempo Tt — Af) = T(r) — JT (1) A + OPT(1) Ar?
t+At se puede expresar ot oz 2!
mediante una serie de Taylor:

! oT (1) _ T(t)—T(t— Ar) + O(A)
Truncando la serie en los ot At
términos de segundo orden:

Sustituyendo en la
ecuacion discretizada:

IpcPc) £y ) r ) t—At
o Ve +L(gp) =0 | m—) (Pcdc) iicﬁf’c) Ve +L(¢’{c) —0.




Meétodo implicito (Backward Euler)

¢ t—At
(Pcdc) —ﬁ(fcﬁf’c) Ve + L(qg){,:) = 0. o&

(“E? R ac)qﬁc - Z apdp = be+ai o,
F ~NB(C)

Con:

o pCVC a°. = __pOCVC
= At e At

Cumple la regla del signo ‘ Es incondicionalmente estable,
opuesto para cualquier At pero el error aumenta con At



Método Crank-Nicolson

Expresando la derivada T en el
tiempo t+At y t-At mediante

una serie de Taylor:

Restando y despejando:

Sustituyendo en la
ecuacion discretizada:

Ot

dpcdc)

Ve + L(¢e) =0

T(t+ Ar) =T(t)+

oT (1) +53T(r) ArF PT(1) AP

ot o2 2! + o 3! +

OT (1) FPT(t)A*  FPT(t) AP

T(t—Ar)=T(t) — ——Ar+ —

ot o2 2! o3 3! +

or(r)

T(t+ Ar) — T(t — Ar)

Ot

+ O(Ar)

)

2At

(ﬂc‘f’c)t | m_(ﬁ‘c 'f?f’c)r_m

A Ve + L(¢g) =0

Con este esquema la aproximacion de la derivada temporal es de

segundo orden, los esquemas anteriores eran de primer orden.




Método Crank-Nicolson

(Pcﬁbc)ﬂ m—(ﬂcﬁbc)r_m

Ve + L(dg) =0

2At

appe = be — (acqf)?j +
F

> ardy

~ NB(C)

) —al Qs

L
ae-

~ 2Ar

V 00 __
_Pc “C —

PV
2Ar

Es un método explicito que necesita
2 pasos de tiempo anteriores



Método Crank-Nicolson

atpe =be — (acqb.?;+ > anb?:) —aZpg

F ~ NB(C)

Normalmente se hace la & ¢+ P
siguiente aproximacion - 2

acpc + 0.5 acpe + Z arpp | =

F ~ NB(C)

=bc—0.5( (ac +2a7)p&+ > ardy

F ~ NB(C)




Meétodo Crank-Nicolson

E d

ag-¢c + 0.5 ache + Z app | =
F ~ NB(C)

=bc— 05| (ac +2a7) e+ > ardy
F ~ NB(C)

La c e
2a- <.




Método Crank-Nicolson

(I?C‘iﬁ'c)r | m_(ﬁ'c ‘it'c)r_m

At Ve + L(¢g) =0

Normalmente se expresa la
ecuacion anterior como:

(pC¢C)t+At — (Pcd)c)t

— Ve + 0.5L(pE) + 0.5L(¢p¢) = 0




	Número de diapositiva 1
	Volúmenes finitos
	Ecuación semi discretizada
	Integración de los flujos en las caras de los elementos
	Integración de los flujos en las caras de los elementos
	Cuadratura de Gauss
	Integración de los flujos en las caras de los elementos
	La ecuación de conservación discreta para un punto de integración
	La ecuación de conservación discreta para un punto de integración�Orden de la solución
	La ecuación de conservación discreta para un punto de integración�Orden de la solución
	Linealización de flujos
	Linealización de flujos
	Linealización de flujos
	Condiciones de contorno
	Condiciones de contorno
	Propiedades de las ecuaciones discretizadas
	Número de diapositiva 17
	Número de diapositiva 18
	Número de diapositiva 19
	Número de diapositiva 20
	Número de diapositiva 21
	Número de diapositiva 22
	Número de diapositiva 23
	Difusión 2D en malla regular
	Número de diapositiva 25
	Número de diapositiva 26
	Número de diapositiva 27
	Número de diapositiva 28
	Número de diapositiva 29
	Número de diapositiva 30
	Número de diapositiva 31
	Número de diapositiva 32
	Número de diapositiva 33
	Número de diapositiva 34
	Número de diapositiva 35
	Advección en 1D
	Número de diapositiva 37
	Número de diapositiva 38
	Número de diapositiva 39
	Número de diapositiva 40
	Número de diapositiva 41
	Número de diapositiva 42
	Número de diapositiva 43
	Número de diapositiva 44
	Número de diapositiva 45
	Número de diapositiva 46
	Número de diapositiva 47
	Número de diapositiva 48
	Número de diapositiva 49
	Número de diapositiva 50
	Número de diapositiva 51
	Número de diapositiva 52
	Discretización temporal: el termino transitorio
	Número de diapositiva 54
	Número de diapositiva 55
	Número de diapositiva 56
	Número de diapositiva 57
	Número de diapositiva 58
	Número de diapositiva 59
	Número de diapositiva 60
	Número de diapositiva 61
	Número de diapositiva 62
	Número de diapositiva 63
	Número de diapositiva 64
	Número de diapositiva 65
	Número de diapositiva 66
	Número de diapositiva 67
	Número de diapositiva 68
	Número de diapositiva 69
	Número de diapositiva 70
	Número de diapositiva 71

