INTERPOLACIÓN
Podemos asumir el caso general de interpolación como un proceso por el cual se define el valor de una variable en un punto cualquiera a partir de los valores en algunos puntos dados. Tenemos un conjunto finito de puntos con alguna variable asociada {(xi, vi)}, donde xi es la posición del punto i-ésimo y vi es el valor asociado, se pretende encontrar el valor v asociado a un punto de coordenadas x cualquiera.
La variable, en muchos casos, es la posición misma y para calcularla se utiliza un conjunto adecuado de parámetros que definen la posición a medida que se recorre la lista de puntos. En tal caso (paramétrico) se suele poner a la variable como una coordenada más e interpolar con los mismos parámetros la posición y el valor. Dado que el punto queda definido por los parámetros de la interpolación, dichos parámetros también suelen llamarse coordenadas.
Nada cambia si hay mas de una variable asociada y todas reciben el mismo tratamiento, equivale a aumentar las dimensiones de un vector formado por las coordenadas y las variables.

Interpolación lineal

El proceso más sencillo al que se puede someter el conjunto de datos consiste en una combinación lineal, donde los parámetros miden la influencia de cada punto fijo en resultado:

(x,v) = ( (i (x i,v i)
La combinación lineal sólo adquiere sentido cuando el origen debe tomar el valor nulo. Eso sucede si los (i son todos nulos. Si hay independencia lineal entre los puntos, sólo sucederá en ese caso, de otro modo un mismo par punto-valor puede obtenerse con distintas combinaciones de parámetros. 
Como ya hemos visto, cuando la suma de los coeficientes es uno, ésta recibe el nombre especial de combinación afín y la interpolación que se obtiene recibe el nombre de interpolación lineal, aunque debería llamarse afín y reservar la denominación de lineal para la anterior. La combinación lineal da por sentado que el origen toma el valor nulo, por lo tanto es equivalente a agregar el origen y el valor nulo a los datos y realizar una combinación afín.
Dado que las coordenadas y los valores nodales de cada punto se interpolan exactamente igual, se puede escribir x = ( (i xi; con ( (i = 1, donde x representa cualquier coordenada o variable asociada.
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En la figura se representa un conjunto de puntos fijos y un punto variable, para el cual se pretende calcular la posición o cualquier otro valor. Además se muestra también indicado el envoltorio convexo o convex-hull del conjunto de puntos fijos.
El caso más simple lo constituye la combinación lineal de dos puntos:


x = (0 x0 + (1 x1, con (0 + (1 = 1.
El resultado es un punto en la línea que une x0 con x1. Cuando los valores de los parámetros están limitados al rango [0,1] el punto variable estará en el segmento que une los dos puntos y se garantiza que cualquier variable asociada asuma un valor intermedio entre los que vienen dados para x0 y x1. En realidad, lo mismo pasa con todas las coordenadas y variables:


x = (0 x0 + (1 x1 = (1-(1) x0 + (1 x1 = x0 + (x1 - x0) (1.

Así vista la ecuación, y dado que (1 ( [0,1], queda claro que x adopta valores intermedios entre x0 y x1, para cualquier variable que sea: coordenada o variable anexada. El punto se mantiene en el envoltorio convexo de los dos puntos fijos, que es simplemente el segmento (x0,x1). 

[image: image2]
En la figura hemos marcado como x01 a una combinación lineal entre los puntos 0 y 1. Ahora agregamos el punto 2 y hacemos x012 combinando x01 y el punto 2, siempre con los parámetros entre 0 y 1. La multiplicidad de índices (01, 012, …) es sólo para indicar los pasos.


x012 = (01 x01 + (2 x2;  con (01 + (2 = 1, 0 ( (01 ( 1 y 0 ( (2 ( 1

x012 = (01((0x0 + (1x1) + (2x2 = (01(0x0 + (01(1x1 + (2x2 = (0x0 + (1x1 + (2x2
Podemos ver que se trata de una combinación afín porque los parámetros suman uno:

(0 + (1 + (2 = (01 (0 + (01 (1 + (2 = (01 ((0 + (1) + (2 = 1
Con esto podemos considerar demostrado que la combinación afín de combinaciones afines también es combinación afín de los puntos fijos.
En segundo lugar, todos los coeficientes están entre cero y uno por ser productos de números entre cero y uno. Y, finalmente, un sencillo análisis nos revela que los límites del resultado están dados por el triángulo marcado, que es el envoltorio convexo de los tres puntos.
Añadiendo al esquema un cuarto punto, quinto y así todos, llegaremos fácilmente a la conclusión de que la combinación afín de un conjunto de puntos, cuando los parámetros están limitados al rango [0,1], dará por resultado un punto entre los límites del envoltorio convexo del conjunto. Es por ello que éste tipo de combinación recibe el nombre de combinación convexa o promedio ponderado.
Obviamente, el resultado anterior es válido en cualquier cantidad de dimensiones y no solo en el plano. La extensión es trivial puesto que con xi representábamos cualquier coordenada y aun las variables. Se puede pensar en el dibujo de arriba como la proyección plana de un resultado multidimensional.
Cuando hay más que d+1 puntos fijos en d dimensiones, la combinación no es inyectiva, hay más de un conjunto de parámetros que definen el mismo punto. Por ejemplo, el punto x012 de la figura podría haberse obtenido como combinación convexa de x0, x1 y x3. ¿Cómo? ¿Por qué no con x1, x2 y x3?
Una función no-inyectiva no tiene inversa, al menos no en forma univoca (la inversa no es “función”): en este caso, para un dado, punto se puede encontrar más de un conjunto de parámetros que lo generen.

En el caso en que haya independencia afín (3 puntos no colineares, 4 no coplanares, etc.) la solución, que sí es única, se obtiene por pasos con el mecanismo antes descrito. Por ejemplo: Para averiguar los parámetros que dan el punto x012 como combinación convexa de los puntos x0, x1 y x2, se calcula la intersección entre las líneas (x2,x012) y (x0,x1), que da el punto x01, luego, en cada una de ellas se calculan por relación de longitud los parámetros (01, (2 y (0, (1 respectivamente y luego los productos arriba deducidos.
En el caso general de combinación afín (no-convexa), con más de d puntos se obtiene cualquier punto del espacio de soporte d dimensional. En el espacio tridimensional, con tres o más puntos coplanares (mas de tres coplanares tienen dependencia afín) se puede obtener cualquier punto del plano de los puntos fijos (el espacio soporte es el plano); con cuatro o más puntos no coplanares se puede obtener cualquier punto del espacio.
Si al conjunto de parámetros se les agrega una restricción funcional se obtiene una variedad o subespacio. Por ejemplo, si cada parámetro (i es función continua de otro parámetro t: (i = (i(t), el resultado es una curva uniparamétrica; si (i = (i(s,t) se obtiene una superficie biparamétrica. Este es el mecanismo que se utilizará mas adelante para construir curvas y superficies paramétricas (bilineales, Bezier, NURBS, etc.).
Coordenadas Baricéntricas

Las coordenadas Baricéntricas o de área o funciones de forma lineales, son sólo una forma de ver la combinación afín (o interpolación lineal) de un conjunto de puntos con independencia afín, por ejemplo: tres puntos, no colineares.
Reciben ese nombre a partir de la interpretación de los parámetros como una relación de áreas en el caso triangular (longitudes de segmentos, volúmenes de tetraedros…). Los parámetros en este caso se denominan coordenadas, porque definen el punto variable (además de cualquier otra propiedad). En particular, cuando los n parámetros valen 1/n el punto que se obtiene es el baricentro (bari ~ peso o presión) o centro de gravedad o promedio de los puntos.
Dados tres puntos no colineares en dos o más dimensiones, estos forman un triángulo y la expansión afín de esos tres puntos, que es el conjunto de todas sus combinaciones afines (no-convexa), da como resultado el plano que los contiene.
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En la figura anterior podemos ver a x01 como combinación afín (en este caso, una extrapolación; no convexa) de x0 y x1 y a x012 como combinación afín de x01 y x2 y, por lo tanto de x0, x1 y x2.

Para analizar la interpretación en términos de áreas volvamos, por simplicidad, al caso en que el punto es interior al triangulo, pero enseguida se puede ver que se generaliza a puntos exteriores.
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Comenzando con el segmento (x0, x1), podemos ver inmediatamente que la longitud ℓ1, del segmento (x0, x01), varía linealmente en (x0, x1): vale 0 en x0 y ℓ = ℓ0 + ℓ1 en x1, entonces se puede interpolar:

ℓ1 = (0 ℓ10 + (1 ℓ11, con (0 + (1 = 1


ℓ1 = (0 0 + (1 ℓ;  (  (1 = ℓ1 / ℓ
Del mismo modo, o utilizando la suma unitaria, se obtiene que (0 = ℓ0 / ℓ. Es decir que la relación (cociente) entre las longitudes de los segmentos opuestos es idéntica a la relación entre los parámetros.

Considerando longitudes con signo, la relación se cumple también para la extrapolación. Hay un ℓ mayor que el total y uno negativo, entonces habrá un ( mayor que uno y uno negativo, pero los ℓ suman el total y los ( suman uno.
A la derecha de la figura anterior se pueden ver los triángulos que define el punto interpolado con los lados de un triángulo de área total a = a0 + a1 + a2, cada uno corresponde al punto fijo opuesto.
El área a2 del triángulo (x0, x1, x012) también es una variable linealmente interpolable que varía entre 0 (cuando el punto variable está en la línea x0-x1) y el área total a (en una paralela por x2). Es lineal porque tiene base fija y varía igual que su altura h2: Usando el teorema de Tales se encuentran las relaciones fijas entre longitudes de los segmentos definidos por las secantes (en x2) y las dos líneas paralelas, (x0, x1) y la que pasa por x012, es decir que los puntos x012 y x’012 tendrán el mismo (2 = (2 según la deducción de más arriba. Vemos que las líneas de parámetro (i constante son las líneas paralelas al segmento opuesto al punto fijo xi. Interpolando, entonces, el área a2:

a2 = (0 a20 +  (1 a21 +  (2 a22 = (0 0 + (1 0 + (2 a   (  (2 = a2/a.

Del mismo modo, (i = ai/a para cualquier vértice y, considerando áreas orientadas (con signo), vemos que la relación es también válida para la extrapolación.

Generalizando, lo mismo sucede con volúmenes de tetraedros en 3D. En ese caso, las superficies isoparamétricas son los planos paralelos a la cara opuesta a un nodo.
Lo más fructífero en geometría computacional es justamente el análisis de las líneas y superficies isoparamétricas: La recta (x0, x1) divide al plano en dos, podemos ver que (2 es positivo para cualquier posición de punto variable en el semiplano que contiene a x2, es nula en la recta y negativa en el semiplano opuesto y, como ya vimos, es constante en las rectas paralelas a la mencionada. La simpleza del cálculo de las áreas permite averiguar fácilmente si un punto está o no dentro de un triángulo y nos da una pista inmediata de cómo movernos, ya sea para llevar el punto adentro o para averiguar, por vecindades, en cual triángulo está el punto en una triangulación.
Interpolación lineal en coordenadas homogéneas e interpolación hiperbólica
La interpolación lineal en coordenadas homogéneas no tiene nada de extraño, la coordenada w también resulta interpolada, como cualquier variable más. Lo extraño aparece al hacer la división por w (supuesto que pueda hacerse). Por simplicidad, llamemos {x,w} a las coordenadas homogéneas del punto e y = x/w a las coordenadas espaciales correspondientes.

{x,w} = (0 {x0,w0} + (1 {x1,w1}

((0 + (1 = 1)

y = ((0 x0 + (1 x1) / ((0 w0 + (1 w1) = (0 y0 + (1 y1
La combinación que se hizo aquí entre dos puntos se extiende en forma trivial a más puntos.
Puede verse muy fácilmente que siendo yi = xi / wi:

(i = (i wi / ( (j wj

(notar que los (i también suman uno)
Puede pensarse que los wi son pesos adicionales en el cálculo del promedio ponderado. De hecho, en algunos textos (curvas y superficies NURBS) se introducen como pesos en lugar de coordenadas homogéneas.

La relación entre los parámetros está alterada con la relación de pesos:


(i / (j = (i wi / (j wj
El cuidado que hay que tener es al interpolar en los resultados de la división (posición, color, normal o textura, en la pantalla) cuando en realidad lo que se pretende es interpolar en coordenadas homogéneas (en el espacio, antes de la división perspectiva). Bastará con tener en cuenta la relación anterior. Lo que se obtiene de ella se conoce como interpolación hiperbólica
, es la interpolación (hiperbólica) en el espacio proyectivo que corresponde a una lineal en coordenadas homogéneas.
Se supuso antes que podía realizarse la división por w, pero nada impide que se realicen interpolaciones lineales en coordenadas homogéneas, aún con w=0. Lo extraño del caso es que podemos hablar del punto medio entre un punto y el infinito en tal dirección, una aberración en el caso euclídeo, pero totalmente aceptable en el proyectivo.


{x,w} = (0 {x0,w0} + (1 {x1,0}

Esta sencilla y trivial combinación lineal da como resultado un punto común y corriente:


y = ((0 x0 + (1 x1) / (0 w0 = y0 + (1 x1 / (0 w0
Pero, como se ve, no es combinación afín de dos puntos comunes y corrientes, uno de ellos simplemente no existe.
Interpolación bilineal

Se denomina así a una forma particular y unívoca de expresar la combinación afín de cuatro puntos que forman un cuadrángulo.
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x01 = (1-u) x0 + u x1

x32 = (1-u) x3 + u x2

x = (1-v) x01 + v x32 = (1-v) (1-u) x0 + (1-v) u x1 + v u x2 + v (1-u) x3
La denominación de bilineal proviene del uso de los parámetros, que aquí fueron puestos en forma estándar como u y v, normalmente identificados con las coordenadas de un cuadrado unitario en el espacio de parámetros.
La esencia de la combinación bilineal consiste en tomar la misma combinación afín en dos líneas opuestas. El resultado es idéntico si primero se hace la combinación con v en los segmentos (x0, x3) y (x1, x2), para luego combinar con u los puntos resultantes.
Como puede verse, no es más que una forma particular de expresar una combinación afín convexa. Los cuatro parámetros suman uno y están en el rango [0,1].

Es muy importante recalcar que en el espacio, con cuatro puntos no coplanares, en lugar de obtenerse un tetraedro (volumen) se obtiene una superficie reglada (bilineal), que tiene por bordes a los cuatro segmentos. Es reglada porque está formada por la sucesión infinita de segmentos como el (x01, x32) que se obtiene barriendo u entre cero y uno. Puede verse como una pompa de jabón entre cuatro alambres.

Se obtiene una superficie, y no un tetraedro por que el conjunto de cuatro parámetros (que por la suma unitaria tiene tres grados de libertad) se ha puesto en función de dos parámetros independientes. Esto, de paso, hace que la función sea (en general) biunívoca y por lo tanto invertible.

La función no es biunívoca cuando los cuatro puntos son coplanares y el cuadrilátero cóncavo. No analizaremos en detalle este caso, basta con decir que se obtienen puntos del convex-hull; es decir: fuera del cuadrilátero y agregar que los puntos exteriores se pueden obtener con dos conjuntos de parámetros distintos. (Pensarlo como una superficie bilineal 3D aplastada)
La combinación bilineal se utiliza en CG para interpolar y mapear texturas (imágenes) en cuadriláteros, actividades que paulatinamente van cayendo en desuso, reemplazadas por la sencilla y poderosa maquinaria algorítmica disponible para triángulos. En el método de elementos finitos se siguen utilizando para interpolar e integrar en elementos cuadriláteros y las trilineales en los hexaedros.
Interpolación esférica lineal o Slerp (Spherical Linear Interpolation)
Se trata de un método de interpolación entre dos puntos de una esfera unitaria y se utiliza para interpolar rotaciones y orientaciones (normales), que se describen mediante vectores unitarios o, según veremos más adelante, mediante cuaterniones. Se interpolan coordenadas pero no variables asociadas.
[image: image6.emf]


Se denomina Sn (o n-esfera) a la generalización dimensional del concepto de esfera. En n+1 dimensiones, es una superficie n-dimensional, cuyos puntos distan una unidad del origen. La 2-esfera S2 es la esfera común de radio 1 y centrada en el origen en 3D.
En cualquier superficie, las curvas que unen puntos, minimizando la longitud del recorrido, se llaman geodésicas. Son el equivalente de las rectas en el plano.
El camino más corto entre dos puntos de una esfera, pero recorriendo puntos de la superficie de la esfera, es un arco de circunferencia máxima. Las circunferencias máximas son las que comparten el centro y el radio con la esfera. Cualquier otra circunferencia en la esfera tendrá un radio menor. En Sn están centradas en el origen y tienen radio unitario.
Si dos puntos de la esfera, x0 y x1, no son antipodales (no están alineados con el origen), habrá una sola circunferencia máxima que los une. Si son antipodales, habrá infinitas. De Santa Fe a Córdoba hay un único camino de mínima longitud, pero del Polo Norte al Polo Sur hay infinitos meridianos con la misma longitud.
La interpolación esférica entre dos puntos es un punto intermedio, pero en la esfera. Lo que se hace es linearizar la interpolación de los ángulos: Si ( ( [0,180) es el ángulo entre los puntos, con vértice en el origen y ( ( [0,1] el parámetro de la interpolación; queremos un punto, en el plano del ángulo, pero angularmente distanciado (( del primer punto y en dirección al segundo punto:

x01 = slerp(x0, x1, ()

La interpolación esférica es lineal en la superficie de la esfera pero no en el espacio, el camino recorrido por el punto móvil es un arco de longitud (( (porque el radio es uno). El camino recorrido por unidad de “tiempo” (d/d() es constante, pero no el vector velocidad, que no cambia su módulo pero sí su dirección (aceleración centrípeta).

[image: image7]
En las figuras de arriba se hace evidente la diferencia entre una interpolación lineal de direcciones y una esférica. La diferencia se puede apreciar visualmente al interpolar normales para iluminación.
Todo el proceso de interpolación descansa gráficamente en el plano del ángulo, definido por el origen y los dos puntos dados; por lo tanto haremos los cálculos en ese plano.
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Partimos de las coordenadas x0 y x1 de los puntos dados y del parámetro variable (. Debemos calcular el ángulo entre ( los puntos y luego el punto interpolado x01.
En primer lugar, dado que los módulos son unitarios, notemos que:


( = acos(x0∙x1)
Podemos representar cualquier punto del plano mediante una combinación lineal del par ortonormal {x0, w}, donde w es un vector perpendicular a x0 en la dirección de x1, que usaremos de intermediario.

x01
 = cos((()
x0 + sen((()
 w

x1
 = cos(()
x0 + sen(()
 w
De la segunda ecuación podemos extraer w y usarlo en la primera.

x01
 = cos((()
x0 +  EQ \F(sen(((),sen(())
 (x1 ( cos(() x0)


sen(() x01
= cos((() sen(() x0 + sen((() (x1 ( cos(() x0)



= [cos((() sen(() ( sen((() cos(()] x0 + sen((() x1


= sen(( ( (() x0 + sen((() x1



= sen[(1 ( ()(] x0 + sen((() x1

Para evitar la posible división por cero o la inestabilidad, cuando ( sea muy pequeño, hay que hacer una aproximación lineal. Cuando ( tiende a cero, la ecuación anterior tiende a la simple interpolación lineal (el seno tiende al ángulo o el arco tiende a la cuerda):


x01 = (1 ( () x0 + ( x1
A nivel de implementación, basta saber si se pueden equiparar el ángulo y su seno. Dado que el mayor ángulo involucrado es (, basta saber si |( ( sen(()| < ε, donde ε es un pequeño valor que depende de la precisión numérica utilizada. Haciendo la expansión en serie de Taylor, se ve fácilmente que:

|( ( sen(()| ~ ( 3 / 6,

podemos entonces comparar ( con 10-3 o 10-6 en simple o doble precisión respectivamente.

Cuaterniones
Si bien tienen múltiples aplicaciones, la única utilización práctica de los cuaterniones en CG es para representar (e interpolar) rotaciones.
Un cuaternión se forma como un vector de cuatro dimensiones cuya base son los números {1,i,j,k}. El 1 es la unidad real estándar; i, j y k son una extensión del imaginario puro i, de los números complejos. El cuadrado de cualquiera de ellos es -1. Los productos mutuos (más allá del trivial 1) son:

i2 = j2 = k2 = -1;      ij = -ji = k;      jk = -kj = i;      ki = -ik = j;
Notar la antisimetría. La regla mnemotécnica es ijk; en orden circular, cada par sucesivo da el siguiente y en orden inverso dan negativos.
Un cuaternión es entonces una combinación lineal q = ai + bj + ck + d, donde a, b, c y d son escalares. También podemos representarlo como q = <d;u> donde u es el vector tridimensional {a,b,c} que engloba las tres componentes imaginarias. En el primer caso se habla de una componente real y tres imaginarias y en el segundo de una componente escalar y una vectorial o cuaternión pura.
Con esa notación podemos representar escalares y vectores como cuaterniones haciendo la distinción:


< d, 0 > representa el escalar d;

< 0, u > representa el vector o cuaternión puro u.
La operatoria de los cuaterniones es idéntica a la de los complejos. Para el producto hay que tener en cuenta los productos mutuos de los números que conforman la base. Para poder usar la notación estándar con los vectores (u) reservaremos el término “producto escalar” y el símbolo “∙” para los vectores estándar y definimos el producto (a secas) entre cuaterniones, que se desarrolla distribuyendo los productos de a pares:

q1q2 = < ( d1d2 ( u1∙u2 ); ( d1 u2 + d2 u1 + u1 ( u2 ) >
Se puede ver que la no-conmutatividad del producto está solo en el producto vectorial, pues si se invierten los factores, resulta opuesto. La conmutatividad sólo se da, entonces, cuando las partes vectoriales son paralelas y el producto vectorial es nulo.
El conjugado de un q = < d; u >  es otro cuaternión q* = < d; -u > con la parte vectorial opuesta.
La norma o magnitud de un cuaternión se define como en el caso complejo:


||q|| =  EQ \R(, qq*  ) =  EQ \R(, a2 + b2 + c2 + d2  )=  EQ \R(, d2 + u2 )
Mirando la fórmula anterior es fácil deducir que:

q-1 =  EQ \F(q*,||q||2) ;
siendo:  qq-1 = q-1q = 1.
     (Conmutativo por ser antiparalelos los vectores)
Analicemos la siguiente transformación del vector v, formada mediante el cuaternión r:

v = r v r-1 = r < 0, v > r-1
En primer lugar consideremos el cuaternión unitario q = r/||r||:

r-1 = (||r||q)-1 = ||r||-1 q-1     (     (||r||q) v (||r||q)-1 = q v q-1,



ésto simplifica la tarea, pues para un cuaternión unitario: q-1 = q*. 
Usaremos directamente un cuaternión unitario, que siempre se puede expresar como: 

q = < cos((); u sen(() >, 


donde u es a su vez un vector unitario. (Verificar modulo uno de q).
Si el vector v// es paralelo a u (v// = ( u), usando la fórmula del producto y siendo u2 = 1:

v// = < cos((); u sen(() > < 0; ( u > < cos((); -u sen(() > = 

    = < ( ( sen((); ( cos(() u > < cos((); -u sen(() > = 
    = < [( sen(() cos(() ( ( sen(() cos(()]; (u [cos2(() + sen2(()] > = < 0; (u > = 
    = v//
Es decir que un vector paralelo a u no cambia con esa transformación.
Si, en cambio, el vector v( es perpendicular a u. Llamando w al vector u ( v(, que es perpendicular tanto a u como a v( y, notando además que u ( w = -v(:


v( = < cos((); u sen(() > < 0; v( > < cos((); -u sen(() > = 


     = < 0; [cos(() v( + sen(() w > < cos((); -u sen(()] > =


     = < 0; [cos2(() v( + sen(() cos(() w + sen(() cos(() w – sen2(() v(] > =


     = < 0; {[cos2(() – sen2(()] v( + 2 sen(() cos(() w} > = 

     = < 0; [cos(2() v( + sen(2() w] >

[image: image9]
Esto es: la transformación, aplicada a un vector normal, es un giro de ángulo 2( y eje u.

Dado que a todo vector lo podemos representar como suma de un vector paralelo a u y uno perpendicular, vemos que la transformación anterior es efectivamente un giro de ángulo 2( = (:

v = R(,u(v) = q v q*; 


q = < cos((/2); u sen((/2) >; ||u|| = 1
Dado que el producto es asociativo:

q1 q2 q2-1 q1-1 = 1
(
(q1 q2)-1 = q2-1 q1-1,

se puede ver que:

R(1,u1(R(2,u2(v)) = q1 (q2 v q2*) q1* = (q1 q2) v (q1 q2)*
La composición de rotaciones se puede hacer con el producto de cuaterniones unitarios. 
Para armar la matriz de rotación que corresponde a un cuaternión, basta recordar que sus columnas son los versores base transformados: {q i q-1, q j q-1, q k q-1}. Encontrar el cuaternión correspondiente a una matriz de rotación es mas difícil pero se puede deducir resolviendo un sistema de ecuaciones o utilizando las fórmulas que aparecen en la bibliografía y en web.

Finalmente, las componentes de un cuaternión unitario (las cuatro) forman un vector unitario en R4 y de allí que la interpolación de rotaciones se realiza mediante slerping en S3, con la única advertencia de que para calcular el ángulo entre los vectores se utiliza el producto escalar estándar de R4 y no el producto de cuaterniones. 

Con estos métodos se puede trazar una curva cualquiera en la superficie de S3 (una spline definida por secuencias de interpolaciones) y realizar una animación suave de los movimientos de un objeto con giros complejos (trompo, helicóptero) y de hecho así se utiliza en la práctica, fundamentalmente en juegos interactivos.
Nestor Calvo

Computación Grafica – FICH

2007
x





x7





x2





x3





x1





x4





x6





x5





x0





x6





x4





x1





x3





x2





x7





x01





x5





x0





x012





x012





x0





x01





x1





x2





a1





x0





x01





x0





x1





x012





x0





x0





x2





x1





ℓ0





ℓ1





a0





a2





x1





x2





x3





x01





x32





x





x'012





x'01





h2





x01





x012





x2





x1





x1





x01





S2 (radio1)





x0





u





w





x01





x1





(





((





(





v





v(





v//





v(





w=u(v





v









































� Aquí no utilizamos la convención de Einstein, no hay suma en i y la suma en j está explicita.


� En la geometría plana de Euclides las paralelas no se cortan, en la hiperbólica (proyectiva) todo par de rectas distintas se corta en un punto y en la esférica, todo par de rectas distintas se corta en dos puntos
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