
Mecánica de Sólidos
Gúıa No 5: Deformación y movimiento - Parte II

1. Definimos una deformación pura:

A = λ1e1 ⊗ e1 + λ2e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3

con ei vectores fijos mutuamente ortogonales. Si dos fibras están ali-
neadas con M = cosφe1 + sinφe2 y M ′ = − sinφe1 + cosφe2 en
la configuración de referencia, calcular el cambio de ángulo durante
la deformación. Deducir que el máximo cambio entre todas las fibras
posibles es

sin−1
(
λ21 − λ22
λ21 + λ22

)
2. Sea el corte simple de representación matricial

A =

1 γ 0
0 1 0
0 0 1


Obtenga la descomposición polar A = RU escribiendo

U =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

λ 0 0
0 λ−1 0
0 0 1

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1


Use la identidad ATA = U2 para mostrar que tan 2θ = −2/γ y deduzca
que

R = (4 + γ2)−1/2

 2 γ 0
−γ 2 0
0 0 1


3. Dados los cortes simples:

A = I + γm⊗ n, m · n = 0, |m| = |n| = 1

Ā = I + γ̄m̄⊗ n̄, m̄ · n̄ = 0, |m̄| = |n̄| = 1

Demostrar que ĀA = AĀ para m̄ = ±m es un corte simple de magni-
tud

√
γ2 + γ̄2 ± 2γγ̄n · n̄ en dirección m̄ con planos de deslizamiento

normales a γn± γ̄n̄.

Demostrar que ĀA = AĀ para n̄ = ±n es un corte simple de magni-
tud

√
γ2 + γ̄2 ± 2γγ̄m · m̄ en dirección γm ± γ̄m̄ con planos de des-

lizamiento normales a n̄.
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4. Si el gradiente de deformación A = R representa una rotación de un
ángulo θ en la dirección del vector unitario n, mostrar que el gradiente
de desplazamiento D = A− I puede expresarse

−W sin θ +W 2(1− cos θ)

donde W es el tensor antisimétrico de vector axial n.

Deducir luego:

1− cos θ = −1

2
tr (D) W sin θ = −1

2
(D −DT )

5. Si
U = λ1u

(1) ⊗ u(1) + λ−11 u
(2) ⊗ u(2) + u(3) ⊗ u(3)

donde u(i), i = 1, 2, 3 son los ejes principales Lagrangianos, mostrar
que U puede expresarse como RTA, con R una rotación y A un corte
simple en el plano de u(1) y u(2).

6. Mostrar que la derivada temporal Lagrangiana del tensor de deforma-
ción 1

2
(I −BTB) es BTΣB.

7. Para el movimiento de cuerpo ŕıgido

x = χ(X, t) ≡ c(t) +Q(t)X

mostrar que la velocidad y aceleración pueden escribirse

ẋ = ċ+ ω × (x− c)

y
ẍ = c̈+ ω̇ × (x− c) + ω × (ω × (x− c))

respectivamente, con ω(t) el vector axial del antisimétrico Q̇QT .

8. Si J = detA y ∂J/∂A es el tensor de segundo orden de componentes
(∂J/∂A)αi = ∂J/∂Aiα, deducir del resultado del problema 1 de la Gúıa
1, que

∂J

∂Ajβ
= JBjβ

y en consecuencia:
∂J

∂A
= JBT

Luego, mostrar

Ȧ
∂J

∂A
= JΓ
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y
J̇

J
= trΓ

9. Si E es el campo de deformación de Green, mostrar que

Ë = AT (Σ̇ + Γ TΣ +ΣΓ )A

y deducir que Σ̇+Γ TΣ+ΣΓ es un campo tensorial Euleriano objetivo.
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