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Parte 1

Métodos iterativos para la resolucion
de ecuaciones lineales



Capitulo 1

Conceptos basicos de métodos
iterativos estacionarios

1.1 Notacién y repaso
Denotamos a un sistema lineal como
Az =b (1.1)

con A no-singular de N x N y b € RY. La solucién del sistema la denotamos como z* = A~'b € RV,
mientras que x representa una solucién potencial.
Los métodos iterativos se basan en encontrar una secuencia {xj}32, tal que

lim zj = z* (1.2)
k—o0

Debemos asegurar la convergencia del método iterativo y si es posible determinar la tasa de conver-
gencia, es decir como se comporta el error ||z — || para k — oo.

1.1.1 Normas inducidas

Dada una norma para vectores || . ||, denotamos por ||A| la norma de A inducida por || . ||, definida
por
A
4] = max || Az| = max 1AZ] (1.3)
Jell=1 220 ||

Las normas inducidas tienen la importante propiedad de que

[Az]] < || Al (1.4)

y también:
IAB| < [[A]l | B]] (1.5)

ya que

IAB] = Jnax |AB|| (1.6)
< mas 4] | Bal (1.7)
= |4l fnax | B|| (1.8)
= Al Bl (1.9)
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccién 1.1. Notacion y repaso

Obviamente ||I]| =1y ||0|| = 0.
Diferentes normas utilizadas son

e ||2|A = y/maximo autovalor de(AT A)
o lloc]lA = max; (3]s )

o 1A = max; (3; |ai;|)
Norma inducida L, de una matriz. Sea B = AT A entonces B es simétrica y definida positiva.
Sean {vj, )\j}é-v:l los autovalores de B, v]Tvk = d;1, entonces

T
z* Bz
Alf5 = max —— 1.10
A = max = (1.10)
Siz =), ajv; entonces
Bx = Zaj)\jvj (1.11)
J

I'Br = (Z akvg)(z a;Ajvy) (1.12)
= Zak Qg /\j Q}]{’Uj (1.13)
ik
=> a3\ (1.14)
J
Por otra parte,

ale = Za? (1.15)
J

2
E OGN
1A]l5 = max L=
acRY E jaj

Ademsds, si A es simétrica, entonces es diagonalizable, con autovalores )\;, entonces ATA =A%y

= max \; (1.16)
J

autovalores de A* = (\})? (1.17)

de manera que
| All, = max |autovalores de A| (1.18)

Norma infinito inducida de una matriz.
Por definicién

2]l oo = max|(z):] (1.19)
y entonces, la norma inducida es
[Azlle = max| > aiag| < mgxz |aij| |2;] (1.20)
J J

< max Z ] m]?x|ajk| (1.21)

J
= max | Y Jagl | el (122

J
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS

Seccién 1.1. Notacion y repaso

por lo tanto

|4l < max | > as;| (1.23)
J
Tomemos v tal que
(v); =signai;, con i= argmaxz lag;| (1.24)
P
entonces, es obvio que
[v]loo =1 (1.25)
y
Al =D anv| <D law! o] (1.26)
(1.27)

< akgl <D Jaij|
J J
Para k = i se satisface que
Aol =] ay v

= ’Z ajj Sign a;;
= lal-

Por lo tanto,

Av
vl = 12000 — i 3 (1.32)
Pl ~ "2
Norma inducida 1 de una matriz.
Por definicién,
Izl = > (@)l (1.33)
i
y entonces,
lAzll, =D 1(Ax)l = Y1) aijajl (1.34)
i i
<SS laslei = 3 (Sl ) 15 (139
i g j i
< . , 1.36
<> Yl b (130
_ . 1.37
(mgxzi: !azk!> [l (1.37)
y entonces
4]l < max D Ja (1.38)
(2
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccién 1.1. Notacion y repaso

Sea v tal que (v); = 0;; con j = argmax;, y . |a;;|, entonces
lolly =) 6y =1 (1.39)
i

y como
(AU)Z = Qjj (1.40)
entonces

14v]ly = laij| = max Y Ja (1.41)
7 i

y por definicién de norma inducida

| Av]|
Al > T L= m]?xZ\aik\ (1.42)
1 i

y entonces, de (1.38) y (1.42) se deduce que
1Al = m]?XZ |k (1.43)

Normas no inducidas. Es ficil demostrar que existen normas que no son inducidas, es decir que
satisfacen

|All #0, si A#0 (1.44)
laeA]] = e[ All (1.45)
14+ Bl < Al +[B]] (1.46)
pero no provienen de ninguna norma para vectores. Por ejemplo, si definimos la norma || . ||, como
1AL = cllAll; (1.47)

con ¢ > 0,c # 1, entonces es claro que es una norma pero ||I||, = ¢ # 1 y por lo tanto no es inducida.

1.1.2 Nuimero de condicién

El nimero de condicién de una matriz no-singular en la norma || . || es
r(A) = [|A] [|A7Y] (1.48)

Podemos ver que
1= |17 = A4~ < A ||AY| = s(4) (1.49)

Si A es singular tomamos como que k(A) = oo.

1.1.3 Criterios de convergencia de los métodos iterativos

Desarfamos “detener” un método iterativo cuando ||ex|| = ||z — zx|| < tol, pero como no conocemos
¥ esto es imposible en los casos practicos. Pero si podemos calcular el residuo de la ecuacién para la
iteracion k como

Ty = b— A.%'k (1.50)
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.2. El lema de Banach

Si ||rg|| es suficientemente pequeno esperamos que |lex|| sea pequenio y podemos poner como criterio

de detencién
Irell 4o (1.51)
[Ioll

El siguiente lema nos permite relacionar ambos criterios de detencion

Lema 1.1.1. Dados b, z, zp € RY, A no-singular y 2* = A~'b, entonces

I

e
% < k(A) 7ol (1.52)
Demostracién.
r=b—Axr = Az* — Azv = A(x — z*) = —Ae (1.53)
entonces
lell = [JA~" Ae|| < [|[A7H| [[Aell = [[A7] lIr] (1.54)
y
7ol < [IA[| fleoll (1.55)
ror o e Jell _ |4~ I 7|
feol = T4 Mol ~ " Troll (150

La divisién por ||eo|| v ||ro|| es para adimensionalizar el problema. Por ejemlo, si consideramos un pro-
blema térmico, entonces x puede representar temperaturas nodales y por lo tanto tendra dimensiones
de temperatura (OC), el miembro derecho ¢ tendra dimensiones de potencia (Watts) y los coeficientes
[4;7] = W/°C, pero lo importante es que el residuo tendra las mismas dimensiones que b es decir
potencia (Watts). Ahora si hacemos un cambio de unidades tomando como unidad de potencia a
cal/s entonces el criterio de parada ||r|| < tol es completamente diferente, mientras que ||| / ||ro] es el
mismo en los dos sistemas de unidades. Por otra parte, este criterio depende de la solucién inicial xg
lo cual puede llevar a iterar demasiado en el caso en que partimos de una buena solucién (||rg|| muy
pequeno). Otra posibilidad es

kL < tol (1.57)

Ambos coinciden si xg = 0.

1.2 El lema de Banach

La forma mds directa de obtener (y posteriormente analizar) un método iterativo es reescribir (1.1)
como un problema de iteracion de punto fijo. Una forma de hacer esto es reescribir la ecuacién como

r=T—-Azx+Db (1.58)
lo cual induce el siguiente método iterativo de Richardson
Tyl = (I — A)(L‘k +b (159)

El analisis de tales secuencias recursivas es mas general y vamos a estudiar la convergencia de relaciones
recursivas generales de la forma
Tp+1 = Mz + ¢ (1.60)

donde M es la llamada matriz de iteracion o matriz de amplificacién. Estos métodos son llamados
métodos iterativos estacionarios porque la transicién de z a xx+1 no depende de la historia anterior:
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.2. El lema de Banach

Métodos estacionarios: xpi1 = f(z))

Métodos no estacionarios: zy1 = f(xg, Tk—1,Tg—2,...)

Los métodos de Krylov que discutiremos més adelante no son métodos estacionarios. Es interesante
también ver que el esquema de Richardson puede ponerse de la forma

T4l = Tk + (b — Axk) =z + Tk (1.61)

Nétese que r; actia como una pequena correccion a la iteracion k para obtener la siguiente k + 1. Si
estamos suficientemente cerca de la solucién z* entonces r; serd pequeno y la correccion sera pequena.

Aplicando recursivamente (1.60) obtenemos una expresién general para la iteracién xy. Asumamos
por simplicidad que x¢ = 0, entonces

] = ¢ (1.62)
o = Mc+ece=(M+1I)c (1.63)
x5 = MM+ Ic+e=(M*+M+1I)c (1.64)
(1.65)

k=1
xp = Z M| ¢ (1.66)

j=0
Es claro que la convergencia del método esté ligada a la convergencia de la suma de M7,
Lemma 1.2.1. Si M € RV satisface ||M|| < 1 entonces I — M es no-singular y
| =2y < s (167
1—||M]]

Demostracién. Veremos que la serie converge a (1 — M)~!. Sea Sy = Zf:o M'. Mostraremos
que es una secuencia de Cauchy

1Sk = Smll =1 > M (1.68)

I=k+1

!

<> HM H (1.69)

l=k+1
< M (1.70)

I=k+1

e e

= [|M]| oM (1.71)
— 0 (1.72)

para m,k — oo. Entonces S — S para algin S. Pero entonces tomando el limite en la relacién de
recurrencia

MS,+1 =Sk (1.73)

obtenemos
MS+1=S5 (1.74)
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.2. El lema de Banach

Por lo tanto
(I-M)S=1 (1.75)

de donde I — M es no-singular y S = (I — M)~!. Por otra parte
I =)~ <> IM) =@ = M))~" o (1.76)
=0

Matrices diagonalizables bajo la norma 2. En el caso en que M es diagonalizable y consi-
deramos la norma [|M ||, es mas facil de visualizar las implicancias del lema. Sean S no-singular y A
diagonal las matrices que dan la descomposicién diagonal de M

M  =S"'AS (1.77)
(I-M) =SYI-A)S (1.78)
Como || M| = max;|\;| < 1 esto quiere decir que todos los autovalores \; de M, que son reales ya

que M es simétrica, estan estrictamente contenidos en el intervalo —1 < A\; < 1. Por otra parte

I =27, =max 1_1Aj (1.79)
= m (1.80)
= #&x)\j (1.81)
1 1
=T maxy] ~ 1 )

Corolario 1.2.1. Si |[M|| < 1 entonces la iteraciéon (1.60) converge a z = (I — M)~!¢ para
cualquier punto inicial zg.

Demostracién. Si x = g ya estd demostrado. Si x # zg haciendo el cambio de variables
x) =z}, — xo llegamos al esquema recursivo

Tpr1—2x0 =M (xp—x0)+c— (I —M)xg (1.83)
Thy =M+ (1.84)

El cual converge y converge a (I — M)~ ¢/, por lo tanto xj converge a

(I-M)'d+zg =T-M) " e— (T - M)z + zo (1.85)
=I-M)'cO. (1.86)

Una consecuencia del corolario es que la iteracién de Richardson (1.6) converge si ||[I — Al < 1. A
veces podemos precondicionar el sistema de ecuaciones multiplicando ambos miembros de (1.1) por
una matriz B

BAz = Bb (1.87)

de manera que la convergencia del método iterativo es mejorada. En el contexto de la iteracion de
Richardson las matrices B tales que permiten aplicar el Lema de Banach y su corolario se llaman
inversas aproximadas

Definicién 1.2.1. B es una inversa aproximada de A si |[|[[ — BA|| < 1.

El siguiente teorema es llamado cominmente Lema de Banach.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.3. Radio espectral

Teorema 1.2.1. Si Ay B € RV*YN y B es una inversa paroximada de A, entonces A y B son no
singulares y

1 1B 1 Al
HA HSl—HI—BAH’ HB Hgl_HI_BAH7 (1'88)
y
1 B |1 — BA| o1y o AL = BA]
la= =Bl < g 1487 < T —gar (189

Demostracion. Sea M = [ — BA, entonces I — M = BA es no singular y por lo tanto B y A son
no-singulares y

— 1 1
1(BA) Y| = ||[A71BY| < T B4l (1.90)
' 1B
HA_IH S HA_IB_IH 1B < m (1.91)
Por otra parte,
—1 _ —1y - 1Bl — BA]|
475 = Bl = |7 = BAAT| < T —par (1.92)

La demostracion de las otras desigualdades es similar. O

Notar que hay una cierta simetria en el rol jugado por A y B. De hecho deberiamos definir inversa
aproximada por derecha y por izquierda y B seria la inversa aproximada por derecha de A.

La iteracién de Richardson, precondicionada aproximadamente, tiene la forma

g1 = (I — BA)xy, + Bb (1.93)
Si|[I — BA|| < 1 las iteraciones convergen rapido y ademas, (por el Lema 1.2.1) las decisiones basadas
en el residuo precondicionado ||B(b — A x)|| reflejardn muy bien el error cometido.
1.3 Radio espectral

El andlisis de §1.2 relaciond la convergencia del esquema iterativo (1.60) a la norma de la matriz M.
Sin embargo la norma de M puede ser pequena en alguna norma y grande en otras. De aqui que la
performance de la iteracién no sea completamente descripta por | M||. El concepto de radio espectral
da una descripcién completa. Sea o(A) el conjunto de autovalores de A.

Definicién 1.3.1. El radio espectral de A es

p(A) = max |\| = lim lAm ) (1.94)

El radio espectral de A es independiente de la norma particular de M. De hecho

p(4) < || 4] (1.95)
va que, si Av = Apax?, entonces
Av||
12 T = ] = o) (1.96)
Siempre que || . || sea una norma inducida. En realidad puede demostrarse algo asi como que p(A) es

el infimo de todas las normas de A. Esto es el enunciado del siguiente teorema (que no demostraremos
aqui).

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 11



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.3. Radio espectral

log |||

log(1/)

Figura 1.1: Historia de convergencia tipica

Teorema 1.3.1. Sea A € RV*YN. Para cada ¢ > 0 existe una norma inducida || . || tal que
p(A) > [|A]l — e

Puede verse que, si p(M) > 1 entonces existen xg y ¢ tales que (1.60) diverge. Efectivamente, sea
v el autovalor tal que Mv = Av y |A| = p(M) > 1. Tomemos zg = v, ¢ = 0, entonces

T = Mk o — )\k o (197)

es claro que no converge.

Teorema 1.3.2. Sea M € RY*Y. La iteracién (1.60) converge para todos xg,c €
solo si p(M) < 1.

Demostracién. Si p(M) > 1 entonces en cualquier norma tal que ||[M| > 1 la iteracién no
converge por el parrafo anterior. Por otra parte, si p(M) < 1 entonces, tomando € = (1 — p(M))/2,
existe una norma tal que

IRNXN Sy y

M| < p(M) ¢ = S(1+ p(M)) <1 (1.98)

y por lo tanto converge. O
Tasa de convergencia de métodos estacionarios. Para un esquema convergente de la forma

Tyl = (I — BA) i + Bb (1.99)

podemos estimar la tasa de convergencia como,

T —x* =([ —BA)xg_1+ BAz" — " (1.100)
= (I — BA) (1 — x¥) (1.101)
y por lo tanto
ok — 2| < |[I = BA]| [lzg—1 — =7 (1.102)
<[ = BA|* [lao — 7| (1.103)
(1.104)

Es usual visualizar la convergencia del método graficando ||rg|| versus k. Como ||2|r; puede
reducirse en varios érdenes de magnitud durante la iteracién, es usual usuar ejes logaritmicos para
||2||7%. Por otra parte (1.103) no sélo es una estimacion de la tasa de convergencia sino que, de hecho,
muchas veces el residuo de la ecuacién termina comportandose de esta forma, después de un cierto
transitorio inicial (ver figura) es decir

il ~ 7 o (1.105)

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 12



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE METODOS ITERATIVOS ESTACIONARIOS
Seccion 1.4. Saturacion del error debido a los errores de redondeo.

A
log [|r|

k1 ko

|71 ]

|72

Figura 1.2: Estimacion de la tasa de convergencia

Este tipo de comportamiento se refleja en una recta de pendiente log~ en el grifico. Un indice de la
velocidad de convergencia es el nimero de iteraciones n necesario para bajar el residuo un factor 10,

[Pkl = 1/10 [|ry]] (1.106)
A 7ol = 1/104* [|ro] (1.107)
log 10
log10 = —nlogy, n=—F"-+— (1.108)
log(1/7)
para problemas muy mal condicionados
T=1-¢ €ex1 (1.109)
y entonces,
_ log10

log(1/v) ~€¢, n= (1.110)

€

A veces podemos calcular la tasa de convergencia “experimentalmente” conociendo el valor del
residuo ||rg|| para dos iteraciones ki, k2. Asumiendo que en el intervalo k3 < k < ks la tasa de
convergencia es constante como en (1.105) (ver figura 1.2), entonces

Ira]l = 7" 7F ||y | (1.111)
de donde
gy _ JoBrell /Im ) i
ko — k1
y entonces,
_ log10 (k2 — k1) (1.113)

"= Tog ([l /T2l

1.4 Saturaciéon del error debido a los errores de redondeo.

A medida que vamos iterando el residuo va bajando en magnitud. Cuando el valor del residuo pasa por
debajo de cierto valor umbral dependiendo de la precisién de la maquina (~ 107'° en Octave, Fortran
(real *8) o C (tipo double)) se produce, debido a errores de redondeo, un efecto de saturacion (ver
figura 1.3). Es decir, al momento de calcular (1.50), es claro que incluso reemplazando xj por la
solucion exacta z* el residuo (calculado en una maquina de precision finita) dara un valor no nulo del
orden de la precisién de la maquina. Por supuesto este umbral de saturacion es relativo a la norma
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1 i i i i
| | | |
| | | |
Il | | o
| | maquina de
i i i precision finita
| | | |
| | | |
lel0 [~~~ e N T B
| | | |
| | | |
| | | |
| | |
[I7{]sat o ' N |
maquina de N |
precision infinita 11— |
[ | I ~
| | | [
1e-20 2000 4000 6000 8000 ;o 10000

Figura 1.3: Saturacion del error por errores de redondeo.

de cada uno de los términos intervinientes y ademdés para sistemas mal condicionados, el umbral se
alcanza antes por un factor k(A), es decir que

7]l gap = 1071 x w(A) x [|b]] (1.114)

1.5 Métodos iterativos estacionarios clasicos

Hay otras formas alternativas a (1.58) de llevar Az = b a un problema de punto fijo. Los métodos
como Jacobi, Gauss-Seidel y relajaciones sucesivas se basan en descomposiciones de A ( “splittings”)
de la forma,

A=A+ As (1.115)
con Aj no-singular y facil de factorizar. El nuevo problema de punto fijo es
= A7 (b— Ayx) (1.116)
El andlisis del método se basa en estimar el radio espectral de M = —AflAg.

Iteracion de Jacobi. Corresponde a tomar
Aq = D = diag(A) (1.117)
Ay =L+U=A-D (1.118)

donde L,U, D son las partes triangular inferior, superior y diagonal de A = L + U + D. El esquema
iterativo es

(zh1)i = ag;' | b= Zaz‘j(wk)j (1.119)
J#i
Notar que A; es diagonal y, por lo tanto, trivial de invertir. La matriz de iteracién correspondiente es

Mjse = =D (L +U) (1.120)
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Teorema 1.4.1. Sea A € RV*Y y asumamos que para cualquier 1 <i < N
0< Y lagl < las (1.121)
J#
entonces A es no-singular y Jacobi converge.
Demostracion. Veamos que

N
s
> il = Lgzilel (1.122)
st | @il
Entonces,
HMJacHoo = IIlZaXZ |sz| <1 (1.123)
J
Por lo tanto la iteracién converge a la soluciéon de
r =Mz+D ' (1.124)
r ={I-D'Az+D (1.125)

entonces Az =by I — M = D7'A es no-singular y A es no-singular.
Iteracién de Gauss-Seidel. En este esquema se reemplaza la soluciéon aproximada con el nuevo
valor tan pronto como éste es calculado,

(xk+1)i = ai_il bi - Zaij (ZL‘k+1)j - Zaij (xk)] (1.126)

j<i J>i
que puede escribirse como
(D+ L)zgy1 =b—Uuxy, (1.127)
El split correspondiente es
Ai=D+L, A,=U (1.128)
y la matriz de iteracién
Mgs = —(D+L)"'U (1.129)

Aj es triangular inferior y por lo tanto A1_1 es facil de calcular. Notar también que a diferencia de
Jacobi, depende del ordenamiento de las incégnitas. También podemo hacer un “backward Gauss-
Seidel” con el splitting

A1=D+U A =1L (1.130)
La iteracién es
(D+U)xgeq = (b— Lay) (1.131)
y la matriz de iteracién
Mpas = —(D+U)"'L (1.132)

Gauss-Seidel simétrico. Podemos combinar alternando una iteracién de forward GS con una
de backward GS poniendo

(D + U) Th+1 = b — L.’L’k+1/2 (1134)
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Tr4+1

*

T
T k+1

Figura 1.4: Aceleracién de la convergencia por sobre-relajacion

La matriz de iteracién es
Msas = Mpas Mgs = (D+U) ' L(D+L)™'U (1.135)
Si A es simétrica, entonces U = LT y
Msgs = (D+ LTy *L(D+ L)' LT (1.136)

Queremos escribir estos esquemas como una iteraciéon de Richardson precondicionada, es decir que
queremos encontrar B tal que M = I — BA y usar B como inversa aproximada. Para la iteracién de
Jacobi,

Bjyae = D71 (1.137)

y para Gauss-Seidel simétrico
Bsas = (D+L")"'D(D+1L)™! (1.138)
Verificacion. Debemos demostrar que Mgqs = I — Bgags A. Efectivamente,

I—-BsgsA =I-D+LNH'DDO+L) ' (D+L+L

(D+ LT 'DI+(D+L)"'LT)

I— ( )
I— ( )
=D+LH ' D+LT-D-DD+ L) 'LT] ( )
=D+LH I -DD+L)" LT (1.142)
=D+ LN ' (D+L)-D|(D+L)' LT ( )
=DO+LH'L(D+L) LT ( )
= Msas ( )

Sobrerelajacién. Consideremos iteracién simple de Richardson
Tpt1 = Tk + (b — A:rk) (1.146)

Si vemos que xj se acerca mondétonamente y lentamente a z* podemos pensar en “acelerarlo” (ver
figura 1.4) diciendo que el método iterativo en realidad nos predice un estado intermedio Tyx11, y
buscamos el vector de iteraciéon xy,1 sobre la recta que une xy con Tpig

Thr1 =+ (b— Axy) (1.147)
Tht1 =z + w(Trr1 — k) (1.148)

Veremos més adelante que el valor 6ptimo de w estd relacionado con la distribucién de autovalores de
la matriz de iteracion en el plano complejo. Mientras tanto podemos ver intuitivamente que

e w =1 deja el esquema inalterado
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e w > 1 tiende a acelerar la convergencia si el esquema converge lenta y monétonamente

e w < 1 tiende a desacelerar la convergencia si el esquema se hace inestable.

Esquema iterativo de Richardson con relajacién para matrices spd. Aplicando el método
de relajacion a la iteracién basica de Richardson obtenemos el esquema

Thil = Tk + wrg (1.149)
que puede reescribirse como
Tpr1 = (I —wA) xp +wd (1.150)
de manera que la matriz de iteracion es
Msgr=1—-wA (1.151)

Asumiendo que A es spd, el espectro de Mggr esta dado por
o(Msgr) =1 —wo(A) (1.152)

pero como A es spd, los autovalores A € o(A) son reales y positivos. Asumamos que estdn ordenados
Al > Ay > ... > Ay. También denotaremos Amin = AN, Amax = A1. Los autovalores de Mggr se
comportan en funcién de w como se observa en la figura 1.5. Para un dado w todos los autovalores
de Mgr estan comprendidos entre los autovalores correspondientes a Amin ¥ Amax (la regién rayada
de la figura). Para w suficientemente chico todos los autovalores se concentran cerca de la unidad.
Para un cierto valor weit el autovalor correspondiente a A\ se pasa de —1 con lo cual la iteracion
no converge. El valor de wc,it esta dado entonces por

2

1-— wcrit)\max = _1’ Werit = )\— (1153)

max
La tasa de convergencia estd dada por v = max; |1 — w;|, y queremos buscar el w que da la mejor
tasa de convergencia, es decir el minimo 7. Como los 1 — wA; estdn comprendidos en el intervalo
1 — wAmin, 1 — WAmax, se cumple que

v =max(l — wAnin, | — wAnax) (1.154)

Ahora bien, para un cierto intervalo de valores 0 < w < wepy €l méximo corresponde a 1 — wWAnyin,
mientras que para wopy < W < Werit €l maximo estd dado por —1 4+ wApax. Para w = wepy ambos
valores coinciden y entonces

1I- wopt)\min =-1+ wopt)\max (1155)

de donde 5
Wt = 1.156
oPt )\max + >\min ( )

Ademss es facil ver que v es minimo para w = wept, de ahi el nombre de coeficiente de relajacion
optimo.
Podemos ver también que, para ntimeros de condicién muy altos el valor 6ptimo se encuentra muy

cerca del valor critico,
1
(A) Werit ™~ Werit (1157)

Wopt = 1+r
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1—wA

< 1 — wAmin

>/w/o
A

w
Wopt Werit
Figura 1.5:
La tasa de convergencia que se obtiene para wept es de
log 10
n _ 1.158
" gL ) %)
log 10
_ 1.159
10g[1 - 2>\min/()\max + )\min)] ( )
log 10
_ (1.160)
log[(r +1)/(k — 1)]
que para sistemas mal condicionados (k> 1) es
log 10
Nopt = 22 115k (1.161)

Método de relajaciones sucesivas. La combinacién de Gauss-Seidel puede mejorarse
dramaticamente con sobre-relajacion para una cierta eleccién apropiada del pardmetro de relajacion.
Este método es muy popular y se llama SSOR por “Successive Standard Over-Relaxation”. Partiendo
de (1.127) y reescribiéndolo como

Dzpi1+ Lagy =b—Uxg (1.162)

y combinando con la sobre-relajacién estandar (1.148)

Tirn=w (2pg1 — (1 —w)ap) (1.163)

llegamos a
Dizgy1 — (1 —w) zg] + wLhagir = w (b — U xy) (1.164)
(D4 wl)xgyr =[(1 —w) D —wUlzg — wb (1.165)

de manera que la matriz de iteracion es

Msor = (D +wL) ' [(1—-w)D —wU] (1.166)
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Capitulo 2

Método de Gradientes Conjugados

2.1 Meétodos de Krylov y propiedad de minimizacién

Los métodos de Krylov (a diferencia de los métodos estacionarios que vimos hasta ahora), no tienen
una matriz de iteraciéon. Los que describiremos mas en profundidad son Gradientes Conjugados y
GMRES. Ambos se basan en que la k-ésima iteracién minimiza alguna medida del error en el espacio
afin

zo + Ky, (2.1)

donde zg es la iteracion inicial y el subespacio de Krylov [, es
Ky = span{rg, Arg, A%rg, ..., A¥ trg}, k>1 (2.2)

Nota: El papel de g y b puede intercambiarse, lo importante es ro (esto vale practicamente para
todos los métodos iterativos). De hecho, el esquema es invariante ante translaciones del origen, es
decir las iteraciones para los dos sistemas siguientes

Az = b, inicializando en z (2.3)

12 / e e e e 12
Az" =b', inicializando en

con
¥ =x-Z (2.5)
Y =b+ Az
x6 =T0—Z

son equivalentes (es decir, 2}, = x — ), ya que

ro  =0b — Ax (2.8)
=b+ Az — Axg — Ax (2.9)
=b— Axg (2.10)
=1y (2.11)

de manera que el espacio de Krylov es el mismo. Entonces podemos, o bien eliminar b haciendo z = z*
o eliminar xy haciendo = = zg.

El residuo es r = b — Az, de manera que {ry} para k > 0 denota la secuencia de residuos
r, = b — Axj. Como antes, z* = A~'b, es la solucién del sistema. El método de GC es en realidad
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Seccion 2.1. Métodos de Krylov y propiedad de minimizacion

un método directo, en el sentido de que llega a la solucién en un nimero finito de pasos, de hecho
veremos mas adelante que converge en N (o menos) iteraciones, es decir que

z, = x¥, para un cierto k¥ con k < N (2.12)

GC es un método que sirve en principio sélo para matrices simétricas y definidas positivas (spd).
Recordemos que A es simétrica si A = AT y definida positiva si

2T Az >0, para todo z # 0 (2.13)

Luego veremos que podemos extender cualquier sistema (no simétrico ni definido positivo) a un sistema
spd. Como A es spd. podemos definir una norma como

lz|| 4, = VaT Ax (2.14)

es la llamada “norma A” o “norma energia” ya que en muchos problemas précticos el escalar resultante
2 , .
(||]|y) representa la energfa contenida en el campo representado por el vector .
El esquema a seguir sera

e Descripcién formal del método y consecuencias de la propiedad de minimizacion
e Criterio de terminacién, performance, precondicionamiento
e Implementacion

La k-ésima iteracién de GC zj; minimiza el funcional cuadratico

o(z) = (1/2)2T Az — 2T (2.15)
en xg + K.
Notemos que si hacemos el minimo sobre todo IRY, entonces si
Z = argmin ¢(z), (2.16)
z€RN
vale que
Vé(z) = AF —b=0, implica &=z (2.17)
Lema 2.1.1. Sea S € IRY, si 2 minimiza ¢ sobre S, entonces también minimiza ||Al|z* — z = ||7|| 41
sobre S.
Demostracion. Notemos que
lz —a*|F = (z—a")" Az —a”) (2.18)
—al Az — T Az — 2T Ax* + 2T Ax* (2.19)
pero A = AT, entonces *7 Az = 2T AT * = 27 Az* y Az* = b, de manera que
|z — 2% =af Az — 20T b+ 2T Ax (2.20)
= 2¢(x) +2*T Ax* (2.21)
Pero 2*7 A z*=cte de manera que x;, minimiza ||z — 2*|| 4. Sea e = z — x*, entonces,
|Alle? =€l Ae (2.22)
=[A(z — 2")]T A7 Az — 2¥))] (2.23)
=(b—Ax)T A7 (b — Ax) (2.24)
= ||Ib— Az|%-, O. (2.25)

Usaremos este lema para el caso S = zg + Kj.
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2.2 Consecuencias de la propiedad de minimizacion.

El lema 2.1.1 implica que, como z; minimiza ¢ sobre xg + Ky,
27 — zplly < [l2” —wll

para todo w € xzg + Ki. Como w € zg + K puede ser escrito como

k—1

w:Z’YjAjT(H-ﬂEo
j=0

ara ciertos coeﬁcientes 1 odemos expresar .’E* — W Como
3

k—1

¥ —w=2a"—x9 — E v; Al 1o
i=0

Pero
ro =b— Axg = A(z* — x¢)
entonces

k—1

v mw = (@) = Yy A (@~ ao)
j=0

= p(A) (2" = z0)

donde el polinomio

k—1
p(z) =1-Y ~z"
j=0
tiene grado k y satisface p(0) = 1. Entonces,
¥ — x|, = min p(A) (2% — xg
| 4 epin Ip(A) ( )l

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

P, denota el conjunto de los polinomios de grado k. El teorema espectral para matrices spd afirma

que existe una base de autovectores {u;}}¥., con autovalores {\;}
A U; = )\i Uj

con u;, A\; reales, A\; > 0y los u; ortogonales entre si, es decir que

uluj = 8y
Adema&s formamos las matrices
U — [ Uy U2 ... UN ]
A :diag{)\l,)\g,...,)\N}
La descomposicién diagonal de A es
A=UAUT
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Ademas
Al = (UAUTY (UAUT) ... (UAUT) (2.39)
=UNUT (2.40)
y
p(A) = Up(A) UT (2.41)
Definamos
AV U AT (2.42)
y notemos que
Al22 = 2T Az = ||2]| AY2 2 (2.43)
Entonces, para todo z € RY
lAllp(A)z = |[2] A% p(A) (2.44)
= [2llp(4) A% & (2.45)
< [|2/|p(A) [|2]| A 2 (2.46)
12[p(A) [|A]|= (2.47)
y volviendo a (2.33)
A —z* < ||A —z* i 2.48
Al —* < Al —o* i { s [9(:)1} (249

donde o(A) es el conjunto de autovalores de A.
Corolario 2.2.1. Sea A spd y {zy} las iteraciones de GC. Sea pj cualquier polinomio de grado k
tal que p;(0) = 1, entonces

Allxp — x* _
Mﬁﬁ < Zg};%)j) D1 (2)] (2.49)

Los polinomios que satisfacen py(0) = 1 se llaman polinomios residuales.
Definicion 2.2.1. El conjunto de polinomios residuales de orden k es

Pr = {p / p es un polinomio de grado k y p(0) = 1} (2.50)

La forma de estimar la convergencia de GC es construir secuencias de polinomios residuales basados
en la informacién de como estan distribuidos los autovalores de A (es decir de o(A)). Un primer
resultado es ver que GC es un método directo

Teorema 2.2.1. Sea A spd. Entonces GC converge antes de las IV iteraciones.

Demostracién. Sea {\;}, los autovalores de A. Tomemos como polinomio residual

N
p(z) =[N = 2)/ A (2.51)
i=1
Pero p € Py ya que tiene grado N y p(0) = 1. Entonces, de la estimacién de error (2.49)

|Al|zn — % < [|A||lzo — 2* max |p(z)| =0 (2.52)
z€o(A)

ya que, por construccién, p(z) = 0 para todos los z € o(A). O.
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log |||

tasa de convergencia muy lent

I —\ I

nivel de residuo aceptable \ N

Figura 2.1: GC con tasa de convergencia muy lenta.

Sin embargo, desde el punto de vista practico esto no es tan bueno como suena. Veremos que, bajo
ciertas condiciones, la convergencia puede ser muy lenta y desde el punto de vista practica haya que
esperar hasta N iteraciones para que el residuo baje de la tolerancia aceptable.

Es decir, si evaluamos a GC como un método iterativo, entonces debemos poder evaluar la tasa
de convergencia para k < N (la pendiente de la curva de convergencia).

Teorema 2.2.2. Sea A spd con autovalores {u;}YY ;. Sea b una combinacién lineal de k de los
autovectores de A. Por simplicidad asumiremos que los autovectores de A estdn ordenados de manera
que estos autovectores son los primeros k

k
b= Z Y1 Uy (2.53)
=1

Entonces la iteracién de GC para Az = b con zg = 0 termina en, a lo sumo, k iteraciones
Demostracion. Por el teorema espectral

k
=> (n/M)u (2.54)

=1

ya que

K

At = (/) Ay (2.55)
=1
.

= > (/)N (2.56)
=1

_p (2.57)

Usamos el polinomio residual

=
y puede verse que p € Pr y p(A\)) =0paral <I<ky

k

plA) =" => p(\

=1

k
p(z) = [T =2)/N (2.58)
1
(

) (/) g =0 (2.59)

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 23



CAPITULO 2. METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS
Seccion 2.3. Criterio de detencion del proceso iterativo.

N

log |l |
| k

magquina de precision finiti
recision de la maquina Lo

maquina de precision infinita

Figura 2.2: Comportamiento del residuo en maquinas de precisién finita.

De manera que, por (2.33) y xg = 0 se deduce que
|A]|x* — z < ||A||p(A) z* =0 O. (2.60)

Teorema 2.2.3. Sea A spd y supongamos que hay exactamente k < N autovalores distintos de
A. Entonces GC termina en, a lo sumo, k iteraciones
Demostracién. Usar el polinomio residual

k
pr(z) = [N —2)/n O (2.61)

=1

2.3 Criterio de detencion del proceso iterativo.

En una maquina de precisién infinita debemos ver que el residuo desciende bruscamente a cero en la
iteracion N (puede ser antes bajo ciertas condiciones, como hemos visto en algunos casos especiales),
pero en la préactica no se itera GC hasta encontrar la solucién exacta sino hasta que cierto criterio sobre
el residuo (por ejemplo ||rx| < 107%) es alcanzado. De hecho, debido a errores de redondeo, ocurre
que no se puede bajar de un cierto nivel de residuo relacionado con la precisién de la maquina (1015
en Fortran doble precisién y también en Octave) y el niimero de operaciones necesarias para calcular
el residuo. Entonces, si ese nivel de residuo estd por encima del valor del residuo que obtendriamos en
la iteraciéon N — 1 (ver figura 2.2), no veremos el efecto de la convergencia en N iteraciones, sino que
GC se comporta como un método iterativo, de manera que lo importante es la tasa de convergencia
media del método.
En la practica se usa usualmente como criterio de detencién del proceso iterativo

12[6 — Az < nl|2[|b (2.62)

Sin embargo, las estimaciones de error basadas en la propiedad de minimizacién estdn expresadas en
la norma energia del error

Allxp — x* _
Mﬁﬂ < Zg};%ﬁ) D1 (2)] (2.63)

El siguiente lema relaciona la norma euclidea del error con la norma energia del error
Lema 2.3.1. Sea A spd, con autovalores A\; > Ay > ... > Ay. Entonces para todo z € RY

121422 = [|A]|2 (2.64)
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y
A4l < 1212 < AV 4] 2 (2.65)
Demostracién.
|A] 22 = 2TAZ = (AY22)T(AY22) = ||2)| AY/2.° (2.66)
Sean {u;, \;} los autovectores, autovalores de A, con ulu; = &;;. Entonces,
N
z = Z(u;‘rz) U (2.67)
i=1
N
Az = Z N (ul 2) u (2.68)
=1
Entonces,
9 N
ANN20AY2 27 = AN D N (u] 2)? (2.69)
=1
N
<Y ON (uf 2)” = |12]|AZ° (2.70)
=1
N 2
< M)A (u] 2)? = M |2|AV2 2T O (2.71)
i=1
Lema 2.3.2.
1216 — Ay _ /ra(A) [2]r0 1Ak — o 212)
26— 12|16 [|Allzo — *

Recordemos que en la norma Ly para matrices spd. vale que

|2]|]A = méx autovalor de A = \; (2.73)
2] A~ = min autovalor de A = Ay (2.74)
k2(A)  =M/An (2.75)

Usando (2.64) y (2.65)

1206 — Az |21 A (2" —an) _ A2 A2" — (2.76)
12016 = Azo ~ [2[A (" —20) = A% |4z — o

Consideremos un ejemplo simple
o = 0, /\1 = 11, /\N = 9, (2.77)
Por lo tanto kg = 1.22 (relativamente pequeno). Tomemos el polinomio (ver figura 2.3)

p(2) = (10 — 2)*/10% € Py, (2.78)

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 25



CAPITULO 2. METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS
Seccion 2.3. Criterio de detencion del proceso iterativo.

Figura 2.3: Polinomio residual apropiado para el caso (2.77)

A

\ A U/|Tp(2(z = 0))]
—

ASIY/S\ /S £ J |
N T 77XV AN AN i

AN

Figura 2.4: Polinomio residual basado en los polinomios de Tchebyshev

Como vemos en la figura todos los polinomios se anulan en z = 10 la mitad del intervalo donde se
encuentran los autovalores. Esta region estd sombreada en la figura. El méximo valorde pg(z) sobre
el intervalo se alcanza en los extremos del intervalo
5 = 1509 = |5.(11)] = 107 2.79
9213%1 Pk (2)] = |Pe(9)] = [Pr(11)] ( )
lo cual implica que la tasa de convergencia es v = 1/10 y el nimero de iteraciones por orden de
magnitud es

log(10)
n=—" =1 2.80
log(1/7) (250
Mientras tanto, para los residuos
% <V1.22x107* (2.81)
=1.10 x 107* (2.82)
2.83)

Para obtener la mejor estimacion basada solamente en la informacién del autovalor maximo y
minimo debemos construir un polinomio de tal forma que tome los valores méas bajos posibles en el
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Figura 2.5: Polinomio residual apropiado para un espectro con dos clusters de autovalores

intervalo \; < z < A, (ver figura 2.4). Estos polinomios pueden construirse en base a los polinomios
de Tchebyshev. Efectivamente, hagamos el cambio de variable

(z = An)/(M1 — An) = (1 — cos)/2 = (1 — 2)/2 (2.84)

de manera que # =0 en z = Ay y # = 7 en z = \;. Los polinomios de Tchebyshev T),(z) se definen
como

T, (x) = cosnb (2.85)
Por ejemplo
To(x) = (2.86)
T (x) =z (2.87)
Tr(z) =222-1 (2.88)

Por construccién vemos que |T,] < 1 en |z| < 1, o sea A, < z < A;. Entonces tomamos pi(z) =
T (x(2))/Tn(x(z = 0)). Como x(z = 0) cae fuera del intervalo |x| < 1y T}, crece fuertemente (como
x™) fuera del mismo, es de esperar que T, (z(z = 0)) > 1 y entonces |pi(2)] < 1 en A\, < z < Ay,
Mediante estimaciones apropiadas para el valor de T),(z(z = 0)) puede demostrarse que

* * /i2_1 ¥
JAllzg — o < 2] Allzo — 2 (%) (2.89)

Podemos ver que, si k> 1, entonces podemos aproximar

-1 2
v =1y (2.90)

\/HQ—i-lN \/E

y entonces
log(10
n ~ % Vi = 1.15v/k (2.91)
que debe ser comparada con n ~ 1.15x para Richardson con w = wqpt. La ventaja es clara, teniendo
en cuenta que (como veremos después) el costo (niimero de operaciones) de una iteracién de gradientes

conjugados es similar al de una iteraciéon de Richardson.
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A
f po-
Problema no precondicionado z
A
: ) -
Reduccion del namero de condicién z
(Richardson y GC)
T v, (| J I L. 1
| L A T T ¥ T

Agrupar autovalores en pequefios clusters (G

Figura 2.6: Posibles estrategias de precondicionamiento

Sin embargo, la convergencia puede ser mucho mejor que la dada por la estimacién anterior,
dependiendo de la distribucién de los autovalores. Por ejemplo, asumamos que los autovalores estan
distribuidos en (ver figura 2.5)

1<A<1.56399 < A <400 (2.92)

Entonces k = 400 y la estimacién anterior (basada sélo ne el niimero de condicién) da
n = 1.15v400 = 23 (2.93)
mientras que si tomamos el polinomio residual de la forma

(1.25 — 2)* (400 — 2)%*

P3k = 1 55k 4002k (2.94)
Entonces debemos estimar
= (0.25/1.25)F = 0.2% :
| Dax Ipar(2)| = (0.25/1.25)" = 0.2 (2.95)
y
< (400/1.25)% (1/400)2* 2.96
590225, 0 Ipak(z)] < (400/1.25)" (1/400) (2.96)
= 1/(1.25 x 400)F (2.97)
Por lo tanto,
max |psk(z)| < 0.2 (2.98)
z€o(A)
vy = 0.21/3,
log 1
0610 _ 499 (2.99)

" 1/310g(1/0.2)

que representa una tasa de convergencia 5 veces mas rapida que la predicha sélo en base al ntimero
de condicién de A.

En el contexto de GC la convergencia se puede mejorar tratando de encontrar precondicionamientos
que disminuyan el nimero de condicién o bien que los autovalores estan agrupados en pequenos
“clusters” (ver figura 2.6).
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2.4 Implementacién de gradientes conjugados

La implementacion de GC se basa en que conociendo xj, pueden ocurrir dos situaciones. O bien
Tk4+1 = Tk = =¥, 0 bien

Tht1 = T + Qkt1 Pk+1 (2.100)
donde pry1 # 0 es una direccion de bisqueda que puede obtenerse en forma sencilla y agyq es un
escalar que se obtiene minimizando el funcional de GC sobre la recta,

d
o (xk + apr+1) =0, en o = a1 (2.101)

Recordar que el funcional estaba definido como

1
o(x) = 5 T Az — 20 (2.102)
Entonces
do T
1~ PenVo (2.103)
= P [A(zr + arg1pry1) — 0] =0 (2.104)
de donde

pg—&-l (b— Azy)

(2.105)
Pis1 APk+1

Of+1 =
Si xx4+1 = x) entonces o = 0, pero esto solo ocurre si zy es la solucién.
Lema. r; € K, para todo | < k
Demostracién. Lo haremos por induccién en k. Para k = 1 K; = span{ro} y obviamente se
verifica que g € K. Ahora asumiendo que es véalido para k lo demostraremos para k+ 1. Para [ < k,
se cumple que r; € Ky C K41, por lo tanto sélo resta demostrarlo para ri. Pero

k—1
T = To + Z aj Al rg (2.106)

§=0

y entonces,

re  =b— Axy (2.107)

k-1 ‘
=10 — Zaj ATt € Kjqq O, (2.108)

§=0

Lema 2.4.1. Sea A spd. y {zx} las iteraciones de GC, entonces
'rkTrl =0, paratodo0<I<k (2.109)
Demostracion. Como x; minimiza ¢ en xg + Kj, entonces para todo £ € Ky,
%cb(wk +16) = Vo(ap +16)" € =0, ent=0 (2.110)

pero V¢ = —r, entonces
—rf€=0, paratodo €Ky O. (2.111)
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Ahora bien, si 11 = 1 entonces ry =rg11 y
1274 = ik = rf iy =0 (2.112)

por lo tanto x; = z*.De paso esto permite ver también que GC converge en N iteraciones (cosa que
ya hemos demostrado basdndonos en la propiedad de minimizacién.) Efectivamente, supongamos que
ri # 0 entonces

dim gy =dim Ky + 1 (2.113)

Pero para k = N dim Ky = N entonces rg11 = 0.
Lema 2.4.2. Si x # z* entonces g1 = Tk + agt1 prr1 donde pgy1 estd determinado (a menos
de una constante multiplicatva) por

Per1 € K (2.114)
PrAE =0, para todo £ € Ky (2.115)

Demostracion. Como Ky C Kpiq
Vo(zie1)TE =0, paratodo & € Ky (2.116)

[Azy, + o1 Aprar — BT € =0 (2.117)

pero Axi — b =1y L £ para todo £ € Ki de manera que
Piy1AE =0 (2.118)

y como dim K41 = dim Ky + 1, esto define tinicamente a pg1.
Esta propiedad se llama que pii1 es “conjugado” a K. Ahora bien, tomando r; y ortogona-
lizdndolo con respecto a K podemos obtener p1. Entonces,

DPk+1 = Tk + Wk, con wy € Ky, (2.119)

Teorema 2.4.1. Sea A spd. y asumamos que 7, 7 0. Sea pg = 0. Entonces pi+1 = 7k + Bk+1Pk
para algin escalar Oxr1 v k> 0.

Demostracién. ver libro.

Lema 2.4.3. Las siguientes formulas son también validas para obtener los ai v G-

(RIS

_ o l2)r?
T A ) ﬁk-ﬁ-l
Pi4+1 APk+1

= — 2.120
122 (2.120)

Qg1 =

Demostracion. Ver libro.
Algoritmo 2.4.1. cg(x,b, A, €, kmax)
L.r=b— Az, pp= 2| k=1

2. Do while \/pr—1 > €[[2]/b y k < Kmax
a. If k =1 then

p=r
else
B = pr—1/pr—2
p=r+p5p
endif
b. w=ap
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c. a=pp-1/(p"w)

d.z=z+ap
e.r=7—qw
£ ok =112[%
g k=k+1

Notar que no es necesario formar explitamente la matriz A (ni siquiera en forma “sparse”, es decir,
la lista de {1, j, a;;}), sino que solo es necesario definir una rutina que, dado  calcule Az. Esto se llama
una operacién matriz-vector. Debido a esta propiedad de no necesitar tener la matriz almacenada,
GC es llamado un método matrix free.

Costo de GC. Las variables que se deben mantener almacenadas durante la iteracién son x, w, p, r
o sea 4N elementos. En cuanto al nimero de operaciones,

e 1 producto matriz vector (paso 2.b)
e 2 productos escalares (pasos 2.c y 2.f)

e 3 “daxpys” (pasos 2.a, 2.d y 2.e).

Una operacién “daxpy” es aquella de la forma xz «— = + ay, es decir adicionar a un vector z un
multiplo escalar de otro vector y. (El nombre proviene de que la rutina de la librerfa BLAS que
realiza esta operacion y que a su vez es una descripcion mnemotécnica de la operacion que se realiza.
La “d” inicial corresponde a la versién doble precisién). De todos, el que requiere més operaciones
es generalmente el producto matriz vector, sobre todo en la versién matrix free y sobre todo cuanto
ma&s compleja es la fisica del problema. Por ejemplo, si x representa el vector de potenciales nodales
guardados por columnas para una malla homogénea de paso h (como en la funcién laplacian.m usada
en la Guia 1), entonces la implementacién de Az es

phi=reshape(phi,n-1,n-1);

% range of indices of internal nodes
II=(2:n);
JJ=1T;

% Include the boundary nodes
Phi=zeros(n+1);
Phi((2:n),(2:n))=phi;

% Use the standard 5 point formula

lap_phi=((-Phi(II+1,JJ)...
-Phi(II-1,J0)...
-Phi(II,JJ+1)...
-Phi(II,JJ-1)...
+4*Phi(I1,JJ))/h"2);

lap_phi=lap_phi(:);
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donde vemos que bédsicamente el nimero de operaciones necesario es O(5N), ya que 5 es el nimero
de puntos involucrados en el stencil de Poisson. Sin embargo, si la complejidad de la representacién
aumenta el computo se mantiene en general O(N) pero con cada vez més operaciones por nodo. Por
ejemplo, si la malla estd refinada hacia los lados, es decir si el h no es constante, entonces hay que
multiplicar cada fila por un A distinto. Si ademds permitimos que las lineas de la malla no sean
paralelas a los ejes, entonces habra que calcular los coeficientes métricos de la malla. Si consideramos
el uso de mallas no estructuradas con el método de los elementos finitos el calculo de las matrices de
cada elemento aumentara todavia més el niimero de operaciones por nodo.

Costo de GC como método directo. Si bien el método de GC se usa raramente como método
directo, por razones que veremos mas adelante, vamos a estimar el niimero de operaciones necesarios
y compararlo con eliminaciéon de Gauss. Considerando un cuadrado de N =n x n nodos en 2D y un
cubo de N =n xn x n en 3D, tenemos que,

Ancho de banda de la matriz: m = n en 2D, m = n? en 3D.

e Niimero total de incégnitas: N = n? en 2D, N = n? en 3D.

Nimero de op. Gauss: N2 en 2D, N233 en 3D

e Nimero de op. Gauss: N2 en 2D, N2 en 3D

Hemos hecho uso de que el nimero de operaciones para eliminacién de Gauss es Nm?2. Para GC
hemos usado

nimero de op. = O(numero de iter. x nro. de op. por iter.) (2.121)
= O(N?) (2.122)

Vemos que, incluso como método directo, GC llega a ser méas competitivo en 3D. De todas formas, como
ya hemos mencionado, por el problema de precisién finita (ver figura 2.2) en general para problemas
grandes se llega a la precisién de la maquina antes de las N iteraciones.

En cuanto a la capacidad de almacenamiento, GC obviamente requiere mucho menos memoria
(O(N) para GC contra O(N'5) en 2D y O(N'33) en 3D para Gauss).

Comparacion como método iterativo con Richardson. Tanto para Richardson como para
GC el costo de cada iteracién es, basicamente

Nro. de opr. para bajar el residuo un orden de magnitud = (2.123)

=n X nro. de oper. por iteracion

Donde n es el numero de iteraciones necesario para bajar el error un orden de magnitud. Asumiendo

que el costo de las iteraciones es practicamene el mismo para los dos métodos (lo cual es vélido si

hacemos una implementacién matrix free con una formulacién relativamente compleja, por ejemplo

FEM), entonces los costos relativos estan dados por las tasas de convergencia y, usando que en 3D
k~n?=N2/3,

n(Richardson con w = wepy) ~ ~ k= N3 (2.124)

n(GC) ~rk=N3 (2.125)

con lo cual la ganancia es evidente.
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Figura 2.7: Gradientes Conjugados y los residuos verdaderos.

2.5 Los “verdaderos residuos”.

El algoritmo cg(...) (ver pag. 29) descripto méas arriba tiene la particularidad de que los residuos
no son calculados directamente usando (1.50) sino que son calculados en el paso (2e). Si bien las
expresiones coinciden en una maquina de precisién infinita, debido a errores de redondeo los valores
numéricos obtenidos con uno u otro método pueden diferir en una maquina de precisién finita. En la
figura 2.7 vemos los residuos calculados en un experimento calculados de las dos formas. El compor-
tamiento de los verdaderos residuos es similar al observado para Richardson en §1.4. Sin embargo, es
todavia peor para GC. El residuo no sélo no baja de el umbral |||, de saturacién sino que empieza
a crecer lentamente. Esto es muy peligroso desde el punta de vista practico, ya que en el caso de
Richardson el efecto de saturacién sélo ocasiona un gasto de tiempo de cédlculo innecesario, pero en el
caso de GC puede ocasionar una pérdida de precisién. Podemos decir que Richardson es un método
estable ante errores de redondeo, mientras que GC es inestable. Esta inestabilidad de GC se debe al
hecho de que asume que los residuos van formando una base ortogonal y las direcciones de busqueda
van siendo conjugadas (ec. (2.115)), y estas propiedades se van perdiendo por errores de redondeo.
Esta inestabilidad es compartida por todos los métodos que se basan en estas propiedades de conjuga-
cién, por ejemplo GMRES y los métodos que veremos después. Para peor los residuos calculados por
la expresion recursiva (2e) tienden a seguir descendiendo, de manera que si el usuario no verifica el
verdadero valor del residuo, puede creer que realmente el error ha bajado (después de 600 iteraciones)
hasta 2x 10754, mientras que el error verdadero esté en el orden de 3 x1073.

Cuando calculamos los residuos directamente a partir de (1.50) decimos que se trata de los verda-
deros residuos. El porqué los residuos calculados segin el algoritmo cg(...) (ver pag. 29) tienden a
bajar, en vez de rebotar como lo hacen los verdeaderos residuos, puede entenderse més facilmente en
el algoritmo de Richardson. Efectivamente, puede demostrarse simplemente que los residuos también
satisfacen una relacién como la (1.101) a saber

rpr1 = ([ — BA) ry (2.126)

De manera que también podriamos calcular los residuos utilizando recursivamente esta relacién. Pero
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esta relacién no involucra diferencias entre magnitudes grandes como en (1.50) y por lo tanto ||rgl|
calculado por esta expresién sigue descendiendo, independientemente de la precision de la maquina.

Una forma de corregir el el algoritmo cg(...) (ver pag. 29) es agregar una linea en cada iteracién
que calcule el verdadero residuo, sélo a los efectos de chequear convergencia, sin embargo esto involucra
un producto matriz vector adicional por iteracién, es decir practicamente duplica el costo del método.

Precondicionamiento. Asumamos que tenemos una matriz M facil de invertir y tal que
k(MA) < k(A) o tal que los autovalores estdn agrupados en clusters. Entonces podemos tratar
de resolver

(MA)z = (Mb) (2.127)

en vez del sistema original, ya que este estd bien condicionado. Sin embargo, incluso si M es spd. el
producto de dos matrices spd. no es necesariamente spd. Basta con ver el ejemplo,

10
A = [ 0 2 ] , (2.128)
2 1
M = [ 1 9 ] (2.129)
Ay M son spd. pero
2 2
MA = [ 14 ] (2.130)

no es simétrica. Una posibilidad es buscar M = S? y entonces redefinir
(SAS)y = (Sb) (2.131)

y una vea obtenido y obtener x = Sy. Como SAS es equivalente a S2A = MA tienen la misma
distribucién de autovalores y SAS si es spd. Pero falta resolver el problema de hallar S, lo cual puede
ser mas complicado que hallar M y por otra parte el calculo de SAS por un vector involucra el cdlculo
de dos productos matriz-vector adicionales, contra uno sélo si precondicionamos de la forma (2.127).
La solucién pasa por reproducir el algoritmo de Gradiente Conjugado pero reemplazando el producto
escalar por 7 Mz y finalmente resulta en el siguiente algoritmo de GC precondicionado,

Algoritmo 2.4.1. pcg(x,b, A, M, €, kmax)

Lr=b—Ax, 7o =r"Mr, po=|2|r, k=1
2. Do while /pr—1 > €[|2]/b y k < Kmax
a. If K =1 then
z=Mr
else
B = pr—1/pr—2
p= Mr—+ (p
endif
b. w=ap
c. a=pp_1/(p"w)
d.z=z+ap
e.r=r—aquw
f. pr = |12||ri% e = rf Mr
g. k=k+1
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La modificacién principal del algoritmo pasa por reemplazar p por Mp en las definiciones de los p y
reemplazar los productos escalares z”y por la forma cuadratica 7 My. Ademds, ahora calculamos
escalares 7, para el cdlculo de las direcciones py y escalares py para chequear la convergencia. (Mientras
que en la versién no precondicionada, py = 7).

El costo adicional mas importante para el esquema precondicionado es un producto matriz-vector
adicional con la matriz precondicionada. El costo del producto matriz-vector para el precondicio-
namiento puede variar mucho y depende de la complejidad del precondicionamiento. Por ejemplo, si
tomamos M como la inversa de la parte diagonal de A (precondicionamiento Jacobi), entonces el costo
es infimo, pero en el otro extremo podemos tomar M = A~!. Entonces GC converge en una iteraciéon
pero el costo de calcular Mz es el costo de invertir Allenemos entonces que

Costo total = n x nro de oper. por iteracién (2.132)

Cuanto mas complejo es el precondicionador el n tiende a disminuir pero el nimero de operaciones
tiende a aumentar debido al costo del calculo del precondicionamiento. Lo importante entonces, al
evaluar la efectividad de un precondicionador es no sélo evaluar cémo aumenta la tasa de convergencia
sino también tener en cuenta el costo de evaluar Mzx.

Precondicionadores. Existen una variedad de precondicionadores propuestos para diferentes
problemas. Algunos son muy especificos para ciertas aplicaciones otros son puramente algebraicos, es
decir su aplicacién es general para toda clase de problema (tal vez no su efectividad!). En el contexto de
la resolucién de sistemas lineales provenientes de la discretizacién de ecuaciones en derivadas parciales
por diferencias finitas o volimenes finitos podemos mencionar los siguientes

e Intrinsecos al problema

Resolvedores rapidos de Poisson

Multigrilla

— Descomposicién de dominios

— ADI

e De tipo general

— Jacobi
— Factorizacién incompleta

— Precondicionamiento polinomial

A continuacién haremos una breve descripcién de los mismos
Resolvedores rapidos de Poisson. Si consideramos la ecuaciéon de Poisson 2D con condiciones
de contorno periddicas la matriz resulta ser

2 -1 0 0 0 ~1
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0
A=l 0 0 -1 2 -1 0 (2.133)
0 0 0 -1 2 -1
-1 0 0 ... 0 -1 2
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o o 0

o o o o 0
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Figura 2.8: Mallas fina y gruesa para las técnicas de multigrilla.

Sea x de la forma o
(SL‘k)@ _ elQT(k"L/N (2‘134)

donde i es la unidad imaginaria. Puede verse que (x); es un autovector de A. Esto vale, no sélo para
la matriz del laplaciano 1D, sino también para cualquier operador homogéneo (que no depende de x)
discretizado sobre una malla homogénea. En este caso las filas de la matriz A son las mismas, sélo
que se van corriendo una posicién hacia la derecha a medida que bajamos una fila, es decir:

A=A (2.135)

donde flu es ciclico en p de periodo N, es decir flp+ N = /lp. Pero los = de la forma (2.134) son la
base que induce la transformada de Fourier, de manera que si I’ es la matriz que tiene como columnas

estos autovectores, vale que
Fz =fft(z), Vz (2.136)

donde fft(z) indica el operador de transformada de Fourier tal como esté definido en Matlab. Como
las columnas de F son autovectores de A, entonces F~'AF es diagonal y podemos tomar como
precondicionamiento

M = F~ [diag(A)]'F (2.137)

por lo visto, para matrices periddicas, M = A~! y entonces GC convergerd en una iteracién. La
idea es que (2.137) puede ser un buen precondicionamiento incluso en condiciones méas generales, por
ejemplo cuando la matriz no es periédica o cuando la malla no es homogénea. En cuanto al costo del
precondicionamiento, multiplicar por F'y ~! es equivalente a aplicar transformadas y antitransforma-
das de Fourier (aplicar las operaciones fft( ) y ifft( ) de Matlab. Estas requieren O(N logy(N))
operaciones y la inversién de la parte diagonal de A sélo requiere O(N) operaciones. La idea puede
extenderse facilmente a 2D y 3D.

Multigrilla. Si hacemos una descomposicién modal del error, puede puede verse que el error
en las componentes correspondientes a los autovalores méas pequenos converge en general mucho més
lentamente que para los autovalores més altos. Esto es mas evidente para el método de Richardson,
donde los factores de amplificacion 1 — w); son muy cercanos a 1 para los autovalores mas pequenos.
A su vez, como ya hemos visto en los ejemplos, los autovalores altos estdan asociados a frecuencias
altas (funciones que son muy oscilatorias espacialmente) mientras que los autovalores bajos estdn
asociados a autofunciones suaves. Esto significa que después de un cierto nimero de iteraciones el
error para las frecuencias altas se debe haber reducido mucho mientras que el grueso del error esta en
las componentes de baja frecuencia. Como las funciones suaves pueden ser restringidas a una malla
mas gruesa sin perder informacién, esto sugiere la idea de proyectar el problema a una malla méas
gruesa (digamos con A’ = 2h y por lo tanto con la mitad de nodos, ver figura 2.8) y realizar una
serie de iteraciones sobre esta malla para obtener una correccion. Una vez obtenida ésta se interpola
sobre la malla original y se agrega al vector de iteraciéon. La idea es que la correccién va a ser tan
buena como si hubiéramos iterado sobre la malla original pero a un costo igual a la mitad ya que la
malla gruesa tiene la mitad de nodos. Esta idea ser puede aplicar recursivamente, ya que al iterar en
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Figura 2.9: Malla refinada hacia una esquina.

la malla gruesa va a volver a ocurrir que despues de una serie de iteraciones va a quedar una fuerte
componente del error en las frecuencias bajas y estas las podemos corregir iterando sobre una malla
' = 2h' = 4h y asf siguiendo. De esta manera, multigrilla se basa en resolver el problema en una
serie de mallas con paso de malla h, 2h,4h,...,2™h, haciendo una serie de iteraciones en la malla fina
seguida de iteraciones sobre la malla mas gruesa y asi siguiendo.

Descomposicion de dominios. Ver §4.1

Precondicionamiento Jacobi. Consiste en simplemente tomar M = diag A~!. Como la matriz
a invertir es diagonal el costo de invertirla es muy bajo (O(NN) opeaciones). Este precondicionamiento
no aporta nada en situaciones donde los elementos de la diagonal son aproximadamente constantes
(precondicionar con un multiplo escalar de la identidad no puede nunca mejorar el nimero de condi-
cién). Esto ocurre por ejemplo para el Laplaciano (tanto en 1D como en mas dimensiones) cuando el
paso de la malla es constante. Cuando la malla no es homogénea (ver figura- 2.9) entonces el nimero

de condicidn es
L \2
k(A) =0 <(h - ) ) (2.138)

donde A, es el minimo h sobre toda la malla y entonces puede ser bastante peor que O(n?) donde n
es el nimero de elementos en una direccién caracterfstica. Los elementos diagonales de A son o< b2 +
h, 2 = O(min(hs, hy) ~2) y puede verse que este precondicionamiento corrige el mal condicionamiento
producido por el refinamiento de manera que

r(diag(A)"tA) = O(n?) (2.139)

Factorizacién incompleta. Consideremos la factorizaciéon Cholesky A, A = BB”. Entonces este
precondicionamiento consiste en descartar elementos de B de manera de reducir su ancho de banda.
En la implementacion préactica el descarte se va haciendo a medida de que se va factorizando la matriz,
basandose en el valor absoluto del elemento B;; que se estd evaluando y su distancia a la diagonal
|i — j|. Por supuesto se trata de descartar aquellos elementos que tienen un menor valor absoluto y
que se encuentran mas alejados de la diagonal.

Precondicionamiento polinomial. Consiste en encontrar un polinomio p(z) tal que M =
p(A) =~ A~L. El criterio para construir el polinomio en cuestién es similar al utilizado para construir
los polinomios residuales que permiten obtener la estimacién de convergencia (2.89) en base a los po-
linomios de Tchebyshev. El costo de un tal precondicionmiento es evaluar Mz = p(A)z que involucra
m productos matriz-vector, donde m es el orden del polinomio de Tchebyshev. Como es usual en la
evaluacion de polinomios, se utiliza la forma anidada, también llamada de Horner, como en el siguiente
script
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y=0;
for k=0:m

y=p (k) *x+A*y;
end

donde (usando la notacién de Octave) p(x) = p1 ™ + pa 2™ L 4+ ... 4+ pmi1 v los coeficientes p; estan
almacenados en un vector de longitud m + 1. En la versién matrix free, el producto Ax esta definido
por medio de una rutina. Sea w=prodvec(x) la rutina que retorna w = Az cuando se le pasa x
entonces el algoritmo se escribe como

y=0;
for k=0:m

y=p (k) *x+prodvec(y) ;
end

2.6 Métodos CGNR y CGNE
Si A es nosimétrica o no definida positiva, entonces podemos considerar resolver
(AT A)z = (ATb) (2.140)

en el cual aparece la matriz AT A que es simétrica y definida positiva si A es no singular. Notar que
en cada iteracién de GC sobre este sistema estamos minimizando

|ATAllz* =2 = (2" —2)T ATA (2" — 1) (2.141)
= (b—Azx)T (b — Az) = |22 (2.142)

de ahi el nombre de “Conjugate Gradient on the Normal Equations to minimize the Residual” (CGNR).
Otra posibilidad es hacer el cambio de variable z = ATy y resolver

(AATYy =10 (2.143)

para y. Una vez encontrado ¥, = se obtiene con una operacién matriz vector adicional 2 = ATy. La
norma que se minimiza es en este caso

[AA |y —y = (y"—y)" AAT (y* —y) (2.144)
= (ATyr — ATy)" (ATy" — ATy) (2.145)
= (@ —a)" (2" —2) = |2l|a* — 2° (2.146)

de ahi el nombre de “Conjugate Gradient on the Normal Equations to minimize the Error” (CGNE).
Observaciones

e En general ocurre que k(AT A) ~ r(A)?, lo cual augura muy bajas tasas de convergencia si el
k(A) es grande.

e Se necesitan 2 productos matriz vector por iteracién

e En la versién matrix free hay que programar no sélo una rutina que calcule Az sino también una
que calcule ATz. Para problemas provenientes de discretizaciones por FEM o FDM de PDE’s,
esto puede resultar bastante complicado.
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El método GMRES

3.1 La propiedad de minimizaciéon para GMRES y consecuencias

GMRES (por “Generalized Minimum RESidual” fue popuesto en 1986 por Y. Saad y m. Schulz como
un método iterativo por subespacios de Krylov para sustemas no-simétricos. En contraposiciéon con
CGNR o CGNE no requiere el célculo de productos de A” con un vector, lo cual es una gran ventaja en
muchos casos. pero es necesario guaradar una base de K lo cual requiere un costo de almacenamiento
adicional a medidad que la iteracién progresa.
La iteracién k-ésima (k > 1) es
xp = argmin ||2||b— Az (3.1)
rExo+Ky

Notese que esta propiedad de minimizacion es muy similar con la de Gradientes Conjugados, con la
diferencia que en GC se aplica al funcional (2.15). Como aqui estamos contemplando la posibilidad que
A no sea simétrica o definida positiva, entonces no podemos tomar este funcional. Si consideramos que
minimizar ||2]|b — Az es equivalente a minimizar ||2||b — Az? el cual contiene en la forma cuadratica
AT A, entonces vemos que GMRES es equivalente a CGNR con la salvedad de que con GMRES no
debemos calcular productos A”-vector pero en contraparte debemos mantener una base del espacio

de Krylov.
Como z € xg + K puede ponerse de la forma
k-1 '
r =0+ Z v Al 1o (3.2)
j=0
entonces
k-1 ‘
b—Az  =b—Axg— Y At (3.3)
j=0
k .
j=1
= ﬁ(A) 70 (35)

donde p € P es un polinomio residual.
Teorema 3.1.1. Sea A no-singular y xj la k-ésima iteracién de GMRES. Entonces para todo
pE€ Pk
[12[rx = min |[2][p(A) ro < [12[|p(A) ro (3.6)
PEPs
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Corolario 3.1.1. Sea A no-singular, entonces

[12[}7x
[12[|7o

< [12[pr(A) (3.7)

Teorema 3.1.2. Sea A no-singular. Entonces GMRES encuentra la solucién dentro de las N
iteraciones

Demostracién. Usar p(z) = p(z)/p(0), donde p(z) = det(A — zI) es el polinomio caracteristico.
O

Para GC hemos usado el teorema espectral para encontrar estimaciones de la tasa de convergencia.
Esto no puede asumirse en general si A no es simétrica. Sin embargo podemos restringir el anélisis al
caso de que A sea diagonalizable aunque los autovalores y autovectores pueden ser ahora comlejos.

Nota sobre la condicion de diagonalizabilidad de matrices. Recordemos que

e A es diagonalizable si A = VAV ™! con A diagonal. Cuando A es real y simétrica A es real y
podemos elegir a V' como real. Cuando A es no-simétrica tando A como V pueden ser complejos.

En algebra compleja muchos conceptos pueden extenderse facilmente si reemplazamos la “tran-
puesta” de A por la “transpuesta conjugada” de A que denotaremos como A,

El producto escalar de dos vectores pertenecientes a C se define como 7y = 371, (2)5 ().

V es unitaria si VIV = I (es la extension del concepto de matriz ortogonal a complejos).

e A es normal si es diagonalizable y si la matriz de cambio de base correspondiente V' es unitaria.

Puede verse que si A conmuta con su transpuesta conjugada (es decir A7 A = A AH) entonces
A es normal.

e Es obvio que si A es hermitica (simétrica en el caso real) entonces A es normal

Teorema 3.1.3. para todo p — k € Py,

2|7 _
Bl < V) max () (38)

Demostracion. Basta con ver que

1212:(4) < 211V 121V 1215k (M) (3.9)
= (V) max, 1pk(2)|D0. (3.10)

No estd claro como puede estimarse el ky(V), si existe. Si A es normal, entonces V' es unitaria,
preserva la norma y entonces ||2||V = [|2||[V ™! = ko(V) = 1

12V«

2|V = 3.11
21V = ma L (311)
7]
— maxw (3.12)
w0 Vol x
o (yvH
=y VI (VEV) 2 (3.13)
w0 zHz
~1 (3.14)
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y similarmente para V. Por otra parte, si A se aproxima a una matriz no diagonalizable, entonces
kA() — 0o. Esto puede verse con un ejemplo simple. La matriz

A:[g H (3.15)

es un bloque de Jordan y es claramente no diagonalizable. Perturbando ligeramente uno de los
elementos diagonales de la forma

A:[O 1} (3.16)

con € muy pequeno la matriz pasa a ser diagonalizable, ya que tiene dos autovalores distintos (A = 1, ¢€).
Sin embargo podemos ver que la matriz de cambio de base V correspondiente tiene un ntmero de
condicién que crece como 2/e:

octave> a=[0 1;0 1le-5]
a =
0.00000 1.00000
0.00000 0.00001
octave> [v,d]=eig(a)
v

.00000 1.00000
.00000 0.00001

Q.
N O =

0.0000e+00  0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e-05
octave> cond(v)
ans = 2.0000e+05
octave>

Ahora consideremos que ocurre si utilizamos una rutina numérica de diagonalizacién (como el
eig( ) de Octave) sobre una matriz que no es diagonalizable. Lo deseable serfa que la rutina numérica
nos mostrara un mensaje de eror diciendo que la matriz no es diagonalizable. Sin embargo, debido a
los errores de redondeo, la matriz aparece ser como diagonalizable desde el punto de vista numérico y
entonces la forma efectiva de verificar “cudn diagonalizable es una matriz” es chequear k2(V'). Cuanto
mas grande es este nimero “menos diagonalizable” es la matriz.

octave>a=[0 1;0 0]
a =

o O
O =

octave> [v,d]=eig(a)
V =

1.00000 -1.00000
0.00000  0.00000
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o O
o O

octave> cond(v)
ans = 1.9958e+292

Esto es similar a cuando nos preguntamos si una matriz es inversible o no. Si calculamos el
determinante de la matriz, por errores de redondeo este niimero siempre resulta ser diferente de cero.
Ademés, la misma matriz multiplicada por una factor a < 1 tiene un determinante que es un factor a’¥
veces menor. Para matrices grandes (digamos N = 100) un pequeno factor 0.1 puede representar un
cambio en la magnitud del determinante por un factor 10719, Todo esto indica que el determinante
no es un buen indicador de “cuan singular es una matriz” y un analisis mas detallado muestra que el
indicador correcto es el nimero de condicién de la matriz: cuanto mas alto es el niimero de condiciéon
“mas singular es la matriz”.

Los siguientes Teoremas reproducen los resultados ya obtenidos para GC. Su demostracion se basa
nuevamente en la construccion de polinomios residuales apropiados que se anulan en los autovalores
de la matriz.

Teorema 3.1.4. Sia A tienen autovalores distintos entonces GMRES converge en k iteraciones.

Teorema 3.1.5. Siry es una combinacién lineal de k autovectores de A entonces GMRES converge
dentro de las k iteraciones.

3.2 Criterio de detencion:

Pensando a GMRES como un método iterativo las estimaciones de la tasa de convergencia son similares
a las de GC. Como en GC el criterio de detencién es

12[7x < tol[|2][b

Una estimacion bastante cruda de la tasa de convergencia se puede obtener asumiendo que existe
un w tal que ||2||/ —wA = p < 1. Tomando el polinomio de py(z) = (1 — wz)* podemos obtener la
estimacién de convergencia

2[5 < p*(12]l70 (3.17)

Esta estimacion de convergencia tiene algunos puntos en comun con las estimaciones de convergencia
que hemos obtenido para el método de Richardson. Notemos que bajoe estas mismas condiciones el
método de Richardson predice la misma tasa de convergencia. Sin embargo la diferencia fundamental
estd en que con GMRES no es necesario conocer el valor de w, de hecho, como (3.17) es vélido para
cualquier w es valido para aquel que minimize ||2||] —wA, es decir que su convergencia es mejor
que la de Richardson sobre-relajado con el mejor valor del parametro de relajacién que pudiéramos
obtener, sin necesidad de conocer ningina norma ni estimaciéon de los autovalores de A. Por otra
parte, GMRES tiene en su contra que debe guardar la base del espacio de Krylov. Pero si hacemos la
estrategia del “restart” que veremos més adelante, segin la cual se realizan un cierto niumero m (bajo)
de iteraciones de GMRES y obtenido el z,, se vuelve a iterar GMRES de cero desde x,,, entonces
este GMRES con restart tendria una tasa de convergencia mejor que la mejor que podriamos obtener
con el mejor parametro de relajacién w, a un costo similar por iteracién y con un requerimiento de
capacidad de almacenamiento no demasiado alto.

Como esta estimaciéon no depende de una diagonalizacién de A podriamos esperar que nos de
alguna estimacién de la convergencia en el caso en que A no es diagonalizable. Deafortunadamente,
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puede verificarse que para un bloque de Jordan de la forma

A1 0 ... 0
0 X 1 0
A=1: 0 X 1 ... (3.18)
0 .
0 0 ... 0 |

vale que ||2||] —wA > 1 para todo w, es decir que no hay w que haga convergente a Richardson
y, a la vez, nos permita obtener una estimacién de la tasa de convergencia para GMRES. Too esto
haria pensar que si la matriz no es diagonalizable (o “casi no diagonalizable’) entonces GMRES no
convergerd. Pero si la forma de Jordan de una Matriz incluye un pequenio bloque de Jordan de
dimension k; y el resto es diagonalizable, entonces basta con tomar polinomios residuales de la forma

_ kg
Pre(2) = [%} Qe (2) (3.19)

para k > kj, donde \; es el autovalor correspondiente al bloque de Jordan y ¢ es un polinomio apro-
piado para estimar una buena convergencia sobre el espectro de autovalores restantes. Por ejemplo, si
el resto de los autovalores es real y positivo, entonces podriamos usar los polinomios de Tchebyshev
usados para estimar la tasa de convergencia de GC.

3.3 Precondicionamiento

La forma de implementar el precondicionamiento en GMRES difiere con GC en cuanto a que para
GMRES no es necesario que el sistema precondicionado

(MA)z = (Mb) (3.20)

sea ni simétrico ni definido positivo. Entonces basta con encontrar un precondicionamiento M tal que
12| — MA < 1y se resuelve directamente el sistema precondicionado. Debido a esto, la rutina de
GMRES no incluye nada en especial en cuanto al precondicionamiento, sino que directamente se pasa
Mb como miembro derecho, y la rutina que calcula el producto matriz vector retorna (M A)x en vez
de Azx.

Por otra parte se pueden usar precondicionadores por derecha y por izquierda. El precondiciona-
miento por izquierda es como fue expuesto en el parrafo anterior mientras que el precondicionamiento
po derecha consiste en encontrar un M tal que ||2||] — AM < 1y entonces hacer el cambio de variable
x = My, resolver con GMRES el sistema

(AM)y =b (3.21)

y finalmente, una vez encontrado y obtener x de x = My.
En cuanto a las ideas para desarrollar precondicionadores son similares a las utilizadas con GC.

3.4 Implementaciéon basica de GMRES

Recordemos que xj, se obtiene del problema de minimizacién (3.1). Sea Vj, una matriz que contiene
los vectores que expanden KCj es decir

Vk = 1|70 ATO cee Ak_17“01| (322)
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Entonces x — zg es una combinacién lineal de las columnas de Vj, es decir
t—z—0=Vy, yelRF (3.23)

Entonces y debe ser tal que minimize

12]b — A(zo + Viy) = [12]|70 — AVry (3.24)
Sea ahora
By = AV}, = [Am A2rg ... AFrg (3.25)
entonces el cuadrado de la norma se escribe como
I12lro = Bry = (ro — Biy)" (ro — Biy) (3.26)
=rjro—2r] By+y" (B"B)y (3.27)
que alcanza su minimo cuando
—Bj 1o+ (B{ By)y =0 (3.28)
lo cual ocurre cuando
y = (BFBy)"' Bl'rg (3.29)

Esto puede implementarse en Octave con el comando
y=(B’*B) \B*r0

pero atin més simplemente
y=B\r0

hace lo mismo ya que para matrices rectangulares el operador \ se interpreta como resolver el sistema
de minimos cuadrados asociado.
En cuanto a la implementacion practica, notemos que el vector

g =B{r (3.30)
rog Arg
2
_ To A o _ Qk—1 (3 31)
: 0 Ak 0 )
ro Ak To

de donde vemos que en cada iteracion sélo necesitamos calcular el iltimo elemento del vector, lo cual
involucra O(N) operaciones. Algo similar ocurre con el cdlculo de la matriz Hy, = B] By, a invertir.

H, =BlIDB (3.32)
BT
= { (Akkr_(ST ] [Bk—l Akro} (3.33)
_ Hi_, BF | Akr,
B { (B AFro)T i (AF)T APrg (3:34)

con lo cual sélo es necesario calcular la tltima columna y el elemento diagonal. La tltima fila es igual
a la transpuesta de la ultima columna ya que Hj es simétrica y definida positiva por construcciéon. El
célculo de esta tltima columna requiere de O(kN) operaciones. Finalmente la inversién del sistema
cuya matriz es Hj, requiere O(k%) operaciones. Mientras mantengamos k < N (més estrictamente es
k% < N) este costo es despreciable contra las k" operaciones.
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3.5 Implementacién en una base ortogonal

En la practica es muy comun ir cosntruyendo una base ortogonal de K mediante el proceso de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt. El algoritmo es el siguiente

1. ro — b— Al‘o, V1 = 7“()/H2H7“0

2. Parai=1,....k—1
w = Av; — 35 ((Avi) T vj) v
vit1 = wi/||2[|w;

Si en algin i sucede que w = 0 entonces decimos que el algoritmo falla o colapsa ( “breakdown”).
Asumiendo que los rg, Arg, ..., A¥ ' son linealmente independientes (o sea que: dimKy = k),
entonces podemos que

e El algoritmo no falla.
e Los {v;}}_, asf generados forman una base ortogonal de Kj.
o v, =ay A lrg +wy, con wy, € K1 y oy # 0.

Esto se puede demostrar por induccién en i. Para ¢ = 1 es obvio, ya que v; es igual a g normalizado.
Para demostrarlo para i + 1, observemos que w es otogonal a todos los v; para j <1

% %

vl Avi = ((Av)Tv)v)  =v] Avi = (Av))Tw) 6 (3.35)
=1 1=1
= ’U]T Av; — (Av)Tv)) (3.36)
=0 (3.37)
Ahora bien Av; pertenece a KC; 1 y los vy paral = 1,...,1 pertenecen a IC;. Si w # 0 entonces podemos

normalizar w apra obtener v;y1 y {’Ul}gii es un conjunto de vectores ortonormales en ;1. Como
Ki—1 es de dimensién a lo sumo 7 + 1, v;11 ¥ {vl}f:ri es una base ortogonal. Sdlo falta demostrar
entonces que bajo las hipotesis asumida el algoritmo no falla.

Ahora bien, por induccién podemos asumir que

Av; = o AiTO + Aw; (3.38)

Pero si el algoritmo falla, entonces quiere decir que Av; es una combinacién lineal de los {y;}l = 1"y
eso implicaria que A'ry es una combinacién lineal de los mismos e indicaria que los {A? _1r0};:1 son
linealmetne dependientes.

3.5.1 Colapso de GMRES (Breakdown)

Puede ocurrir que w = 0 para algin ¢, en cuyo caso (por lo visto en el parrafo anterior) indicaria que
{AI *17“0};»:1 son linealmetne dependientes. Podemos ver que esto ocurre si * — xg € K.

Lemma 3.4.1. Si w;;1 = 0 entonces z* = A~'b € K;
Demostracién. Si w = 0 para algin ¢ entonces eso implica

J
Av; = Zaj (PSS ICi (339)
=1
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Por construccién Av; € K; para j < 4, con lo que resulta que AK; C K;. Pero como
Vi=[vy vg ... v)i] (3.40)

es una base de C; entonces
AV; =V;H (3.41)

para una cierta matriz H de ¢ x ¢. La columna j-ésima de H son los coeficientes de la expansion de

4 . +1 . . . 1
Avj en término de los {y }{; H es no singular ya que A no lo es. Efeectivamente si z #= 0, z € R!
es tal que Hz = 0, entonces V;z es un vector no nulo y

A(Viz)=V;Hz=0 (3.42)
Consideremos ahora el residuo en la i-ésima iteracion
ri=b—Ax; =rog— A(z; — x0) = Viy (3.43)

con y € IR ya que x; — g € K;. Ademds ry por construccion es proporcional a v la primera columna
de V; lo cual puede escribirse como

ro = fViex (3.44)
con el =[10 ... 0]. Como V; es ortogonal, preserva la norma
12lr:® = [|2]|V; (Ber — Hy)? (3.45)
= (Ber — Hy)" V;" Vi(Ber — Hy) (3.46)
= [|2]|(Bex — Hy)? (3.47)

Pero basta con tomar y = 3H le; para el cual ||2[r; = 0 y GMRES ha convergido.

3.6 El algoritmo de Gram-Schmidt modificado

Uno de los principales problemas de GMRES es que por errores de redondeo se va perdiendo la ortogo-
nalidad de los vectores v;, por lo cual debe prestarse especial atencién al proceso de ortogonalizacion.
Una primera observacion es que la siguiente versién modificada del proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt resulta ser mucho mas estable ante errores de redondeo

Vg1 = Ay,
forj=1,...,k
T
Uk+1 = Vk4+1 — (Uk+1vj)vj

3.7 Implementacion eficiente

La matriz H que contiene los coeficientes que expanden Av; en término de los v; tiene una estructura
particular que permite una implementacién mas eficiente del algoritmo. Consideremos la expresién

7
Vit1 = |]2||wi+1_1 (Avl — Z Qg ’Uj) (3.48)
j=1

Esto quiere decir que Av; es una combinacion lineal de los {v; }24;11 Como la columna j-ésima de Hj
. . L. i+1
son los coeficientes de la expansién de Av; en término de los {vl}{;

AV, = Vi Hy, (3.49)

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 46



CariTuLo 3. EL METODO GMRES
Seccion 3.8. Estrategias de reortogonalizacion

vemos los h; deben ser de la forma h;; = 0 para | > j + 1. Es decir

hi1 hi2 his
h21 h22 h23 PN
H.,=| 0 h3 hs ... (3.50)
0 0 hgs ...

Este tipo de matriz se llama Hessenberg superior (upper Hessenberg).
El residuo se puede escribir como

L =b— Axy =19 — Az} — x0) (3.51)
= Viey1(Ber — Hiy) (3.52)

y como V}, es ortogonal
12074 = |12]| Ber — Hyy" (3.53)

Para resolver este problema se recurre a una estrategia similar a la anterior. Es decir, en Octave
y=betaxH\el si usamos la solucién por minimos cuadrados interna de Octave, o y=beta* (H’*H) \Hx*el
si lo resolvemos explicitamente. Finalmente, existen algoritmos especiales que permiten factorizar la
matriz con un algoritmo QR en forma mas eficiente usando la estructura Hessenberg superior de Hy.

Independientemente de la implementacién de la resolucién del problema de cuadrados minimos, el
algoritmo de GMRES es

Algoritmo gmresb(x, b, A, €, kmax, p)
1L.r=b—Ax, vy =7/|2||r, p=|2||r, B=p, k=0
2. While p > €[|2][b y k < Emax

(a) k=k+1
(b) vgy1 = Avg. Para j=1,...,k
(i) hjk = v qv —
(i) Vi1 = Vk41 — hjrv;
(€) hitr = [12][vp4
(@) vhs1 = vt /12 0ra
(e)er=[100 ... 0/
Yyp = argmin, e ||2[[Ber — Hyy"
(1) p= |2/ er — Hyy*
3. Tk :x0+ka’“

3.8 Estrategias de reortogonalizacion

Se puede perder ortogonalidad por errores de redondeo. Una solucién es hacer un segundo paso de
ortogonalizacién sea entodas las iyeraciones, sea cuando algin indicador de pérdida de ortogonalidad
se activa.

3.9 Restart

Como debemos almacenar una base para Kj esto requiere kN reales lo cual va creciendo con k y
eventualmente excede la memoria de la maquina. Entonces la idea es iterar GMRES m iteraciones y
empezar de nuevo a partir de la dltima iteracién, es decir aplicar GMRES inicializando con xg < x;y,.
El siguiente algoritmo gmresm refleja esto,
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Algoritmo gmresm(z, b, A, €, kmax, M, p)
1. gmres(x,b, A, e, m, p)
2. k=m
3. While p > €|2]|b y k < Kumax
(a) gmres(x,b, A, e, m, p)
(b) k=k+m

3.10 Otros métodos para matrices no-simétricas

GMRES, CGNE y CGNR comparten las siguientes (buenas) caracteristicas
e Son féciles de implementar
e Se analizan con residuos polinomiales

Por otra parte los CGN* tienen la desventaja de que necesitan un producto A” z y su tasa de con-
vergencia estd regida por k(AT A) ~ r(A)?, mientras que GMRES sélo necesita calcular Az y la
convergencia estd basada en k(A), pero es necesario guardar una base de K, lo cual representa una
capacidad de almacenamiento que va creciendo con las iteraciones. Como esto es virtualmente im-
posible para grandes sistemas desde el punto de vista practico se utiliza el GMRESm, lo cual puede
involucrar un serio deterioro de la convergencia.

El método ideal deberia ser como CG:

e Sélo necesitar calcular Az (no AT )

e Estar basado en una propiedad de minimizacién o conjugacion

e Requerir baja capacidad de almacenamiento. (Sobre todo que no crezca con las iteraciones).
e Converger en N iteraciones.

En esta seccién describiremos algunos métodos que tratan de aproximarse a estos requerimientos con
menor o mayor éxito.
Bi-CG: (por Biconjugate Gradient Squared) No se basa en una propiedad de minimizacién sino
de ortogonalidad
rfw =0, paratodow € Ky (3.54)

donde i,
K = span{ig, AT 7q,..., (AT)*1 i} (3.55)

es el espacio de Krylov conjugado. 7y es un vector que debe ser provisto por el usuario, pero lo més
usual es tomar 7y = rg. El algoritmo genera secuencias de residuos y direcciones de busqueda {r, px}
y sus correspondientes conjugados {7, px} tales que hay biortogonalidad entre los residuos

il =0, k#I1 (3.56)
y de bi-conjugacion entre las direcciones de busqueda

AP =0, k#I (3.57)

Si A es simétrica y definida positiva y 7o = r¢, entonces Bi-CG es equivalente a GC (pero computa
todo el doble, es decir que tiene el doble de costo por iteracién). Bi-CG necesita un calculo AT z,
pero la ventaja con respecto a los CGN* es que su tasa de convergencia estd basada en k(A) no en
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k(AT A). Es muy ttil si A es aproximadamente spd, es decir si los autovalores de A estan cerca de la
recta real.
Podemos comparar Bi-CG con GMRES en cuanto a la tasa de convergencia si consideramos que
resulta ser que
i = Pr(A) 1o (3.58)

con i un polinomio residual, y entonces por la propiedad de minimizacién de GMRES
121] (1) NS < Jj2]] (g ) P CE (3.59)

pero debe recordarse que Bi-CG comparado con GMRES no necesita un espacio de almacenamiento
creciente. Ademads una iteracién de Bi-CG requiere dos productos matriz vector, pero el costo de
GMRES también crece con las iteraciones.

CGS (por Conjugate Gradient Squared). Este método trata de ser una extensién de Bi-CG pero
tal que no necesita calcular A”z. Puede verse que en la iteracién k

ri = pr(A)ro, 71 = pr(AT) 7o (3.60)

entonces el factor Tg 7 (que juega el papel de pp en GC, (ver el algoritmo cg(. ..) en pag. 29), puede
reescribirse de la forma

e fr = (Pk(A)ro)" (pr(AT) 7o) (3.61)
= ([Br(A))? ro)" Fo (3.62)

en el cual no es necesario calcular AT z. Con manipulaciones similares se puede llegar a transformar
todos las expresiones donde aparece AT, pero el algoritmo resulta modificado, es decir las iteraciones
de Bi-CG no son las mismas que para CGS.

Bi-CGstab (por Biconjugate Gradient Squared stabilized). Trata de mejorar CGS reemplazando

i = q(k) pk) ro (3.63)
donde
k
ar(2) = [[(1 = wiz) (3.64)
i=1
donde w; se selecciona para minimizar
12]]7: = [12[1qi(A) pi(A) o (3.65)

como funcién de w;, esto es usualmente conocido como line-searching. Sea

k
ri =1 —wA) [0 —wiz)pi(A) ro (3.66)
i=1
=(1-wiA)w (3.67)
=w—wiAw (3.68)
(3.69)
de manera que
12]r® = (w—widw)" (w - wiAw) (3.70)
= |2/|w? — 2w; wT Aw + w?(Aw)T Aw (3.71)
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Oo0OO00O0O0
000000
000000
000000
000000
000000

000000
000000

Figura 3.1: Descomposicién de dominios

y el valor que minimiza es
w’ (Aw)

- 7 3.72
2] A (3.72)

Wi
Bi-CGstab entonces no necesita del calculo de ATz como CGS pero tiende a tener una tasa de con-
vergencia mejor. El costo computacional involucrado por iteracion es
e Almacenamiento para 7 vectores
e 4 productos escalares

e 2 productos matriz-vector (Ax)
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Pe <«

Pe > 1/)

)

Figura 3.2: Solucién para el problema de adveccién difusién, en los limites dominado por difusién y
por adveccién

3.11 Guia Nro 3. GMRES

Consideremos la ec. de adveccion-difusion

ko' —ad =0 (3.73)
$(0) =0 (3.74)
o(1) =1 (3.75)

donde
e ¢ = temperatura del fluido
e k = conductividad térmica del fluido
e a = velocidad del fluido (puede ser positiva o negativa)

La solucién exacta es

eZPex -1
o(x) = o2Pe _ | (3.76)
donde I
a
Pe = — .
e o7 (3 77)

Aqui L = 1. En la figura 3.2 vemos Para a — 0 el problema se acerca a la ec. de Laplace y
la solucién tiende a ser una recta que une los valores de contorno, mientras que para Pe grandes y
positivos el fluido va en la direccién +x y arrastra el valor de la condiciéon aguas arriba una cierta
longitud hasta que a una distancia pequenia d sube rdapidamente para tomar el valor dado por la
condicién en z = 1.

La discretizacion numérica pasa por reemplazar las derivadas por diferencias numéricas

¢~ (Bj11 — 205 + ¢j-1) /B (3.78)
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¢j ~= ($j+1 — $j-1)/(2h) (3.79)

Lamentablemente, esta discretizacion falla cuando el Pe > 1, en el sentido de que produce fuertes
oscilaciones numéricas. La solucién usual es agregar una cierta cantidad de difusiéon numeérica, es decir
que se modifica la ecuacién original a

(k + knum) Qb” - agb' =0 (380)
donde
1 1
Knum =(ah/2) | — — ———— .81
(ah/2) Pe,  tanh(Pey) (3:81)
ah

Realizar las siguientes tareas:

1. Calcular la matriz para Pe;, = 0.01, 1 y 100
2. Calcular los autovalores. Ver la distribucién en el plano complejo.

3. Verificar que la matriz no es simétrica. Ver que la parte correspondiente a ¢” es simétrica
mientras que la que corresponde a ¢’ es antisimétrica.

4. Ver a que tiende la matriz para k — 0. Es diagonalizable?
5. Resolver por GMRES y CGNE.

6. Pensar como se podria hacer para calcular AT x sin construir A.
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Capitulo 4

Descomposicion de dominios.

Consideremos la solucién de una ecuacién en derivadas parciales en un dominio como muestra la
figura 3.1. Descomponemos el problema en dos dominios de manera que podemos separar las incégnitas
en x en tres grupos, aquellos que estan estrictamente contenidos en el dominio de la izquierda x1, los
estricatamente contenidos en el dominio de la derecha z3 y los que estan sobre la interfase x3. La
ecuacion se descompone en bloques de la siguiente forma

A Az 0 x1 b1
A21 A22 A23 T2 = bg (41)
0 Az Ass 3 b3

La descomposicion en bloques refleja el hecho de que como los grados de libertad contenidos en x
y T3 no estan compartidos por ningtin elemento, los bloques correspondientes A13 y Asz; son nulos.
Podemos eliminar x; y z3 de la primera y tltima linea de ecuaciones y obtener una ecuacién para los
grados de libertad de interfase xo

(—Ag3 Ay Azp + Aoy — Ag1 Ajf Ara) e = bh (4.2)
Sy =1, (4.3)

Ahora consideremos resolver este sistema por GC. En cada iteraciéon debemos calcular el producto
de la matriz entre paréntesis por un vector zo. Para los términos primero y tercero de la matriz es
necesario factorizar y resolver un sistema lineal con las matrices Ass y A11. Esto corresponde a resolver
problemas independientes sobre cada uno de los dominios con condiciones Dirichlet sobre la interfase,
por lo tanto estos problemas pueden ser resueltos en procesadores independientes lo cual implica un
alto grado de paralelizacion del problema. Esto se puede extender a mas procesadores, y en el limite
podemos lograr que en cada procesador se resuelva un sistema lineal lo suficientemente pequeiio como
para ser resuelto en forma directa. La eficiencia del método puede ser mejorada ain méas encontrando
un buen precondicionamiento.

Si separamos la matriz S que aparece en el sistema (4.3) en la contribucién por el dominio de la
izquierda Sy, y de la derecha Sg

S  =Sp+5L (4.4)
Sp = (1/2)Az — A9 A} Ar (4.5)
Skr = —A23A§31A32 + (1/2)A22 (46)

Entonces podemos poner como precondicionamiento

M = (1/4) (S;' + Sz") (4.7)
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Seccién 4.1. Condicionamiento del problema de interfase. Analisis de Fourier.

L

L Lo

Figura 4.1: Descomposicién de dominios. Problema del continuo.

Es M un buen precondicionamiento? O mejor dicho: Porqué habria M de parecerse a S~'? Bien, si
el operador es simétrico (el laplaciano lo es) y los dominios son iguales y la malla es simétrica, entonces
puede verse que S;, = Si y entonces M y S~! coinciden

M=5"1=(1/2)s;" (4.8)

Por otra parte resolver x = My es equivalente a resolver

w11 )= Tams ] »
Rl i el B e a0
y después z = (1/2)(zar, + 228) (4.11)

y el punto es que ambos sistemas (4.9) y (4.10) equivale a resolver problemas independientes con
condiciones tipo Neumann sobre la interfase. De nuevo, el hecho de que ambos problemas sobre cada
dominio sean independientes favorece la paralelizacién del algoritmo.

4.1 Condicionamiento del problema de interfase. Analisis de Fou-
rier.

Obviamente la aplicabilidad de la descomposicién de dominios descripta depende del nimero de ite-
raciones necesarias para resolver el problema de interfase y por lo tanto del nimero de condicién
de la matriz complemento de Schur S o de su precondicionada M.S. Para hacer una estimacién de
estos numeros de condicién nos basaremos en un andlisis de Fourier del problema del continuo para
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la ecuacién de Laplace. Las ecuaciones de gobierno son

Ap=—fen
¢p=denly

(4.12)
(4.13)
(4.14)

Consideremos la solucién en dos dominios 21, {25. La restriccién de ¢ a cada uno de los dominios debe

satisfacer

A¢gy =—fenh
¢1 =1 en Ty

A¢2 = —f en QQ
¢2 = ¢ en I'y

y la continuidad de ¢ y su derivada normal a través de I'y

(1)1, = (d2)r,

(5),,~ (%)
ox Fz_ ox I,

Ahora consideremos una descomposiciéon ¢ = ¥ + ¢, de manera que ¥ = 0 en 'y, es decir

Apr=—feny

Y1 =191 enly
LZle()enF[

Aty = —f en

g = g en Ty
¢2 =0en F[
y por lo tanto falta hallar gz~5 definido por
A(;l =0en Ql
$¢1=0en T

&1:uenF1

AQEQZOQHQQ
$y =0en Ty

gZ;g:uenI‘]
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(4.22)

(4.23)
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(4.25)

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

55



CAPITULO 4. DESCOMPOSICION DE DOMINIOS.
Seccién 4.1. Condicionamiento del problema de interfase. Andlisis de Fourier.

donde u es una incégnita del problema y debe ser tal que

3),(2),
Iy I'r
{3, ()

Definimos ahora el operador de Stekhlov-Poincaré 81 del dominio €27 como

0 0

donde

(4.33)

donde % denota la derivada normal tomando la normal exterior al dominio en cuestion, que para el
dominio € coincide con la direccién de +x, y ¢1 es la solucién de (4.29), para el correspondiente wu.
Andlogamente se puede definir Ss por

Opy _ O¢

So{u} = —

on oz (4:34)

donde ¢9 estd definido en funcién de u por (4.30) y el signo — viene de que la normal exterior a 2
sobre I'; va ahora segin la direccion —z . Entonces

S{u} =g (4.35)

donde § = &1 + Ss.

Ec. (4.35) es la versién del continuo de (4.3). Calcularemos el nimero de condicién de S a partir
del célculo de autovalores de S.

Cada uno de los operadores de Stekhlov-Poincaré actia sobre el espacio de funciones definidas
sobre I';. Podemos mostrar que las funciones de la forma

U, = sin(kny), km=mn/L, m=1,2,...,00 (4.36)

son autofunciones de estos operadores. La solucién ¢ que es solucién de (4.29) correspondiente a
U = Uy, es de la forma

o1 = () sin(kmy), (4.37)
Reemplazando en las ecuaciones que definen (4.29), la primera de las ecuaciones resulta ser
M —k2h=0 (4.38)
de donde X
d(z) = aelmy 4 he Fmy (4.39)

y de las condiciones de contorno en = = 0, L; resulta ser

5, sinhkyy

= MmJ 4.4
(@) sinh k,, L1 (4.40)
la derivada normal en I'; es entonces

% . coshkpLy ko
on  Msinhk,,L; tanhk,,L;

(4.41)
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de manera que

Si{um} = <k7m> i (4.42)

tanh k,,, L1
Vemos entonces, que u,, es una autofuncién de & con autovalor
k
My = ——— 4.43
m tanh kle ( )
Anélogamente, el operador Sy tiene autovalores
k
Ny=— 4.44
™ tanh k,, Lo ( )

El operador S tiene autovalores

1 1
Am = km 4.4
<tanh km I + tanh kmL2> ( 5)

Ahora bien, dijimos que estimariamos el ntimero de condicién de la matriz S a partir de los autovalores
de §. En el continuo S tiene infinitos autovalores y los A\, van a infinito para m — oo, de manera que
el niimero de condicién de S va a infinito. Obtendremos una estimacién para el nimero de condicién
de S asumiendo que los autovalores de S se aproximan a los primeros N; autovalores de S, donde Ny
es la dimensién de S. El autovalor mas bajo es

™

1 1
A = Ay = — 4.46
min T AL (tanh(Ll " tanh(Lg/L)> (4.46)
si L1 = Lo = L/2, entonces

P 2 136
T Lotanh(1/2) L
El autovalor méximo se obtiene para m = Nj y asumiendo que Ny > 1y L1/L, Ly/L no son demasiado
pequenos, entonces kL1 = NywLy/L > 1y tanhk,, L1 ~ 1 y similarmente tanh k,, Ly ~ 1 y por lo
tanto

(4.47)

Amax = 2km = 2N/ (4.48)

y el nimero de condicién es

k(S) ~ tanh(1/2) N; = 0.46 N; (4.49)

Notar que x(S) va como 1/h al refinar, mientras que recordemos que el niimero de condicién de A (la
matriz del sistema) va como 1/h? (Gufa de ejercicios Nro. 1).

Otro punto interesante a notar es que, para m — oo los autovalores tienden a hacerse indepen-
dientes de las longitudes de los dominios en la direccién normal a la interfase. Por ejemplo, para los
autovalores A de Sy, Ly aparece en el argumento de la tangente hiperbélica y esta tiende a 1 para
m — oo, independientemente del valor de Li. Incluso puede verse que para m — oo los autovalores se
hacen independientes del tipo de condicién de contorno sobre el borde opuesto (es decir sobre x = 0).
Esta observacién se basa en el hecho de que el operador de Laplace es muy local. Si u es de la forma
sinmmy/L sobre I'y, entonces la longitud de onda es § = 2L/m la cual se va achicando a medida que
m — oo. Las perturbaciones inducidas decaen como e~"/? donde n es una coordenada en la direccién
normal a I'; y si B es muy pequenio la perturbacién no llega al contorno opuesto.

Ahora consideremos los autovalores del problema precondicionado. Como todos las u,, de la
forma (4.36) son autofunciones de los operadores Si, Sy y S, entonces los autovalores de M.S son
aproximadamente los primeros N; autovalores de (1/4)(S;! + S5 1)(S1 + S2), es decir

AR = (1/4) [(A) ™+ () 7T (N + A7) (4.50)
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Como mencionamos previamente (ver pag. 53), si el problema es simétrico (en el caso del continuo
basta con L1 = Lo, en el caso del discreto ademas la malla también tiene que ser simétrica alrededor
de = 1/2), entonces M = S~!. En el caso del continuo ocurre lo mismo ya que si los dos dominios

son iguales, entonces
A=A (4.51)

y por lo tanto Ah,° = 1 para todo m. Si L1 # Lo, entonces puede verse que para m grandes \; =~ g
ya que ambos se hacen independientes de L; 2 y de la condicién de contorno en el contorno opuesto y
por lo tanto

AP — 1 para m — oo (4.52)

Pero entonces esto quiere decir que k(MS) se hace independiente de Nj para m suficientemente
grandes. Este resultado es muy importante desde el punto de vista préactico, el numero de condicion
del problema precondicionado no se deteriora bajo refinamiento para el precondicionamiento Dirichlet-
to-Neumann.
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Capitulo 5

Conceptos basicos e iteraciéon de punto
fijo

Queremos resolver un sistema no-lineal de la forma
F(z)=0, F:RY RN (5.1)

Denotaremos con f; la i-ésima componente de F. Si bien muchos de los métodos son aplicacbles a
sistemas generales de ecuaciones no-lineales, en general tendremos en mente sistemas que provienen
de la discretizacién por FDM o FEM de PDE’s. Por ejemplo:

Ec. de Burgers: Consideremos la ecuacion de adveccion difusién que ya viéramos como un sistema
que genera ecuaciones no-simétricas (Guia 3) y representa el transporte uni-dimensional de una
cantidad escalar v por un fluido con valocidad a y difusividad k. La ecuacién de adveccion
difusién es de la forma

a7 — k= =0 (5.2)

con condiciones de contorno Dirichlet u(0) = 0, u(1) = 1. La ecuacién de Burgers representa una
complejidad adicional en la cual la velocidad de propagacién a depende de la misma cantidad w,
es decir 5 o2
U U
a(u)a — k@
Si a(u) no es constante, entonces la ecuacién pasa a ser no lineal y dependiendo de la forma de
a(u) la ecuacién puede desarrollar “ondas de choque” ( “shock waves” por lo cual esta ecuacién
es un modelo muy simple para problemas mucho méas complicados de mecénica de fluidos como
las ecuaciones de fluidos compresible o la de propagacién de ondas de gravedad en canales (Ecs.
de Saint-Venant). El caso méas simple que desarrolla ondas de choque es tomar a(u) = u y puede
ser puesto de la forma

=0 (5.3)

1 Ou? 0%u

20 Oa?
Notemos que si k = 0 entonces las soluciones son de la forma u? =cte, o sea u = +ug. Los
puntos de discontinuidad donde u pasa de ug a —ug son las ondas de choque y pueden ser “de
compresion” si las caracteristicas de un lado y del otro de la discontinuidad fluyen hacia la
misma o de “descompresion” en caso contrario. En el caso de la ec. de Burgers discutida aqui,
la velocidad de las caracteristicas es a(u) de manera que es positiva si u > 0 y viceversa, por
lo tanto las ondas de choque donde u pasa de +ug a —ugp en el sentido de x positivo son de

=0 (5.4)
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compresion y viceversa. Un resultado interesante es que al agregar una pequena difusividad o
un término temporal las ondas de choque de compresién tienden a permanecer estable, mientras
que las de decompresién se desarman en “abanicos de expansion”. En el caso de la propagacion
de ondas de gravedad en canales, las dicontinuidades se llaman “resaltos hidraulicos”.

Ec. de adveccién difusién con cambio de fase : (También llamado “Problema de Stefan”) Con-
sideremos ahora la ecuacion de adveccién-difusién no-lineal para el balance de energia

or o oT

donde p es la densidad C), el calor especiifico y k la conductividad. Asumimos condiciones
Dirichlet de la forma T'(0) = T0, T(L) = Ty,. Cy y k son propiedades del material y, en general,
pueden depender de la temperatura, en cuyo caso las ecuaciones resultantes son nolineales.
Podemos definir la entalpia como

T
hT) = Cp(T') dT’ (5.6)

To
h(T') representa el calor necesario para llevar al material desde una temperatura de referencia
Ty a otra T'. La ecuacién (5.5) queda entonces como
0 0 oT
—h(T —— |k=— ) =0 5.7
o) - 5 (K5 ) (5.7
En el caso de haber un cambio de fase a una temperatura T;, dada, se necesita una cantidad
finita de calor L llamada “calor latente” para llevar al material desde T, — ¢ hasta Ty, + e,
es decir que la curva de entalpia h(T) tiene una discontinuidad en T;,. Notemos que entonces
Cy(T) de (5.6) tiene un comportamiento tipo §(7'—7},) donde § es la distribucién delta de Dirac.
La ecuacion del calor con cambio de fase sigue siendo vélida en el sentido de las distribuciones
debido a la derivada de la entalpia con respecto a x. Integrando entre dos puntos x; y x2 se
llega a un “balance de energia” de la forma

or or
B-g =k ko

5e| ~Fag| = alh(T) - H(T)] = arh 58)

x1

T2

donde g = k (0T /0z) es el flujo de calor y Ah es el incremento de entalpia de T} a T». Haciendo
tender x12 por derecha y por izquierda al punto donde se produce el cambio de fase x = s, es
decir tal que T'(s) = Ty, tenemos el balance de energia en la interfase

orT oT
k— " - k% = apL (5.9)

Entonces, el problema puede ponerse como un problema de frontera libre de la siguiente manera

or o oT
apcpg ~ % <k£> =0, enlO<zxz<s, s<uxL (5.10)
con condiciones de contorno T'(0) = Ty, T'(L) = T, y condiciones de empalme en la interfase,
T(st)=T(s7), continuidad de la temperatura (5.11)
oT oT
k—| —k—| =apL, balance de energia en la interfase (5.12)
(9x s+ 8x 5
T(s) =T, posicién de la interfase (5.13)

Este problema es no-lineal debido a la determinacién de la posicién de la interfase s.
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Seccion 5.1. Tipos de convergencia

h(T)
L
|
Cp
/I
m T

Figura 5.1: Curva de entalpia para un material con cambio de fase

La base de muchos métodos es hacer un desarrollo de Taylor alrededor de la iteracion z™ de la
forma

F(z) = F(z") + F'(z) (x — 2™) (5.14)
donde of,
{F'(x)}i; = 8m§~ () (5.15)

El Teorema Fundamental del Calculo dice que
Teorema 4.0.1: Sea F diferenciable en un conjunto abierto w C IRY y sea z* € Q. Entonces
para todo x € 2 suficientemente cerca de x* tenemos que

1
F(z)— F(z") = /0 Fl(z* +t(x — 2%)) (x — o) dt (5.16)

5.1 Tipos de convergencia

Los métodos iterativos se clasifican de acuerdo a como convergen a la solucién
Definicién 4.1.1. Sea {z,} C R y z* € RY. Entonces

e 1, — =¥ g-cuadraticamente si x,, — x* y existe una constante K > 0 tal que
|Zns1 — 2| < K [lan — 2| (5.17)
para n suficientemente grande. para n suficientemente grande.
e 1, — ¥ g-superlinealmente con g-orden a > 1 si x,, — =¥ y existe una constante K > 0 tal que

[zns1 — 2% < K [ln —27(° (5.18)
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Seccién 5.2. Iteracién de punto fijo

e 1, — =¥ g-superlinealmente

si

_ *
P [ Sl 0 (5.19)
n—oo |lxn — z*||
e 1, — =¥ g-linealmente con g-factor 0 < o < 1 si
e (5.20)

para n suficientemente grande.

Notar que para la convergencia lineal no es necesario el requisito de que la serie converge a z* ya
que esto es un consecuencia directa de (5.20), mientras que en el caso cuadratico y superlineal esto
solo ocurre si alguno de los z, es tal que el producto K ||z, —z*|| < 1 (més sobre esto después).

Definicion 4.1.2.: Un método iterativo se dice que converge localmente g-cuadraticamente, su-
perlinealmente, linealmente, etc... si sus iteraciones convergen g-cuadraticamente, etc... asumiendo
que el valor inicial x( esta suficientemente cerca de la solucién x*.

Obviamente la convergencia cuadratica es una convergencia super-lineal de orden 2.

Notar que la nocién de convergencia local no tiene nada que ver con la global. la convergencia
global es mucho més dificil de determinar que en sistemas lineales (més sobre esto después) pero si se
puede decr mucho sobre la convergencia local, basdndose en un andlisis linealizado.

Acé también vale la contraposicién entre “precisiéon” (aqui rapidez de convergencia) y “estabilidad”.
Aquellos algoritmos que exhiben muy buenas tasas de convergencia (como Newton) tienden a ser los
maé&s inestables si se miran desde el punto de vista global. Ademds, cuando se comparan diferentes
métodos debe ademas evaluarse el costo computacional de la iteracién.

5.2 Iteracién de punto fijo
Muchos sistemas de ecuaciones no-lineales se pueden poner naturalmente de la forma
x = K(x) (5.21)

donde K es un mapeo no-lineal. Una solucién z* de (5.21) se llama un “punto fijo” del mapeo K. La
iteracion de punto fijo es
Tpt1 = K(xp) (5.22)

Esto se conoce también como iteracion no-lineal de Richardson, iteracién de Picard o método de
sustituciones sucesivas.

Recordemos que dado @ ¢ RY y G : @ — IRY, G es continua Lipschitz con constante de Lipschitz
7 si [|G(z) — Gyl < v llz —yl|, para todo z,y € Q.

Definicion 4.2.2.: K es un mapeo de contraccién si K es Lipschitz continua con constante de
Lipschitz v < 1

Teorema 4.2.1. del mapeo de contraccién. Sea £ un subconjunto cerrado de R y K un
mapeo de contraccién tal que K(z) € Q para todo = € (2, entonces existe un tinico punto fijo * de
K y la iteracion de Richardson (5.22) converge linealmente a 2* con factor v para cualquier xg inicial
g € €.
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Demostracién: Sea z( € €2, entonces es ficil ver que z,, € Q para todo n > 1. La secuencia {z,}
es acotada ya que

i1 —xl] = [[K (%) — K(zi-1) (5.23)
< vllw — @i (5.24)
<7 |#1 = @ol| (5.25)
(5.26)
y entonces
n—1
[ = Zﬂiz‘ﬂ — T (5.27)
=1
n—1
<D llwier — aill (5.28)
=1
n—1 ‘
< lwr — ol <A (5.29)
i=1
S (5.0)
— |1 — X .
S 75 ==
Andlogamente, puede mostrarse facilmente que
n
@nsr = all < T ller = o] (5.31)

de manera que {z,} es una secuencia de Cauchy y tiene un limite z*. Si K tiene dos puntos fijos
¥, y* entonces
2% —y*|| = |1K(z") — K@yl < vllz" =y (5.32)
Pero esto es una contradiccién ya que asumimos v < 1. O
Un caso tipico de problema que lleva a un punto fijo no-lineal es la resolucién de ODE’s ( “Ordinary
Differential Equations”) no-lineales. Consideremos un tal sistema de la forma

y' =), ylt) =y (5.33)
Discretizando por el método de Backward Euler, llegamos a
Y —y(n) = hf(y™) (5.34)
donde
y* ~ y(to + hk) (5.35)
y h es el paso de tiempo. Ec. (5.34) es un sistema de ecuaciones no-lineal en y"*! de la forma
y=K@y)=y"+hf(y) (5.36)
Asumiendo que f es acotada y Lipschitz continua
fWI<m y [[f(@) = fWl <mllz -yl (5.37)
para todos z,y, entonces si elegimos h suficientemente chico tal que hM < 1, podemos ver que
1K (x) = K@)l = hllf(x) = f)ll < hM [z —y] (5.38)

Con lo cual podemos ver que para h suficientemente pequeno el esquema resulta ser convergente para
cada paso de tiempo.

La convergencia local se puede estudiar, viendo que el hecho de que K sea un mapeo de copntraccién
implica que ||K’|| < 1. En el caso de una sola dimensién
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Seccién 5.3. Suposiciones estandar

y=X

——

| |
| : :
|
| | !
T I I
X2 x1 X0y

Figura 5.2: Convergencia monétona en el caso 0 < K'(z*) < 1

y=X

i
!
y l
i

K(X)

I
|
|
I |
. ;
X1 x3 )l(* xl2 X

X

o—+41—

Figura 5.3: Convergencia oscilatoria en el caso —1 < K'(z*) < 0

5.3 Suposiciones estandar

En el marco de métodos no-lineales aparecen frecuentemente suposiciones sobre la continuidad de la

funcién residuo F'(z). Llamaremos a estas suposiciones “estdndar” y haremos frecuente mencion a las

mismas. Las usaremos inmediatamente para demostrar la convergencia del Método de Newton.
Suposicién 3.4.1.

1. La ecuacién (5.21) tiene una tnica solucién x*
2. F' < Q — RY*N es Lipschitz continua con constante de Lipschitz ~
3. F'(x*) es no-singular.

Denotaremos por B(r) la bola de radio r alrededor de x*.
Lema 4.3.1. Asumiendo las suposiciones 4.3.1., entonces existe § > 0 tal que para todo x € B(d)

[F' ()] < 2[|F'(") (5.39)
[F/ ()7 < 2[|F'(=") 7| (5.40)
S| F @) lell < 1F@)] < 2| F' (@) el (5.41)

Id: itera.tex,v 2.18 1999/07/19 23:33:35 mstorti Exp mstorti 65



CAPITULO 5. CONCEPTOS BASICOS E ITERACION DE PUNTO FIJO
Seccién 5.3. Suposiciones estandar

Figura 5.4: Divergencia monétona en el caso K'(z*) > 1
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Capitulo 6

Método de Newton

Supongamos que tenemos x, y queremos obtener x,4+1. Haciendo un desarrollo de Taylor a primer
orden en s = x,+1 — X, € igualando este desarrollo a cero obtenemos una ecuacién lineal para x,41

F(xpi1) = F(zy) + F'(2) (Tpe1 — 2n) =0 (6.1)

De donde sale
Tpil = Ty — Fl(l‘n)il F(xy) (6.2)

Podemos verlo como una iteracién de punto fijo para

r=K(x)=x— F'(z) ' F(z) (6.3)
En adelante denotaremos también
Zpy como z. por “current” (actual) (6.4)
Tp+1 como x4 el estado “avanzado” 6.5)
(6.6)

Teorema 5.1.1.: Asumiendo las suposiciones estandar 3.4.1., entonces existe K > 0y § > 0 tales
que si z. € B(9), entonces z. y x4 relacionados por la iteracién de Newton

ry =x.— F'(z.)"' F(a,) (6.7)

satisfacen
e+ < K [lec|® (6.8)

Demostracién: Sea § suficientemente pequeno tal que valen las conclusiones del Lema 4.3.1. Por el
Teorema 4.0.1 tenemos que

e =e.— Fl(z) ' F(x,) (6.9)
1
=e, — F'(z.)! {/ F'(2* + te.) ec dt} (6.10)
0

1
= F’(a;c)l/o {F'(zc) — F'(z* + tec) ec } dt (6.11)
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De manera que,

1
lewll < |[F'(z) Y| /0 1 (ze) — F'(2* + tec)|| llecl| dt (6.12)
1
< | P 4 /0 (1— 1) dt flec|? (6.13)
< 2|7 @) 7 lleell? (6.14)
<K |ec| (6.15)
(6.16)

tomando K = 7 ||F'(z.)7!||. O

Sin embargo, notar que la relacién (6.8) no implica automdaticamente la convergencia ya que,
por ejemplo la serie z,, = n la satisface y sin embargo diverge. Para que esta relacién implique
convergencia hay que imponer que la iteracién inicial esté suficientemente cerca de la solucion, de
manera que K ||zg — z*|| < 1.

Teorema 5.1.2.: Existe 0 tal que si 29 € B(0), entonces Newton converge cuadréaticamente.

Demostracién: Sea ¢ suficientemente pequeno tal que vale el Teorema 5.1.1. y ademas K¢§ =
n < 1, entonces

lensill < K fleall” < llenll (6.17)
de manera que
[zntall € B(nd) € B(9) (6.18)
y entonces
lentall < 0™ lleoll (6.19)

y ™ — z* converge g-quadraticamente. O

Es 1til la convergencia local? La suposicién de que zg € B(9), es decir que z( este suficien-
temente cerca de x* puede parecer un poco artificial, pero hay situaciones en las que esto ocurre
naturalmente.

Integracion implicita de ODE’s: Sea una sistema de ODE’s de la forma

y' = f(y) (6.20)

Haciendo una discretizacién con el método de Backward Euler tenemos

n+1 n

Yy -y n
= 6.21
o= (6:21)
Lo cual representa un sistema de ecuaciones no-lineal en "' para cada paso de tiempo. Ahora
si consideramos y" ! como funcién de At, vemos que se acerca a y" para At — 0, de manera
que tomando un paso de tiempo suficientemente pequeno garantizamos la convergencia de la
resolucién del sistema no-lineal en cada paso de tiempo

Refinamiento de soluciones numeéricas: Supongamos que estamos resolviendo un problema de
mecanica del continuo por FDM o FEM. Es usual ir refinando la malla hasta obtener una solucion
aceptable. Si el problema a resolver es no-lineal, es usual inicializar el esquema iterativo en la
malla més fina h = hy (h= paso de la malla) con una interpolacién de la solucién en la malla mas
gruesa h = h;. Es de esperar que si el esquema de discretizacion es convergente las soluciones
en las dos mallas esten muy proximas entre si.
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Figura 6.1: Determinacién del orden de convergencia. (En este caso cuadratica.)

Método de continuacién: Muchas veces tenemos un problema no-lineal dependiente de un
parametro A
F(z,A\) =0 (6.22)

A puede ser un parametro fisico (el nimero de Reynolds en un problema de mecanica de fluidos,
o la carga aplicada en un problema de elasticidad). En cierto rango de A el problema es lineal
(pequenos nimeros de Reynolds, pequenas cargas) y se hace mas no-lineal en otro rango. La
idea es que tal vez si podemos resolver el problema para un cierto valor de A, entonces tomando
esta solucién x) como inicializacién para A + AX para A\ pequeinio, tengamos muchas més
probabilidades de converger. Notar que haciendo A\ arbitrariamente pequeno, las soluciones
también tienden a acercarse tan cerca como uno quiera. Ademads, muchas veces el contar con la
solucién para todo el rango de valores de A tiene su propio interés (esto es cierto en los ejemplos
mencionados).

Por otra parte la convergencia local describe siempre como serd la convergencia en la etapa final,
independientemente del proceso inicial.

Coémo se determina experimentalmente el orden de convergencia. Como siempre, lo mas
usual es graficar el error versus el numero de iteracién. La convergencia lineal da una recta, pero
las convergencias de mas alto orden son un poco mas dificil de determinar. En ese caso, La mejor
forma de determinar el orden de convergencia de un algoritmo es graficar log-log |le,+1| versus ||e,||
y estimar la pendiente de la curva, que determina el orden convergencia. Por ejemplo en la figura 6.1
vemos el grifico correspondiente al método de Newton y, por lo tanto, se espera una convergencia
cuadréatica. Vemos que hay una cierta proximidad a la relaciéon cuadratica. Hay que tener en cuenta
que, debido a la rapidez de la convergencia, usualmente se observan pocos puntos en la curva. Notar
que, cuando se entra en la zona de convergencia cuadratica las razones entre dos residuos sucesivos se
comportan cuadraticamente. Es decir, asumiendo que la igualdad vale en (6.8),

leniall K Jlenl? _<’||en| ) (6.23)

lenll K [len—1]®>  \llen-1l

Digamos por ejemplo que si el residuo baja dos érdenes de magnitud en una iteracién, en la siguiente
bajara 4. Esto es facil de verificar mediante una simple cuenta.
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6.1 Criterios de detencidon de la iteracion

A partir de los resultados del Lema 4.3.1. podemos demostrar que la norma del residuo es equivalente
a la del error. Tomando la desigualdad izquierda de (5.41) en x y la derecha en xy tenemos que

wv—111—1
1P 2 [F @)™ el /2 (6:24)
wv—111—1
[ (o)l < 2| F" (@) 7| lleol (6.25)
Dividiendo miembro a miembro,
F

[1E(zo)ll — 4lleoll (F"(x*))
Andlogamente puede demostrarse una cota inferior para |le|| y queda

L flell o IE@I _ . el

4k [leol| — |1F(zo)ll = lleoll

(6.27)

donde k = k(F'(x*)).

Recordemos que para sistemas lineales teniamos la opciéon de detener el proceso de en base a
Il / llroll o ll7Il / 11B]]. Aqui ya no existe naturalmente el concepto de miebro derecho b, pero por muchas
veces los sistemas no-lineales provenientes de sistemas fisicos consisten en una serie de términos. Puede
tomarse entonces como referencia aquel término que sea relativamente independiente de la solucién y
también que sea un término relativamente inportante dentro del balance.

En la versiéon de los macros de Kelley tenemos dos parametros que controlan la detencién del
esquema, a saber una tolerancia absoluta 7, y una relativa 7,.. El esquema se detiene cuando

F(z) <7 ||F(xol + 74 (6.28)

Poniendo 7 + r a cero, el esquema se detiene cuando se obtiene el criterio absoluto y viceversa. Si
ambos no son nulos, resulta en un criterio mixto.
Otra forma de detener el algoritmo es en base al tamafo del paso s

s=ay —x.=—F'(z.)"' F(x,) (6.29)
y detener cuando ||s|| sea chico. Este criterio tiene su justificacién en la convergencia cuadratica
ya que
o =Tl + lles (630
= [l + Oec]?) (6.31)
Lo cual indica que si estamos suficientemente cerca de la solucién, entonces practicamente el paso s
es el error.

Esto no es cierto para otros métodos si la convergencia no es tan buena. Por ejemplo consideremos
convergencia lineal

le+]| < o lec]| (6.32)
Entonces,
lecll < llexll + llsl] (6.33)
< o lecll + [Is]] (6.34)
de donde ]
ol < —— s] (6.35)

De manera que en este caso sélo es valido asumir ||s|| & |le.|| si 0 < 1, es decir si el algoritmo converge
muy rapidamente.
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6.2 Implementacién de Newton

En cuanto al conteo de las operaciones involucradas, asumiremos que se usa un método directo pa-
ra resolver el paso de Newton (podriamos usar un método iterativo.) También asumiremos que el
jacobiano es denso. Bésicamente el método s ebasa en

1. Célculo del residuo F(z.)

2. Célculo del jacobiano F'(z.)

3. Factorizacién del jacobiano

4. Resoluciéon del sistema lineal para el paso s

5. Update (actualizacién) del vector de iteracién x4 = x. + s.

Normalmente los pasos més costosos (en tiempo de maquina) son los 2 y 3 (para grandes problemas
predomina (3)). En el caso de matrices densas la factorizacién requiere O(N?) operaciones de punto
flotante. Si evaluamos F’ por diferencias finitas, entonces la columna j se puede aproximar por
diferencias centradas como

F(x.+ hej) — F(xz. — hej)

[F () ej] ~ oh

(6.36)

Esto requiere 2 evaluaciones del residuo. Asumiremos que cada evaluacién del residuo require O(N)
operaciones. Como hay que evaluar N el costo total de la evaluacién del jacobiano es de O(2N?) ops.
Si usamos diferencias avanzadas

F(xzc+ hej) — F(z.)
h

[F'(z.)e;] ~ (6.37)
entonces el F'(z.) se puede calcular una sola vez y el costo baja a O((IN 4+ 1)N) ops. con un sacrificio
en la precisién.

En muchos casos el jacobiano puede ser evaluado directamente, con la consiguiente ganancia en
rapidez y precisién, pero en otros casos el calculo del jacobiano es una tarea muy laboriosa (en cuanto
a la programacion).

Interface de los scripts dentro del paquete de Kelley: Los argumentos de entrada son
el estado inicial x, el mapeo F' definido como el nombre de una funcién, y un vector de tolerancias
T = [TaTy].

Algoritmo newton(z, F, 1)

1 1o = |F@)|

2. Do while |F(x)|| > 7710 + Ta
a. Calcule F'(x)

. Factorice F'(z) = LU

c. Resolver LUs = —F(x)

d z=z+s

e. Evaluar F(z)

o
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Figura 6.2: Newton no converge globalmente en ciertos casos.

6.3 Sub-relajacién de Newton

Muchas veces Newton puede no converger globalmente. Un caso tipico es cuando la curva tiene una
forma tipo “S” como en la figura. El algoritmo puede caer en un lazo, del cual no puede salir. Una
forma de evitar esto es agregar “sub-relajacion”. Béasicamente es escalear el incremento s por una
constante de relajacion w a determinar

Tn41 = Tn — WF/(-Tn)_l F(-'En) (638)

Poniendo w = 1 recuperamos Newton, con w pequenos tendemos a frenarlo y por lo tanto hacerlo més
estable. Por ejemplo, con w = 0.4 el mismo caso se vuelve convergente, ver figura 6.3. En el caso de
converger, la convergencia con subrelajacién (en general con w # 1) serd sélo lineal, ver figura 6.4.
Una posibilidad de recuperar la convergencia cuadratica es volver el parametro de relajacion a w =1
una vez que el residuo bajo suficientemente. A partir de ahi, la convergencia serd cuadratica, si el
algoritmo converge. Esto esta reflejado en el siguiente algoritmo nwtnsubr.

Algoritmo nwtnsubr (z, F, wini, 7)

L ro = |[F@)|
2. Do while |F(z)|| > 7710 + 74
a. Calcule F'(z)
b. Factorice F'(z) = LU
c. Resolver LUs = —F(x)
d. if [[F(2)|| < Tyel then
W = Wini
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F(x)

Figura 6.3: Newton subrelajado con w = 0.4 converge globalmente.

else
w=1
endif
e. r=2x+ws
f. Evaluar F(z)

El algoritmo tiene dos parametros adicionales a saber el factor de relajacion a ser usado en las
iteraciones iniciales wiy; y la tolerancia 1y, para el residuo a partir del cual el factor de relajacién es
reseteado a 1, esta forma parte del vector 7. En la figura 6.4 vemos las historias de convergencia para
Newton subrelajado y subrelajado sélo inicialmente. Vemos que las dos curvas inicialmente son iguales
hasta que se llega a la tolerancia 7. A partir de alli el algoritmo converge cuadriticamente cuando se
deja de subrelajar, mientras que converge linealmente cuando se continua subrelajando. Por supuesto,
la eleccion de los pardmetros 7ol ¥ wini s fundamental y usualmente se basa en la experiencia del
usuario. Un wiy; 0 73] demasiado altos puede hacer que se pierda la convergencia, mientras que tomar
los valores demasiado bajos redunda en una pérdida de eficiencia.

6.4 Update condicional del jacobiano. Métodos de la cuerda y Sha-
manskii

Suponiendo que el jacobiano no varfa mucho, podriamos reducir mucho el costo si sacamos (2a) y (2b)
del lazo. Es decir, reemplazar la iteracién por

ry =x.— F'(x0) 7 F(z,) (6.39)

Este es el método de la cuerda,
Algoritmo chord(x, F,7)

Loro = [|[F()]]
2. Calcule F'(x)
3. Factorice F'(x) = LU
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Figura 6.4: Convergencia del método de Newton subrelajado y subrelajado solo inicialmente.

4. Do while ||F(z)|| > 770 + Ta
a. Resolver LUs = —F(z)
b.z=z+s
c. Evaluar F(x)

La tnica diferencia es que F’ es calculado y factorizado antes de empezar el lazo. El método de la
cuerda puede ser localmente no-convergente.

6.5 El método de Shamanskii

Se basa en alternar una serie de m iteraciones tipo cuerda con una tipo Newton. El paso de z. a x4
es entonces

Y1 =z, — F'(z.) " F(z.) (6.40)
yirr =y~ Fl(z) ' Fly) 1<j<m—1 (6.41)
Ty =Ym (6.42)

Notar que para m = 1 coincide con Newton y para m = oo coincide con el método de la cuerda,
donde {y;} son las iteraciones. Otra forma de pensarlo es una modificacién al algoritmo de Newton
en el que el jacobiano es calculado y factorizado sélo cada m iteraciones.

Algoritmo sham(z, F, 7, m)

1 1o = |F(2)]
2. Do while |F(x)| > 7710 + T4
a. Calcule F'(x)
b. Factorice F'(x) = LU
c. Resolver LUs = —F(x)
i. Paraj=1...,m
ii.z=x+s
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iii. Evaluar F(x)
iv. Si ||F(x)|| < 701 + 74 salir

El método de Shamanskii converge localmente, como Newton. Sin embargo también puede requerir
de subrelajacion para mejorar las propiedades de convergencia global.

6.6 Error en la funcién y las derivadas

Como ya mencionamos, el costo fundamental del método de Newton es el calculo y la factorizacion del
jacobiano F'(z.). Entonces, la mayoria de los métodos alternativos se basan en la aproximacién del
jacobiano, por ejemplo el método de la cuerda se basa en calcular el jacobiano una vez, factorizarlo
y no modificarlo en lo sucesivo. Otra posibilidad es que reemplazar F(z.)~! por la inversa de otra
matriz que sea mas facil de factorizar, o por una aproximacién a la inversa de F(x.)~! (factorizacién
incompleta o aproximada). Veamos ahora como influye el uso de una aproximacién asi como errores
(probablemente de redondeo) en la evaluacién del residuo. Sea entonces la iteracién de la forma

4 =z — (F'(xe) + Alwe)) ™ (F(xe) + e(ae)) (6.43)

Podemos demostrar entonces el siguiente
Teorema 5.4.1.: Asumamos vélidas las suposiciones estandar §5.3, entoces existe K > 0, §,91 > 0
tal que si z. € B(0) y ||A(x.)|| < d1 entonces x4 esté definida y satisface

eIl < K (llecl® + 1A llecll + lle(ze)l) (6.44)

Demostracién: Con “r. estd definida” queremos basicamente decir que F'(z.) + A(z.) es no-
singular. Sea 0 sufucuentemente pequeno tal que vale el lema 4.3.1. (seccién §5.3). Sea

Y =x.— F'(z.) "' F(z,) (6.45)
la iteraciéon de Newton y notemos que

T+ = xf + [F(we) ™ = (F'(we) + Alwe) T Flae) (6.46)
—(F'(2¢) + Aze)) " e(ze) (6.47)

Restando miembro a miembro la soluciéon x* obtenemos una expresion para los errores, y tomando
normas

le+ll < [l ]| + [[F'(ze) ™! = (F () + Alze)) 7| || F ()| (6.48)

+ H(F'(mc) + A(xc))_l e(mc)H (6.49)

El primer término es el error que cometeriamos si usaramos el método de Newton y por lo tanto esta
acotado por el Teorema 5.1.1. (ecuacién (6.8)). Con respecto al segundo término (el error cometido
por la aproximacién en el jacobiano), el factor F'(x.) estd acotado por el Lema 4.3.1. (seccién §5.3)

por
| (o)l < 2||F ()] llecll (6.50)

El primer factor es mas complicado. Asumamos que tomamos A(z.) tal que

IAGl < ¢ I1F@) )™ (6.51)
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Entonces, por el Lema 4.3.1. (pag. 5.3)

1 -
lA@) ] < 5 [[F/ ™™

(6.52)

y por el Lema de Banach (pdg. 10) tenemos que F”(z.)+A(x.) es no singular. Efectivamente, tomando

A = Fl(z.)+ Aze)
B = Fl(z,)™!

tenemos que

11— BA| = |[[I = F'(ze)! (F'(2c) + Az.))||
HF’(%‘C)71 A(QJC)H
[ (o) || 1A )|

IF () @ pr(m—lul) por (6.52)
1

2

IN

IN

Entonces vale el Lema de Banach, A = F'(z.) + A(z.) y por (1.88)

AT = 1 (o) + Awe)) ™|
|1Bll
~ 1—|[I—BA|
1" () 1]
< 2 HF'(JUC)_lﬂ <4 HF’(ac*)_lH por Lema 4.3.1.
de manera que
1" (ze) ™ = (F(e) + Alze))l| <

< JF (o) (F (o) + Alze) — F'(0)) (F' (2e) + A(ze))
< F @) A (F (@) + Awe) ™|
< F (o) 1A (2]|(F'(ze)7t])  por (6.63)
< 8||F'(z* 1H 1A (zc)|| por el Lema 4.3.1.

~—

Volviendo entonces a (6.49
lesl < Klleel” + 16 [|F' )M |F' @) 1A lleel
+4[[F' @) 7| el

Poniendo )
K =K +16||F'(*) 7| |F'(2")]| + 4] F'(=*) "

se llega a (6.44). O
Ahora aplicaremos este resultado al método de la cuerda.
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6.7 Estimacién de convergencia para el método de la cuerda
Recordemos que el método de la cuerda es
ry =x.— F'(x0)" F(z,) (6.71)

En el lenguaje del teorema 5.4.1. (pag. 6.6) tenemos

e(xze) = 0 (6.72)
A(z.) = F'(zo)— F'(z.) (6.73)
Si z¢, xyg € B(J) C € entonces
[A(z)ll < A llwo — zcf (6.74)
= 7l(@o —2") = (xc — 27| (6.75)
< y(lleoll + llecl) (6.76)

Podemos estimar una estimacién de la convergencia aplicando el teorema 5.4.1. (pag. 6.6).
Toerema 5.4.2.” Asumamos las suposiciones estandar (pag. 5.3), entonces existe K. >0y J >0
tales que si xg € B(9), la iteracién de la cuerda (6.71) converge g-linealmente a x* y

lentall < Ke [leoll [lenll (6.77)

Demostracién’: Aplicando el Teorema 5.4.1 (pdg. 6.6) con los valores (6.72,6.73)tenemos que

lenstll < K [lleall® +(lleoll + llenl) llenl (6.78)
< K lenll (14 )+ lleoll lenl (6.79)
< K (1+29)8 fleal (6.80)

Tomando § suficientemente pequeno tal que

K(1+4+2y)d=n<1 (6.81)
entonces vemos que converge linealmente, por lo tanto |le,|| < |leo|| y entonces
lentall < K (1+27) [leol| llen] (6.82)

con lo cual el teorema queda demostrado poniendo K. = K (1 + 2v). O
Igualmente, pueden establecerse la convergencia para el método de Shamanskii y otros. Esto esta
discutido en mas detalle en el libro de Kelley.

6.8 Aproximacion por diferencias del Jacobiano

Un problema préactico que se encuentra en la practica es como escoger la magnitud de la perturbacion
al hacer aproximaciones por diferencias finitas para el calculo del jacobiano. Nosotros queremos
aproximar el producto del jacobiano por una direccién arbitraria w como

F(xz + hw) 4 €(z + hw) — F(z) — e(x)

Fl(z)w =~ . (6.83)
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Figura 6.5: Error por aproximacion por diferencias.

Como siempre, €(x) representa aqui el error de redondeo. Es obvio que para h suficientemente pequetio
la representacién binaria de x + hw serd igual a la de x, de manera que la derivada aproximada
numéricamente dard cero. Por otra parte, para h muy grandes tendremos el error tipico O(h) (para
derivadas laterales) de la discretizacién numérica. Es de esperar entonces que haya un h éptimo para el
cudl el error sea minimo. Efectivamente, llamando E(h) a la diferencia entre F'(x) w y la discretizacién
numérica, y haciendo una expansién de Taylor de orden 2 para F'(z + hw) en h obtenemos

F(z + hw) 4+ e(x + hw) — F(z) — e(x)

E(h) = - — Fl(x)w (6.84)

~ O(h+ %) (6.85)

Notar que no podemos epxnadir ¢(x + hw) debido a que, como es un error de redondeo, no podemos
esperar que sea una funcién diferenciable de x. € representa un valor caracteristico de e(x). El minimo
de E(h) se obtiene cuando

€
5=
o sea cuando h = v/€. En la figura 6.5 vemos un ejemplo préactico donde estamos calculando la derivada
de e® en x = zg = 0.032. Graficamos el error E(h) versus h para h decrecientes desde 0.1 hasta 10720,
Inicialmente (para 107® < h < 0.1) el error decrece monétonamente y o< h, como es de esperar por el
analisis del error de truncamiento. Esto continuaria asi para valores menores de h, de no ser por la
apricion del error de truncamiento, debido al cual el error empieza a crecer desde alli, hasta saturarse
para h ~ 10716, Efectivamente, para valores de h < 10716, la representacién interna de x + h es la
misma que la de x y entonces la aproximacion a la derivada es nula para esos valores de h, por lo
tanto el error tiende a F’ en una méquina de precisién finita (Matlab con doble precisién).

145 =0 (6.86)
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6.9 Guia 1. Método de Newton e iteracion de punto fijo. Ejemplo

sencillo 1D.

Consideremos la siguiente ecuacién de una sola incognita

F(z) = cx 4 tanh(z) =0 (6.87)

La tinica solucién es obviamente x* = 0. Analizaremos las propiedades de convergencia local y global
de los diferentes métodos partiendo de zy # 0.

a.

Reescribir como iteracién de punto fijo y ver si la iteraciéon de Richardson no-lineal converge
localmente (partir de zp suficientemente pequeno) y para que valores de c.

. Aplicar un factor de relajacién w para hacer converger.
. Aplicar Newton y comprobar convergencia local y cuadratica para diferentes valores de c.
. Para ¢ = 0.2 ver desde donde converge globalemente Newton.

. Probar con Newton subrelajado. Se mantiene la convergencia cuadratica?

Agregar un test para que vuelva a w = 1 si [|r]| < 7. Hay convergencia global? Cémo es la
convergencia local?

Aplicar chord y sham. Hace falta subrelajar?
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Capitulo 7

Aplicacion de resolucion de sistemas
no-lineales a problemas de PDE en 1D

7.1 Modelo simple de combustiion

Consideremos una cierta region del espacio donde hay una cierta concetracion de combustible y de
oxigeno (O3), por ejemplo la salida de un tipico mecheron Bunsesn. (Ver figura 7.1). Veremos la
posibilidad de que haciendo un aporte de energia inicial, el combustible entre en combustién y ésta se
mantenga en forma estable. Empezaremos por el modelo més simple posible: el balance de energia
para un punto representativo de la mezcla

tasa de acumulacion = generacién — pérdida al medio ambiente (7.1)
dT
PCrgy = 4T) = h(T - Tx) (7.2)

donde p, Cp y T son la densidad, calor especifico y temperatura de la mezcla, ¢(7T") el calor generado,
Two la temperatura del medio ambiente, y h un coeficiente que engloba las pérdidas de calor hacia
el mismo. El calor de reaccién ¢(T') es positivo, ya que se trata de una reaccién “exotérmica” y en

general es de la forma
Q(T) = COzccombA eXp(—E/kT) (73)

es decir, es proporcional a la concentracién de las sustancias que intervienen en la combustion (Oq
y el combustible), y un factor dependiente de la temperatura. E es una energia de activacién, T’
es la temperatura absoluta (es decir en “grados Kelvin” °K, T['K] = T[°C] + 273.16°K). Como
asumimos que la cocentracién de O y el combustible es constante el tinico factor no constante es la
exponencial que incluye la temperatura. Para temperaturas bajas T" — 0, tiende a cero mientras que
a altas temperaturas tiende a una constante, resultando en una curva tipo “S”. El cambio se produce
alrededor de la temperatura caracteristica de la reaccién E/k. Ahora consideremos la suma de los
dos términos del miembro derecho. Si esta suma se anula para una dada temperatura 7™ entonces
T = T* =cte es una solucién “estacionaria” de la ecuacién diferencial. Para valores pequenos de h,
como el hy en la figura 7.2, las curvas se intersectan en un sélo punto, cerca de T,,. Llamaremos a esta
la solucion “apagada”. Para valores mayores de h, como hg en la figura, existen tres soluciones que
llamaremos Tj 12, estando Tp muy cerca de T, y 712 por encima de la la temperatura de activacion

Ahora, llamemos —cp(T) = q(T) —h (T —Ts) donde ¢ > 0 es una constante que usaremos después
para hacer al andlisis dimensional del problema. Asumiremos que h es tal que hay tres soluciones
estacionarias y entonces ¢(7T) tiene la forma general que se ve en la figura 7.3. de Haremos un
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Figura 7.1: Modelo simple de combustion
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Figura 7.2: Factor exponencial que aparece en la ecuacion de combustion

“analisis de estabilidad” cerca de las soluciones estacionarias 7p 12. Consideremos, por ejemplo, que
la condicion inicial es T'(t = 0) = Tp+ At. Hagamos un desarrollo en serie de Taylor de ¢(T') alrededor

de Ty, entonces

S = o) + ¢ ()T - Ty) (7.4

cuya solucion es
T(t) = Ty + ATe ' (10}t (7.5)

pero ¢'(Tp) > 0 de manera que la solucién se aproxima exponencialmente a Ty. Llamaremos a este
tipo de solucién estacionaria “estable”. Béasicamente queremos decir que si perturbamos un poco
la solucién de la estacionari Ty, la “fuerza restitutiva” ¢ la tiende a hacer volver a Ty. La anlogia
mecdnica es una bolita en un valle. El mismo razonamiento nos indica que para ¢’ > 0 la solucién
es “inestable”, es decir si perturbamos un poco la solucion desde 17 entonces la fuerza restitutiva la
tiende a hacer apartar ain més de 77 y diverge exponencialmente de la forma

T(t) =T + ATetle (Tt (7.6)
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Figura 7.3: Funcién de combustién

Esta aproximacion no es validad cuando T se aparta demasiado de T, pero de alguna forma T se
aleja de 71 y termina aproximandose exponencialmente a Ty o T5.

Ahora consideremos la resolucién de la ecuacion ¢(7T') = 0 pra encontrar las soluciones estaciona-
rias. El algoritmo de Newton converge localmente, por supuesto, independientemente del signo de la
derivada ¢, es decir, independientemente de si la solucién es fisicamente estable o no. Por otra parte
podemos generar un algoritmo de punto fijo, integrando la ODE (7.2) en el tiempo con un método de
Euler hacia adelante

Tn+1 _Tn
- — ™ .
— —ce(T™) (7.7)
entonces
TV =T" — cAt o(T™) = K(T™) (7.8)

Consideremos el criterio de convergencia del método de punto fijo, que indica que K debe ser un
mapeo de contraccion, en particular debe ser

|K'| =1 —cAt ' (T*)| < 1 (7.9)

de manera que es claro que el esquema no sera nunca convergente si ¢’ < 0, es decir si la solucién
estacionaria es inestable. Este método entonces, permite capturar “sélamente aquellas soluciones que
son fisicamente estables”. Esta propiedad puede ser muy importante en problemas donde hay muchas
soluciones y necesitamos descartar aquellas que son fisicamente inaceptables.

Volvamos ahora a nuestro modelo de combustién, consideramos ahora que la combustién se prodce
en una regién de una cierta extensién, por simplicidad en una sola dimensiéon 0 < z < L y que existe
difusién del calor a través de la mezcla, con una difusividad k. Admaés, consideramos el problema
estacionario, de manera que

— kAT + o(T) =0 (7.10)

con condiciones de contorno Dirichlet generales T'(z = 0) = Ty, T'(z = L) = T}, aunque lo més usual
es que tomaremos T j, = Ti. Si consideramos k — 0, el problema deja de estar bien planteado, pero
podemos pensar que en cada punto (es decir para cada ) tenemos una solucién como la unidimensional
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oxigeno
) ] |
Figura 7.4: Problema de combustién unidimensional
T
Tg_ Y S o
Tl_ I ] o
T, X
L

Figura 7.5: Soluciones para k — 0.

anterior y entonces la temperatura puede tomar localmente cualquiera de los valores Tj 1 2, es decir,
hay infinitas soluciones, cada una de ellas es constante de a trozos tomando los valores Tp 1 2. Ahora
bien, el agegado de una cierta cantidad de difusividad k£ > 0 tiende a hacer que los saltos discontinuos
del perfile T'(z) se redondeen, pero ademads, tiene un efecto similar al del término temporal, en cuanto
a que los segmentos con T' = T} se vuelven inestables, de manera que la solucién para k > 0 serd de
la forma mostrada en la figura 7.6. A medida que k aumenta los saltos se vuelven mas redondeados.
Ademas a partir de un cierto k£ no es posible encontrar una solucién “prendida”, es decir que sélo
existe la solucion “apagada” T = Tj.
Discretizacién: Asumiendo una grilla con paso constante h = L/N,

zj=(-1h j=1,...,N+1 (7.11)

Usando la discretizacién del operador de Laplace con el stencil de tres puntos, como ya hemos visto
varias veces, la aproximaciéon més sencilla posible para (7.10) es

—Tip1 + 2T — Tiy
72

+ep(T)) =0, i=2,...,N (7.12)

puesto de forma matricial
AT+ F(T)=0 (7.13)

donde A es la matriz del operador de Laplace con condiciones Dirichlet, como descripto en la Guia 1
v F' es un operador no-lineal, pero “diagonal” en el sentido que F; solo depende de T;.
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k =

e |

o, - L

Figura 7.6: Soluciones para k > 0.

7.2 El problema de Stefan.

Consideremos el problema de un fluido moviéndose con velocidad U. La ecuacién del balance de

energia es
oT

UpCp% = kAT (7.14)
En el caso en que U, pC), y k son constantes, esto es que no dependen de la temperatura, este problema
es lineal y ya lo hemos visto como la ecuacién de “adveccion-difusion”. Ahora consideremos el caso
cuando pC), depende de la temperatura, el problema se transforma en no-lineal. Definamos la cantidad

T
W(T) = / pCy(T) AT (7.15)
Tret

conocida como “entalpia” o “contenido de calor”. Tief es una temperatura de referencia arbitraria.
h(Ty) — h(T}) representa la cantidad de calor necesario para llevar al material desde la temperatura
T ala temepratura T». La tnica restriccién fisica sobre h(T') es que debe ser mondtona creciente, ya
que ante un agregado de calor un cuerpo no puede decrecer su temperatura. Notemos que el término
no-lineal de adveccién (el miembro derecho de (7.14)) puede ponerse como (0h/dz) de manera que la
ecuacién puede ponerse como

oh

e kAT (7.16)
Ahora consideremos que ocurre cuando hay un cambio de fase. Supongamos que el material esta por
debajo de la temperatura de cambio de fase Ty, y vamos agregando calor de a poco, lo cual hace
incrementar su temperatura. Al llegar a la temperatura de cambio de fase, necesitamos una cantidad
de calor finita L llamado “calor latente” para llevar al cuerpo de Ty, — € a Ty, + €. Esto nos indica que
la curva de entalpia tiene una discontinuidad en 7' = Ty, (ver figura 5.1). Ahora descompongamos h
en una componente regular y absorbamos la discontinuidad en un término proporcional a la funcién

“escalon de Heaviside”

W(T) = hyeg(T) + L H(T — Ty) (7.17)
donde
0 ;siz<0
H(ﬂﬂ)={1 >0 (7.18)
Ahora bien, si insertamos esto directamente en (7.16) llegamos a una ecuacién de la forma
U(pCp)regg—Z =kAT —UL6(x — s) (7.19)
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Figura 7.7: Posicién de la interfase en el elemento.

donde
0

(PCp)reg = 8_T('Ocp) (7.20)

y 0 representa la distribucién “Delta de Dirac”. s es el punto donde se produce el cambio de fase, es
decir T'(s) = T, es decir que s depende del campo de temperaturas, lo cual hace no-lineal el problema,
incluso en el caso de que (pCp)reg fuera constante. Notar que, si s fuera un punto fijo, entonces el
problema previo representa un problema de transmisién del calor con una fuente de calor puntual.
Discretizacion: Recordemos que el problema de adveccién difusién tenia un problema adicional,
que no tiene nada que ver con el cambio de fase, relacionado con la estabilidad a altos ntimeros de
Peclet. Para evitar esto y poder concentrarnos en el problema del cambio de fase, asumiremos que en
todos casos estamos muy por debajo del limite de estabilidad Pej < 1, de manera que no hace falta
agregar los términos difusividad numérica o “upwind”. Entonces la discretizacién de (7.19) es

Tiy1 — 2T+ Ti
72

Tivr —Ti

K 2h

— (pCp)regU —F(r)=0 (7.21)
donde F' representa el término generado por la fuente puntual, 7 el vector de temperaturas nodales.
A continuacion describiremos la discretizacién para F. Primero, debemos ubicar el punto en el cual
se produce el cambio de fase. En el espiritu del método de elementos finitos, asumimos que las
temepraturas son interpoladas linealmente entre los nodos. De manera que el cambio de fase se
produce entre x; y x;4+1 si

(Tig1 — Tw)(T; — Ti) <O (7.22)
Por similaridad de los tridngulos ABC'y BDE

s —x; h
= 7.23
To— T, Tovi— T, (7.23)
de donde T T
5 — x; - T;
8= v -m ¢ 7.24
h Tiy1 —T; (7.24)
donde 0 < 8 < 1. Obviamente, si la interface cae en un nodo s = x; ponemos
UL j—i
Fj = o (7.25)
0;  j#u

Si la interfase no coincide exactamente en un nodo es mas complicado. Podriamos definir que agre-
gamos todo el calor liberado por el cambio de fase UL en el nodos i o el i + 1 dependiendo de si la
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UL

Figura 7.8: Contribucién discontinua al residuo por el cambio de fase.

UL_

Figura 7.9: Contribucién continua al residuo por el cambio de fase.

interfase estd mas cerca de uno u otro nodo

F,=UL, Fy1=0 si B<1/2 (7.26)
F,=0, Fy=UL s B>1/2 (7.27)

Ahora bien, la contribucién al residuo por el cambio de fase F'(7); serd de la forma mostrada en
la figura 7.8. Esta contribucién es discontinua y por lo tanto la funcién residuo total seguramente no
serd continua Lipschitz. De hecho, existe muy pocas probabilidades de que algin método converja
para tal discretizacion. Otra posibilidad es distribuir el calor liberado UL linealmente entre los dos
nodos

F,=(1-pB)UL, F,41=0UL (7.28)

De esta forma obtenemos una contribucién al residuo continua (ver figura 7.9). En los scripts de
Matlab distribudos esta implementada esta dltima opcidén.
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T

Figura 7.10: Campo de temperaturas dependiente de un parametro.

7.3 Guia 3. Aplicacién de resolucion de sistemas no-lineales a pro-
blemas de PDE en 1D

e Hallar las soluciones y mostrar convergencias para diferentes valores de L.

e Cambiar la forma de repartir el calor generado por el cambio de fase como se indica en (7.27).
Converge? Porqué? Graficar el residuo para algin nodo i sobre la recta que pasa por el punto
v en RN y direccién w, es decir graficar F;(v + Aw). Donde v y w estdn dados por

v; =11 + (TQ — Tl)a;i

(1 — 22) (7.29)

%
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Capitulo 8

Newton inexacto.

Como mencionamos, el principal costo computacional del método de Newton es la resolucion del
sistema lineal que debe resolverse en cada iteracién para obtener el paso s

Fl(z.)s = —F(x.) (8.1)

Entonces, es tentador de usar un método iterativo para resolver este sistema lineal. La pregunta es
entonces, con que precision es necesario resolverlo. En el lenguaje de los métodos iterativos para
sistemas lineales que hemos usado en la primera parte del curso, tenemos

A — Fl(z.) (8.2)
T — s (8.3)
b — F(x.) (8.4)

Como fue discutido en su momento (seccién 1.1.3, pdg. 6). Lo mds comiin es tomar como criterio de
detencion para el esquema iterativo lineal una tolerancia en el residuo relativa sea a ||b|| o al residuo
en el vector de inicializacion ||7g||. En este caso asumiremos que partimos como vector inicial para la
iteracién sobre s de s = 0 con lo cual ambos criterios coinciden y el criterio de detencion es

|F' (we)s + F(ae)|| < ne || F (] (8.5)

Llamaremos a r = F'(x.)s+ F(x.) el “residuo lineal”, o “residuo del lazo interior”. También es comuin
llamar a 7. como el “término forzante”.

8.1 Estimaciones basicas. Analisis directo.

Teorema 6.1.1. Asumamos las suposiciones estandar (seccién 5.3, pag. 64), entonces existe § y K
tales que si z. € B(d) y s satisface (8.5), 4+ = z. + s, entonces

le ]l < Ki(llecll +me) llecl (8.6)

Demostracién: Sea ¢ suficientemente pequeno tal que vale el Lema 4.3.1. (seccién 5.3, pag. 64). Sea
r=—F'(z.)s — F(z.) el rresiduo lineal, entonces

s+ F'(xe) F(xe) = =F(ze) "' r (8.7)

y
ey = ec+s (8.8)
= e.— F'(z.) ' F(ze) — Fl(zo) tr (8.9)

88



CAPITULO 8. NEWTON INEXACTO.
Seccion 8.1. Estimaciones bdsicas. Andlisis directo.

donde el segundo término del miembro derecho lo podemos identificar como el paso s si usaramos
Netwon y el tercer término como el error en el paso indtroducido al no resolver en forma exacta el
problema lineal. La suma de los dos primeros términos podemos acotarla como el error del método
de Newton (6.8)

lec — F'(ze) ™ F(ze)|| < K |lec||” (8.10)

Mientras que el término restante lo podemos acotar como

[F(ze) || < [|[F@e) ™| 7]
[ () 7| e 1F ()l
2| F' (@) |)me 2|F(z*)]])  por Lema 4.3.1.

4k(F'(27)) e [lec|

VARVARN VAN

donde k(F'(z*)) es el nimero de condicién del jacobiano en la solucién. Volviendo a (8.9) llegamos a
que
lexll < K [lec]” + 4r(E' (%)) ne [lecl (8.15)

De donde sale la demostracién poniendo
K; = K+ 4s(F'(z")) (8.16)

0.

El resultado es bastante razonable ya que nos dice que si resolvemos el lazo interior en forma
exacta (1. = 0) entonces recuperamos una convergencia cudrética como en Newton, y si no, tenemos
una convergencia lineal, siendo el factor de convergencia proporcional a 7.

Teorema 6.1.2.: Asumamos las suposiciones estandar (seccién 5.3, pag. 64). Entonces existen ¢
y 7] tales que si zg € B(9), y {n} C [0,7], entonces el Newton inexacto dado por

Tpil = Tn + Sn (8.17)
1/ () $n + F ()| < 0 [ F ()] (8.18)

converge ¢-linealmente a z*. Ademas
e Sin, — 0 la convergencia es g-superlineal

o Sin, < K,||F(z,)|”, 0 < p <1 para algin K, > 0, entonces la convergencia es g-superlineal
con g-orden 1 + p.

Demostracién: Sea § suficientemente pequeno tal que vale el Teorema 6.1.1. (seccién 8.1,
pag. 84). Tomamos § y 7 suficientemente pequenos tales que

Ki(d+mn) <1 (8.19)

Entonces, paran > 0y xz, € B(J) tenemos que

lentall < Ki(llenll + 1) llenll (8.20)
< Kr(6+17) llenll (8.21)
< lenll (8.22)

lo cual asegura convergencia g-lineal con g-factor Kj(d+7). Entonces tenemos convergencia superlineal
ya que
llent1ll

T < Killlenll +mn) (8.23)
lenl]
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y el miembro derecho tiende a 0 para n — oo ya que ||e,|| tiende a cero por la convergencia lineal ya
demostrada y n,, tiende a cero por las hipétesis del teorema.

Por otra parte, si n, < K, ||F(z,)||” entonces
2
lenill < Ki(llenll” + Ky [1F(@n)l” llenll) (8.24)
< Ki(leall® + Ky (2||F(z:)]]) [len]|'™?)  por Lema 4.3.1 (8.25)
< Kr(lleal' ™ + Ky @IIF(@)])7) llen] (8.26)

Obviamente, usar p > 1 no puede mejorar la convergencia més alla de la cuadratica dada por el
método de newton exacto.

8.2 Analisis en normas pesadas

Como Kj = O(k(F'(x*)) se podria esperar que si F’(z*) estd mal condicionada entonces deberfamos
permitir s6lo muy pequenos términos forzantes. Veremos que éste no es el caso. Basicamente veremos
que la tnica restriccién es mantener {n,} < n < 1. El andlisis se basa en tomar normas pesadas con
el jacobiano F’(x*) es decir en la norma | - ||, = [|[F'(z*) - |.

Teorema 6.1.3.: Asumamos las suposiciones estandar (seccién 5.3, pag. 64). Entonces existe §
tal que si x. € B(J), y s satisface

| F'(ze) s + F(xe)|| < ne [|F(ze)| (8.27)

Tp=x.+s8, yn.<n<l (8.28)
entonces

HF’(az*)eJrH <7 HF’(a:*)ecH (8.29)

Demostraciéon: Por el Teorema fundamental del calculo 4.0.1 (seccién 5, pag. 61)
1
F(z)— F(z*) = / F'(z* + te.) e, dt (8.30)
0
Pero F(z*) = 0 y sumando y restando en el integrando y tomando normas

1
1F'(ze) | :/ HF’(I’*—FtGC) ec — F'(x*) ec—i—F’(az*)eCH dt
0

1 (8.31)
s/o ([ F' (=" +tec)ec — F'(a™) ecf| + [|F" (") ec] dt
pero
[F/(2" +tec) ec — F'(x") ecl| < v [ltec]| lecl
(cont. Lipschitz de F') (8.32)
=t [lec|”
Volviendo a (8.31)
PGl < 1/ @)] Neell + 5 lleel? (33
Ahora el objetivo es acotar los errores en la norma || F’(z*) - ||. Entonces, hacemos uso de que
lecl = [ F'(") " e -

< [|F' @) [F/ @) e
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y reemplazando en (8.33)

[ (ze) || < (1 + %VHF/(CU*)H lecll) |7 (z") ec||

(8.35)
= (1 + Myd) HF’(JE*) ecH
donde My = 3 ||F'(z*)|.
Por otra parte, restando z* de ambos miembros de (8.28)
ey =e.+s (8.36)
y aplicando F’(z*) a ambos miembros y tomando normas
F(ey| = ||F(z*) (ec — F'(x,) ' F F'(z.)
IF (@ )er|| = [|[F(2*) (ec = F'(xe) ™" Fae) = F'(ze)~'r)| (8.37)

< [|F@*) [ee = F'(we) ™ Flae)l]| + || F(a*) F'(ze) ')

En el primer término aparece el error de la iteraciéon de Newton, de manera que podemos usar (6.8)
para acotarlo

|F (%) [ec = F'(we) " Fxo))|| < K [|F (@) flec|? (8.38)
Por otra parte,
HF YF'(ze)” H <|Irll + H — F'(z.)) F'(z. T'H 5.39)
< Ir + (2y HeCH HF #) ||l (Lema 4.3.1.  Lips) '

Poniendo,
M, =2y HF(Q;*)_l

| Mo = K[ F@) (8.40)
Llegamos a que

[1E(z%) e[| < (L+ Mid) |Ir|l + Mo 6 [|ecll

(14 M16) ne (1 4+ Mod) || F(x") ec||
+M25HF( H |F(a*)ec|| por (8.27,8.35) (8.41)

<
<

< [0+ M0y e (1 + Mod) + M 8| P~ ] 1 (e

Ahora bien, si n. < 7, entonces para cualquier n < 77 < 1 existe un § tal que el término entre corchetes
en (8.41) es menor que 77 de manera que se cumple (8.29). O
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8.3 Guia 4. Newton Inexacto
Considerar el siguiente problema unidimensional
—kAT + cp(T) =q (8.42)

La ecuacién es similar al caso de combustién (seccién 7.1, pdg. 78), pero hemos agregado un término
fuente ¢ y modificaremos la funcién ¢(7") con respecto a la estudiada en esa seccién. El sistema
discreto es (7.13) que lo denotaremos como

F(T) = AT + G(T) = 0 (8.43)

(notar que F' denota aqui el residuo y G(T') el término de reaccién y pérdidas) y el jacobiano corres-

pondiente es
Fl=A+d& (8.44)

Ahora bien, A es la matriz correspondiente a —A, de manera que es simétrica y definida positiva. Por
otra parte G’ es una matriz diagonal con elementos diagonales

G = ¢'(T7) (8.45)

de manera que el jacobiano total es simétrico. Para simplificar el analisis del Newton inexacto,
trataremos de aplicar Gradientes Conjugados, por lo cual necesitamos poder asegurar que el jacobiano
sea simétrico y definido positivo. Para que esto ultimo sea verdadero basta con asegurar que ¢ > 0
es decir que ¢ sea mondtona creciente. Esto es ciertamente no valido para el caso de combustion
estudiado, por lo que modificaremos la funcién ¢(7T") apropiadamente. Tomaremos

&(T) = ¢ atanh < T:) (8.46)

con constantes ¢, Tax a determinar. Podemos pensar a ¢(7") como una ley de enfriamiento no-lineal.
Para T acercandose a Ti,.x €l ¢ va a infinito, de manera que es de esperar que 7' se mantenga acotada
por |T| < Tmax. Sin embargo, es de notar que el operador asi definido no es Lipschitz. Para evitar
este problema la “regularizamos” modificamos la ¢ de manera que a partir de cierta temperatura T,
cerca de Tyax reemplazamos la ¢ por su tangente (ver figura 8.1).

Concretamente, la funcion de enfriamiento utilizada serd

; {¢<T> st [T] < T 6.47

P(T) = , o
(z)(Tcut) + ¢ (Tcut)(T - Tcut) ; Sl ’T| > Teut

Asumiremos entonces que la funcién esté regularizada y dejaremos de lado la tilde al referirnos a la
misma.

e Resolver el problema de Usar Newton y ver convergencia para diferentes valores de los
parametros.

e Modificar el script nsol.m de forma de que use CG para resolver el subproblema lineal.

e Usar como criterio del lazo interior ||r|| < n||b|]| para una serie de valores 7 distribuidos lo-
garftmicamente entre 10~® y 1. Graficar

— Nro. de iteraciones en el lazo exterior
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1

/

' aproximacion tangente
|' ¢(Tcut) + ¢’(Tcut)(T - Tcut)
I

—_,—_———— e =
—

Tcut Tmax

Figura 8.1: Funcién de enfriamiento regularizada.

— Nro. de iteraciones en el lazo interior (promedio y total).

en funcién de n. Estimar (si existe) el 7gps.

e Reemplazar el calculo de F'w por una aproximacion en diferencias. Verificar el valor de h 6ptimo
que minimiza el error.
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Capitulo 9

Las ecuaciones de shallow-water

Consideremos el escurrimiento de cursos de agua (rios o lagunas) sobre un fondo variable (ver figu-
ras 9.1, 9.2). La forma del fondo estd dada por la altura del fondo H(z,y) con respecto a un nivel
de referencia fijo con respecto al nivel del mar y es un dato del problema. Se asume que el flujo es
incompresible y las incégnitas son

e La posicién de la superficie del agua h(zx,y,t).

e El campo de velocidades u(z,y, z,t), y presiones p(x,y, z,t) en el dominio ©(t) ocupado por el
agua, es decir

Qt) ={(z,y,2) tales que (z,y) € Quy y H(z,y) < 2 < H(z,y) + h(z,y,t)} (9.1)

El modelo méas completo consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes incompresible en el
dominio ocupado por el fluido. Como la posicién de la superficie es desconocida a priori, se impone una
ecuacion adicional a saber la igualdad de presiones de ambos lados de la superficie libre. La presién
del lado del aire la podemos asumir constante e igual a la presién atmosférica, que es un dato. Asi
puesto, el problema se vuelve intratable incluso para geometrias simples, debido a la gran cantidad de
incégnitas a resolver y a la complejidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.

El problema puede simplificarse notablemente si asumimos que la profundidad del agua h es mucho
menor que las dimensiones del problema y que la longitud caracteristica de las variaciones del fondo,
es decir que las pendientes son suaves. Asumiendo un perfil de velocidades conocido en la direccién
vertical e integrando las ecuaciones en esa misma direccién, se obtienen las “ecuaciones para flujo
en aguas poco profundas” (“shallow water equations”. Al integrar la ecuacién en la direccién z
esta desaparece y sélo quedan x,y como variables independientes. Las incégnitas son el campo de
velocidades u(z,y,t), donde ahora u = (4, v), que de alguna forma representa el promedio del campo
de velocidades tridimensional u(z,y, z,t) para un instante ¢ a lo largo de la recta vertical que pasa
por un punto z,y. La variable presién desaparece y pasamos de un dominio variable Q(¢) en 3D a un
dominio fijo €2, en 2D. Estas son (en la version simplificada 1D, es decir cuando no hay variacién
segun la direccién transversal y) las ecuaciones de flujo en aguas poco profundas

oh 0 o

i %(hu) = 0 ec. de continuidad (9.2)
ou ou 0
o + Uge = —g%(h + H) ec. de balance de momento (9.3)

g = 9.81m/seg? es la aceleracién de la gravedad. (Hemos dejado de lado tambien la barra en las
componentes de velocidad, es decir @ — w.) La ecuacién de continuidad (tambiénb llamada ecuacién
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CAPITULO 9. LAS ECUACIONES DE SHALLOW-WATER

Figura 9.1: Escurrimiento sobre un fondo variable con aguas poco profundas. (3D)

de balance de masa) expresa la conservacién de la cantidad total de agua. En el caso estacionario,
implica

Q = hu = cte (9.4)

donde @ es el caudal total de agua. Por otra parte, en el caso no estacionario consideremos un volumen
de control comprendido entre x — Ax y = + Ax. Reemplazando la derivada con respecto a x por una
expresion en diferencias

oh
QA:L'E = Qr—A:p - Qm+A:}: (95)
< tasa de incremento del >

contenido de agua = ( flujo neto de agua entrante ) (9.6)
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CAPITULO 9. LAS ECUACIONES DE SHALLOW-WATER

Figura 9.2: Escurrimiento sobre un fondo variable con aguas poco profundas. Versién 1D.

Con respecto a la ecuacion de momento, en el estado estacionario esta expresa simplemente que

%M +g(h+H)=E+ gH = cte (9.7)
donde F es el “flujo de energia” que posee el fluido. El primer término es la “energia cinética” y el
segundo la “energia potencial”. La conservacion de la energia proviene de no haber tenido en cuenta
el rozamiento con el fondo, ni la disipaciéon de energia por la viscosidad o turbulencia. En el caso de
tener en cuenta esos efectos, deberfamos tener (0E/0x) < 0, asumiendo que el fluido va en la direccion
de x positivo, es decir que u > 0.

Notar que el sistema de ecuaciones involucra sélo derivadas espaciales de primer orden de las
incégnitas. Esto es una caracteristica de los “sistemas hiperbdlicos” (Si bien no es la tnica condicién
requerida para decir que un sistema es hiperbélico. Més sobre esto después... (seccién 9.1, pag. 96)).

Si no hay rozamiento, la conservacién de la energia implica que si h + H, es decir, la posicién de
la superficie libre disminuye, entonces la velocidad aumenta. Por otra parte, como hu = @ = cte
tenemos que

1
—u? + gg + gH = cte (9.8)
2 U

Consideremos el caso de fondo plano (H = cte). Sea uy y hy las variables del fluido en una cierta
seccién x1. Debemos tener entonces que
1, @

1 2
§U —|—g;=§u1~|—g

@ (9.9)
Ul

Asumiendo que u; > 0, el aspecto del miembro izquierdo de (9.8) es como se ve en la figura 9.3.
Ademsés de uy hay dos valores ug y uz que satisfacen (9.9). Estos valores pueden encontrarse facilmente
resolviendo una ecuacion cibica para u. Los valores correspondientes de altura hy y hs pueden sacarse
del caudal h; = Q/u;. Podemos formar soluciones estacionarias tomando (h, ) constante de a trozos,
tomando los valores (hi,u1), (he,u2) y (hs,us). La solucién negativa podemos descartarla ya que
como @ = hju; > 0 eso implicaria que hg = Q/ug < 0 lo cual no tiene sentido fisico. Podemos
formar entonces soluciones constantes de a trozo con los valores (hi,u1), (he,u2). En la figura, hemos
asumido que u; estd antes del minimo de la curva. El minimo de la curva se produce cuando

d (1, Q) _ Q
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14~ L A 2

Yhui + ghy

Y3
U1 Fr=1 2
Fr<l | Fr>1
7/ subcriticd/Be RN s upercritico i
' u
Figura 9.3: Curva de energia y diferentes tipos de flujo.
0 sea
u? = gQ/u = gh (9.11)
La cantidad adimensional
Fr = 14l (9.12)

Jah

se llama “numero de Froude” y por lo visto anteriormente se cumple que Fr = 1 en el minimo de la

curva. Ademas
3/2

(9.13)

de manera que a caudal constante el Froude crece mondtonamente con la velocidad y decrece
monétonamente con la altura h. Por lo tanto, Fr < 1 para velocidades menores (alturas mayores)
que las criticas y Fr > 1 para velocidades mayores (alturas menores). A estas dos condiciones de flujo
se le llama flujo “subcritico” y “supercritico”, respectivamente. Ahora bie, cuando la pendiente del
fondo es creciente en flujo subcritico se produce un decrecimiento de £ = %uz + gh por la conservacién
de la energia (9.7). Pero entonces, pasando a la figura 9.3, vemos que en flujo subcritico esto implica
que u debe aumentar y por lo tanto h debe disminuir por conservacién de masa (ver ec. (9.4)) y h+ H,
la posicién de la superficie libre, debe disminuir por (9.7). Para flujo, supercritico, en cambio una dis-
minucién de F trae aparejado una disminucién de u. Esto estd reflejado en la Tabla 9. En la figura 9.4
vemos un ejemplo practico de una presa. Antes de entrar a la presa el agua se encuentra en un estado
de muy baja velocidad y gran profundidad, por lo tanto es altamente probable que se encuentre en
flujo subcritico. Al acercarse a la presa el gradiente del fondo se vuelve adverso ((dH/dx) > 0y u > 0)
y por lo tanto el Fr tiende a aumentar. La posicién H + h de la superficie libre decrece. Si en la cresta
de la presa el Fr llega a un valor Fry,,x < 1 entonces pasando la cima de la presa el gradiente se hace
favorable ((dH/dx) < 0, u > 0) y el Fr vuelve a bajar, de manera que el flujo es subcritico en todo el
recorrido. Notar que, si el perfil de la presa es simétrico, entonces el perfil de todas las cantidades es
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Figura 9.4: Comportamiento de diferentes cantidades en pendiente favorable/desfavorable para un
obstaculo en el fondo, en flujo subcritico.

simétrico, ya que solo dependen de la profundidad. Por otra parte, si el Fr llega a uno en la cresta,
entonces pasando la misma pueden ocurrir dos situaciones. Si el flujo se vuelve subcritico, entonces
estamos en una situacién similar a la anterior. Si el flujo se hacer supercritico, entonces al disminuir
el H el Fr aumentard, adelgazandose la profundidad del agua (h disminuye) como puede verse en la
figura 9.4. Finalmente, el flujo pasa de supercritico a subcritico a través de un resalto hidraulico. Si
bien, esto no es contemplado por la teoria, tal como lo hemos descripto aqui, los resaltos hidrdaulicos
van acompanados de una gran disipacion de energia en forma de turbulencia. Cual de los dos casos
ocurre en realidad depende de las condiciones de contorno del problema. Las condiciones de contorno
en sistemas hiperbdlicos es un tema delicado, por ahora sélo podemos decir que como es un sistema
de primer orden en las derivadas espaciales, s6lo podemos imponer un nimero de m condiciones de
contorno, donde m es el nimero de campos incégnita (en este caso m = 2 ya que las incégnitas son
h y u). Por ahora pensamos a las condiciones de contorno como una especie de “exclusas” que estén
ubicadas aguas arriba y aguas abajo de la presa. Dejamos la exclusa de aguas arriba abierta y vamos
abriendo la exclusa de aguas abajo. Inicialmente al estar la exclusa cerrada el flujo es en general lento
y subcritico en todo el dominio, como en la situacion de la figura 9.4, a medida que vamos abriendo
la exclusa de aguas abajo el flujo se empieza acelerar hasta llegar a la situacion de la figura 9.5. Esto
lo veremos en los ejemplos numéricos.
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Seccién 9.1. Andlisis temporal
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Figura 9.5: Comportamiento de diferentes cantidades en pendiente favorable/desfavorable, flujo
subcritico/supercritico, para una presa.

9.1 Analisis temporal

Hasta ahora hemos hecho un anélisis puramente estacionario del problema, pero para entenderlo mejor
es imprescindible hacer un andlisis temporal. El sistema (9.2,9.3) se puede poner en la forma general
de un sistema hiperbdlico

ou 0

S 9. F(U) =5y (9.14)
donde
U = Z] (9.15)
: hu
FU) = _%u2+gh] (9.16)
[ 0
5= _—g(dH/dm)} 0
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Seccién 9.1. Andlisis temporal

(dH/dx) > 0 (desfavorable.) (dH/dx) < 0 (favorable.)
Cantidad Fr <1 (subecr.) ‘ Fr > 1 (supercr.) | Fr < 1 (subcr.) ‘ Fr > 1 (supercr.)

H aumenta | aumenta | disminuye | disminuye |

E= %uz + gh disminuye | disminuye | aumenta | aumenta |
U aumenta | disminuye | disminuye | aumenta |

h disminuye | aumenta | aumenta disminuye |
h+H disminuye | aumenta | aumenta | disminuye |

Fr aumenta | disminuye | disminuye | aumenta T

Tabla 9.1: Comportamiento de diferentes cantidades en pendiente favorable/desfavorable, flujo
subcritico/supercritico

son los vectores “de estado”, “de flujos” y “término fuente”. Si hacemos una discretizacién espacial y
temporal (Euler explita) del problema y

]
uy
hy

Un = |uy (9.18)

n
hiy
n
UN ]

es el vector de estado “global” al tiempo n, h? es la aproximacién al valor de h(x;,t") y similar para
uy. Entonces tendremos una serie de ecuaciones

Un—i—l _yun

= G(UY (9.19)

Despejando U™t obtenemos un método de punto fijo o de Richardson no-lineal para encontrar U
solucién del problema estacionario. Lo bueno de este método es que, de alguna forma es méas probable
que de convergencia global, ya que (al menos en el limite At — 0) sigue la evolucién real del sistema, el
cual, a menos que el sistema sea inestable o no disipativo, deberia converger a cierto estado estacionario.
(Ya veremos mas adelante como combinar este esquema con Newton.) Bajo esta 6ptica, la integracién
temporal es un esquema iterativo més para resolver el sistema de ecuaciones que lleva al estado
estacionario.

Primero estudiaremos las propiedades de los sistemas hipérbolicos en el dominio temporal. Adema4s,
asumiremos una linealizacién del problema. Aplicando la regla de la cadena al término advectivo en
(9.14), obtenemos

oU oU
T A(U) e S (9.20)
donde OF
AU) = 357 (9.21)

es el “jacobiano de los flujo advectivos”. La hipdtesis de linealidad consiste en asumir que el flujo
consiste de pequenas perturbaciones a un flujo constante U = Uy = cte # U(x), y entonces podemos
reemplazar los jacobianos por A(Up). Para simplificar ain mds, asumiremos que tenemos un sélo
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Seccién 9.1. Andlisis temporal

campo incégnita, que es decir m = 1, y que no hay término fuente (Sy, = 0), en ese caso la ecuacién
tipica es

ou ou
T ha— = .22
e + as 0 (9.22)
con a = cte. Las soluciones a (9.22) son de la forma
u(z,t) = f(z — at) (9.23)

lo cual quiere decir que los valores de u son constantes sobre las “rectas caracteristicas” x — at = cte.
a tiene dimensiones de velocidad y representa entonces la velocidad con la cual se propaga u.
En el caso de més campos incdgnita m > 1, supongamos que el jacobiano A puede diagonalizarse,
es decir
A’Uj = )\jvj (924)

para un conjunto de m autovectores linealmente independientes v;. Entonces formando la matriz de
cambio de base

S = [Ul vy ... Um] (9.25)
y definiendo
A= diag{)\l, )\2, s ,)\m} (9.26)
entonces (9.24) es equivalente a
AS = SA (9.27)

y haciendo el cambio de variables U — V definido por
U=5V (9.28)

la ecuacidn linealizada, multidimensional, sin término fuente

ou ou
queda como
ou ou
—_— A R p— .
S 5 + AS o 0 (9.30)
y multiplicando la ecuacién por S~!
ou 1 ou
S H(571AS)—— =0 (9.31)
ou ou

pero como A es diagonal, esto se desacopla en una serie de m ecuaciones de adveccién unidimensionales

iguales a (9.22)
avj 'a’Uj

donde v; es la componente j de V. Como vimos anteriormente, esto significa que

vj = fi(z = Ajt) (9.34)

y por lo tanto, los A; son las velocidades caracteristicas del sistema. Notese que todo esto es vélido si
A es diagonalizable y si los autovalores de A son reales. Justamente esta es la definicién de sistema
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Seccién 9.1. Andlisis temporal

t x=cte+at
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Figura 9.6: Propagacion de una onda para la ec. de adveccion escalar.

t

I~ + V/ght = cte
~

Figura 9.7: Propagaciéon de ondas de altura para la ec. de adveccién para las ec. shallow water para
agua en reposo u = 0.

hiperbdlico, que los jacobianos advectivos sean diagonalizables y con autovalores reales para cualquier
estado U admisible.
El jacobiano para las ecuaciones de shallow water es

_ [(@F/on) (9F/ou)] _ [u h
4= [(an/ah) (6F2/0u)] - [g u} (9.35)

Calculando los autovalores

det(A — XI) = det [“ ; A " f J =(u—-N?=-gh=0 (9.36)

de donde
AL =ut+/gh (9.37)
De manera que las ecuaciones de shallow water son un sistema hiperbélico.
En agua en reposo (u,Fr = 0), las dos son iguales y de sentido contrario ++/gh. Por lo tanto si

hacemos una perturbacién en altura, veremos dos ondas propagandose hacia x positivos y negativos con
velocidad ++/gh (ver figura 9.7). Manteniendo la profundidad constante y aumentando la velocidad a
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Seccion 9.2. Detalles de discretizacion

t
\a{—(u—vgh)t:cte z — (u++/gh)t = cte
\ -7
\ //
\ Pt
J\_X 2T
< ——=
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.
X

Figura 9.8: Propagacién de ondas de altura para la ec. de adveccion para las ec. shallow water para
agua en movimiento, flujo subcritico Fr < 1.

t

/

Figura 9.9: Propagaciéon de ondas de altura para la ec. de adveccién para las ec. shallow water para
agua en movimiento, flujo supercritico Fr > 1.

u > 0 es equivalente a dejar el agua quieta y describir el fendmeno desde un sistema que se mueve con
respecto al agua con velocidad —u < 0. Por lo tanto vemos a las ondas propagarse también hacia x
positivos y negativos con velocidad u + v/gh (ver figura 9.8). Cuando la velocidad del fluido llega a la
critica u = \/gh la ola que va hacia = negativos se mantiene estacionaria con respecto al observador.
Para velocidades mayores las dos velocidades son positivas y por lo tanto ambas ondas se propagan
en la misma direccién. Esto es muy importante ya que implica que el flujo supercritico no es afectado
aguas arriba por una perturbacién producida aguas abajo.

9.2 Detalles de discretizaciéon
Consideremos la discretizacién en una grilla de paso constante
x; =1iAx, i=0,N (9.38)

con Ax = L/N el paso de la malla. Recordemos (ver seccién §3.11) que para la ecuacién de adveccién
(3.73) debe agregarse una difusién numérica kpym. En el caso nuestro no tenemos difusion fisica, es
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Seccion 9.3. Integracion temporal. Paso de tiempo critico

decir k = 0 y por lo tanto Pea, — +0o dependiendo del signo de a. Puede verificarse que el limite

corresponde a

A
Enum — |a\2 I, para |Pea,| — oo (9.39)

De manera que el esquema apropiado para (9.14) (consideramos término fuente nulo) es

n+1 n n n n
Uptt Uy ER - FR <\A]Aa:> (U1 — 2U; + Uj—1) (9.40)

At T 2As 2 Aa?

Primero que todo, debemos especificar que aqui |A| debe interpretarse como valor absoluto de A en
el sentido matricial, es decir si A se decompone como en (9.27) entonces

|A| = S diag{|A\1], | Aa|, ., [Am|}S™! (9.41)
Asumiendo por ahora que A es constante, (9.40) puede ponerse en la forma

Uj’(l—l—l _ an (F*)?+1/2 o (F*)n

j—1/2
= 42
At + Az 0 (9-42)
donde P ) P
no) 4+ n Ui —U:
*\N +1 +1
(F )j+1/2 - ’ 9 Al ) ’ (9.43)
Lo importante de la formulacién (9.42) es que, en el estado estacionario se cumple
(F)jrr2 = (F)jo1ja = (F*)j_z2 = - .. (9.44)

(dejamos de lado el supraindice n ya que estamos en el estado estacionario) y esto fuerza la conservacién
de F' a través de una variacién abrupta como es un resalto hidraulico, como veremos a continuacion.
Tomemos (F*);L 172 de tal forma que dependa sélo de los valores U j”] 41, bor ejemplo
F(U,) + F(UY) Uit — Uj
Jj+1 J Jj+1 J
(F )1/ = - — AWy )| (9.45)

donde U, = 1 /2(U} + U}). Entonces si, en el estado estacionario, hay una cierta variacién
grande de U en una regién |z| < ¢ y depués

Uj — Ur,r, paraj — £oo (9.46)

entonces como los flujos F** se conservan, tendremos que F; = F. Pero como para j — oo tenemos
U; — Ug, tenemos que, por (9.45), el término difusivo (el que contiene a |A|) desaparece y por lo tanto
Fy — F — Fp. Anidlogamente F; — F; — I} para j — —oco y por lo tanto F' se conserva a través del
resalto. Esto quere decir que los flujos F' se convervan, por eso se llaman “esquemas conservativos”.
Basicamente, estos esquemas aseguran que no habra pérdida de masa ni momento ni otras cantidades
fisicas, incluso en el caso de que haya grandes variaciones de las variables, como ocurre en el resalto
hidraulico.

9.3 Integracion temporal. Paso de tiempo critico

Consideremos ahora el esquema de integracién temporal (9.19). Poniéndolo de la forma

Ut = U" 4+ AtG(U") (9.47)
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Seccion 9.3. Integracion temporal. Paso de tiempo critico
/ // __ - max
7L T T

. =

(h/At)t = cte
- xr —vl t=cte

=

F1j 1l a X

Figura 9.10: Dependencia de los datos en el esquema temporal explicito

vemos que, como ya menciondramos, es equivalente a un Richardson no-lineal, donde At juega el
papel de una parametro de relajacién. Igual que para los sistemas lineales, cuanto mas alto podamos
poner el parametro de relajaciéon méas rapido convergeremos al estacionario, pero subiéndolo demasiado
corremos el riesgo de pasarnos del limite de estabilidad y que el esquema diverja. Necesitamos entonces,
una estimacién del “paso de tiempo critico” At.it para el cual el esquema se vuelve inestable. Para
sistemas hiperbdlicos, el Atqi; pued estimarse considerando la velocidad de propagacion fisica de las
ondas y la velocidad de propagacién “inherente” al esquema.

Efectivamente, consideremos la ecuacion de evolucién discreta para U;”“l (9.42). Esta ecuacién
?11/2'
solo de U} para k = j —1,7,j+ 1, (ver figura 9.10). Decimos que el esquema explicito avanza un paso
de malla Ax por paso de tiempo At. Esto quiere decir que si a t” tenemos una cierta perturbacion
en una regién xg < x < x1, por esta dependencia de los datos del esquema numérico, la perturbacion

puede haber llegado, en el paso de tiempo ¢t a lo sumo a la region comprendida entre

nos dice que U;“H depende sélo de U} y de los flujos (F™*) A su vez, estos dos tiltimos dependen

zg— (m—n)Az <z < z1+ (m—n)Ax (9.48)

Eso quiere decir que la parte mds avanzada/retrasada de la onda se mueve sobre una recta x +
(Az/At)t = cte. Por otra parte, la perturbacién inicialmente contenida entre o < = < z1 se deberfa
(desde el punto de vista de la fisica del problema, es decir de la mecdnica del continuo) descomponer
en una serie de componentes modales que se popagan cada una con la velocidad A; (ver ec. (9.34)).
O sea que la perturbacién deberia ocupar la regién

(m—n)At <z <z +v5  (m—n)At (9.49)

To—v max

max
donde

Upax = . Max |Aj] (9.50)
7j=1,....m
A;<0
Vi = max |\ (9.51)
7j=1,....m
)\]'>0

son la méxima velocidad hacia z positivos y negativos, respectivamente. Si v, > Az/At (como se
ve en la figura) entonces después de transcurrido un cierto tiempo la posicién donde deberia estar la

onda queda fuera de la regién donde la informacién se puede haber propagado por las restricciones
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Seccion 9.3. Integracion temporal. Paso de tiempo critico

del esquema. Obviamente bajo estas condiciones, el esquema numérico no puede seguir la fisica del
problema y lo que ocurre en la practica es que el esquema numérico se hace inestable. Tenemos
entonces que la restriccién para que esto no ocurra es v, < Az/At. Lo mismo ocurre para las ondas
que se propagan hacia la derecha, de manera que la restriccion combinada es la llamada “condicion de
Courant-Friedrichs-Lewy” o también “condicion CFL” que dice que para que el esquema sea estable

debe cumplirse que

Umax At
= 1 .52
Co Ap S (9.52)
donde
Vmax = max{v, . vl 1= max |Aj] (9.53)

Jj=1,....m

y Co es el “nimero de Courant”. En el caso de las ecuaciones de shallow water las velocidades de
propagacién estdn dadas por (9.37), y

Umax = |u| + \/gh (9.54)
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9.4 Guia Nro. 5. Ecuaciones de shallow water.
Ejer. 1: Propagaciéon de ondas alrededor de flujo homogéneo (H = cte).

a.) Considerando condiciones iniciales

h = ho+0.1e (@=0)*/0”
{ o+0le (9.55)
u = 1uUg
Con
5 (9.56)
o = 07 (9.57)
9 = L/2 (9.58)
ho = 1 (9.59)
u = 0.2 (9.60)

Ver como se propagan las ondas hasta llegar al estacionario. Evaluar la velocidad de
propagacion de cada modo y comparar con la velocidad tedrica. Idem para ug = 1.5.

b.) Condiciones absorbentes: Considerar la condicién de contorno

{u(az =0,t) =wug=0.2 (9.61)

h(z =Lt =hg

Hay reflexion de las ondas en los contornos? Comparar con la condicién absorbente utili-
zada. Como afecta la convergencia hacia el estado estacionario? Repetir lo mismo para

u(lx =0,t) =wug
h(z =0,t) = ho (9.62)
u(zr =L, t) =0.3
hz=L,t) = ho

Ejer. 2. Flujo subcritico con fondo variable Tomar H = 0.2 e~ (@=20)*/0” Ep este y siguientes

ejercicios inicializaremos un valor constane Uy en la mitad izquierda y U, en la derecha, es decir
con

L/2
U,0)= % O<e<l/ (9.63)
U, L/2<z<L

Tomar Uy = Uy, = [ !

0 3] . Se forma el perfil subcritico? Es simétrico? Como varfa Fr(z)?

*
(?3 con h* =10.9,0.8,0.7.... Ir graficando Fr(x). Se forma
un resalto? Donde se produce el cambio de flujo subcritico a supercritico y viceversa?

Repetir el experimento para Uy, =
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Ejer. 3. Ondas de choque y abanicos de expansién. Consideremos fondo plano. Sea U~ =
1 0.3], y U™ el estado supercritico correspondiente, es decir tal que F(UT) = F(U™) (usar la
funcién supercr.m). Probar a inicializar con

e Subcritico/supercritico: Uy =U", U, =U™
e Supercritico/subcritico: Uy = U, U, = U~

e Subcritico/supercritico con transicién suave:

U-+Ut U -U* T — xg
= — tanh .64
U(x) 5 5 anh — (9.64)
e Supercritico/subcritico con transicién suave:

U-+Ut U -U* -
Ulz) = "; + tanh$0x0 (9.65)

Se forman discontinuidades? Depende esto de si el perfil inicial es suave o abrupto?

Ejer. 4. Resaltos no estacionarios Sean h*,u* las componentes de U*.
Inicializar con U [ut +0.1, h+]l, Ur,

[u=+0.1, n7]"
estacionario? Porqué?

Se forma un reslato no-
Probar con Up = [u* — 0.1, h*], Up =[u" - 0.1, A7

/
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Capitulo 10

Las ecuaciones de shallow-water 2D

La extension de las ecuaciones (9.2-9.3) a 2D es la siguiente

oh
o T V() =0 (10.1)
‘2_‘:+(u.)u = —gV(h+H) (10.2)

donde u = (u,v) es el vector velocidad V el operador vector gradiente y V- el operador divergencia.
Si bien esta notacién es muy compacta, a veces puede ser un poco confusa en cuanto a cuales indices
estan contraidos. La siguiente es la “forma tensorial”

oh 0
aui 8u1 o 8

donde hemos usado la “convencién de Einstein” de suma implicita sobre indices repetidos. Hemos
denotado (u1,u2) = (u,v).

10.1 Forma conservativa

Para llevar estas ecuaciones a la forma de conservacion debemos proceder en forma un tanto diferente
a la usada en el caso 1D. Multiplicando (10.3) por u;, (10.4) por h y sumando ambas ecuaciones
llegamos a

Ohu; 0 1 0h? OH
— (huu; ———— = —gh 10.
o T o, i) T 955, = ~ohy (105)
que puede ponerse como
Ohu; 0 1 o0H
L+ ——(huu; + g6ij=h?) = —gh 10.6
donde la “delta de Kronecker” estd definida como
1 i
05 = ’ S% Y (10.7)
0 ;sii#
Podemos poner las ecuaciones en forma conservativa (es decir como en (9.14) poniendo
h L hu hv
U= |hu| = [hu} , Fp=|h?+gh?)2|, F,= huv , (10.8)
hv huv hv? + gh?/2
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CAPITULO 10. LAS ECUACIONES DE SHALLOW-WATER 2D
Seccion 10.2. Linealizacion de las ecuaciones

0

0
S=|—gh(0H/0z)| = [ } (10.9)
—ghVH
~gh(0H/dy)] 7
y entonces

oU  OF;
yr a—xj- =S (10.10)

J

Los flujos advectivos F; pueden ponerse en forma més compacta como

hujaj
a;Fj = [h (aju;)u + (gh?/2) a} (10-11)

donde a es cualquier vector de IR

10.2 Linealizacion de las ecuaciones

Como en el caso 1D (9.20) estudiaremos la forma en que se propagan perturbaciones a un flujo
homogéneo y sin término fuente, es decir una linealizacién del problema. La ec. (10.10) puede ponerse
como

oU OF, OF,

— — = 10.12
ot "o oy 0 (10.12)
oU oU oU
— 4+ A, —+ A, — = 10.1
5 + 9 + Ay 3y 0 (10.13)
O en forma tensorial oU oU
— P — = 10.14
ot "o, =Y (10.14)

Asumiremos que los A; son constantes y que la U es en realidad una pequena perturbacién con respecto
al flujo medio.

10.3 Velocidad de propagacién. Proyecciéon unidimensional.

Cual es ahora la velocidad de propagacién de las perturbaciones? Primeramente podemos ver que
depende de la direccion. Propongamos soluciones de la forma

U(x,t) = U(x -1, t) = U, t) (10.15)

es decir, donde U sdlo varia en una direccién dada por el versor unitario n. £ es una coordenada segin
esa direccién. Reemplazando esta forma para U en (10.14) llegamos a

ou ou ou
ou ou
(10.18)

Es decir que el sistema se comporta como un sistema advectivo 1D de la forma (9.20) donde el jacobiano
estd dado por la proyeccién del vector de jacobianos A; segtn la direccién n
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CAPITULO 10. LAS ECUACIONES DE SHALLOW-WATER 2D
Seccion 10.3. Velocidad de propagacion. Proyeccion unidimensional.

Como habiamos visto, la velocidad de propagacion de las ondas estaba dada por los autovalores de
este jacobiano. Primero calculemos explicitamente la proyecciéon del jacobiano
L A i

ou  oU oU
donde F,, sale de (10.11). Pero pra calcular los jacobianos debemos poner F;, entérminos de las
componentes de U. Llamemos w; = huj, entonces (10.11) puede ponerse como

_ (wjnj)
= (wyng) we /b + gh? /2y (10.21)

Aqui en la segunda fila k es un indice que vale k = 1 para calcular la compoente 2 de F}, y k = 2 para
la tercera componente. Es decir

(wjn;)
F, = |(wjnj)wi/h+ gh?/2m (10.22)
(wjn;) wa/h + gh® /2ns
Esto hace hincapié en el caracter vectorial de las dos tltimas componentes de Fj,.
Ahora bien,
Ap = [(OF/0h)  (OF,/0w)] (10.23)

Aqui [ juega un rol similar al de la ecuacién previa. Realizando las derivadas, obtenemos que

A, = 0 ”l ] (10.24)

[—(njwj) wk/h2 + ghny [(njwj)5kl -+ wknl]/h

0 ny
_ 10.2
[—(nﬂj) ug + ghng  (njug)og + Uknl] (1029

Poniendo n = (1,0) podemos obtener el jacobiano A, y para n = (0, 1) obtenemos A,

0 1 0 0 0 1
Ay = |—u?>+gh 2u 0|, A, = —vu voou (10.26)
—uv v —v?24+gh 0 2v
Calculemos sus autovalores
—-A 1 0
det(A, — M) = det |[—u®+gh 2u—X 0 (10.27)
—uv v U — A
= (u—A) [-A2u—A) = (—u? + gh)] (10.28)
= (u—X) (A2 —2u\+u? - gh) (10.29)
= (u—A) [(A—u)? - gh] (10.30)
de donde sale
AN o= w (10.31)
X3 = uzx+/gh (10.32)

Notar que los dos ultimos autovalores A 3 coinciden con los del problema puramente unidimensional
(9.37). El primer autovalor corresponde a perturbaciones de la componente y de velocidad, siempre
segun la direccion x.
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Andlogamente, para si asumimos sélo variacién segun la direccién y,

—A 0 1
det(A; — AI) = det —ou v—A u (10.33)
—v? + gh 0 20— A
(v=2) [-A2v = \) — (=0* + gh)] (10.34)
= (v—=X\) (A% =20\ + 0% — gh) (10.35)
(v=2A) [(A=0)* — gh (10.36)
O sea que las soluciones son

Al = W (10.37)
A3 = vE/gh (10.38)

En ambos casos la soluciéon puede ponerse como
)\1 = anj (1039)
)\273 = Uujnj + \/gh (10.40)

y efectivamente puede verse que esto vale para cualquier normal n;.

10.4 Velocidad de fase

Un caso particular de campo de velocidades que varfa segin una sola direccién como en (10.15) es el
caso de las “ondas planas”
Uy cos(kjz; — wt + 1)
U(X, t) = UQ COS(k‘jl‘j —wt + QOQ) (1041)
Us cos(k;jz; — wt + ¢3)

donde cada componente varfa temporalmente segiin una sinusoide con una frecuencia w = 27/T, donde
T es el periodo. Si consideramos, como antes, una coordenada & = (k;x;)/k, donde k = \/kjk; es el
modulo del vector kj, entonces la sinusoide tiene una “longitud de onda”

7271'

A
k

(10.42)

A E; se le llama el “vector niimero de onda” ya que para cualquier longitud L, kL es 2w veces el
numero de ondas que entran en L. Notar que si bien todas las amplitudes tienen la misma frecuencia
temporal y vector némero de onda, cada una puede tener su amplitud U; y fase ¢;. Ec. (10.41) puede
ponerse en forma mas compacta como

U(x,t) = Re {U ei(ka]-_m} (10.43)
donde Re {X} denota la parte real del complejo X, y los ﬁj son complejos dados por
U; = Uj el (10.44)
Reemplazando en (10.14) y operando llegamos a
Re { [(—M +iAjk;) U} e“’%‘xrwt)} —0 (10.45)
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Seccion 10.5. Velocidad de grupo

Ahora notemos que todo el término entre corchetes es una constante compleja que no depende ni
espacialmente ni del tiempo y la ecuaciéon debe ser valida para todo x y t. Entonces, tomando z; = 0
y t = 0 llegamos a que

ellkszi—wt) — 1 (10.46)
y entonces
Re {|(—iwl +id;k) U]} =0 (10.47)
Ahora, tomando z; =0y t = 7/(2w) = T'/4 la exponencial compleja se hace
ei(k,‘jxj—Wt) — e_iﬂ'/2 = —] (1048)
de manera que
Re { i |[(—iwl +i4;k;) 0] } = Tm { [(~iwI +14;05) O] } =0 (10.49)

Juntando (10.49) y (10.47) llegamos a que todo el complejo entre corchetes debe ser nulo y entonces

—wl +Ajk;))U =0 10.50
iR

es decir que w y U deben ser autovalor y autovector de la proyeccién del jacobiano segun la direccion
dada por el vector nimero de onda. Entonces, las frecuencias son por (10.39,10.40)

wp = ”U,jkj (10.51)

w23 = Ujk‘j + \/ghk (10.52)

Notar que en el segundo término de (10.52) debimos agregar el factor k ya que en (10.39,10.40) se ha

hecho uso de que n; es un vector de valor absoluto unitario. La “velocidad de fase” vy es aquella con
la que se mueven los planos de fase constante. Estos son aquellos determinados por

kjx; —wt = cte (10.53)

de donde

Vg = % (10.54)

Esta velocidad esta dirigida segtin la normal a los planos de fase constante, es decir que en el sentido
vectorial L L
w J whj
(= M) = 2 10.

10.5 Velocidad de grupo

En realidad la idea de una onda perfectamente monocromaética como (10.43). Veamos que sucede con
una “paquete de ondas”, es decir con una onda monocromaética modulada por una funcién suave, para
lo cual elegiremos una Gaussiana (ver figura 10.1). Tomamos como estado inicial (a ¢ = 0) una onda
monocromatica modulada por una Gaussiana

U(x,t = 0) = Uelz=2ol*/0* gikjz; (10.56)

En un abuso de notacién hemos omitido el simbolo “parte real”. Queremos ver como evoluciona en el
tiempo para t > 0. Haciendo una transformada de Fourier en el espacio podemos descomponer a este
paquete de ondas en ondas monocromaticas

Ux,t=0)= Y Uk)ehi™ (10.57)
k/~k
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onda monocromatica

NANANNNNNNANNNANANNNN/

VVVVVVVVVVVVVYUVVV

paquete de ondas

T =x9+ Ug(tl — to)

Figura 10.2: La envolvente de una paquete de ondas se propaga con velocidad de grupo, mientras que
las crestas de las ondas lo hacen con la velocidad de fase.

donde como la envolvente es suave las componentes involucradas van a aser aquellas que estdan cerca de
k. Para cada componente monocromatica la evoluciéon temporal viene dada por el término temporal
—iwt en la exponencial compleja

Ux,t)= > Upk)eFsmen) (10.58)
K ~k,p

uva de 1 a3y esun indice sobre los autovalores, para cada vector nimero de onda k. Como en la
suma es sélo sobre vectores de onda k’ cercanos a k entonces podemos hacer un desarrollo en serie de
w,, alrededor de k
0
wu(l) = w, (1) + S (1~ k) + O([K' ~ k[?) (10.59)
La cantidad (0w, /0k) es un vector con dimensiones de velocidad y se llama la “velocidad de grupo”
y la denotaremos por como
Ow,,

I
J

(10.60)

Puede verse (no lo mostraremos aqui) que la envolvente de la onda se propaga con la velocidad de
grupo mientras que las crestas de las ondas lo hacen con la de fase (ver figura 10.2). Notar que esto
implica que hay un cierto “deslizamiento” de las crestas de las ondas con respecto a la envolvente.
Asi, la cresta que estd en el centro de la envolvente a tiempo ty estd ubicado 4 longitudes de onda
adelante del centro de la envolvente a ¢t = t;.
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Seccion 10.6. Detalles de discretizacion

El concepto de velocidad de grupo ha demostrado ser muy importante en todas las ramas de la
fisica ondulatoria y, en general, puede decirse que tanto la energia como la “informacién” se propagan
con la velocidad de grupo.

Calculemos ahora las velocidades de grupo a partir de las leyes de dispersion (10.51,10.52). Tene-
mos

0

UGl = 8—]%(klul):uj (10.61)

0 ks
Vg3, = 8—k‘j(klul ++/ghk) =u; £ \/gh?] (10.62)

Notar que para el primer modo la velocidad de grupo es constante (no depende del vector niimero de
onda), mientras que para los modos 2 y 3 depende de la direccién de k pero no de su valor absoluto.
Ahora supongamos que a t = 0 provocamos una perturbacién en x = 0. Podemos descomponer esta
perturbacién como una integral de Fourier, es decir en paquetes de ondas planas de nimero de onda
k para los diferentes modos g = 1 a 3. A un cierto tiempo t* > 0 el centro de cada uno de estos
paquetes se va a encontrar en x = vg,t*. Por ejemplo si la velocidad del agua es u = 0, entonces los
paquetes que corresponden al primer modo van a formar un punto ubicado en x = 0 mientras que los
otros dos van a formar dos circulos superpuestos de radio v/ght* (ver figura 10.3) . Ahora supongamos
que esta perturbacién la producimos a intervalos periédicos At, es decir a t" = nAt, entonces a t = t*
la posicion del frente de onda S™ para la perturbacién producida a t = t™ es un circulo con centro en
x = 0 de radio v/gh (t* — t"). Esto forma un sistema de circulos concéntricos. Ahora consideremos el
caso en que el agua se mueve con velocidad u, entonces la posicién del frente de onda S™ es un circulo
de radio /gh (t* — t") pero ahora centrado en x = u (t* — t"). Asumamos por ahora que el flujo es
subcritico (u < v/gh) y sin pérdida de generalidad que u es paralelo al eje . Entonces los frentes de
onda son como se muestra en la figura. La posicién de la interseccién de los frentes con el eje x > 0
es (u++/gh) (t* —t™) mientras que la de las intersecciones con el eje x < 0 son —(v/gh — u) (t* — ™).
Notar que el espaciamiento aguas abajo ((u + v/gh) At) es mayor que el espaciamiento aguas arriba
((u — v/gh) At). Para velocidades supercriticas los frentes de onda son arrastrados por el fluido con
mayor velocidad de la que pueden propagarse hacia aguas arriba de manera que tienden a formar
un cono hacia aguas abajo de la fuente de perturbacién. Todos los frentes de onda estan confinados
dentro de un sector angular (un cono para flujo compresible en 3D) llamado “cono de Mach”. FEl
angulo interior # de este cono puede calcularse (ver figura 10.4)

o Agh(tr—tm) 1

10.6 Detalles de discretizacion

Consideremos la resolucién de las ecuaciones de shallow-water 2D en un dominio rectangular 0 < x <
L., 0 <y < Ly. Necesitamos ahora una malla 2D de nodos equiespaciados con N, N, intervalos de
tal forma que hay (N, + 1)(NV, + 1) nodos x;; = (z;,;), con

L
r, = (i—1)2, i=1,...,N,+1 (10.64)
Ny
. L,
)
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La ecuacién correspondiente al nodo 4, j es una aproximacién por diferencias a (10.10) a saber

+1 * _ * * _ *
U™ = U5 Foingps = Faicvey | Fuigne = Fyiop _ g (10.66)
At Az Ay b ’

Anélogamente al caso 1D los flujos F* contienen un término de difusiéon numérica y pueden ponerse
de la forma
;,i+1/2,j =Fa,i+1/2,j+ Az iv1/2,5l Uir1; — Uio14) (10.67)

donde los flujos centrados F' son

Yij t Vir1y 1’j> (10.68)

Foivi25 = FlUip1)25) = F < 5
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10.7 Guia 6. Ec. de shallow water 2D

a. Considerando las siguientes condiciones

L, =38, Nz =80 (10.69)
Ly, =3, Np =30 (10.70)
up=ur=[1 04 0 (10.71)
H = Hpaye (@2 197177 o505t c=05 (10.72)
Hiax = 0.2 (10.73)

Donde hemos introducido un fondo variable en el tiempo para perturbar el sistema y ver como
se propagan las perturbaciones.

(a) Llegar al estado periddico y ver la zona de influencia de la perturbacion.

(b) Idem en régimen supercritico
u=ur=[1 14 0] (10.74)

b. Idem ejercicio previo (en regimen subcritico y supercritico) pero con un fondo constante en el
tiempo, es decir

H = Hyope (@2 +y%/0? (10.75)
Verificar la ley que relaciona la abertura del cono con el Fr.

c. Buscar la solucién estacionaria para el fondo (10.75) con

c = 15
Hyox = 0.2
x. = Ly/4
con la siguiente inicializacién
_ [1,0.4,0] ; para T < T (10.76)
[hr,0.4,0] ; para x > z.
y probar con hy =1., 0.9, 0.8, ... Se forma un resalto hidraulico? Se mantiene estacionario.

Como es la convergencia en cada caso.
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en reposo

Figura 10.3: Perturbaciones periddicas en diferentes regimenes de flujo.
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Figura 10.4: Angulo formado por el cono de Mach.

“‘¢“—X———CI>“—9€——¢-——— -—Q--
S R T
j+1 ———<I?-——><———é““‘)é——(?“——x——(:)——
X ):(i,j+1/2 X X

Figura 10.5: Malla 2d para las ecuaciones de shallow-water
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