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RESUMEN

Se describe la metodologia utilizada para analizar el comportamiento fluidodinamico
de un tipo particular de turboméaquina, la turbina e6lica de eje horizontal. Se considera que las
palas de la turbina, que presentan torsion y curvatura, trabajan bajo condiciones de rotacion y
viento incidente uniformes. El analisis se realiza mediante un proceso de interaccion entre la
zona del campo fluidodindmico en donde los efectos viscosos pueden despreciarse y la region
proxima a las superficies de la pala, donde los efectos viscosos son preponderantes. La zona
externa, caracterizada por un flujo inviscido, es resuelta mediante la aplicacion del método de
los paneles, técnica que representa tanto la pala como su estela helicoidal mediante un
entramado de hilos vorticosos, cada uno de ellos con una circulacion asociada. La capa
viscosa que se desarrolla sobre las superficies es resuelta por medio de la discretizacion de las
ecuaciones de la capa limite tridimensional de Prandtl, bajo condiciones estacionarias, en un
sistema coordenado curvilineo no ortogonal, implementando la técnica de las diferencias
finitas. Ambas soluciones numeéricas estan acopladas pues el flujo inviscido actua de
condicion de contorno para la solucién viscosa. El analisis del flujo en la capa viscosa se
limita a una condicién de régimen laminar, razon por la cual el presente estudio se restringe a
turbinas edlicas de pequefio porte.

Entre las contribuciones de la presente tesis se destacan la modificacion del modelo
de Dyment para la representacion de turbinas edlicas mediante la teoria de los discos
actuadores y el desarrollo de las ecuaciones de la capa limite estacionaria tridimensional en
componentes fisicas contravariantes en un sistema coordenado curvilineo generalizado (no-

ortonormal ni homogéneo) solidario a una pala rotante.






ABSTRACT

The methodology followed in order to analyze the fluid dynamic behavior of a
particular kind of turbomachinery, the horizontal-axis wind turbine, is described. The turbine
blades, that show torsion and curvature, rotate at a constant angular speed, in a uniform wind.
The fluid dynamic analysis is carried out by means of a process of interaction between the
zone where the viscous effects are negligible and the region next to the blade surfaces where
the viscous effects are important. The external zone, where the inviscid flow is developed, is
solved by means of a panel method, being the blade and its helicoidal wake modeled by
vortex filaments. The viscous layer developed on the blade surfaces is solved by the
discretization of the Prandtl three-dimensional boundary layer equations, under stationary
conditions, in a non-orthogonal coordinate system. The discretization is carried out applying a
finite difference technique. Both numerical solutions are coupled, since the inviscid flow acts
as a boundary condition for the viscous solution. Since the analysis of the viscous boundary
layer is restricted to a laminar flow, the present study is also restricted to small horizontal-axis
wind turbines.

Among the most important contributions of the thesis are the modification of the
Dyment's model for the actuator disk theory applied to wind turbines and the development of
the steady three-dimensional boundary layer equations for the contravariant physical
components in a non-orthonormal and inhomogeneous curvilinear coordinate system fixed to

the rotating blade.
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PROLOGO

CONTENIDO

En la presente tesis se analiza el comportamiento fluidodinamico de una
turboméaquina particular: la turbina eolica. Dadas las caracteristicas particulares de esta
configuracion, este analisis se realiza llevando a cabo un proceso de interaccion entre una
zona del campo fluidodinamico en donde los efectos viscosos pueden despreciarse frente a los
inerciales, y una zona proxima a las superficies de la pala donde los efectos viscosos y los
inerciales son de orden semejante. El flujo de aire en cada una de estas zonas presenta
caracteristicas bien definidas, admitiendo el desarrollo de soluciones particulares, las cuales
deben acoplarse. Debido a la complejidad de las ecuaciones de gobierno en ambas zonas del
campo fluidodinamico, como asi también de la geometria de la turbina y de sus condiciones
de operacidn, se requieren de procesos de resolucion numérica adecuados, los cuales se

incorporaron en los codigos computacionales que se desarrollaron a tal efecto.

La tesis se desarrolla en cuatro capitulos y cinco apéndices con la finalidad de
agilizar la lectura de la misma al separar la descripcion de los modelos utilizados para la
caracterizacion aerodindmica de las palas de aerogeneradores -1os cuales se desarrollan en los
capitulos-, de los desarrollos extensivos de las ecuaciones de gobierno del flujo viscoso, tanto
en sus expresiones analiticas como en las numeéricas, los cuales se encuentran volcados en los

apéndices del texto.

En el Capitulo 1 se desarrollan los antecendentes del analisis aerodinamico de
turbinas eolicas, desde los modelos méas simples hasta los mas realistas. En el Capitulo 2 se
desarrolla un nuevo enfoque de la teoria de la cantidad de movimiento aplicado a un rotor
edlico, con la finalidad de determinar una configuracién de la envolvente de la estela
vorticosa de la turbina. En el Capitulo 3 se desarrolla la aplicacion del método de los paneles
para la determinacion de las cargas aerodinamicas y del campo de velocidades alrededor de
las palas, en un sistema coordenado cartesiano. Si bien esta metodologia no considera los
efectos de la viscosidad, incorpora el efecto de una pala de longitud finita, asi como la

presencia de un campo de velocidades inducidas generado por un modelo de estela vorticosa



helicoidal de radio no constante. Finalmente, en el Capitulo 4 se incorporan los efectos de la
viscosidad mediante la aplicacion de la teoria de la capa limite de Prandtl al flujo viscoso
sobre la superficie tridimensional de una pala -alabeada y con curvatura- en rotacion
uniforme, considerando un sistema coordenado curvilineo asociado a dicha superficie. La

técnica utilizada para la obtencidn de las soluciones numeéricas es la de las diferencias finitas.

En el Apéndice 1 se desarrollan las ecuaciones de gobierno del flujo viscoso,
incompresible, estacionario y tridimensional, considerando la rotacion de un sistema
cartesiano rectangular adherido al eje de la turbina. Estas ecuaciones de gobierno se
simplifican mediante un analisis de 6rdenes de magnitud para dar lugar a las ecuaciones de la
capa limite tridimensional. En el Apéndice 2, mediante una transformacion a coordenadas
curvilineas generalizadas, y bajo las hipotesis de capa limite, se desarollan cada uno de los
téminos presentes en las ecuaciones de gobierno, asi como las condiciones de contorno de
dichas ecuaciones, en un sistema coordenado curvilineo general. Por su parte, las
tranformaciones del tensor de tensiones viscosas, también bajo los supuestos de la capa limite,
son desarrolladas en el Apéndice 3, dando lugar a la definicion de las fuerzas y los momentos
de origen viscosos. En el Apéndice 4 se incorporan los aspectos geométricos de la superficie
de la pala, considerando tanto el caso de un perfil local sin curvatura como el de la
incorporacion de la curvatura mediante la adopcion de un modelo de perfil definido por una
seccion de arco circular. En cada caso se determinan los coeficientes que representan la
relacion funcional entre los sistemas coordenados utilizados -cartesiano global y curvilineo
local- correspondientes a cada tipo de superficie de pala. Finalmente, en el Apéndice 5 se
desarrollan las ecuaciones discretizadas mediante la aplicacion del denominado esquema
Krause zig-zag en diferencias finitas. Las ecuaciones algebraicas resultantes correspondientes
a la representacion numeérica de cada componente del campo de velocidades en la capa limite
conforman sistemas tridiagonales, acoplados y linealizados que son resueltos iterativamente

hasta alcanzar la convergencia.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. CONSIDERACIONES GENERALES

Tal como lo afirman Afjeh y Keith (1986a), la determinacién del comportamiento
aerodinamico de turbinas eolicas de eje horizontal es compleja debido a una gran cantidad de
factores, entre los que se pueden enumerar la turbulencia y la no uniformidad de la corriente
libre, los efectos de deformacion sobre la estela vorticosa generada corriente abajo del rotor
edlico, las interacciones entre las palas y la estela, asi como las correspondientes a las palas
entre si y la influencia de la torre sobre el rotor.

Un requisito bésico para una adecuada estimacion del comportamiento de una
turbina es una definicion realista del campo de flujo, si bien se reconoce que la naturaleza
compleja de la fluidodindmica involucrada, asi como la variabilidad de las condiciones bajo
las cuales opera, hacen que deban asumirse modelos simplificativos para la determinacion de
dicho campo, por lo cual la precisién de los resultados dependera fundamentalmente de los
supuestos empleados y del rigor de la metodologia de analisis utilizada.

Por otra parte, y tal como lo afirma Sgrensen (1998), se reconoce que los efectos
tridimensionales juegan un rol crucial en la descripcion del comportamiento aerodinamico del
rotor de las turbinas edlicas, afectando las caracteristicas de sustentacion y resistencia de las
palas que conforman dicho rotor. Aun sin la consideracion de la rotacion, los efectos
tridimensionales estan presentes por tratarse la pala de un ala de envergadura finita.

A su vez, y como lo puntualizan Shipley et al. (1994), debido a la variacion aleatoria
de las condiciones de la corriente incidente de aire sobre las palas del rotor, no puede
asumirse que cada pala producira la misma respuesta ciclica. Asimismo, ante la presencia de
un perfil de viento no uniforme en altura, una misma pala se vera en una condicion ambiental
cambiante a medida que realiza un giro completo. Este efecto seria especialmente importante
si la pala es de gran envergadura, mientras que resulta disminuido para una turbina edlica de

pequefio diametro.



Una de las técnicas de andlisis mas utilizadas es la representada por las experiencias
de campo, como las reportadas por Simms y Butterfield (1994). Los resultados
experimentales obtenidos se utilizan para un mejor entendimiento de la aerodinamica
involucrada en las turbinas e6licas y de la respuesta estructural a dichas cargas, asi como para
proveer de informacion de manera de mejorar los modelos aerodinamicos implementados en
los cddigos computacionales de disefio.

Como proceso alternativo a las mediciones de campo, la actual tecnologia de
computadoras ha hecho posible de la mecanica de fluidos computacional una herramienta
practica y realista para el estudio aerodinamico de turbinas eolicas, mediante la simulacion
computacional del comportamiento fluidodinamico del rotor y su estela.

Como lo afirman Wagner et al. (1998), las aproximaciones numeéricas para la
simulacion del flujo sobre una turbina e6lica tienen por finalidad describir el comportamiento
aerodinamico de las mismas, no solo con el objetivo de lograr un mejor disefio y eficiencia
del rotor, mayor precision en la determinacion de la potencia extraida al viento, sino también
predecir aspectos relacionados al disefio aerodinamico, como son los efectos aeroelasticos y
aeroacusticos, los cuales dependen de una lograda prediccion de las cargas sobre las palas.
Consecuentemente, modelos maés realistas sirven de base a un disefio integrado desde los
puntos de vista aerodinamico y aeroacustico, con el objetivo de lograr secciones de pala
silenciosas. Por otra parte, se requiere asimismo una adecuada evaluacion de los mecanismos
gue inducen la fatiga, dado que este fendbmeno reduce la vida operativa e incrementa los
costos de mantenimiento de la turbina.

La falla de la pala de una turbina edlica, con sus consecuentes costos de reparacion y
de reemplazo, puede ser primariamente atribuida, segin Shipley et al. (1994), a una
inadecuada evaluacion de las cargas aerodindmicas actuantes sobre la pala. Asi, un mejor
entendimiento de los fendmenos aerodindmicos involucrados conlleva a un disefio de pala
mas durable y eficiente, con la consecuente reduccion efectiva de costos.

Existe una gran variedad de algoritmos computacionales, cuyo espectro se extiende
desde los simples modelos potenciales bidimensionales hasta sofisticados programas de
computo que resuelven las ecuaciones completas de Navier-Stokes, incluyendo modelos
denominados como hibridos, los cuales relacionan los principios de la teoria del disco
actuador con modelos Navier-Stokes tridimensionales. Como modelos intermedios se

encuentran los programas de resolucion iterativa flujo inviscido/capa limite, cuyas demandas



computacionales no son tan grandes como los correspondientes a los resolutores Navier-
Stokes 3D.

Estos modelos pueden simular el desarrollo de la capa limite laminar, el fendmeno de
transicion de la capa viscosa, la estructura de la capa limite turbulenta y las caracteristicas y
extension de una posible separacion, efectos todos de cuya precision en la modelacion y
resolucion dependeran aspectos tales como los aeroacusticos y aeroelésticos. Por su parte,
otros modelos mas simples, como los basados en la teoria del elemento de pala 0 en el método
de los paneles, se han convertido en Gtiles herramientas numéricas de disefio preliminar. Los
métodos de paneles son robustos, proveyendo de resultados razonables en tiempos
relativamente reducidos, si bien son completamente incapaces de predecir o evaluar efectos

donde la viscosidad juega un rol relevante, como ser en la separacion del flujo.

1.2. DIFERENTES APROXIMACIONES PARA LA DESCRIPCION
DEL MODELO FLUIDODINAMICO

McCormick (1994), entre otros, describe las principales metodologias propuestas
para el estudio aerodinamico de hélices en general, mientras que Eggleston y Stoddard
(1987), Hunt (1981), Le Gourieres (1982) y Bastianon (1994) detallan los métodos
especialmente destinados al analisis de turbinas edlicas. Dichas metodologias, junto con las
nuevas contribuciones a la modelacion fluidodindmica de los rotores eolicos seran
someramente desarrolladas a continuacion.

La teoria de la cantidad de movimiento axial (o del disco actuador) desarrollada
originalmente para hélices marinas por Rankine en 1865 y Froude en 1889 y para turbinas
eodlicas por Betz (1926, 1927), representa el modelo mas simple, si bien no muy preciso, para
la determinacidn de los parametros globales (potencia, empuje, cupla) de una hélice mediante
la aplicacion de las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energia. En esta
teoria, la hélice es reemplazada por un disco actuador infinitamente delgado a través del cual
la presion estatica de la corriente varia de manera discontinua y el flujo que pasa a través de
dicho disco puede separarse del resto mediante un tubo de corriente bien definido.

Otros supuestos inherentes a este modelo son que el disco se encuentra
uniformemente cargado, no se consideran los efectos de la viscosidad del fluido, se desprecia
la rotacion impartida por la hélice al flujo que la cruza (el flujo es considerado Unicamente

axial) y la velocidad de la corriente es constante a través del disco.



A diferencia del modelo de disco actuador de Betz, los modelos propuestos por
Dyment (1989) y Prado (1995) para la representacién de turbinas e6licas mediante la teoria de
la cantidad de movimiento axial, incluyen los efectos de pérdida de energia en el aire que
fluye dentro del tubo de corriente que atraviesa al disco del rotor.

Para modelar mas adecuadamente el flujo alrededor de una turbina eodlica, el
concepto de disco actuador se completa con la adicion de un efecto de rotacion del flujo
corriente abajo del disco a la manera de una estela que rota en sentido contrario al mismo.
Ello resulta de la aplicacion del teorema del momento de la cantidad de movimiento (o
teorema de la cantidad de movimiento angular), y del supuesto que la rotacion de la estela
comienza discontinuamente en el disco representativo del rotor.

Con la finalidad de examinar la aerodinamica de la pala del rotor con mas detalle, se
desarrolla la teoria del elemento de pala, considerando una porcion de la misma como
perteneciente a una pala de longitud infinita, vale decir, la seccion es considerada como un
perfil aerodinamico bidimensional aislado, de manera que no presenta un flujo inducido y no
existe interrelacion entre una seccidn y sus adyacentes. Dado que el elemento de pala no
puede reconocer la presencia de la punta de la pala, donde la carga debe anularse, debe
incorporarse un modelo de pérdida de sustentacion hacia la punta. Por ejemplo, el factor de
pérdida hacia la punta de Prandtl es uno de los modelos que intentan corregir los resultados de
esta teoria por la presencia de efectos tridimensionales.

Asimismo, Clausen et al. (1987) han investigado experimentalmente la teoria del
elemento de pala, encontrando que esta teoria subestima la contribucion a la potencia
entregada por la turbina edlica cuando el angulo de ataque local excede el angulo
correspondiente a la condicion de maxima relacién sustentacion a resistencia en flujo
bidimensional, considerando como una de las principales posibles causas de esta
subestimacion a los efectos debidos a bajos numeros de Reynolds.

Como con el fin de obtener la distribucion de carga sobre la pala es necesario
determinar el campo fluidodindmico inducido por dicha carga, las teorias combinadas
cantidad de movimiento-elemento de pala proporcionan la mecanica para poder determinar
los angulos de ataque inducidos con la finalidad de evaluar la cupla, el empuje y la potencia
asociada.

Asi, el siguiente nivel de complejidad estd dado por la teoria de la cantidad de
movimiento anular de Glauert, presentada en 1927, donde cada seccion radial de pala es

analizada independientemente utilizando los datos correspondientes a la sustentacion del



perfil bidimensional, y de las ecuaciones de continuidad y de cantidad de movimiento. Dado
qgue esta teoria es estrictamente aplicable a rotores con un nimero infinito de palas,
correcciones adicionales propuestas por Prandtl y Goldstein han sido suficientemente
satisfactorias para extender este modelo a rotores con un nimero finito de palas.

Con el objetivo de realizar un analisis preliminar de disefio, Glauert presentd un
andlisis tipo elemento de pala para encontrar el rotor edlico ideal, despreciando la resistencia
del perfil pero incluyendo la rotacion de la estela. Desarroll6 asi un modelo simple para el
rotor edlico dptimo, donde se trata a la turbina como un disco actuador rotante, y si bien se
consideran a los elementos de pala en cada estacion con sus respectivas velocidades inducidas
axial y tangencial, se desprecian los efectos de resistencia de la seccion, por lo cual solamente
se consideran los efectos de la sustentacion sobre la traccion y el torque de la turbina.

En la turbina con eficiencia ideal, la inclusion del efecto de la rotacién de la estela
hace decrecer al coeficiente de potencia respecto del valor limite estipulado en la teoria del
disco actuador de Betz.

Adaptaciones de la teoria de Glauert para la turbina edlica ideal conducen a modelos
mas completos (Wortman, 1983) y (Galetuse, 1986), que incorporan, entre otras
modificaciones, la contribucion de la resistencia del perfil en las coeficientes caracteristicos
de la turbina eolica.

Beans (1983) también presenta un andlisis aproximado basado en las teorias del
disco actuador y del elemento de pala, considerando entonces las caracteristicas
aerodinamicas de la pala a travées de la pendiente de la curva de sustentacion del perfil y de
una resistencia constante, despreciando los efectos del nimero de Reynolds y considerando a
la pala como un ala infinita. Siendo este un analisis mas complejo que el dado por la teoria de
Betz, incorpora la definicion de un factor de interferencia local. La finalidad, tanto de este
analisis como el de los anteriormente presentados, es proponer un modelo aproximado donde
los coeficientes de la turbina edlica pueden ser determinados analiticamente, con fines de
disefio preliminar y estudio de costos.

Por otra parte, las denominadas teorias vorticosas difieren principalmente de las
anteriores en la metodologia utilizada para determinar el campo de velocidades inducido. Las
teorias vorticosas modelan la estela de la hélice, llevdndose esto a cabo mediante hilos o
paneles a los cuales se les asocia una determinada circulacion. La configuracion de la estela

resulta de la definicion de una geometria predeterminada o permitiendo que la misma se



alinee libremente con el flujo resultante, a través de un procedimiento iterativo a partir de una
estimacion inicial aproximada de la geometria de la estela.

Por ejemplo, la teoria de Goldstein (1929) se desarrolla de manera similar a la teoria
de la linea sustentadora para alas desarrollada por Prandtl, reemplazando la pala por un hilo
vorticoso ligado del cual parte un sistema vorticoso que forma una superficie helicoidal. Esta
teoria desarrolla asimismo un modelo para la reduccién de circulacion hacia la punta debido a
la interaccidn con el sistema vorticoso de la estela.

Por otra parte, Sanderson y Archer (1983) han extendido las teorias de hélices para
aplicarlas a los rotores edlicos al adaptar la teoria de Betz-Prandtl mediante la incorporacion
de un modelo para la expansion de la estela, considerando asimismo la resistencia de la
seccion de pala y manteniendo también una funcion de distribucion adimensional de
circulacién (funcion de Goldstein) que incluye un factor de pérdida hacia la punta de pala.

Teorias del disco actuador mas refinadas, aplicadas a hélices, consideran la
posibilidad de una carga no uniforme sobre el mismo. Este es el caso del disco actuador que
ha sido analizado por Conway en 1995 y en 1998, para diferentes estados de carga con la
adicion de un sistema vorticoso compuesto por cuatro subsistemas: un sistema de anillos
vorticosos, un sistema compuesto por un sistema radial sobre el disco, un sistema de hilos
vorticosos longitudinales que se desprenden del borde del disco y un hilo vorticoso ubicado
sobre el eje del disco, este Ultimo para la representacion del cubo. La superposicion de estos
subsistemas equivaldria a un sistema de hilos vorticosos helicoidales sobre la superficie del
tubo de corriente que envuelve al aire que pasa a traves del disco.

Modelos mas elaborados para el célculo aerodindmico de hélices incluyen la
utilizacion de las denominadas teorias de la linea sustentadora y de la superficie sustentadora,
con el l6gico incremento de los requerimientos computacionales.

Sobre la base de estas diferentes técnicas para la modelacion de rotores, se han
realizado renovados esfuerzos con la intencion de mejorar las versiones clasicas de las teorias
presentadas, con la adicion de factores que hacen a los modelos mas realistas y refinamientos
en el tratamiento de las caracteristicas de la seccion de pala. Por ejemplo, esto se ha llevado a
cabo incorporando la influencia del ndmero de Reynolds sobre el comportamiento
aerodinamico del perfil, especialmente considerando el amplio rango de nimeros de Reynolds
correspondiente a las operaciones de las turbinas edlicas. Asi, por ejemplo, en la
implementacién de la teoria de la linea sustentadora, la carga de la pala es determinada

mediante la utilizacion conjunta del teorema de Kutta-Joukowski y de los datos de
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sustentacion y resistencia provenientes del perfil, que compone una determinada seccion de
pala, al nimero de Reynolds local (Musial & Cromack, 1988).

Asimismo, mediante la aplicacion de esta teoria de la linea sustentadora a hélices,
una pala de una geometria especificada puede resultar representada por una linea sustentadora
curvada con el proposito de determinar la distribucion 6ptima de su torsion (Chang y
Sullivan, 1984).

En el ambito de los modelos tipo superficie sustentadora, Kinnas y Hsin (1992)
discretizan el cubo y las palas de una hélice marina y su estela mediante paneles
cuadrangulares conformados por dipolos de intensidad constante o distribuciones de fuentes,
considerando en particular la representacion de las primeras porciones de la estela mediante
distribuciones de dipolos lineales, para una mejor modelacion de flujo no estacionario
alrededor del rotor.

Otro ejemplo del tratamiento de una superficie sustentadora es el modelo propuesto
por Simdes y Graham (1992), los cuales representan a la pala de la turbina e6lica mediante un
sistema vorticoso ligado ubicado sobre la superficie que define la curvatura de la pala,
definiendo una red compuesta por paneles vorticosos cuadrilaterales. En dicho modelo, la
estela vorticosa que se desprende de cada pala es también modelada, cuando la pala no se
encuentra en pérdida, mediante un sistema de lineas vorticosas (lattice vortex) el cual es
progresivamente iterado con el objeto de resultar finalmente alineado con el flujo local que se
desarrolla corriente abajo de los bordes de fuga.

En general, un analisis tipo linea sustentadora seria mas valedero en palas de gran
alargamiento como las pertenecientes a las turbinas eolicas, mientras que por su mayor
solidez y bajo alargamiento, una hélice marina requiere de una modelacion mediante la
aplicacion de la teoria de la superficie sustentadora.

En la mayoria de estos anélisis aerodindmicos se asume que las palas son rigidas y se
encuentran rigidamente conectadas al cubo central de la hélice, elimindndose de esta manera
todo deflexion aeroelastica. En algunos casos, también se ignora la contraccion (hélices) o la
expansion (turbinas eolicas) de la estela. Asimismo, se asume que el cubo se extiende hasta la
raiz de la pala y no interfiere con el campo fluidodinamico, al igual que la torre de soporte de

la turbina, la cual se considera perfectamente permeable al viento.
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1.3. MODELOS INVISCIDOS APLICADOS A TURBINAS EOLICAS

En general, la mayoria de los modelos fluidodinamicos se basan en considerar al aire
como un fluido incompresible e inviscido.

Por su naturaleza simple, la teoria del elemento de pala provee un medio répido para
predecir el comportamiento aerodindmico de turbinas edlicas, dada sus reducidos
requerimientos computacionales, si bien estos resultados se pueden aplicar solamente a nivel
cualitativo. Sin embargo, como lo puntualiza Tangler (1982), la falla de esta teoria en la
determinacion del flujo inducido por la presencia de una estela es superado por la
introduccién de funciones empiricas o por la incorporacion de un modelo de estela.

Las teorias vorticosas presentan modelos donde se incluye en el andlisis
fluidodinamico la presencia de una estela generada por el rotor. Estos efectos son calculados
sobre un nimero dado de palas de envergadura finita, considerando las variaciones de
circulacién sobre envergadura solamente (teorias de la linea sustentadora) o considerando
también el efecto de la distribucion de la cuerda y de la torsion de la pala (teorias de la
superficie sustentadora). La vorticidad que se desprende desde las palas genera un sistema
vorticoso helicoidal debido a la rotacion de dichas palas.

Las metodologias denominadas de estela libre se corresponden con modelos de
estelas que se desarrollan a partir del desprendimiento de vorticidad desde las palas como
resultado de la variacion de carga sobre la envergadura de las mismas. Esta estela se deforma
también bajo su propio influjo, es decir, se distorsiona libremente por efecto de las
velocidades locales inducidas por su propia vorticidad, hasta que todas los filamentos
vorticosos se alinean con las lineas de corrientes locales. Debido a la mutua dependencia
entre los comportamientos fluidodinamicos de la pala y su estela, esta Gltima debe ser
determinada mediante un proceso iterativo, por lo cual el costo computacional llega a ser muy
importante.

Debido a los inconvenientes descritos, por cuestiones practicas resulta conveniente
prescribir una estela de una geometria predeterminada, métodos de estela fija o rigida, que
conlleva un calculo numérico mas simplificado, y por ende de menor costo computacional,
pero que puede predecir satisfactoriamente las cargas aerodinamicas sobre las palas y la

eficiencia del rotor.
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Asimismo, los modelos deben considerar que la estela de una turbina edlica debe
rotar y simultdneamente expandirse debido a que una determinada potencia es extraida del
viento. Sin embargo, existen modelos simples que representan a la estela con un didmetro
constante.

Ciertas metodologias representan a la estela mediante paneles a los cuales se asocia
un doblete de una intensidad relacionada con la vorticidad asociada al panel. En otros
modelos, la estela esta representada por un sistema de filamentos vorticosos helicoidales
semi-infinitos. Si bien el precio asociado a estos modelos es tener que determinar el campo de
velocidades inducidas mediante la integracion numérica de la ley de Biot-Savart, la mayor
ventaja de estos procedimientos es poder obtener la distribucion de carga sobre la pala
evitando la necesidad de imponer arbitrarios factores de correccion de la distribucion de
circulacion hacia la punta de pala o definir como input un determinado factor de pérdida de

carga hacia la punta (como, por ejemplo, el factor de correccion de Prandtl).

Diversos autores han propuesto diferentes modelos vorticosos para la representacion
de las palas y sus estelas. Por ejemplo, Afjeh y Keith, (1986a) y (1986b), asumen que el
sistema vorticoso de la estela consiste de tres partes, una estela proxima, una estela intermedia
y una estela lejana. La primera porcién es representada por hilos vorticosos semi-infinitos
rectos ubicados en el plano del rotor. La region intermedia de la estela es modelada mediante
una serie de anillos vorticosos, mientras que la estela lejana estd conformada por un cilindro
vorticoso semi-infinito.

La metodologia utilizada por Gould y Fiddes (1992) se basa en la prescripcion de
una estela, la cual es dividida en una estela proxima, discretizada mediante paneles planos y
una region lejana, con una configuracion cilindrica semi-infinita, la cual se inicia alrededor de
tres giros corriente abajo del rotor, y que tiene una representacion mas simple desde el punto
de vista de célculo computacional.

Por su parte, Koh y Wood (1991a) formulan un modelo de estela de una turbina
edlica de eje horizontal, donde la vorticidad asociada a la misma esta confinada a lineas
vorticosas que en la estela lejana conforman helicoides de didametro constante. La geometria
del sistema vorticoso es parcialmente determinada mediante la resolucién de las ecuaciones
de cantidad de movimiento lineal y de cantidad de movimiento angular. Este modelo es

combinado con la teoria tradicional del elemento de pala.
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Koh y Wood (1991b) han implementado asimismo una estela conformada por hilos
helicoidales vorticosos que se desprenden de las palas y se expanden en la estela proxima
para luego mantener un radio constante en la estela lejana. Las velocidades inducidas son
calculadas a partir de la ley de Biot-Savart, y durante su integracion, cada integral infinita es
evaluada numéricamente hasta un limite finito, establecido en la estela lejana, y la integral
restante es aproximada por un remanente analitico. La integracion numérica se realiza
mediante la aplicacion de la regla de Gauss-Legendre.

Dado que no es posible obtener una formulacion analitica para la expresion de la
velocidad inducida en un punto genérico del campo fluidodindmico, Graber y Rosen (1987)
proponen un metodo aproximado para reducir los requerimientos computacionales para el
calculo de las velocidades inducidas por filamentos vorticosos helicoidales semi-infinitos,
mediante un combinacién de integracion numérica sobre una porcién finita del dominio y de
una integracion de funciones envolventes, las cuales presentan soluciones analiticas.

En el trabajo de Kobayakawa y Onuma (1985), bajo condiciones de flujo
incompresible y no viscoso, la superficie de la pala es dividida en paneles trapezoidales, cada
uno de los cuales es representado por un sistema vorticoso en herradura, el cual presenta una
configuracion helicoidal a partir del borde de fuga de la pala. La intensidad del vortice de
cada panel es determinado por la imposicion de las condiciones de contorno que establecen
que la velocidad resultante entre el flujo geométrico y el flujo inducido sea tangente a la
superficie de la pala en ciertos puntos de control (puntos de colocacién). Finalmente, las
fuerzas aerodinamicas son obtenidas mediante la aplicacion del teorema de Kutta-Joukowski.

Wood (1991) desarrolla un analisis tridimensional sobre una turbina compuesta por
dos palas de bajo alargamiento, no torsionadas y de cuerda constante, con un modelo de estela
gue no presenta expansion. Las palas estan representadas por paneles rectangulares sobre los
cuales ubica fuentes de intensidad constante.

Por otra parte, en el caso de muy altas razones de la velocidad de punta de pala sobre
la velocidad del viento, Wood (1993) propone un modelo basado en la representacion de los
hilos vorticosos de la estela como una serie infinita de anillos vorticosos.

Dado que el célculo de las velocidades inducidas involucra la integracion sobre un
limite infinito de un integrando que no presenta una solucion analitica como en el caso de un
ala estacionaria, dichas integrales deben ser evaluadas numéricamente. Es asi que diferentes
investigadores han desarrollado metodologias para calcular el flujo inducido por diversos

modelos de estela. Chiu y Peters presentan en 1988 uno de los primeros intentos para derivar
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expresiones analiticas para cada una de las tres componentes de la velocidad inducida, tanto
para el caso de lineas vorticosas helicoidales de diametro contante como en el caso en que se
presenta una contraccion de la estela.

En varios modelos la integracion a lo largo del hilo vorticoso libre se completa al
cabo de un determinado numero de giros, reconociendo como despreciable el efecto de la
porcion remanente de dicho hilo sobre el sistema vorticoso ligado a la pala. Por ejemplo,
Chang y Sullivan (1980) dieron término a los calculos luego de 10 revoluciones de los
helicoides vorticosos.

Wood y Meyer (1991) describen dos métodos para la evaluacion numérica de las
integrales sobre un dominio infinito, destinados a la obtencién de las velocidades inducidas
por los helicoides vorticosos de diametro y paso constantes que representan la estela lejana.
En particular, el segundo método se basa en la representacion de la integral como una integral
que contiene una 0 mas series infinitas, las cuales son evaluadas numericamente por metodos
como el de integracion trapezoidal o como el de Gauss-Legendre.

Por su parte, de Andrade y de Oliveira Soviero (1987) aplican la teoria vorticosa a
los modelos de la linea sustentadora y de la superficie sustentadora, presuponiendo una estela
vorticosa fija sin contraccion y despreciando las componentes radiales de las velocidades
inducidas. Por otra parte, también adaptan la teoria vorticosa al modelo de disco actuador,
donde las velocidades inducidas en cualquier estacion de la pala dependen solamente de la
circulacién asociada a dicha estacion, razon por la cual el calculo de la distribucién de
circulacién sobre la pala resulta mas sencillo y no demanda de complejidades numéricas
como en el caso de necesitar calcular la totalidad de los coeficientes de influencia mediante la
integracién numerica de la ley de Biot-Savart.

Sin embargo, el analisis fluidodindmico de una pala no se completa solamente con el
analisis no viscoso. Como lo establecen Gould y Fiddes (1992), dos -caracteristicas
fundamentales deben ser especialmente representadas: la formacién de una estela helicoidal, y
la descripcién del desarrollo de la capa limite sobre la pala rotante. Sefialan asimismo que,
dada la simplificacidn que representa el método de la linea sustentadora, una metodologia tipo
superficie sustentadora (por ejemplo, el método de los paneles) debe ser propuesta en
conjuncion con el andlisis de la capa limite tridimensional, con la finalidad de predecir el

desarrollo de la pérdida sobre las superficies de extrados e intradds de las palas.
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1.4. INTERACCION VISCOSA/INVISCIDA

Mediante la implementacion numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes, es
posible calcular el campo fluidodinamico tridimensional viscoso alrededor de obstaculos,
pero ello requiere, en general, de considerables esfuerzos y capacidades computacionales.

Es entonces que, a pesar de los impresionantes adelantos en el desarrollo de
algoritmos y en la arquitectura de las computadoras, resulta en ciertos casos impracticable
aplicar esta metodologia de calculo para el andlisis fluidodindmico o el disefio de rotores
edlicos, siendo en particular especialmente prohibitiva cuando se intenta el analisis bajo
condiciones no estacionarias.

Por su parte, como lo resaltan Barnett y Verdon (1987), los efectos viscosos
controlan las pérdidas aerodinamicas, las tasas de transferencia de calor y los fendbmenos de
separacion, y por lo tanto deben ser considerados para la prediccion del flujo alrededor del
rotor edlico, otorgando, consecuentemente, una descripcién mas precisa del comportamiento
aerodinamico de las palas de la turbina. En adicion a las caracteristicas de actuacion, la
posibilidad de determinar los efectos viscosos es también relevante tanto en el disefio
aeroelastico (involucrando la seguridad estructural) como el aeroacdstico de las
turbomaquinas en general, y de los rotores eolicos en particular.

Por estas razones y tal como lo puntualizan varios autores, entre ellos Drela y Giles
(1987) y Milewski (1997), los flujos viscosos pueden ser determinados, de manera mas
eficiente, mediante la utilizacion de modelos de interaccion viscosa-inviscida. En virtud al
andlisis parcializado que resulta del estudio zonal del problema, esta aproximacion resultaria
mas rapida y generalmente con similares ordenes de precision a las obtenidas mediante la
resolucion numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Si bien estas metodologias de interaccion viscosa-inviscida son ampliamente
utilizadas, resultan, l6gicamente, menos generales que con la aplicaciéon directa de las
ecuaciones promediadas de Navier-Stokes, y no resultan factibles cuando el flujo presenta
separaciones.

Son justamente los conceptos asociados con la definicion de la capa limite dada por
Prandtl los que proveen la relacion entre los flujos de un fluido ideal y de un fluido real.
Cuando el nimero de Reynolds de un flujo externo (es decir, un flujo no confinado que incide
sobre un obstaculo) es lo suficientemente alto y la posicion relativa del obstaculo respecto de

la corriente libre es tal que no tienen lugar efectos viscosos apreciables como una separacion
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extensiva, se observa experimentalmente que los efectos de la viscosidad del fluido quedan
confinados a unas delgadas capas ubicadas a lo largo de la superficie del cuerpo. Fuera de
dichas capas, el flujo se comporta esencialmente como si fuera no viscoso (es decir, como si
el fluido fuera ideal). Por otra parte, y bajo el supuesto de Prandtl de que el espesor de la capa
viscosa (0 capa limite) es suficientemente pequefio cuando se lo compara con la longitud
caracteristica del obstaculo, es que pueden asumirse que se desprecien las difusiones en las
direcciones de las superficies del cuerpo (la Unica difusion significativa resulta en la direccién
normal a dicha superficie) y que la presion puede considerarse constante a través de la capa
viscosa, por lo cual la misma resulta igual a la determinada bajo condiciones inviscidas.

La metodologia tradicional aplicada al calculo de las propiedades de la capa limite se
basa en calcular el campo inviscido despreciando la presencia de la capa viscosa. Luego, las
propiedades del flujo inviscido sobre la superficie del cuerpo son utilizadas como condiciones
de contorno para la solucion de la capa limite. Otras técnicas de acoplamiento entre flujos
inviscidos y capas limites involucran una velocidad de transpiracién, no viscosa, sobre la
superficie, y una interaccion de ambas soluciones hasta que coincidan las componentes
normales de las soluciones correspondientes tanto a la capa viscosa como al flujo externo.

Por lo expuesto, un primer requerimiento del proceso de interaccion viscosa-
inviscida es la representacion del efecto de desplazamiento de la capa viscosa sobre el flujo
ideal. Los desplazamientos viscosos en regiones de interaccion intensa pueden causar
cambios sustanciales en los campos de presion locales. En ciertos casos, como por ejemplo en
presencia de separaciones extensivas del flujo, cambios sustanciales en la configuracion del
campo viscoso afectan al campo global de presiones. Si la interaccion puede calificarse como
debil, el problema del flujo puede resolverse secuencialmente y de manera directa, estando la
distribucion de presiones solamente determinada por el flujo inviscido. En caso contrario, el
proceso resulta iterativo, dado que la distribucion de presiones es determinada por la
interaccion mutua entre el flujo externo inviscido y la capa viscosa, solucion que va
adecuandose en cada paso del procedimiento iterativo hasta su convergencia.

Entre las metodologias empleadas por diversos autores para el analisis de problemas
fluidodinamicos mediante la aplicacion de la interaccion viscosa inviscida pueden enumerarse
las indicadas a continuacion.

Kemarec et al. (1993) presentan un método numérico para predecir las cargas
aerodinamicas no estacionarias en perfiles oscilantes, bajo condiciones de flujo

bidimensional, donde los calculos potenciales se basan en la utilizacion del método de los
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paneles y la capa viscosa es determinada mediante el uso de las ecuaciones de la capa limite
aproximadas mediante diferencias finitas. Para la zona de capa limite adherida, el efecto de la
viscosidad sobre el flujo potencial es considerado mediante un desplazamiento del contorno
del perfil en una magnitud igual al espesor de desplazamiento instantdneo de la capa limite,
comenzando por un valor arbitrario de dicho espesor, hasta la convergencia.

En aquellos casos en que la interaccion entre los flujos inviscido y viscoso es intensa,
dado que la corriente se caracteriza por significativos gradientes de presion normales a las
superficies o por la posibilidad de separacion de la capa limite, Williams (1991) propone que
el flujo exterior no viscoso y la capa limite se resuelvan iterativamente y se combinan con el
fin de obtener una solucion acoplada para la totalidad del flujo, que se ajuste de manera
continua entre los dos tipos de flujos. Dado que mediante una adecuada especificacion de la
condicion de contorno interna, la solucion del flujo externo debe considerar el efecto de
desplazamiento producido por la capa limite, Williams propone que la superficie definida por
el espesor de la capa limite sea la superficie sobre la cual se verifiquen las condiciones de
contorno, tanto para el flujo externo como para el interno, en lo referido a la continuidad de la
magnitud y de la direccion del campo de velocidades. No obstante, el espesor de la capa
viscosa no es conocido hasta que la técnica iterativa converge, lo cual, como indica Williams,
puede conducir a importantes dificultades computacionales. Esta dificultad seria superada
considerando a la propia pared del cuerpo como la superficie donde imponer adecuadas
condiciones de borde para ambos flujos, para lo cual construye un flujo inviscido equivalente
que se extiende hasta la pared.

Barnett et al. (1993) proponen un procedimiento de célculo inverso de la capa
viscosa, en donde el espesor de desplazamiento es especificado en lugar de la presion,
permitiendo obtener soluciones en las regiones de interacciones intensas, incluyendo entonces
las zonas de flujo separado. Por otra parte, la metodologia directa es utilizada en las regiones
del flujo donde la capa viscosa permanece adherida. En estas regiones, la distribucion de
presiones, tal como fuera determinada a partir de la solucion inviscida, es impuesta en lugar
del espesor de desplazamiento.

Drela y Giles (1987), por su parte, acoplan las ecuaciones de Euler a las ecuaciones
de la capa limite en una formulacién integral, en un problema 2D.

Asimismo, Delarnette y Radcliffe (1996) reconocen que cuando los cddigos
computacionales en diferencias finitas generados para la resolucion numérica de las

ecuaciones de la capa limite son acoplados con cddigos inviscidos, la mayoria de los modelos
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para la resolucion de la capa limite asumen que las propiedades del flujo viscoso tienden a los
correspondientes al flujo invisicido con pendiente nula. Este supuesto no es adecuado a bajos
numeros de Reynolds (de hecho, las propias ecuaciones de la capa limite de Prandtl son
validas para numeros de Reynolds suficientemente altos). Asi, si la solucién de la capa limite
no ajusta correctamente la solucién inviscida, propiedades tales como la tasa de transferencia

de calor y la friccion sobre la pared resultan incorrectamente evaluadas.

1.5. ESTELAS

Entre las técnicas utilizadas para el analisis de las estelas de las turbinas eolicas se
pueden detallar las experiencias de campo (Baker y Walker, 1984), (Baker et al., 1985),
(Hogstrom et al., 1988), (Taylor, 1983), los estudios en tuneles de viento (Sforza et al., 1981),
(Kotb y Schetz, 1985), los modelos analiticos que incorporan correlaciones empiricas (Crespo
y Hernandez, 1986), (Ainslie, 1988) y las simulaciones numéricas.

Por su parte, Milborrow (1983) revé los aspectos fundamentales de los estudios
dirigidos al analisis del flujo en las estelas que forma el aire al cruzar el disco barrido por las
turbinas eolicas. Como lo indica, el comportamiento observado de la estela corriente abajo del
rotor difiere marcadamente de los conceptos utilizados en la simple teoria de la cantidad de
movimiento de Betz. Estas discrepancias se ponen asimismo de manifiesto en los valores
obtenidos experimentalmente para los coeficientes caracteristicos de la turbina edlica, que
resultan sobrestimados por la teoria de Betz. Por ejemplo, el maximo coeficiente de potencia
medido para la turbina edlica Mod-0A ha sido de 0,41 (Maydew y Klimas, 1981).

Como lo indican Gould y Fiddes (1992), los experimentos llevados a cabo para la
visualizacion del flujo alrededor de una turbina edlica muestran una estela de conformacion
helicoidal. Asimismo, a partir de resultados experimentales se observa que la estela se
expande alrededor de 2 o 3 radios corriente abajo del rotor (conformando la denominada
estela proxima), y que a partir de alli la estela presenta un radio constante (estela lejana). La
expansion tipica de la estela proxima resulta alrededor del 35%.

Sforza et al. (1981) han sefialado los principales factores que afectan a la
configuracion de la estela:

* La extraccion de potencia desde el flujo involucra la aplicacién de una fuerza del
fluido sobre el rotor, la cual actia en la direccion de la corriente no perturbada de

aire. Dado que esta fuerza es representada como un déficit del flujo de cantidad de
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movimiento en la estela causada por la presencia del rotor, es uno de los factores
principales que determina la naturaleza de la estela.

* Si el rotor esta ubicado corriente abajo de la torre, la estela de la misma afectara
tanto a las cargas sobre las palas de la turbina como a la estela que se desprende de
las ultimas, la cual, por ejemplo, ya no podra ser considerada axialsimétrica. Por otra
parte, la proximidad del rotor al suelo, y la geografia del terreno, causan
complicaciones adicionales, que limitan el libre desarrollo de la estela de la turbina
edlica.

* Asimismo, la presencia de una capa limite atmosfeérica, representada por un gradiente
vertical en la velocidad media del viento, asi como la posible presencia de un
gradiente vertical de la densidad del aire, afectard&n mayormente a las turbinas de
gran diametro, dado que las cargas sobre las palas dependeran de la posicion angular
de estas Gltimas sobre el disco barrido por la turbina.

* Finalmente, tanto la naturaleza como la magnitud de la turbulencia de la capa limite
atmosférica afectaran el desarrollo y la estructura de la turbulencia dentro de la

estela.

Wood (1991) indica que, tipicamente, el factor de interferencia axial sobre el disco
rotor es del orden de 0,3 (es decir, la velocidad de la corriente de viento sobre el rotor es
aproximadamente un 70% de la velocidad del viento no perturbado), lo cual se corresponde
con una expansion computada de alrededor del 20% en el radio.

Adicionalmente, Wood (1993) establece que, cuando las turbinas edlicas de eje
horizontal operan a altos factores de interferencia axial, estdn asociadas a significativas
expansiones de la estela generada detras del rotor y la turbina opera en una condicion
denominada de “estado de estela turbulenta”. En muchos modelos simples, esta condicion de
trabajo puede conducir a incongruencias como la aparicién de velocidades de estela
negativas. Estos resultados insatisfactorios resultan de la aplicacion de modelos simples de
estela unidimensional, como aquél propuesto por Betz, cuando la velocidad promedio a través
de las palas se reduce por debajo de la mitad del valor de la velocidad no perturbada del

viento.
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CAPITULO 2

TEORIA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
2.1. INTRODUCCION

La teoria de la cantidad de movimiento aplicada a hélices (denominada teoria de
Rankine-Froude) asume que la hélice puede representarse mediante un disco actuador de
radio R e infinitamente delgado que soporta sobre su superficie una diferencia de presion
uniforme. El disco estd inmerso en un tubo de corriente t que separa al flujo de aire que fluye
a través del rotor del que lo rodea, tal como se muestra en la Figura 2.1.a. El aire en su
interior es acelerado por accion del disco, el cual transfiere energia al fluido, con lo cual el
tubo de corriente T reduce su didmetro. Asimismo, el aire se considera incompresible y su
flujo préacticamente unidireccional, sin ser afectado por la rotacion impuesta por el rotor (Le
Gourieres, 1982).

Por su parte, Betz reformuld la teoria de Rankine-Froude para adaptarla a discos
actuadores que simulen turbinas eolicas de eje horizontal, si bien manteniendo las mismas
hipdtesis. Asi, la teoria de Betz considera que el aire fluye dentro del tubo de corriente T sin
pérdidas de presion, y por ende, es posible aplicar la ecuacién de Bernoulli en las porciones
de aire anterior y posterior a la posiciéon del disco actuador, cambiando la constante de
Bernoulli solamente cuando el aire cruza al disco dado que entrega energia al rotor (Figura
2.1.b). Como consecuencia de ello, el aire dentro del tubo de corriente t reduce su velocidad
y, por ende, el tubo de corriente T se ensancha a medida que se desarrolla corriente abajo.

Adicionalmente, Dyment (1989) present6 modificaciones a la formulacion de Betz
con la finalidad de incorporar los efectos de pérdida de energia, estableciendo que, dado que
el flujo que circula dentro del tubo de corriente t debe retardarse (ya que la turbina edlica
extrae energia cinética de la corriente) se formara una capa de corte entre los flujos interior y
exterior al tubo de corriente 1. Esto implica la formacion de torbellinos, y por ende, la
presencia de pérdidas de presion en el aire que fluye dentro de dicho tubo de corriente,

pérdidas no contempladas por la formulacion de Betz.
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(a) (b)
Figura 2.1 Modelos de discos actuadores
a. Rankine-Froude (hélices)

b. Betz (turbinas eolicas)

Sin embargo, el modelo de Dyment predice la presencia de pérdidas solamente en la
porcion del tubo de corriente que se desarrolla hasta la posicion del disco actuador, y
considera que la porcion posterior de dicho tubo no solo no presenta pérdidas sino tampoco
ensanchamiento (Figura 2.2). En consecuencia, dado que igualmente se establece una
discontinuidad de velocidad entre los flujos interior y exterior al tubo de corriente t, a todo lo

largo del mismo, se observa una contradiccion entre hipdtesis y resultados.

¥ ) ]

Figura 2.2 Modelo de Dyment (1989)

Por otra parte, Theodorsen (1948) ha considerado que, en el caso de hélices, el flujo
exterior al tubo de corriente que contiene al rotor puede analizarse como el efecto superpuesto
de una corriente potencial uniforme con un sumidero puntual en coincidencia con el disco
actuador. Dicha superposicion configura a un tubo de corriente que, en este caso, se reduce en

diametro a medida que el aire fluye en su interior.
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Considerando la representacion de Theodorsen, y adaptandola a la propuesta de
Dyment, se presenta a continuacion la reformulacion de la teoria de la cantidad de
movimiento definiendo el tubo de corriente T y el flujo externo al mismo por superposicion de
la corriente uniforme no perturbada de viento y una fuente puntual de intensidad adecuada. En
el presente modelo, el tubo de corriente T contintia expandiéndose por detras del disco y
presenta pérdidas de presion tanto en su tramo anterior como posterior (es decir, por delante y
por detras de la posicion del disco actuador) para los coeficientes de reduccion de velocidad
caracteristicos de este tipo de turbina edlica. A su vez, dicho tubo de corriente define la
envolvente de la estela del rotor que debe ser modelada para determinar el campo inducido

por la estela vorticosa que se desprende desde el borde de fuga de las palas.

2.2. TUBODE CORRIENTE 1

De acuerdo a la teoria del flujo potencial (White, 2004), el flujo axisimétrico
determinado por la superposicion de una corriente uniforme de velocidad V., y una fuente de
intensidad k, estd definido por la distribucion de la funcion de corriente, en las coordenadas

esféricas (r,0,¢)

V_r’sen’0 (2.1)

Y(r,0) =— +kcos O r>0 0<0<n 0<¢p<2m

resultado que es independiente de la coordenada azimutal ¢ debido a la axisimetria del
problema. La posicion de la fuente puntual define el centro del sistema coordenado esférico y
el sentido de V, define el sentido del eje de simetria, el cual pasa a través de la fuente.

Para una fuente puntual de intensidad
k=V,& (2.2)

queda conformada una superficie axisimétrica de revolucion denominada cuerpo semi-infinito
de Rankine, mostrado en la Figura 2.3, cuyo vértice dista una distancia ¢ desde la ubicacion

de la fuente, y que puede representarse tanto por la funcidon de corriente
Y, =-V, 35, (2.3)
como por

r(0)=06/sen(0/2) . (2.4)
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Dado que y=rsen0 y x =r cos0, la expresion (2.4) del contorno del cuerpo semi-infinito

de Rankine se puede representar mediante sus ordenadas yy, medidas normalmente al eje de

simetria X, resultando

yo(X)Ii\/%(482—x2+x1/ x* +887 ) X>-9.

La presencia de este cuerpo genera una funcién de corriente particular, W+, que en

(2.5)

coincidencia con la abscisa del disco actuador, x = X, tiene un radio R, es decir, el radio del
disco. La posicion del disco actuador no tiene necesariamente que coincidir con la posicion de
la fuente puntual, si bien en el presente capitulo se considera, por simplicidad, que x5 = 0, es
decir, se considera que la fuente estd ubicada en el centro del disco actuador.

La funcion de corriente W1 que representa al previamente definido tubo de corriente

T, tiene por expresion

Y. =-V_R?*/2 (2.6)

y su geometria, en coordenadas adimensionales X =x/R, y_=y_ /R, estd dada por

?f——zx =1 —0<X<® (2.7)

donde & = R/d. La expresion precedente tiene el siguiente desarrollo polindmico,
v+ ® -2)y +(1-2%)y. %2 (1-4/8%)=0  —w<X<w. (2.8)

Finalmente, se asume que el tubo de corriente © determinado mediante este
procedimiento de superposicion es el mismo que se forma por la presencia del disco actuador.
Asi, la velocidad del viento en el ingreso al tubo de corriente T, en una estacion

suficientemente alejada corriente abajo de la posicion del disco actuador, es
V. =V_. (2.9)
Debido al incremento del diametro del tubo de corriente, en la estacion donde se
ubica el disco actuador la velocidad media del aire se reduce con respecto a la velocidad del

viento no perturbado en una fraccion determinada por el coeficiente de reduccion de

velocidad en el disco, a, tal que

V, =V, (1-a). (2.10)
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disco actuador

x/R

Figura 2.3 Cuerpo semi-infinito de Rankine. a: factor de reduccion de velocidad en el disco.

x/R

Figura 2.4 Tubo de corriente . a: factor de reduccion de velocidad en el disco.
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Andlogamente, la velocidad media en el tubo de corriente, para una estacion suficientemente

alejada corriente abajo del disco actuador, se reducird en una fraccion b, tal que
V., =V (1-b). (2.11)

La Figura 2.4 muestra la configuracion del tubo de corriente T cuando el coeficiente

de reduccion de velocidad en el disco vale a = 0,3.

2.3. COEFICIENTES DE REDUCCION DE VELOCIDAD

En todo el dominio, la distribucion de velocidad debido a la superposicion potencial

tiene componentes axial y normal (Prado, 1995)

Y
Vx(xay)=Vw+(?—2;'}/2
X +y
(2.12)

2
_yo Vv,
vy (X,y)= T, S\32°
(x> +y?)
con lo cual, sobre la seccidon x = 0, dichas componentes resultan

v, (0,y)=V,

52 (2.13)
v, (0,y) :7\/@.

Entonces, el caudal volumétrico circulante entre el cuerpo semi-infinito de Rankine y

el tubo de corriente 1, determinado en la seccidon anular para x = 0, resulta

R (2.14)
q. =21V, f y-dy

¥o(0)

dondey,(0) denota la ordenada del cuerpo semi-infinito de Rankine en la abscisa

correspondiente a la posicion de la fuente. Esta ordenada vale,
y,(0)=+/25. (2.15)

El caudal transportado entre el cuerpo de Rankine y el tubo de corriente t debe ser el
mismo que se observa dentro del tubo de corriente cuando el cuerpo semi-infinito resulta

removido, tal como resulta representado esquematicamente en la Figura 2.5.
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Figura 2.5 Analogia para la determinacion de los factores de reduccion de velocidad
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Dado que el flujo volumétrico (2.14) circulante dentro del tubo de corriente T debe
mantenerse cuando el cuerpo semi-infinito de Rankine es removido y reemplazado por el

disco actuador, se tiene que
q.=nR*V_(1-a), (2.16)

por lo cual, de la igualacion las ecuaciones (2.14) y (2.16) y de la resolucion de la integral, se
obtiene la expresion del coeficiente de reduccion de velocidad en el disco (considerando que

la fuente puntual coincide con el centro del disco actuador)

2 (2.17)

Entonces, al definirse un determinado valor de reduccion de velocidad en el disco,
0 < a <1, se estd determinando el valor de la relacion £ = R/9, y por ende, se esta

proponiendo la intensidad de la fuente a incorporar en el modelo, resultando

(2.18)

Dado que, infinitamente lejos corriente abajo, el cuerpo semi-infinito de Rankine
tiene un radio 29, y el caudal volumétrico circulante entre dicho cuerpo y el tubo de corriente
T, debe igualarse al caudal correspondiente al flujo unidimensional que circula dentro del tubo
de corriente 1, resulta el siguiente coeficiente de reduccion de velocidad suficientemente lejos
corriente abajo del rotor (cuando el centro del disco actuador coincide con la posicion de la
fuente puntual):

) (2.19)
(1+a)’

Asi, en el presente modelo, el tubo de corriente t continia ensanchandose luego de
cruzar al disco actuador. Ademas, dado que el coeficiente de reduccion de velocidad corriente
abajo b no supera a la unidad en el intervalo 0 < a < 1, la formulacién propuesta por el
presente modelo no adolece de la inconsistencia presentada por la teoria de Betz, dado que en
esta ultima resulta b > 1 para a > 0,5. En la Figura 2.8, perteneciente al analisis comparativo
entre modelos, se visualiza la relacion entre los coeficientes de reduccion de velocidad a y b,
mostrando que la expresion (2.19), asi como la propuesta por Dyment, no presentan la

limitacion del modelo de Betz.
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2.4. PERDIDAS DE PRESION

Con el fin de determinar las pérdidas de presion de la corriente que fluye a lo largo
del tubo 7, se deben calcular previamente los valores de la presion sobre ambas caras del
disco actuador, p' y p". A su turno, estas presiones se determinan aplicando la ecuacién de la
conservacion de la cantidad de movimiento axial a cada uno de los dos dominios, I y II, en
que se ha dividido el campo fluidodindmico. Por otra parte, las unicas distribuciones de
presion que son calculadas mediante la aplicacion de la ecuacion de Bernoulli, son solamente
las correspondientes al flujo exterior al tubo de corriente 1, ya que solo en dicho flujo no se
observan pérdidas de presion total. En las Figuras 2.6 y 2.7 se muestran los dominios I y II,
indicando las presiones y velocidades sobre sus respectivos contornos.

Aplicando entonces la ecuacion de Bernoulli por fuera del tubo de corriente t, resulta

L. () (2.20)
p(O,y)—pw=Ep[Vw—V (0,y)]=§pr 3 Y > Ve

donde p. es la presion estatica de la corriente libre. Por su parte, la fuerza axial de presion,

actuando sobre la seccion anular BB' exterior al tubo de corriente t (Figura 2.6), resulta

2n

|

cuando se ubica al disco actuador en la posicion x = 0.

tpV.R? 22 (2.21)

(p(0,y)—p.,)ydy dp=— ;

A ey 8

Aplicando entonces a los volimenes de control (dominios I y II) la ecuacion de

conservacion de cantidad de movimiento axial, resultan (Prado, 1995) cuando xo = 0:

2 2.22
()= V2 —a)a=LY= a1~ 7a/8) 222
R 2

(P'—p,)=—— +pv;(1—a)(a—b)=%{za{
R

a (1- a)Z (2.23)
2 - - - .

8 (l+a)

Como resultado adicional, la diferencia de presion actuante sobre el disco resulta

pV? { NS a)} | (2.24)
2 (1+a)

(p-p") =
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Figura 2.7 Dominios de evaluacion, representacion conjunta.
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Las pérdidas de presion total en los tramos anterior y posterior del tubo de corriente
1, 'y ", respectivamente, se calculan comparando las presiones totales entre las secciones
extremas de cada tramo (Prado, 1995), resultando en el caso en que el disco actuador se

ubique en coincidencia con la posicion de la fuente puntual, x =0,

R (2.25)
"2 pVInR?

para el tramo anterior a la posicion del disco, —o<x <0 ,y

[_(a—b)z_ F j (2.26)

"_ V2
P 2 pV2nR’>

o0

para el tramo posterior, corriente abajo de la posicion del disco 0 < x < +o0.
Reemplazando los valores del coeficiente de reduccion de velocidad lejos corriente

abajo del disco, b, mediante (2.19) y la fuerza axial de presion, F, con (2.21), resultan

2 2.27
C'=pr>Sa —0<x<0 ( )
y
_ 2 ) a2 (2.28)
("=pV’? 1_d a)z 2 0<x<+o,
4 (1+a)’) 2

coeficientes que seran graficados y contrastados con los resultados provenientes del modelo

de Dyment en las proximas secciones.
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2.5. COEFICIENTES DE LA TURBINA EOLICA

Los coeficientes globales caracteristicos de una turbina edlica resultan expresiones
adimensionales en funciébn de los coeficientes de reduccion de velocidad, cuyas
formulaciones dependeran de las caracteristicas del modelo propuesto. Considerando al

presente modelo, se tendran los siguientes coeficientes caracteristicos: traccion, C,

o T _PIA o b—dai—a) /(1 +a), (229)
pV A/2 pVZIA/2
potencia extraida, C,,,
TV, (1-a) 2 2 (2.30)
=—>-  ~=C,(1-a)=2(1-a)"b=4a(l-a)" /(1+a),
Pe pViA/2 T( ) ( ) ( ) ( )
potencia suministrada, C,,,
AE (2.31)
Cp =————=b(l-a)2-b)=4a(l-a)/(1+a)’
by TR =dad - a)
y potencia no utilizada, C,,
Cp, =Cp —C,, =(1-a)2ab-b*)=4a’(1-a)/(1+a)’, (2.32)

donde AE, representa la variacion de energia cinética de la corriente de aire entre las
secciones extremas del tubo de corriente T, A = nR” es el 4rea del disco y p denota la

densidad del aire. Adicionalmente, la eficiencia, m, se define como la relacion entre las

potencias extraida al aire y suministrada al rotor, resultando

Gy, 2(1-a) B
n—CP - b)_(l a)(l+a).

(2.33)

S

2.6. COMPARACION CON OTROS MODELOS

Los coeficientes globales predichos por la presente teoria, asi como otros resultados
de la misma, son comparados con aquéllos propuestos por los modelos de Betz y Dyment.
Estos resultados y coeficientes son presentados en las Tablas 2.1 y 2.2 en funcidon del

coeficiente de reduccion de velocidad en el disco, a.
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Tabla 2.1 Comparacion entre modelos

a: coeficiente de reduccion de velocidad en el disco
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b: coeficiente de reduccion de velocidad lejos corriente abajo del disco

irreal (b > 1)

—
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0.1

a

Figura 2.8 Relacion entre los coeficientes de reduccion de velocidad

modelo presente

modelo de Dyment
33

modelo de Betz



Tabla 2.2 Tabla comparativa de coeficientes caracteristicos

a: coeficiente de reduccion de velocidad en el disco

modelo modelo modelo
de Betz de Dyment presente
T
T pVIA/2 4a(l1-a) 2a(l—-a) 4a(l-a)/(1+a)
_TV,(1-a)
o pVIA/2 4a(l1-a)’ 2a(l—a)’ 4a(l-a)’/(1+a)
_AE,
" pVIA/2 4a(1-a)’ a(l-a)2-a) da(l—a)/(1+a)’
Cp, =Cp —Cyp, 0 a’(l1-a) 4a’(1-a)/(1+a)’
T]: Cpe M l 1
Cy, 1 (1-a/2) (1-a)(1+a)
Pe mix 16/27 = 0,5926 8/27 = 0,2963 12,25/27 ~ 0,4536
(P'-p..)
VT 2a(l—a/2) 2a(l-a) 2a(1-7a/8)
(p"-p..) pa (3021 . . a (1-a)’
oV /2 a(3a/2-1) 8 (I+a)
(p'-p")
oVZ2/2 2a(l—-a) 2a(l—-a) 2a(l-a)/(1+a)
z'= & 2 2
- sz /2 0 a 3a’/4
Z": C" a2 l_ (1—3.)2
oV2 /2 0 0 4 (1+a)’
_(€+E") . 42’
pV2/2 0 a (1+a)?

Asimismo, las Figuras 2.8 a 2.14 ilustran las comparaciones entre las teorias de Betz,

Dyment y presente de los principales resultados en su variacion con el coeficiente de
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reduccion de velocidad en el disco, a. Estos son el coeficiente de reduccion de velocidad

lejos

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1

Figura 2.9 Comparacion entre modelos del coeficiente de traccion, Cr.

modelo presente

modelo de Dyment
I

modelo de Betz

0.6
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Figura 2.10 Comparacion entre modelos del coeficiente de potencia extraida, Cpe.
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corriente abajo del disco, b, el coeficiente de traccion, Cr, los coeficientes de potencia
extraida, suministrada y no utilizada, Cp., Cps y Cpy, y los coeficientes de pérdida de presion
en cada seccion del tubo de corriente Ty total, Z', 2" y z.

Por otra parte, y con respecto a la determinacion de la geometria del tubo de
corriente envolvente de la estela de la turbina edlica, la configuracion resultante del presente
modelo puede compararse con la configuracion propuesta por Wilson (1986), cuya expresion

analitica es

-1/2 2.34
B x/R ( )

1= a
R (I-a) 1+ (x/R)?

En la Figura 2.15 esta configuracion es contrastada con la representada en la

Y-

expresion (2.8), correspondiente al presente modelo, y con la representacion resultante del
modelo de Dyment, en todos los casos considerando que el coeficiente de reduccion de
velocidad en el disco de la turbina es igual a 0,3. Adicionalmente, en la Figura 2.16 se
muestra la variacion de la velocidad axial a lo largo de un segmento de tubo de corriente para
estas diferentes formulaciones, también para a = 0,3. Se observa que en el modelo de Wilson
la configuracion del tubo de corriente tiende a una mayor apertura, en correspondencia con el
modelo de Bezt, donde b — 2a, razén por la cual la velocidad decrece al 40% de V.
suficientemente lejos corriente abajo de la posicion del disco. Sin embargo, como fue ya
indicado, el modelo de Bezt presenta inconsistencias, reconociéndose ademds que dicha
configuracién conduce a coeficientes de potencia excesivamente elevados. Por su parte, la
formulacion de Dyment no presenta ensanchamiento en la porcion del tubo de corriente que
se encuentra corriente abajo del rotor, dada la igualdad entre los coeficientes de reduccion de

velocidad en el disco, a, y suficiente lejos corriente abajo del disco actuador, b.

2.7. CONCLUSIONES

El presente modelo de la teoria de la cantidad de movimiento aplicada a turbinas
edlicas de eje horizontal representa una formulacidén mas real que la generalmente
referenciada -debida a Betz-, ya que el tubo de corriente que delimita al flujo de aire que
atraviesa al rotor se expande tanto corriente abajo como corriente arriba del disco, incluyendo

pérdidas de presion a lo largo del mismo.
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Figura 2.15 Configuraciones del tubo de corriente 1, siendo a

los diferentes modelos.
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Figura 2.16 Reduccién de velocidad dentro del tubo de corriente t, siendo a

diferentes modelos.
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Si bien para bajos valores del coeficiente de reduccion de velocidad en el disco el
coeficiente de pérdida de presion total resulta ligeramente negativo, cuando se consideran los
efectos de friccion y rotacion del fluido que atraviesa al disco -efectos no considerados en el
presente modelo-, se descuenta que las pérdidas deben continuar incrementandose, con lo cual
se compensarian los reducidos valores negativos de este coeficiente.

Adicionalmente, el presente modelo considera el continuo ensanchamiento del tubo
de corriente que contiene al aire que atraviesa a la turbina, situacién que el modelo de Dyment
no puede considerar, ya que en su formulacion considera que dicho tubo de corriente
mantiene su seccion constante por detrds de la posicion del disco actuador. Asimismo, este
modelo no presenta, como si lo hace el modelo de Betz, un limite en el valor admisible del
coeficiente de reduccion en el disco.

Los coeficientes de traccion y potencia extraida de la turbina edlica obtenidos a
partir del presente modelo resultan comprendidos entre los valores dados por las teorias de
Betz y Dyment. En particular, cuando se consideran los valores del coeficiente de reduccion
de velocidad de alrededor del 30%, los coeficientes de maxima potencia extraida (Cpe . )
tienden a los valores experimentales, los cuales se encuentran en el orden del 45%. Por el
contrario, tal como se establece por Dyment (1989), el Cpe . evaluado por la teoria de Betz
resulta sobrestimado, mientras que admite que el mismo resulta subvalorado por su propia
formulacion.

Ademas, la posibilidad de estimar la geometria del tubo de corriente que envuelve a
la estela vorticosa del rotor, situacion posible solamente con el presente de los tres modelos,
simplifica enormemente los célculos computacionales frente a las teorias que involucran
mayores complejidades (como por ejemplo, las teorias que incorporan los denominados
modelos de estela fija o prescripta) con la finalidad de evaluar la performance de turbinas
eolicas de eje horizontal.

Es justamente esta propiedad la que resulta de mayor interés para el presente trabajo,
dado que este modelo de estela sera utilizado en el préximo capitulo para establecer la
envolvente de los hilos vorticosos libres que conforman el sistema vorticoso de la estela de la

pala de una turbina edlica de eje horizontal.
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CAPITULO 3

MODELIZACION DEL FLUJO INVISCIDO

3.1. INTRODUCCION

En la mayoria de los problemas de interés practico en aerodinamica, y
particularmente para el analisis del flujo sobre cuerpos bidimensionales o tridimensionales, el
nimero de Reynolds caracteristico del problema resulta lo suficientemente elevado como para
diferenciar en el campo fluidodindmico una zona donde los efectos viscosos adquieren una
gran importancia, y otra region donde los mismos resultan despreciables frente a los efectos
inerciales. Este flujo, que por sus caracteristicas es denominado externo, puede entonces
estudiarse como la superposicion de un flujo no viscoso y un flujo definido por la presencia de
la capa limite y la estela, zonas donde quedan confinados los efectos de la viscosidad.
Légicamente, estos campos fluidodindmicos se encuentran acoplados, por lo cual determinan
conjuntamente las cargas aerodinamicas sobre los cuerpos sumergidos. Por otra parte, dado
que el campo de presiones es determinado fundamentalmente por el flujo inviscido y resulta
sobreimpuesto a la capa limite, y como las velocidades en el borde de la capa viscosa se
conectan con la distribucion de velocidades en el flujo no viscoso, es necesario realizar
primeramente el céalculo del flujo inviscido, para luego corregirlo por la presencia de la capa
limite.

Tratdndose de turbinas edlicas, el flujo alrededor de cada seccion de las palas
presenta las caracteristicas enunciadas anteriormente, siendo posible el estudio del mismo
mediante la superposicion de un flujo inviscido y un escurrimiento en la capa limite. Entonces,
como primera etapa del estudio del campo fluidodindmico, se pretende determinar el flujo
inviscido, bajo condiciones tridimensionales (palas de envergadura finita, que presentan
curvatura y torsion) para una velocidad de viento y una rotacion uniformes, considerando
solamente la existencia de una unica pala, es decir, sin considerar los efectos de mutua
interferencia entre palas ni la presencia de la torre y la nacela del aerogenerador. Se considera
asimismo que la pala es rigida y se desprecian los efectos de la compresibilidad del fluido

debido a las relativamente bajas velocidades especificas.
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El flujo inviscido alrededor de la pala es entonces determinado por la superposicion
de una corriente plana de viento, cuya intensidad es una fraccion de la correspondiente al
viento no perturbado dado que el rotor edlico se encuentra inmerso en un tubo de corriente
cuyo radio se incrementa a medida que el aire fluye, una corriente circunferencial,
perpendicular a la anterior, debido a la rotacion uniforme de la pala, y una corriente inducida
por la circulacion del sistema vorticoso asociado a la pala y a su estela, sistema mediante el
cual se representa la superficie sustentadora de envergadura finita.

Tanto la geometria de la pala (distribucion de cuerdas, dngulos de pala, perfil
aerodindmico) como sus condiciones de operacion (velocidad no perturbada del viento,
coeficiente de expansion de la vena de fluido que pasa a través del rotor y velocidad de

rotacion de la turbina) son conocidas.

3.2.  FORMULACION DEL MODELO NUMERICO POR EL METODO
DE LOS PANELES

El flujo inviscido alrededor de la pala se determina mediante la aplicacion del
denominado método de los paneles, (Bertin y Smith, 1979) (Katz y Plotkin, 1991) por el cual
la pala es discretizada mediante un niimero finito de paneles cuadrilaterales, los cuales son
adecuadamente distribuidos a lo largo de la envergadura y cuerda de la misma. Este modelo,
por considerar los efectos segun cuerda (teorias de las superficies sustentadoras) ofrece una
mejor representacion aerodinamica cuando resulta comparado con los modelos de lineas
sustentadoras o de distribucion de paneles solamente a lo largo de la envergadura (Afjeh y
Keith, 1986a), (Afjeh y Keith 1986b) y (Prado, 1994).

Asociado a cada panel se encuentra un anillo vorticoso de intensidad de circulacion
constante, conformado por segmentos de hilos vorticosos rectos. Estos anillos configuran el
sistema vorticoso ligado a la pala. Los hilos vorticosos asociados a los paneles ubicados a lo
largo del borde de fuga de la pala son los unicos que no forman un circuito cerrado,
presentando la forma de U sobre el panel, y determinando la estela de la pala mediante hilos
vorticosos helicoidales, conformando en su conjunto un sistema discreto de hilos libres de

configuracion fija y longitud semi-infinita.
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Como se muestra en la Figura 3.1, en el caso de un panel genérico i que no se
encuentre ubicado sobre el borde de fuga de la pala, su anillo vorticoso se conforma mediante
cuatro tramos rectos, uno que yace a lo largo de la envergadura del panel -sobre el cuarto de
cuerda del mismo-, dos tramos dispuestos sobre los laterales del panel, desde su cuarto de
cuerda hasta el cuarto de cuerda del panel ubicado en su inmediata posicidon corriente abajo,
panel j, y el tramo restante, que cierra el circuito, yaciendo sobre el cuarto de cuerda y a lo
largo de la envergadura de dicho panel posterior. La intensidad de circulacion del circuito,

constante de acuerdo a los teoremas de Helmholtz (Katz y Plotkin, 1991), es representada por
Y. Se define como punto de colocacion de cada panel, P, al punto ubicado a la mitad de la

envergadura del mismo, en su interseccion con la linea de tres cuartos de cuerda del panel.

Por otra parte, la Figura 3.2 muestra la configuracion vorticosa asociada a un panel
genérico k ubicado sobre el borde de fuga de la pala. Cada uno de estos paneles contiene un
sistema de hilos vorticosos rectos ubicados sobre la linea de cuarto de cuerda y sobre los
bordes del panel, desde su cuarto de cuerda hasta el borde de fuga de la pala. A partir de las
esquinas posteriores de cada panel parten los hilos vorticosos, denominados libres, que
conforman la estela. La intensidad de circulacion ¥ de dicho filamento también debe ser
constante. La posicion de los puntos de colocacion correspondientes a los paneles dispuestos
sobre el borde de fuga es la misma que aquélla definida anteriormente. En ambas figuras, el
vector n define al vector unitario normal al panel en el punto de colocacion.

La Figura 3.3 muestra el efecto de superposicion de filamentos vorticosos, de manera
que la intensidad de circulacion resultante asociada a la linea sustentadora del panel (hilo
vorticoso ubicado al cuarto de cuerda del panel) es la suma algebraica de las intensidades de

los hilos superpuestos. Asimismo, puede observarse que sobre el borde de fuga se verifica la
condicion de Kutta (Ygr = 0) ya que la configuracion vorticosa dada es equivalente al cierre

del anillo sobre el borde de fuga de los paneles ubicados en el borde de fuga de la pala y la
conexion entre hilos vorticosos de la estela consecutivos, generando entonces dos filamentos
vorticosos superpuestos, de igual intensidad de circulacion, pero sentido contrario, dando

consecuentemente resultante nula.
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Figura 3.1 Anillo vorticoso ligado al panel i

borde de fuga

/4 hilos vorticosos libres de la estela
Ck /2 N

Ck/4

Figura 3.2 Configuracion del hilo vorticoso ligado a un panel k del borde de fuga de la pala
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Yi

¥i

borde de fuga

c/4 \‘\A hilos vorticosos libres de la estela
Cik /2

Ck/4

Figura 3.3 Configuracién vorticosa asociada a la pala

3.2.1. Consideraciones generales

Para el siguiente planteo, se define una terna de ejes solidaria a la pala, cuyo borde de
ataque yace sobre el eje X(+). El eje Z(+) coincide con el eje de rotacion de la pala, siendo su
direccion la del viento incidente. El eje Y(+) resulta determinado por la definicién de una
terna ortogonal derecha. Asi, el plano XY define al plano de rotacion de la turbina.

Se asume que la turbina (y por ende el sistema de ejes) se mantiene fijo en el espacio,
y el aire adquiere una rotacion uniforme, de sentido contrario al sentido de rotacion de la pala,
compartiendo ademas el movimiento de avance en la direccion positiva del eje Z. Entonces,

definiendo que la turbina gira en sentido antihorario, la velocidad de rotacion de la pala es

ﬁp = —Qpl;. Por lo cual, considerando a la pala fija, es ahora el aire el que rota con velocidad

angular Q, =Q k, siendo Q , =, =Q = constante.
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La corriente de aire suficientemente alejada corriente abajo de la turbina, supuesta de

presentar un perfil uniforme, es representada por la velocidad del viento no perturbado,
V, = lez, siendo V_ =constante.
La pala tiene un radio B medido desde el eje de rotacion hasta su punta y una

envergadura b (distancia entre raiz y punta), siendo b < B.
3.2.2. Conformacién de la estela de la pala

Existen diversos modelos que representan la estela vorticosa de la pala (Afjeh y
Keith, 1986a, 1986b), (Koh y Wood, 1991a, 1991b), (Wood y Meyer, 1991) y que, en general,
asumen diferentes configuraciones para los sucesivos tramos de la estela, (proximo,
intermedio y lejano) con referencia a su posicidon corriente abajo desde la turbina edlica.
Asimismo, pueden llegar a considerar la expansion de la estela, al menos en sus primeras
etapas de desarrollo.

Los modelos mas complejos consideran un desarrollo no restringido de la estela
(modelos de estela libre), sin embargo, para bajos valores de la velocidad especifica (relacion
entre la velocidad tangencial en punta de pala y la velocidad no perturbada de viento,

o, =QB/V_) es comuin representar la estela del rotor por un modelo de estela rigida. La

razén de esta consideracion es que bajo las condiciones indicadas, los efectos de deformacion
de la estela son despreciables (Afjeh y Keith, 1986b).

En la presente formulacion se adopta un modelo de estela vorticosa fija en expansion,
en donde una estela vorticosa helicoidal, de eje Z(+), se desarrolla manteniendo un paso
constante, dentro de un tubo de corriente que se va ensanchando a medida que el aire fluye
corriente abajo desde el disco descripto por la rotacion de la pala. De acuerdo con las
formulaciones de la teoria unidimensional de la cantidad de movimiento, el aire que fluye
dentro del tubo de corriente que pasa a través del rotor va sufriendo una expansion pues se va
retardando por entregar parte de su energia cinética a la turbina y verificar la condicién de
continuidad. Por ello, la velocidad del viento en el plano del rotor (Z = 0), Vy, es menor que la
velocidad no perturbada del viento, V_. Asi, la velocidad del aire que atraviesa a la turbina,

asumida uniforme sobre el radio de la pala, resulta determinada por la expresion

Vo=V, (1-a) (3.1)

donde a es el coeficiente de reduccion de velocidad en el disco (0 <a <1).
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En el presente modelo se considera que el tubo de corriente envolvente del sistema

vorticoso de la estela, T, tiene una configuracion fija dada por la expresion (Prado, 1995),
R.°+R_*(Z* -2R*)+R *(R? -2Z")R* + Z*(1-a*)R* =0 (3.2)

donde R _(Z) representa la variacion del radio del tubo de corriente que contiene a todo el aire
que atraviesa al rotor edlico a medida que este aire fluye a lo largo del eje Z, y R denota el
radio del area barrida por la turbina. La Figura 3.4 muestra un segmento de dicho tubo de
corriente T, extendiéndose a ambos lados de la posicion del disco descripto por la rotacion de
la pala, donde se ha considerado que el factor de reduccion de velocidad en el disco igual a
0,30, siendo este ultimo un valor tipico (Wood, 1991).

Los hilos vorticosos que se desprenden desde las distintas ubicaciones sobre el borde
de fuga de la pala deben permanecer contenidos en sendos tubos de corriente que se expanden
a medida que el aire fluye corriente abajo desde la posicion radial del punto de
desprendimiento (o punto de inicio) del correspondiente hilo vorticoso libre. Las expresiones
analiticas para dichos tubos son equivalentes a la dada por la ecuacion (3.2), considerando
ahora los radios locales de los filamentos vorticosos libres, 1:(Z) y las posiciones radiales de
partida de los mismos, r,, siendo 0 < r, < R. Estos tubos de corriente interiores también se
representan en la Figura 3.4.

La geometria de los hilos vorticosos helicoidales desprendidos de la pala es dada por
Z,=2,+x-(0-0,) X, =r,-cos® Y =1 -sen O (3.3)

donde los subindices e denotan la estela, rr es el radio local del filamento, 2nk representa el

paso del helicoide y © representa el pardmetro del helicoide, ®, <® <. En particular, © _ es

el valor de ® correspondiente al inicio del hilo vorticoso helicoidal sobre el borde de fuga de

la pala, de coordenadas (X, Y, Z), siendo X 6 =r,-cos ® e Y, 6 =r, -sen © . Por

(4]

condiciones de conservacion de la cantidad de movimiento angular y de continuidad dentro

del tubo de corriente T, el paso del helicoide se mantiene constante, siendo k = V,/Q.
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Z/R

0<r.<R;

Figura 3.4 Segmento de tubo de corriente T, con tubos de corriente interiores que actuaran de

envolventes de los hilos vorticosos de la estela para Z/R >0

P (XP ’ YP ’ ZP)

\7C

Figura 3.5 Ley de Biot-Savart
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3.2.3. Calculo de las velocidades inducidas

El efecto del conjunto de hilos vorticosos es el de adicionar en todo el campo
fluidodinamico un flujo, denominado inducido, que debe sumarse vectorialmente al campo de
velocidades debido a la velocidad de avance del aire y al efecto de la rotacion. El campo de
velocidades inducidas es calculado mediante la aplicacion de la ley de Biot-Savart. Asi, el
diferencial de velocidad inducida en un punto P, de coordenadas (Xp, Yp, Zp), debido a un
diferencial de hilo vorticoso de intensidad constante v, es dado por la relacion
Y dsxg

dVi(XP’YP’ZP)=4_n |§|3 (3.4)

siendo ds un elemento diferencial del filamento vorticoso, orientado segun el sentido de su

circulacion y, y ¢ el vector posicion desde ds hasta el punto de calculo P, tal como se muestra

en la Figura 3.5.

Mediante la integracién de la ley de Biot-Savart a lo largo de la longitud de cada
filamento del sistema vorticoso completo se determinan las tres componentes cartesianas de
las velocidades inducidas (Vix, Viy, Viz) en cada punto P definido.

En el caso de los hilos vorticosos ligados a los paneles, por tratarse de filamentos
rectilineos de longitud finita, la integracion de la ley de Biot-Savart se reduce a expresiones
analiticas simples (Afjeh y Keith, 1986b). En el caso de las velocidades inducidas por el
sistema vorticoso de la estela, como la integracion no presenta una solucidon analitica, el
calculo requiere de una evaluacion numérica.

Dado que todavia no se conocen las intensidades de circulacion de cada anillo
vorticoso y de cada hilo libre, se considera, en primera instancia, que los mismos tienen una
intensidad unitaria y sentido positivo, para asi determinar los denominados coeficientes de
influencia de cada filamento vorticoso sobre cada uno de los puntos de colocacion (o de
control) de la pala. Dichos coeficientes representan entonces las componentes de las
velocidades inducidas generadas en dichos puntos por filamentos vorticosos de intensidad de
circulacion unitaria y positiva.

Con el fin de determinar la real intensidad de circulacion de cada hilo, se impone la
condicion de contorno que establece la impermeabilidad de cada panel en su respectivo punto

de colocacion, es decir, debe anularse la componente normal de la velocidad en la posicion P..
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Consecuentemente, la velocidad resultante obtenida por la superposicion de los efectos de la
velocidad de avance del aire, de la rotacion de la pala y de la velocidad inducida por el sistema
vorticoso, debe ser tangente al panel en P..

Asi, en el punto de colocacion de cada uno de los N, paneles con los cuales se ha

modelizado la pala, debe verificarse que

Vo (Po)=V.(P,)-f

.. =0 (N, ecuaciones) (3.5)

siendo

V.(P,) =V k+Q, xt| +V,(P,) (3.6)

donde {/r(PC) es el vector velocidad resultante en cada uno de los puntos de colocacion P,
V,(P,) es la componente normal de la velocidad resultante en dichos puntos, Q, =Qal§,
f|PC :(X1+Y3 +Zl§)|PC es el radio vector desde el origen de coordenadas a los puntos de
colocacion y Vi(PC) es el vector velocidad inducida, funcion de la distribucion de circulacion,
a priori incognita, del sistema vorticoso.

El vector velocidad inducida en cada uno de los k puntos de colocacion, 1< k < N,,

tiene componentes

(3.7)
ViX

NP NP NP

k . k . k .

Pe :ZCIijVJ ViY|pc =ZCIijYj ViZ|pc ZZCIZkﬂj
= i=1 =

donde se reconoce el efecto superpuesto de las N, intensidades vorticosas asociadas a los N,
paneles (incluyendo tanto los efectos de los hilos ligados como de los libres), y Ci ij son los
coeficientes de influencia, calculados en los puntos de control P, y discriminados segun cada
componente ortogonal.

La ecuacién (3.5) representa entonces un sistema linealmente independiente de
NpxN, ecuaciones algebraicas lineales en las incognitas ¥;, con 1< j < N,,. Una vez conocida la
distribucion de circulacion que verifica la condicion de tangencia de la velocidad resultante al
panel en su punto de colocacion, la determinacion de las componentes de las velocidades
inducidas en todo el campo del flujo, ya sea por integracion analitica (hilos vorticosos rectos)
o numérica (filamentos vorticosos de la estela) de la ley de Biot-Savart, es directa. Entonces,
la aplicacion de la ecuacion (3.6) a todo punto genérico P(X,Y,Z) del flujo, considerando una

velocidad axial W(Z) que verifique la continuidad dentro del tubo de corriente T, determina el

campo tridimensional de velocidades alrededor de la pala, resultando
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V.(P)=W(2)k +Q, xT| +V,(P). (3.8)
Conocido el campo de velocidades inviscido, se puede determinar el campo de

presiones mediante la aplicacion de la ecuacion de Euler.
3.2.4. Célculo de las cargas aerodinamicas

La circulacion asociada a la linea sustentadora de cada panel, I', se determina
realizando la suma algebraica de las intensidades de circulacion, y, de los anillos vorticosos
concurrentes al panel considerado (exceptuando los paneles ubicados a lo largo del borde de
ataque de la pala, donde I' =v). Mediante la generalizacion del teorema de Kutta-Joukowski
(Katz y Plotkin, 1991), y asumiendo que las velocidades no varian apreciablemente sobre la
longitud de la linea sustentadora del panel, las fuerzas aerodindmicas actuantes sobre el hilo

vorticoso, y consecuentemente sobre el panel, resultan determinadas por la expresion
donde p denota la densidad del aire, U representa el vector velocidad resultante sobre el hilo

y A representa el vector que yace sobre la longitud de dicho hilo vorticoso, cuyo sentido es el
dado por la direccion de giro de la circulacion, adoptando como positivo al sentido definido
por la regla de la mano derecha.

Si bien el campo de velocidades resultantes varia tanto a lo largo de la cuerda como
de la envergadura de la pala, se considera constante por tramos, en coincidencia con la linea
sustentadora de cada panel. La velocidad resultante a incorporar en (3.9) se determina en el
punto medio de la linea sustentadora, Pj, siguiendo el procedimiento desarrollado

anteriormente, es decir

U=V, (P,)=V,k+Q, x|, +V,(P,) (3.10)
Sin embargo, dado que un filamento vorticoso induciria velocidades infinitas sobre si
mismo, se considera que el mismo presenta un nucleo de radio finito, si bien muy pequefio, el
cual rota como cuerpo rigido. Por esta razén, cuando la distancia al eje del hilo tiende a cero,
se asume que la velocidad inducida también tiende a anularse. Consecuentemente, para el
calculo de las velocidades inducidas sobre una determinada linea sustentadora de un panel, se
consideran los efectos de todos los filamentos del sistema vorticoso, con excepcion del

segmento de hilo vorticoso ligado a la linea sustentadora en cuestion.
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La fuerza aerodinamica resultante es

LN 3.11
F=>F . G

k=1
En particular, se define como traccion a la componente de la fuerza aerodindmica resultante en
la direccion del eje de rotacion, es decir, T =F,.
El torque Q generado por la distribucién de fuerzas aerodinamicas alrededor de los

ejes coordenados resulta

LN (3.12)
Q:Z:Fkxdk
k=1

donde Elk representa los brazos de palanca desde la posicion de las fuerzas hasta el origen de

coordenadas. Como ak = —f|P . entonces,
- Ny (3.13)
La potencia entregada por la pala resulta
P=Q-Q,=QQ, (3.14)

siendo la velocidad angular de rotacion de la pala Qp =0 =-Qk=0 . k.

Los respectivos coeficientes caracteristicos de la pala son, el coeficiente de traccion

C 2F, (3.15)
TopVviIAT
el coeficiente de torque
. 2Q, (3.16)
¢ pVIAR
y el coeficiente de potencia
c - 2P (3.17)
TopViA’

siendo A el area barrida por la pala, A = TR
Por su parte, los coeficientes aerodindmicos locales en una estacion genérica X a lo
largo de la envergadura de la pala se representan en la Figura 3.6, donde se ilustran con sus

correspondientes sentidos positivos.
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Figura 3.6 Coeficientes aerodinamicos de la seccion de pala en una estacion X.

Figura 3.7 Angulos y velocidades incidentes en una estacion X segiin envergadura.
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3.3. EJEMPLO

Con el siguiente ejemplo se presentan los resultados obtenidos mediante un programa
de computo que implementa el modelo propuesto en el presente trabajo. Se considera la pala
de una turbina edlica de eje horizontal, cuyas geometria y condiciones de funcionamiento son

las siguientes,

radio de la pala en la punta B =1,50m
radio de la pala en su inicio H =025m
cuerda de la pala en raiz chn = 0,125m
cuerda de la pala en punta ci = 0,125m
velocidad de viento Vo = 12m/s
velocidad angular de rotacion Q = 28rad/s

siendo adoptado un coeficiente de reduccion de velocidad sobre la pala del 30 %, y resultando
consecuentemente Vo = 8,4 m/s, una estela helicoidal de paso 2nk = 1,885 m ~ 1,25R y una
velocidad especifica, oy = QB/ V(= 5 sobre el disco de la turbina.

El angulo de pala, ¢, representa el angulo local entre el plano de rotacion y la linea
de cuerda del perfil en cada seccion definida por su coordenada X. La torsion geométrica esta
representada por la variacion de estos angulos de pala a lo largo de la envergadura. La
distribucion de los angulos de pala ha sido determinada fijando los angulos de ataque de la
corriente incidente (sin considerar los efectos de estela), ocw, los cuales se miden
positivamente a partir de las lineas de cuerda de los perfiles que conforman la pala y
determinando los angulos de incidencia & definidos (desde el plano de rotacion) por la
composicion vectorial entre la velocidad tangencial local a lo largo del borde de ataque, 2, X,
y la velocidad de la corriente sobre el disco de la turbina, V. Como se observa en la Figura

3.7, los angulos de pala quedan entonces determinados por la expresion
0 (X)=¢e(X)+ d e (X), (3.18)

siendo tg[e (X)] = QX/Vy.

La presente seccion de pala estd conformada por un perfil delgado de arco circular,

cuya flecha adimensionalizada con la cuerda local, ¢ = ¢ (X), es
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(3.19)
Ll g,
C C

max

relacion que se mantiene constante a lo largo de la envergadura de la pala. En este ejemplo la
pala no presenta ahusamiento, razon por la cual la cuerda es constante.

Para la discretizacion de la superficie de la pala se ha considerado una distribucioén
segln envergadura de 50 paneles de envergadura constante y una distribucion segliin cuerda de
50 paneles, también en este caso de cuerda constante, de tal manera que cada panel guarda la
misma relacion de aspecto de la propia pala. Asi, la presente discretizacion totaliza N, = 2500
paneles, siendo mostrada en la Figura 3.8 en una vista completa de la pala -donde se reconoce
la torsion- y en un detalle en la Figura 3.9.

En las Figuras 3.10 y 3.11 se observa a la pala y a una porcion de su estela, estando
esta ultima representada por 51 hilos vorticosos helicoidales semi-infinitos. En particular, la
visualizacion axial mostrada en la Figura 3.11 muestra el incremento radial que suftre la estela
vorticosa, en este modelo de estela fija, a medida que se desarrolla desde el borde de fuga de
la pala. El proceso de integraciéon numérica de la ley de Biot-Savart para la obtencion de los
coeficientes de influencia de cada hilo de la estela sobre cada punto de control, Cic x, Cie vy ¥y
Cic 7z, se realizd6 mediante el método de Simpson, considerando hilos de longitud finita que
partian desde el borde de fuga de la pala hasta una coordenada axial igual a 40 radios R (que
en este caso corresponde a aproximadamente 32 revoluciones de la estela), y dividiendo
dichos hilos en 2000 segmentos correspondientes a incrementos constantes del pardmetro del
helicoide, ©.

En las Figuras 3.12 y 3.13 se muestran, respectivamente, la evolucién de los
coeficientes de influencia del hilo vorticoso numero 25 (que parte aproximadamente desde la
semienvergadura de la pala) sobre el panel 50 (ubicado en la punta de pala, sobre el borde de
ataque), y de los coeficientes de influencia del hilo vorticoso niimero 51 (que se desprende
desde la punta de la pala) sobre el panel 25 (ubicado sobre el borde de ataque, casi a la mitad
de la envergadura de la pala), a medida que el limite superior de integracion se va alejando del
punto de partida de los hilos vorticosos libres. Como puede observarse, superando las 20
revoluciones de la estela (ZJ/R > 25), las porciones restantes de los hilos vorticosos no

proporcionan modificaciones apreciables a los valores de los coeficientes de influencia.

55



[w] z

Figura 3.9 Panelizacion de la pala, detalle de la punta de pala
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Figura 3.13 Coeficiente de influencia (25-51)
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Determinados todos los coeficientes de influencia y resuelto el sistema de ecuaciones
algebraicas lineales representado por la expresion (3.5), se obtiene la circulacion asociada a
cada anillo vorticoso, y. La distribucioén segiin envergadura de dicha circulacion, adimensiona-
lizada de manera que y* = 100y/(2B?) es mostrada en las Figuras 3.14 y 3.15.

En la Figura 3.14 se muestran las sucesivas distribuciones asociadas a cada uno de
los 50 tramos segin cuerda de 50 paneles dispuestos a lo largo de la envergadura de pala,
representados éstos por las abscisas adimensionalizadas de sus respectivos puntos de
colocacion, X(P.)/R. Se observa que dichas distribuciones tienden a anularse en los extremos
de pala, dado que la pala debe comportarse como una superficie sustentadora de envergadura
finita, y que la circulacién crece desde el borde de ataque de la pala (donde debe anularse
también) hasta el borde de fuga, a partir de donde es transportada por los hilos vorticosos
libres de la estela. La Figura 3.15 muestra la misma distribucion, siendo esta vez la abscisa
dada por la posicion segin cuerda de los puntos de colocacion, coordenada que es
adimensionalizada con la cuerda local de la seccion de pala. En esta figura se visualiza
asimismo el incremento de circulacidon hacia el borde de fuga de la pala, circulacién que es
transportada finalmente por los hilos vorticosos de la estela.

Las Figuras 3.16 y 3.17 representan, en el mismo sistema de coordenadas que las
figuras precedentes, las distribuciones segin envergadura y cuerda de las circulaciones
adimensionalizadas, ['* = 100I'/(Q2B?), asociadas al hilo sustentador de cada panel. Como fue
expuesto, dichas intensidades resultan de realizar la suma algebraica de las circulaciones de
los anillos concurrentes en el segmento de hilo vorticoso ligado al cuarto de cuerda de cada
panel. Por esta razon, la circulacion adimensional I'* se anula también hacia el borde de fuga
de la pala, verificando asi la condicién de Kutta. Esta circulacion asociada al hilo sustentador
ligado al cuarto de cuerda del panel origina la fuerza sustentadora local, normal al vector
velocidad resultante local, debida a la aplicacion del teorema de Kutta-Joukowski.
Circulaciones resultantes positivas generan fuerzas sustentadoras con componentes positivas
segun el eje Z.

Determinadas entonces las circulaciones asociadas a la red vorticosa ligada a la pala y
al sistema vorticoso de la estela, es posible determinar el campo de velocidades, tanto el
inducido como el resultante, en todo el campo fluidodindmico. En particular, resulta de mayor
interés calcular las distribuciones de velocidad sobre los paneles que conforman la pala,
teniendo en cosideracion la futura incorporacion de los efectos de la viscosidad en proximidad

de las superficies.
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Figura 3.14 Distribucion de la circulacion adimensional asociada a los paneles de la pala,

vista segiin envergadura
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Figura 3.15 Distribucion de la circulacion adimensional asociada a los paneles de la pala,

vista segun cuerda

60



0.03

[euoisuswipe Uoioe|NalId ap UoldeLeA

0.9

0.8

0.7

0.5 0.6
XIR

0.4

0.3

0.2

Figura 3.16 Distribucion de la variacion de circulacion adimensional asociada a los paneles

de la pala, vista seglin envergadura
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Figura 3.17 Distribucion de la variacion de circulacion adimensional asociada a los paneles

de la pala, vista seglin cuerda
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Las Figura 3.18 a 3.20 muestran las representaciones vectoriales de las velocidades
inducidas por el sistema vorticoso ligado y el sistema de la estela, correspondientes a los
puntos de colocaciéon de los paneles. Sobre la pala se observa un importante flujo inducido en
direccion Z(-) -downwash-, excepto en el caso de los paneles ubicados en el tercio anterior de
la pala, donde las velocidades inducidas muestran componentes axiales en direccion Z(+)
-upwash-, situacion que debe esperarse a partir de la condiciéon de contorno impuesta sobre
cada panel, y de la presencia de una circulacion general sobre un elemento sustentador.

Por otra parte, en las Figuras 3.21 a 3.23 se representan a los vectores velocidades
resultantes, correspondiendo también la ubicacion de estos vectores al punto de colocacion del
panel. Como deberia esperarse de la aplicacion de la condicién de contorno en el punto de
colocacion, se verifica que sobre cada panel de la pala el vector velocidad resultante es
tangente al mismo. Asimismo, se observa el incremento de la velocidades resultantes hacia la

punta de la pala, producto del aumento de la velocidad tangencial debida a la rotacion.

Una vez conocido el campo de velocidades sobre el hilo ligado al panel y la
circulacion del mismo, se determinan los vectores fuerza aerodindmica -bajo condiciones
inviscidas-, los cuales resultan aplicados en el punto medio de la linea sustentadora del panel,
segin se muestran en las Figuras 3.24 a 3.27. Légicamente, esta distribucion debe anularse
hacia los bordes de la pala, y dado que en esta discretizacion cada linea sustentadora tiene la
misma longitud, la distribucion de carga resulta de la combinacion de la distribucion de
velocidades resultantes (las cuales crecen hacia la punta de pala) y de la distribucion de
circulacion (la cual se anula hacia los extremos). Esto se traduce en un incremento de las
cargas hacia la punta de pala. Una vez calculadas las fuerzas actuantes sobre cada panel, la
determinacion de las componentes de la fuerza resultante, de la cupla y la potencia absorbida

es inmediata.

Entre los principales resultados que se extraen de la aplicacion del método de los
paneles se encuentra la determinacion de las distribuciones de las presiones sobre la pala, bajo
condiciones inviscidas. Estas distribuciones pueden representarse mediante la variacion de los
coeficientes de presion, C,, considerando la distribucion de presion adimensionalizada con la

presion dindmica local (Gould y Fiddes, 1992), siendo esta ultima

q=1p[V] +Q*(X*+Y?)]. (3.20)

62



T A A R'I..\.l\!'. \u\i “‘u \\\' \ “hl

i “"Wﬂw‘wﬂh"“":':mﬁﬁ*\ﬂ&: i"{}}ﬁt 'E
" ; 1 I\ 1'

\\

il k'h\ 1"1\:\“;%5“ II{\I\i\\:\:lllﬁ

o )
iy 1_\.,-‘1&,“._

.
h

Figura 3.19 Velocidades inducidas, detalle de la punta de pala (referencia en m/s).
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Figura 3.20 Velocidades inducidas, vista desde la punta de pala (referencia en m/s).

Figura 3.21 Distribucion de velocidades resultantes sobre los panales (referencia en m/s).
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Figura 3.22 Velocidades resultantes, detalle de la punta de pala (referencia en m/s).

Figura 3.23 Velocidades resultantes, detalle de la raiz de pala (referencia en m/s).
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Figura 3.24 Distribucion del vector fuerza inviscida,
vista desde el borde de fuga de la pala.
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Figura 3.25 Distribucion del vector fuerza inviscida,
vista desde el borde de ataque de la pala.
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Figura 3.26 Distribucion del vector fuerza inviscida,
detalle de la porcion media de la pala.
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Figura 3.27 Distribucion del vector fuerza inviscida,
vista desde la punta de la pala.
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Resulta entonces un coeficiente de presion local, dado por

V2 (3.21)
C =1- :
P V2 + Q% (X2 +Y?)

donde V; representa el modulo de la velocidad resultante sobre la pala, en la estacion de
calculo. La distribucion de este coeficiente es mostrada en la Figura 3.28.

Adicionalmente, otros resultados de gran utilidad lo representan los gradientes de
presion que se imponen sobre las capas viscosas que se desarrollan sobre las superficies de la
pala. Las distribuciones de los gradientes de presion segin cuerda y segun envergadura se
representan, respectivamente, en las Figuras 3.29 y 3.30. Se reconoce en la Figura 3.29 la
presencia de un gradiente de presion favorable en la porcion 0 < x/c < 0,5 y de un gradiente
desfavorable en la fraccion 0,5 < x/c < 1,0 de la pala, el cual puede llegar a producir el
desprendimiento de la capa limite si resulta ser lo suficientemente adverso. Por otra parte, los
gradientes de presion generados en la direccion de la envergadura, resultan fundamentalmente

de equilibrar los efectos de las aceleraciones, centrifuga y de Coriolis, actuantes.

Figura 3.28 Distribucion del coeficiente de presion sobre el extradds de la pala.
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Figura 3.29 Distribucion de la componente segun cuerda del gradiente de presiones
sobre el extrados de la pala.
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Figura 3.30 Distribucion de la componente segun envergadura del gradiente de presiones
sobre el extrados de la pala.
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3.4. CONCLUSIONES

El presente modelo permite una representacion mas real y acabada del
comportamiento fluidodinamico de la pala de una turbina edlica de eje horizontal frente a los
modelos que contemplan la discretizacion de la pala mediante paneles distribuidos solamente
a lo largo de la envergadura. Caracteristicas geométricas como la flecha, el ahusamiento, la
torsion y la presencia de los extremos en una pala de envergadura finita hacen que los efectos
tridimensionales sean relevantes, requiriéndose entonces la representacion de las palas
mediante paneles adecuadamente distribuidos sobre sus superficies, tanto segin envergadura,
como segun cuerda.

Tratandose de elementos sustentadores de envergadura finita, la representacion del
campo fluidodinamico alrededor de los mismos requiere de la determinacion del campo de
velocidades inducido por la presencia de una estela, el cual debe adicionarse al flujo incidente.
Si bien este flujo inducido, de caracteristicas no viscosas, se atenia lejos de la pala, su
presencia en proximidades de la pala define completamente al flujo inviscido alrededor de la
misma, y por ende a sus caracteristicas aerodinamicas, dado que es un campo mas a considerar
en el calculo del desarrollo de la capa limite de la pala.

Dado que el presente modelo incluye un tubo de corriente que se expande a medida
que atraviesa al rotor, representa una formulacion mas real del campo fluidodinamico
alrededor de una turbina eolica de eje horizontal. Por otra parte, el establecimiento previo de
la geometria de una estela fija (en lugar de utilizar métodos que implican mayores
complejidades, donde la estela se desarrolla paso a paso y se deforma bajo la accion de sus
propias velocidades inducidas) simplifica los céalculos numéricos y reduce los tiempos
computacionales.

Si bien se ha considerado la presencia de una tunica pala, el presente modelo puede
incluir los efectos de interferencia mutua entre palas y sus correspondientes estelas. Este
modelo més completo seria adecuado para el analisis de las cargas aerodinamicas de las palas
y la estimacion de la performance de una turbina edlica de eje horizontal, procedimientos
tendientes al disefio preliminar del rotor. Un analisis aerodindmico atin mas completo incluiria
a los efectos viscosos con la determinacion de la capa limite tridimensional sobre las palas,
una vez determinado el campo fluidodindmico inviscido en proximidad del rotor. El analisis

del flujo viscoso sera llevado a cabo en el proximo capitulo.
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CAPITULO 4
MODELIZACION DEL FLUJO VISCOSO SOBRE

LAS SUPERFICIES DE LA PALA
4.1.  INTRODUCCION

Como se indico en el capitulo anterior, en el analisis aerodindmico de turbinas
edlicas, el numero de Reynolds caracteristico resulta lo suficientemente alto para diferenciar
dos zonas en el campo fluidodinamico: una capa delgada préxima a la superficie de las palas
donde dominan los efectos de la viscosidad debido a los importante gradientes de velocidad
presente en dicha region, y una amplia zona donde los efectos viscosos pueden ser
despreciados cuando son comparados con los efectos inerciales. Consecuentemente, ese flujo
puede ser analizado como la superposicion de una corriente externa no viscosa y un flujo
viscoso definido por la presencia de una capa limite en proximidades de las superficies, lugar
donde los efectos de la viscosidad quedan mayormente confinados. Estas dos regiones
interactlian, definiendo las cargas aerodinamicas actuantes sobre las palas de la turbina edlica.

A pesar del hecho de que las ecuaciones de un fluido perfecto no conducen a
soluciones que satisfacen la condicién de no deslizamiento sobre la pared, en el caso de una
capa limite muy delgada y adherida, la solucion correspondiente al flujo inviscido —en realidad
solamente valida fuera de la capa limite- puede ser determinada con error despreciable
considerando que la superficie del cuerpo representa el limite exterior de la capa limite.

Dado que el campo de presiones que rodea a los cuerpos es mayormente determinado
por el flujo inviscido cuando la corriente esta adherida a los mismos, el campo de velocidades
bajo condiciones no viscosas debe ser calculado previamente con la finalidad de imponer a
dicho campo de presiones sobre la capa limite. Una vez que la distribucion de velocidades
sobre la superficie del cuerpo ha sido determinado, la misma es aplicada como condicién de
contorno sobre el limite exterior de la capa viscosa en las denominadas ecuaciones de la capa

limite de Prandtl, las cuales resuelven los perfiles de velocidades dentro de la capa viscosa.
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Como las ecuaciones de la capa limite deben resolverse considerando las
caracteristicas geométricas de la pala, entonces deben ser escritas en coordenadas curvilineas
generalizadas. Los dos ejes coordenados que describen la superficie tridimensional de la pala
se denominan coordenadas de la capa limite.

Una vez que los perfiles de velocidad desarrollados dentro de la capa limite han sido
determinados, puede calcularse la distribucion de la tension de corte sobre la pared, y
consecuentemente, se puede determinar la friccion viscosa sobre la superficie. Esta Ultima
debe ser adicionada a la resistencia inducida, originada por un cuerpo de envergadura no
infinita y calculada bajo condiciones inviscidas.

Estos resultados se restringen al desarrollo de una capa limite tridimensional que
resulta adherida a la superficie del cuerpo, dado que una separacion extensiva de la capa limite
sobre la superficie del cuerpo conduce a un gradiente de presiones cuya distribucion sera

diferente de aquél determinado bajo condiciones no viscosas.

4.2. ANTECEDENTES

Tal como lo establecen Zhang y Lakshminarayana (1990), es necesario el desarrollo
de técnicas de prediccion que puedan resolver flujos en proximidad de superficies para el
disefio y el andlisis de turboméaquinas. Consecuentemente, las técnicas tipo capa limite
resultan esenciales para desarrollar un método rapido y preciso para predecir el
comportamiento de las capas viscosas sobre las palas de rotores, las cuales se ven ademas
sujetas a fuerzas centrifugas y de Coriolis.

Los codigos basados en la resolucion numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes
no serian capaces de resolver eficientemente estas capas viscosas debido a las limitaciones
impuestas sobre el mallado. En general, estas soluciones también resultan mucho mas costosas
en términos de recursos computacionales y si bien son capaces de simular la fisica de un flujo
muy complejo (por ejemplo, en la presencia de flujos con interaccion intensa o con
separacion), presentan una baja capacidad de resolucién debido a las restricciones en la
cantidad asequible de puntos en la grilla computacional. Por otra parte, su implementacion no

siempre resulta esencial cuando se trata de analisis y disefio.
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En el caso de palas de turbomaquinas, las fuerzas centrifuga y de Coriolis debidas a
la rotacion, combinadas con los gradientes de presion y las fuerzas viscosas, causan que el
flujo resulte tridimensional, aun sin considerar los efectos de una envergadura finita de pala.
Dichas fuerzas centrifuga y de Coriolis contribuyen particularmente al desarrollo de la capa
limite e influyen su comportamiento, generando un flujo cruzado dentro de la capa viscosa,
cuya magnitud depende de la velocidad de rotacion y de la geometria del rotor.

En la capa limite, se denomina como componente cruzada del flujo a la componente
gue se encuentra a angulos rectos respecto de la direccion de la linea de corriente del flujo
exterior, el cual es considerado como no viscoso. Este flujo cruzado también es denominado
como transversal 0 como secundario. La representacion esquematica de estas corrientes dentro
de la capa limite es mostrada en la Figura 4.1. El flujo transversal causa que la direccién de las
lineas de corriente proximas a la superficie se desvie, a veces considerablemente, de la
direccion seguida por la linea de corriente para el flujo del extremo superior de la capa
viscosa. Tanto sobre la superficie, como también en el borde superior de la capa limite, ese

flujo cruzado es nulo.

flujo cruzado o secundario corriente principal

Figura 4.1 Representacion esquematica de los flujos principal y cruzado (también

denominado secundario) en una capa limite tridimensional.
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Con la necesidad de desarrollar técnicas mejoradas que puedan proveer una detallada
resolucion de los efectos viscosos tridimensionales proximos a la superficie de las palas de las
turbinas, se aplica entonces el concepto de aproximacién zonal (Anderson, 1985),
considerando la existencia de una delgada region proxima a las superficies, dominada por las
fuerzas de presion, las fuerzas viscosas y las fuerzas de Coriolis, y donde resultan validas las
hipotesis de la teoria de la capa limite. Este analisis zonal requiere de los siguientes tres
analisis: la construccion de un sistema coordenado general no ortogonal, el célculo de las
condiciones de contorno para la capa viscosa a partir de una distribucién conocida de las
presiones estaticas, y la resolucion de las ecuaciones de la capa limite tridimensional para la
prediccion del crecimiento de la capa viscosa bajo las condiciones de flujo prescritas.

Las ecuaciones de la capa limite tridimensional han sido estudiadas numéricamente
por varias décadas, periodo durante el cual la capacidad de obtener soluciones numéricas ha
avanzado desde resolver ecuaciones para perfiles semejantes sobre formas geométricamente
simples hasta la actual posibilidad de resolver las ecuaciones para los perfiles no semejantes
sobre una configuracién geométrica compleja.

Por otra parte, muchas técnicas previas destinadas a la prediccion del desarrollo de
las capas limites tridimensionales sobre las palas de turboméaquinas se basaban en técnicas
integrales o en el supuesto de que el flujo cruzado sea pequefio, con lo cual desacoplaban las
dos ecuaciones para la cantidad de movimiento.

Asimismo, como lo reconocen Cebeci et al. (1981), si bien la mayoria de los
problemas concernientes a capas limites se corresponden con capas viscosas turbulentas donde
la transicion tiene lugar prontamente, es importante para el estudio de estos problemas
procurar una metodologia precisa para la determinacion de la capa limite laminar que se

genera hasta que tiene lugar la transicién a capa limite turbulenta.

Entre los primeros intentos de resolver una capa limite tridimensional sobre una
superficie en rotacion se encuentra el trabajo de Fogarty (1951) quien consideré el caso de una
capa limite laminar desarrollada sobre una placa plana que rota en su plano, alrededor de un
eje de rotacion perpendicular a su borde de ataque. La solucién presentada resulta valida en
una region alejada del eje de rotacién, por lo cual este modelo analiza solamente lo que
equivaldria a una porcién de pala de envergadura infinita que se encuentra a varias longitudes
de cuerda de distancia desde su eje de rotacion. En su simplificacion, resulta valido el

principio de independencia con respecto a los flujos segun cuerda y segun envergadura.
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Consecuentemente, las ecuaciones del movimiento resultan tales que la componente de
velocidad segln cuerda resulta independiente de la componente segun envergadura originada
por la rotacion, y entonces la linea de separacion no resulta afectada por dicha rotacién. Por
otra parte, esta teoria no es valida més allé de la linea de separacién laminar.

Posteriormente, Tan (1953) extendio el trabajo de Fogarty presentando una solucion
mediante series, la cual resultaba valida en la regién proxima al eje de rotacion.

Dado que la pala de la turboméaquina axial esta torsionada de tal modo que el angulo
de ataque tiene un valor especificado, variando generalmente a lo largo de la envergadura, el
siguiente paso de analisis resultd la modelacion de la pala mediante superficies alabeadas
simples, como ser la superficie helicoidal.

Asi, Miyake y Fujita (1974) evaluaron el desarrollo de la capa limite laminar sobre
una pala delgada de una turbomaquina axial, representada mediante una superficie helicoidal,
sin carga, embestida por una corriente uniforme. En este analisis la pala rotante se encuentra
torsionada alrededor del borde de ataque, de tal modo que el angulo de ataque resulta nulo a lo
largo de todo el borde de ataque. Asimismo, asumieron que la pala era infinitamente larga y
no consideraron el efecto del cubo sobre el flujo en la capa limite. Con la finalidad de analizar
los efectos tridimensionales, adoptaron una configuracion de pala helicoidal bajo una
velocidad constante sobre cada elemento de pala, siendo entonces la distribucion de presiones
constante en todo el campo fluidodinamico. El sistema coordenado curvilineo utilizado era
ortogonal solamente sobre la superficie de la pala. La técnica empleada se basd en la
obtencion de una solucion en series, compuesta por grupos de funciones similares.

El modelo de pala helicoidal fue también adoptado por Morris (1981), quien
describi6 el desarrollo de una capa limite laminar sobre una pala helicoidal torsionada, en
rotacion, donde la seleccion de la geometria y las condiciones de la corriente libre se
establecieron de modo que resultara un flujo a incidencia nula en el borde de ataque y con una
distribucion de presiones constante sobre la pala. La ecuaciones de la capa limite fueron
resueltas utilizando una doble expansion en series de potencias de la distancia medida desde el
borde de ataque y del coseno del &ngulo de torsion, determinando los perfiles de velocidades
segun cuerda y segun envergadura y la variacion del coeficiente de friccion sobre la
superficie. Las ecuaciones de gobierno fueron planteadas en un sistema coordenado ortogonal,
rotante, definido sobre la superficie de la pala. Mediante la introduccion de la definiciones de
las funciones de corriente para el flujo primario y para el flujo cruzado, arribd a sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias que fueron resueltas numeéricamente.
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Desarrollos posteriores han considerado efectos tales como los gradientes de presion,
la curvatura o la compresibilidad, si bien la incorporacion de estos factores no han alterado el
entendimiento alcanzado del comportamiento del flujo viscoso tridimensional mediante el

estudio de los modelos mas simplificados.

Tal como se ha establecido, primeramente se derivaron las ecuaciones de la capa
limite tridimensional en sistemas coordenados ortogonales. Sin embargo, tal tipo de sistema
coordenado es dificil de construir para describir una superficie arbitraria como la que
corresponde a la pala de un turbina, la cual incluye curvatura y alabeo. Consecuentemente, y
tal como lo establece Anderson (1985) en su trabajo, es deseable proponer un sistema
coordenado curvilineo no ortogonal, donde dos coordenadas yacen sobre la superficie de la
palay la tercera coordenada resulta normal a las coordenadas de la superficie (y por ende, a la
propia superficie). Debido a la rotacion de las palas, otro requerimiento del sistema
coordenado es que deba también rotar, de manera que la fuerzas aparentes (fuerza de Coriolis
y centripeta) aparezcan explicitamente en las ecuaciones de la capa limite. Por otra parte,
propone que las condiciones de contorno sobre el borde externo de la capa viscosa sean
obtenidos directamente a partir de datos experimentales o de resultados numéricos a partir de
las ecuaciones de Euler. La técnica empleada por Anderson se baso en representar el conjunto
de ecuaciones de gobierno en un sistema de ecuaciones en diferencias, acoplado y cuasi-
linelizado, el cual fue resuelto mediante un procedimiento iterativo.

Si bien no resulta aplicada a palas rotantes, la metodologia presentada por Wie y
Harris (1991) -que fuera especialmente disefiada para configuraciones tipo fuselaje- se basa en
la resolucion numérica de las ecuaciones de la capa limite tridimensional mediante un
procedimiento basado en la técnica de las diferencias finitas, con un esquema que resulta
independiente, desde el punto de vista de la estabilidad, de la direccién del flujo cruzado. Los
sistemas coordenados curvilineos utilizados son tanto un sistema no ortogonal definido a
través de la configuracion del fuselaje, como el sistema coordenado ortogonal definido por las
lineas de corriente del flujo potencial sobre dicho cuerpo. Como los autores lo aseveran, cada
sistema coordenado tiene sus particulares ventajas y desventajas. El primero es optimo desde
el punto de vista de la generacion de la malla y del control del espaciado de dicha grilla,
resultando también mas practico desde el punto de vista de la interrelacion con el flujo
inviscido, el cual es generalmente calculado en un sistema coordenado definido a través de la

geometria del cuerpo. Por otra parte, el sistema curvilineo basado en las lineas de corriente
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inviscidas es ortogonal y tiene la ventaja de presentar valores nulos para el flujo cruzado tanto
sobre la superficie del cuerpo como sobre el limite exterior de la capa viscosa. Sin embargo,
este sistema resulta dependiente del angulo de ataque del cuerpo, y la distribucion de lineas en
la malla, asi como el espaciado entre ellas, es dificil, si no imposible, de controlar.

En otro enfoque del problema, Mughal y Drela (1993) desarrollaron un método
numeérico para la resolucion de las ecuaciones de la capa limite tridimensional, en forma
integral, para mallas no ortogonales. Una interpolacion mediante cubic-splines fue
implementada para suavizar los valores medidos de velocidad de la corriente exterior.

Por su parte, Karimipanah y Olsson (1993) investigaron los efectos de la rotacion y de
la compresibilidad sobre las capas limites de las palas de compresores transonicos. Para ello,
adoptaron un sistema coordenado cuasi-ortogonal, a lo largo del sistema de lineas de corriente,
del flujo externo. Dicho sistema se encuentra fijo a la superficie de la pala y rota con la
misma. Las ecuaciones de la capa limite son integradas, con la finalidad de determinar la
variaciones del espesor de cantidad de movimiento y el coeficientes de friccién de la capa
viscosa.

Asvapoositkul y Zangeneh (1998) presentaron asimismo un método para la
determinacion de capas limites tridimensionales en alabes de turbomaquinas. Mediante una
aproximacion en diferencias finitas en un sistema coordenado curvilineo fijo a las palas, las
ecuaciones de la capa limite no estacionaria fueron resueltas en el tiempo, hasta alcanzar la
solucion correspondiente al estado de régimen permanente. En el sistema de ecuaciones de
gobierno, todos los factores de escala se calcularon sobre la superficie de la pala. Las
ecuaciones de la capa limite fueron resueltas en un sistema coordenado curvilineo no-
ortogonal, donde dos coordenadas se ubican sobre la pared, mientras que la tercera
coordenada representa la distancia medida normalmente desde la superficie. En la modelacion
numérica utilizada, las derivadas espaciales en direcciones paralelas a la superficie presentes
en las ecuaciones de cantidad de movimiento fueron discretizadas mediante un operador
contra-corriente (upwind) explicito, de segundo orden, mientras que las derivadas espaciales
normales a la pared se utiliz6 un operador implicito, de segundo orden, representado por un

esquema en diferencias centrales.
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4.3. FORMULACION MATEMATICA

4.3.1. Ecuaciones generales del movimiento. Definicion del sistema de coordenadas.

Las ecuaciones que gobiernan el flujo laminar, isotérmico y estacionario de un fluido
newtoniano sobre una pala en rotacion, en donde se desprecian los efectos gravitatorios y de
compresibilidad, son mostradas en el sistema (4.1-2). Dicho sistema esta representado por

ecuacion de continuidad (4.1) y por la ecuacion de la cantidad de movimiento (4.2):

V-(V)=0 (4.1)

(V-9)V+ 29p—v V2 V-4 285V -+ 0x(G3x7) = 0 (4.2
P

dondeV es el vector velocidad relativa con respecto a la terna no inercial, Q) es el vector

velocidad angular relativo al sistema inercial, ¥ denota las posiciones de las particulas

relativas a la terna movil, y siendo p y v, respectivamente, la densidad y la viscosidad

cinematica del fluido, las cuales son asumidas constantes. El término 2QxV es denominado
aceleracion de Coriolis y el término f)x(éx?) representa a la aceleracion centripeta.

En el presente problema, el sistema coordenado rotante, el cual se encuentra fijo a la
pala en rotacion, esta representado por (X},X% X% = (X,Y,Z), donde Z(+) coincide con la
direccién del viento y el eje de rotacion de la turbina, X(+) esta definido a lo largo del borde
de ataque de la pala, y la definicion de Y(+) resulta a partir de la definicion de un sistema
coordenado ortogonal derecho. En este sistema coordenado, denominado global, los versores

se encuentran definidos por ﬁl;iz;is}z {éx;éY;éz}. En el sistema global ortogonal, los

vectores velocidad y posicion se definen mediante

V(X,Y,Z) =V, + Vi, + V3, U8, + V&, + W&, (4.3)

F =X, + X%, + X¥i, =X&, + Y&, +Z8&, . (4.4)

Por otra parte, y debido a la naturaleza del presente problema, se define asimismo un
sistema coordenado curvilineo. Este ultimo, denominado local, es representado por una terna
adherida a la superficie de la pala, por lo cual no resulta necesariamente ortogonal. Este

sistema esta definido genéricamente por (x*,x%x°).
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Los sistemas coordenados global y local se encuentran esquematizados en la Figura
4.2.
La relacion entre las bases de los sistemas local y global esta dada en la ecuacion

(4.5), en donde {gl;gz;gs} representa la base natural (o vectores base covariantes) del

sistema curvilineo local, los cuales no son necesariamente unitarios. En particular, en el

sistema local, los versores estén representados por €, ;€, ;és}.

[oxt oax?  ox3 |
oxt ox* oxt

: g i
5 - 9Xs b, Ji ol axe axe || (4.5)
g = i ij I L€, 9,1= 2 2 2 N2 ¢
0X - OX° OX° 0Ox° ||+
03 I3

oxt  ox* ox®
| ox® ox® ox’ |

A partir del analisis tensorial, Malvern (1969) y Aris (1962), resultan las siguientes

componentes del tensor métrico covariante,

S oX" oX" ) . (4.6)
=0 -0. = . . i=123 =1,2,3
9;=0: -0, Z; o I )
siendo los versores
- g, 0 . 4.7
e =9 9 (i=1,223) h. =g, (nosumar), (4.

.= =
Vi hi
donde h;, h, y h; denotan los factores de escala, siendo también denominados métricos.

En el sistema curvilineo resulta
V=V, +v3g, +vG, =u'é, +u’é, +u’e, (4.8)
donde las V' representan las componentes contravariantes y las u' representan las componentes

fisicas del vector velocidad en el sistema coordenado curvilineo, siendo

TURNTL (4.9)
Vi=—=— (no sumar).

Ja, n

Por otra parte, la relacion entre las componentes contravariantes del vector velocidad

en el sistema curvilineo local y las mismas en el sistema ortogonal global, estan dadas por

v :[aij]TVj :[aji]vj [aij]:[bij]‘l. (4.10)
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Particularmente, en el siguiente analisis, x' representard la coordenada segin
envergadura, x* la coordenada segun cuerda, y x° la coordenada que se dirige desde la
superficie de la pala hacia el flujo, tal como se muestran en la Figura 4.2. Las componentes de

los vectores posicion y velocidad en el sistema curvilineo se redefinen como

X=X e, =€, u=u
w3 A —A 3
z=x" é, =6 w=u'

Con la presente redefinicion, la direccion x es definida sobre la superficie del perfil,
dirigida desde el borde de ataque al borde de fuga de la seccidn alar, en correspondencia con
la componente u de la velocidad. La direccion z apunta a lo largo de la envergadura, dirigida
hacia la punta de la pala, en correspondencia con la velocidad w. Finalmente, la direccion y
representa la direccion saliente desde la superficie, sobre la cual se define la componente v del
vector velocidad. Es justamente, a partir de esta definicion, que la coordenada y resulta

relacionada con el espesor de la capa limite. De las definiciones dadas, resulta

V=wg +ué, +vé,=w8,+ué, +Vvé,. (4.12)

4.3.2. Ecuaciones de la capa limite laminar y estacionaria en coordenadas curvilineas

no-ortonormales

Bajo las condiciones usuales de andlisis de los 6rdenes de magnitud de las variables
del problema, Schlichting (1972) y Panton (1984), la capa viscosa es considerada muy delgada
cuando resulta comparada con las distancias segln cuerda y envergadura sobre las cuales se

desarrolla, resultando

O(v) << O(vu? +w?)

ol ool

(4.13)
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Figura 4.2 Geometria de la pala y sistemas coordenados global y local.
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Entonces, a partir del analisis de érdenes de magnitud del sistema de ecuaciones (4.1-

4.2), previa transformacién de las mismas mediante la aplicacion de un dominio en

coordenadas curvilineas generalizadas, resultan las expresiones (4.14) a (4.16) de las

ecuaciones de gobierno, las cuales presentan una formulacion semejante a las dadas por

Anderson (1985) y Karimipanah y Olsson (1993) y cuyos pasos de obtencion se encuentran

desarrollados en el Apéndice 2.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Se destaca que:

se considera la capa limite en un flujo tridimensional, laminar, isotérmico y
estacionario de un fluido viscoso de tipo newtoniano,

el sistema de ecuaciones (4.14-4.16) es expresado en componentes fisicas
contravariantes en un sistema coordenado curvilineo generalizado solidario con la
pala rotante,

las ecuaciones que describen la conservacion de cantidad de movimiento retienen las
aceleraciones convectiva, centripeta y de Coriolis, el gradiente de presion y el
laplaciano de la velocidad,

por generalizado se entiende un sistema coordenado cuya base no es ortonormal,
siendo el coeficiente métrico g2 = 0, ni homogeénea y

por homogénea se entiende una base cuya orientacion en el espacio euclideo R3 es
constante.

Asi, estas ecuaciones de gobierno son:

Ecuacioén de continuidad:

414
LW L LY WKy + UKy =0 (4149
h, 6z h,ox h,oy

Ecuacion para la cantidad de movimiento segun envergadura (z):

W oW uaw VOW Wy OWyy  Upy OWyy

—_—— +
h, 0z h, ox h oy h, oz h, 0x

+H(WW=W W JK 5 + (WU=W g Uy JK 1+ (UU = U g U g )K 0 — (4.15)

| o*w
933[ 12( _W)+h1h2(UNv_U)](hsassg)_L{ 2}:0
90 O3 | OY
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Ecuacion para la cantidad de movimiento segun cuerda (x):

ﬂa_u_i_la_u_i_ia_u_WNV auNV _ uNV auNV
h, oz h,ox h,0y h, oz h, ox

+

+ (WwW =W\ W, K, + (WU =W Uy K gy + (UU = U Uy )K g — (4.16)

g v | d%u
-2 ﬁ[hlhz(W_WNv)"'glz(u _uNV)](h3a3SQ)__|: 2}20
90 1 L OY
donde Q denota a la velocidad angular de la turbina. El gradiente de presion se encuentra ya
incluido en las ecuaciones de la cantidad de movimiento dado que es impuesto por el flujo no
viscoso. Particularmente, el gradiente es resuelto a partir de las ecuaciones generales para la

cantidad de movimiento bajo la condicidn que, sobre el borde externo de la capa limite,

4.17
20 oW _, (4.17)
oy oy
y sabiendo que
Vi =Wy &, + Uy &, +V,y &, (4.18)

representa la velocidad del flujo inviscido sobre el borde superior de la capa viscosa, en el
sistema coordenado curvilineo, donde el subindice NV corresponde a no viscoso.
Los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (4.14) a (4.16), los cuales consideran

las caracteristicas geométricas de las secciones de pala y actian como simbolos de Christoffel,
resultan,

+ —

Klo:% (hz)z_& 12 ahl_%agu"'hlhzahz % 1 a_hs (4.19)
s (h,) |02 h, 0z 8z gy hih, 0z

Km:%{(hl)z_g_o ! é‘hz_ﬂagmmlhz@_mﬁia_m} (4.20)

Jo I3 (h2)2— ox h, OX OX  gg hsh, OX
K :% 95 ahl +ah1 _iaglz (421)
111 ] 12 (h1)2 0z ox h, oz
Oa: g, ) |oh, oh, (4.22)
KlZl = hth 1+ _— _2912
9o h1h2 0X 0z

83



221 —

K _gﬁhl{agn_h ahz_giahz} (4.23)

90 ox 298z h, ox
K =gﬁhz{ag” —n, 2 _gia_hl} (4.24)
90 0z OX hl oz
2 425
_g33 h-h ng 8h2 ahl ( )
K122 =it 1+ —=— _2912_
9o hlh2 o0z O X
933 g,, oh, aoh, 1 99, (4.26)
Koo =—"01, 3 + - .
0 (hz) 0X 0z h2 OX

4.3.3. Geometria de la pala

En el presente caso, el perfil se encuentra definido por un segmento de arco circular
con longitud S, cuerda ¢, maxima ordenada h, y radio de curvatura R. En el sistema ortogonal
global, las coordenadas de la superficie de la pala (Xs,Ys,Zs), se relacionan con el sistema

local, el cual esté fijo a la superficie de la pala y siguiendo ese contorno, mediante

X =12
Ys =2Rsin(6/2)cos y=0 (4.27)
Z,=2Rsin(0/2)sinf
donde
X 1 0* (n ¢!
0=— =o(z)+—(0*-0 — =arcsin| | — +—
X pmemeiern KC 4h” .

H<z<B 0<0<06* 0<x<S

y ¢(z) denota la torsion geométrica de la pala. En el presente anélisis, este angulo se define

como

o(z) = arctan(ﬁ] —a.(2), (4.29)
Qz
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donde V, representa a la velocidad del viento sobre el disco que representa la turbina eolica en
rotacion, velocidad que es menor que la correspondiente al viento no perturbado por la
presencia de la turbina y o denota el &ngulo de ataque local, medido desde la cuerda.

Sobre la superficie de la pala resulta

g, =(@,—2Ro'sin(06/2)sin B,2Re'sin(6/2) cos B)

gz =(0,cosy,—siny)
g, = (-Ro'sind,siny,cosy) (4.30)
0" do
=0-¢(z)-— i 4
Y ¢(2) > (0} &

donde g, fue determinada, por conveniencia, mediante el producto g,xg,. Tal como lo

muestran los siguientes elementos covariantes del tensor métrico,

gy, =(h,)? =1+4R*(¢')*sin?(6/2)
92 :(h2)2 =1
93 = (h3)* =1+ R?(¢")*sin’0
01, =92 =—2R¢'sin*(6/2)
U13 =031 =0 =03 =0

(4.31)
9o = det [0i] = 933[011.9 22 — (9 12)°] = (9 33)°

g, resulta normal tanto a g, como a §,. Sin embargo, para la configuraciones propuestas

tanto para la seccion como para la geometria de la pala, g, y §,no resultan ser vectores
perpendicular entre si, dado que gi2 no es nulo.
4.3.4. Transformacion del dominio fisico

Con la finalidad de ajustar un dominio computacional regular al dominio fisico que
presenta una forma no regular debido al crecimiento de los espesores en el desarrollo de la

capa limite, se definen nuevas variables adimensionales (&,n,£), siendo

E=8(x) =

”n|x

y (4.32)
f(x,z)’

z
£=4(2) =1—E

n=n(x,y,2) =
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Consecuentemente, esta transformacion conduce al establecimiento de un dominio

computacional regular definido por

0<éx<l

0<n<1 £, =H/B (4.33)
0<¢<1-¢,

donde ¢ o representa la razon entre el radio del cubo, H, y el radio de punta de pala, B. Por otra
parte, C crece en sentido contrario a z, desde la punta hacia la raiz de pala, de acuerdo con el
crecimiento de la capa limite a lo largo de la envergadura de la pala.

En particular, f (x,z) considera el crecimiento del espesor de la capa limite con una
ley similar al desarrollo de la capa limite bidimensional de Blasius, adoptandose en

consecuencia la siguiente formulacion,

X (4.34)
1+ (Qz/V, )

f(x,z)=4C, +C,

donde el signo (+) corresponde al extrados del perfil, donde y es positivo, mientras que el
signo (-) corresponde al intradds, donde y es negativa. Esto es ilustrado esquematicamente en

la Figura 4.3.

y n=1 fx2)=Ct G X N[1+ (QzIVo)]

n=y/f(xz)

x=0
é:o =
n A n=y/f(x,z)
I
-l ———— - - — - - - - - - - - - - - l_
n=t T e=x/s
AE = cte E
An = cte E c=zIB
1
‘rl:O C :
—O —
£=0 g=1 =

Figura 4.3 Dominio fisico y dominio computacional.
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Asi, n = 1 representa una distancia medida desde la superficie de la pala que debe
superar al denominado espesor de la capa limite, si bien este ultimo esta indeterminado a
priori. Las coeficientes C; y C, son constantes dimensionales positivas que tiene por finalidad

ajustar los valores de la funcion f (x,z) para cada problema especifico.

4.4. ECUACIONES DE GOBIERNO DE LA CAPA LIMITE

Mediante la introduccién de las nuevas variables adimensionales, las ecuaciones de la
capa limite (4.14-16) resultan,
Ecuacioén de continuidad:

1 8_u+ﬁ8_u+ﬁﬂ+kl ow 1 ow (4.35)
h,S0¢ h,on hy;onm h, on hB oL

Ecuacion para la cantidad de movimiento segun cuerda (x):

——— WL ruErv S

1 udu [ k, k ksJau Lwou_ 1 Uy Uy 1 Wy Oy

h, S ¢ h, h, h,)on h,Bo¢ h, S 8 h, B &
+ (WW_WNVWNV)KlIZ + (UW - uNVWNV)i(lZZ + (UU _uNVuNV)KZZZ - (4 36)
g (ky)* | 0%u
o [hth(W_WNV)+912(u_uNV)]a3SQ_V; A 2 =0
V90 U3 [0
Ecuacion para la cantidad de movimiento segun envergadura (z):
Luow (kK ke oW 1 wow 1 U Wiy | 1 Wiy OWy
h, S 8¢ h, h, hy)om h,BdC h, S a8 h, B &
+(WW =W W, JK; +(UW —U (W )K,, + (UU—U (U K, — (4.37)
NV NV 111 NV NV 121 NV~ NV 221

k,)? | 82w
_zgi[glz(WNv _W)"' hth(uNV - u)]a339_vﬁ{—}:0

\/a O | ON°

donde los coeficientes provenientes de la transformacion del dominio son
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K on K on K _on_ 1 (4.38)
1 2 3 -
0z oX oy f(&.0)

y, en el caso particular de un perfil de arco circular, los métricos se expresan genéricamente

como
hl:hl(xlz):hl(g!g) hz:1 h3=h3(X,Z)=h3(§,C) (4-39)

resultando finalmente,

K. = 1 1_(h3) 6h1_giaglz +h_38h3 (4.40)
“(h,) (h,)? |2z h, oz h, oz
1 hl Ny g, 2%z ,p 9N (4.41)
0X 0X
_ 912 ng 1 8912 (4'42)
)? az 8x “h, oz
2 4.43
Ko = Ih,14] 22| |2 4
121 PR
(h,) h, ) | ox
K. = h, |09, (4.44)
" Lox
1 001 oh, gy, 0hy (4.45)
Ko = -h, -
(h,)? | 0z ox h, oz
T {ahl} (4.46)
122 =
(hy)* | Ox
K. —_ 9, 005 . (4.47)
222 (h3)2 aX
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4.4.1. Condiciones de Contorno

Las condiciones de contorno a aplicar a las ecuaciones diferenciales de la capa limite
representan fisicamente la condicion de no deslizamiento sobre la pared (4.48), denotando que
no existe velocidad relativa del fluido respecto de la superficie de la pala (n = 0), y el
requerimiento de que el flujo viscoso se ajuste a la corriente (asumida no viscosa) que fluye
suficientemente lejos de las superficies de la pala (n = 1), representada por la condicion
(4.49).

u(€0,6)=0 0<e<1
v(£0.6)=0 {oscsl—co (4.48)
W(z0,0) =0 |

UELC) =y (6,0) =F,[Uw (X,Y,2),V\y (X, Y,Z), Wy, (X, Y,2)]
W(ELL) =Wy (6,0) =F,[Uw (X, Y,2), Vi (X, Y, 2), Wy, (X, Y, 2)]
(4.49)
0<e<1
{03@31—@

donde Uny, Vnv Y Wiy representan las componentes de velocidad correspondientes al flujo
inviscido, en el sistema coordenado global adherido a la pala, (X,Y,Z), transformacién que es

llevada a cabo mediante la ecuacion (4.10).

45. TENSOR DE TENSIONES VISCOSAS LAMINARES

Sea [1] el tensor (de segundo orden) de tensiones viscosas en flujo laminar, definido

mediante
[(]=0n3"5" =2™5,,3, o™ |=lg, ] (4.50)

mediante sus componentes covariantes y contravariantes, las cuales verifican,

respectivamente, las siguientes relaciones,

Tmn :Zqun Trs :ZugmrngDmn (451)
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donde p denota la viscosidad absoluta del fluido y D, representa los elementos covariantes
del tensor velocidad de corte, el cual, para un flujo laminar estacionario e incompresible de un

fluido Newtoniano, resulta

(4.52)

S

y donde los gradientes de velocidad estan representados por la derivada covariante de las

componentes covariantes, v, tal que

oV, { k } (4.53)
= — Vv,

m|” ox" |m n

y donde las componentes covariantes estan relacionadas con las componentes contravariantes

de la velocidad mediante

Vi =0 V' (4.54)
y
k _g_kl 8gnl +aglm_agmn (455)
mnj 2lox™ ox" ox

representa los simbolos de Christoffel de segunda clase.
Finalmente, luego de cierta manipulacion de las ecuaciones (4.50) a (4.55) y de la
sola consideraciéon de los términos con Grdenes de magnitud relevantes, las componentes

fisicas no nulas del tensor de tensiones viscosas resultan,

u oOw u ou (4.56)

Ty =Ty ==~ Ty =Ty = F— -
T Jog, 9y Y Jug Oy

Luego, considerando la misma transformacion llevada a cabo anteriormente, se
introduce la previamente definida coordenada adimensional normal a la superficie, n, segun
(4.32), por lo que las componentes fisicas no nulas del tensor de tensiones viscoso se rescriben
como

uk, ow uk, ou (4.57)
Tye =Ty =77 Tyx =Ty = K-
hy dn hy on
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46. MODELACION NUMERICA

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y acopladas (4.35-37) es
discretizado mediante una representacion en diferencias finitas, utilizando el esquema zig-zag
de Krause (ver Apéndice 5), considerando constantes a An, A§ y AC, en una formulacion
centrada en (i+1/2,),k) para las ecuaciones de la cantidad de movimiento y en (i+1,j-1/2,k)
para la ecuacién de continuidad, segun las recomendaciones de Anderson et al. (1984), donde
(i,j,K) denotan los indices segun las coordenadas adimensionales (&,1,C), respectivamente.

Las ecuaciones algebraicas no lineales resultantes se reorganizan en un sistema
tridiagonal, tal como el presentado en (4.58). Las ecuaciones linealizadas son resueltas de
manera secuencial e iterativa, con la finalidad de actualizar los coeficientes, mediante la

utilizacion del algoritmo de Thomas presentado en Anderson et al. (1984),

{AJuit, +{DJuii +{Bjuil, ={C,}  de(4.36)
(A Wit +{Dbwiy +{B,}wi'i, ={C,} de(4.37) (4.58)

A} Vi H{Da} Vi +{Ba} Vi, = {Cy} de (4.35)
siendo 2<i<(N; -1), 1<k<(N, -1) y 1<j<(N; -1), y donde Ni, Nk y N; representan el
numero de divisiones en cada coordenada, por lo cual

AE=1/N, AL=(1-C,)/N, An=1/N;. (4.59)

Dado que tanto el borde de ataque (i = 0), como la punta (k = 0) de la pala (cuya
superficie resulta definida por j = 0) representan discontinuidades matematicas para las
componentes u y w de la velocidad local, una condicion inicial debe ser especificada,

habiéndose adoptado los siguientes supuestos

u(0,n>0,8) =u,, (0,8 u(0,0,¢) =0 0<e<1 (4.60)
w(En>0,0)=w,(&0) {W(QO,O):O {OS(ZSl—Co

Por otra parte, se propone una aproximaciéon tipo Karman-Pohlhausen para la
descripcion del perfil de velocidades en la capa limite cuando i = 1, debido a los

requerimientos de linealizacién de los términos no lineales en i = 2.
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Los términos no lineales provenientes de los términos convectivos que aparecen en
las ecuaciones de cantidad de movimiento se linealizan evaluando los términos de velocidad

que aparecen como coeficientes de las derivadas mediante las siguientes aproximaciones:

i+1 i i-1 i+1
Ujil, ® (2uj, - uj,k)‘o Wik

~@wl, —wih)| 2<i<N, (461)

y solamente para la primera iteracion (n = 1).

Para dicha primera iteracion, los valores “iniciales” adoptados (n = 0) para la
distribucion segun cuerda de la velocidad corresponden a perfiles de Karman-Pohlhausen para
capa limites sin gradiente de presion. Para la distribucion de velocidad segun envergadura, los
perfiles iniciales se adoptaron a partir de la formulacion presentada por Pai (1956) para el
problema de una placa plana que rota en su propio plano.

Luego de la primera iteracion, y hasta la iteracion n = nps, 10s términos no lineales

son calculados a partir de las aproximaciones,

i+1 i+1 i+1
Uik |y = Yik j

ik

n>1 2<i<N,. (462

n

Es decir, estos son actualizados a partir de los resultados obtenidos en la iteracion previa.
Por otra parte, con la finalidad de determinar la tension de corte en la pared, las
derivadas espaciales de la velocidad en la ecuacion (4.57) son discretizadas mediante el

siguiente esquema en diferencias finitas, no centrado y de segundo orden

ow (x,0,2) 1 [ 3w(x,0,2) + 4W(x, An, z) - W(x,2An,2)]  &=0](An)?]

on 2An

a_u(X,O, z) zi[— 3u(x,0,2) + 4u(x, An, z) — u(x,2An, z)] . O[(An)z] (4.63)
on 2An

dado que las representaciones numéricas son evaluadas sobre la superficie de la pala, por la

condicion de no deslizamiento, resultan

u(x,0,z) =w(x,0,2) =0. (4.64)
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4.7. EJEMPLO

A modo de ejemplo, se evalua el desarrollo de la capa limite tridimensional sobre una
pala torsionada conformada por perfiles delgados de arco circular de cuerda constante, c, y
flecha h. Dicha pala es evaluada para la configuracion geométrica y bajo la condiciones de

operacion siguientes:

cuerda, ¢ =0,125m

flecha adimensionalizada, h/c = 0,02

radio de la pala en raiz, H = 0,25 m

radio en la punta, B = 1,50 m

longitud de la pala, b=1,25m

densidad del aire, p = 1,2 kg/m®

viscosidad del aire, p = 1,8-10° kg/(m.s)
viscosidad cinematica del aire, v = 1,5:10° m%s
velocidad no perturbada del viento, V,, = 12,0 m/s
velocidad del aire sobre el rotor, Vo = 8,4 m/s

velocidad angular de la turbina edlica, Q = 28 s™
razon de velocidades en la punta, oo = (Q2B)/V,=5,0

C,=0,0001 m
C, = 0,0134 m*?

La distribucion de velocidades en proximidad de la pala, en el sistema coordenado
global y para sus componentes (Unv,Vnv,Wnv), ha sido obtenida bajo consideraciones
inviscidas, como resultado de la aplicacion de la técnica de paneles descrita en el Capitulo 3.
Si bien la méxima discretizacion se ha realizado dividiendo tanto la envergadura como la
cuerda de la pala en 100 porciones iguales, con el fin de visualizar adecuadamente los grafico
se ha representado las soluciones correspondientes al caso de 25 divisiones idénticas sobre
cuerda y envergadura, representando asimismo esos resultados exclusivamente sobre el
extrados de la pala. Dichas distribuciones se muestran en las Figuras 4.4 a 4.7, donde se
incluye asimismo la distribucion del médulo de la velocidad no viscosa sobre el extradds de la

pala.
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flujo inviscido

[s/w]Aun

X[m]

Figura 4.4 Distribucion de la componente X de la velocidad inviscida, Uny, en el sistema global.

flujo inviscido

[s/w]Aun

X[m]

Figura 4.5 Distribucion de la componente Y de la velocidad inviscida, Vv, en el sistema global.
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flujo inviscido

[s/w]Aaupn

X[m]

Figura 4.6 Distribucién de la componente Z de la velocidad inviscida, Wy, en el sistema global.

flujo inviscido

[s/w] aweynsal Aup

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

X[m]

Figura 4.7 Distribucion de la velocidad inviscida resultante, en el sistema global.
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Mediante la transformacion entre las bases global y local, las distribuciones de
velocidad no viscosa sobre las superficies de la pala se reformulan para considerar las
direcciones segun cuerda y segun envergadura (X y z, respectivamente) del sistema curvilineo,
determinando las distribuciones de las componentes inviscidas uny Y Wny que se representan,
respectivamente, en las Figuras 4.8 y 4.9. Estas distribuciones de velocidad son una medida
del gradiente de presiones actuante sobre la capa viscosa, y por ende representan las
condiciones de contorno impuestas sobre el borde superior del dominio fisico para las
ecuaciones de la capa limite.

Dado que, para el caso de una placa plana de envergadura infinita que rota en su
propio plano con velocidad angular ® y sin movimiento de avance, el flujo no viscoso esta
representado por Vyy = ®X y Uny = -0Y, y como existe una similitud entre la placa plana
rotante y la pala torsionada rotante, deberia esperarse un comportamiento fluidodinamico
semejante. Por ello, y dado que el eje global X y el eje local z son practicamente paralelos, el
comportamiento de las distribuciones de las velocidades a los largo de dichos ejes debe
resultar semejante. Ello puede ser reconocido a partir de las Figuras 4.4 y 4.9, donde las
velocidades segun envergadura, Uny Y Wy, SOn representadas desde la raiz de la pala hasta su
punta para las 26 estaciones distribuidas desde el borde de ataque hasta el borde de fuga del
perfil. La discrepancia de los presentes resultados de los correspondientes a la placa plana en
rotacion se deben al efecto de torsion de la pala, por lo que la diferencia resulta mas acentuada
hacia la raiz de la pala, dado que la torsion también se incrementa hacia el eje de rotacion de
la turbina.

Por otra parte, y si bien la componente de velocidad local segun la cuerda, uyv,
muestra una distribucion practicamente lineal con la longitud segun la envergadura,
incrementandose desde la raiz hasta la punta de la pala tal como crece Vv, la distribucion de
unv resulta ligeramente méas compleja dado que involucra la variacion de velocidad por efecto
de la curvatura del perfil de arco circular que conforma la pala. Es como consecuencia de esa
diferencia de velocidades uyny entre extradds e intradds, que se genera una fuerza de

sustentacion sobre la pala.
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Flujo inviscido - sistema coordenado local (x,y,2)

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

z[m]

Figura 4.8 Distribucion de la velocidad inviscida segun cuerda, uny, en el sistema local.

Flujo inviscido - sistema coordenado local (x,y,z)

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

z[m]

Figura 4.9 Distribucion de la velocidad inviscida segun envergadura, wyy, en el sistema local.
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Para la modelacion numérica de la region viscosa, la superficie de la pala es
discretizada en 100x100 estaciones, en correspondencia con divisiones constantes tanto la lo
largo de la envergadura como a lo largo de la linea media del perfil, resultando
respectivamente Az = 0,0125 m y Ax = 0,00126 m. El ancho del dominio fisico, representado
por 8(x,z), es dividido en el correspondiente dominio computacional en 800 segmentos de
igual longitud, siendo entonces An = 0,00125.

Dadas las caracteristicas iterativas de la resolucion de los sistemas de ecuaciones
algebraicas no lineales, proveniente de la discretizacion de las ecuaciones diferenciales de
gobierno, se requiere de la propuesta de una solucion “inicial”, la cual es iterada hasta
verificar un determinado criterio de convergencia. Los perfiles iniciales de velocidad
propuestos para las distribuciones segln cuerda y segun envergadura se representan en las
Figuras 4.10 y 4.11, respectivamente, donde se muestran dichos perfiles sobre algunas
estaciones segun cuerda, considerando una posicién correspondiente al 80% de la envergadura
de la pala.

En las figuras siguientes se representan, para extrados, las distribuciones de las
componentes fisicas de la velocidad dentro de la capa viscosa, representada mediante las
componentes segln cuerda, u, y segin envergadura, w. Ambas componentes corresponden a
las velocidades relativas a la pala en rotacion. Dichos resultados se representan para cuatro
diferentes estaciones a lo largo de la envergadura alar, distancias medidas a partir de la raiz de
pala,

@) 90% (es decir, en proximidad de la punta de pala), Figuras 4.12 y 4.13,
(b) 80%, Figuras 4.14 y 4.15,

(©) 50% (a mitad de la envergadura), Figuras 4.16 y 4.17,y

(d) 20%, Figuras 4.18 y 4.19.

Por otra parte, las representaciones segun cuerda corresponden a distribuciones en el
espesor de la capa viscosa ubicadas a intervalos iguales a lo largo de las superficies del perfil,
desde una estacidn ubicada en proximidades del borde de ataque, x/S = 0,10, hasta el borde de
fuga, x/S = 1,00, considerando incrementos A(x/S) = 0,10.

Para el caso analizado, y con referencia a la distribucion de perfiles de velocidad
correspondientes al extrados, las distribuciones més alejadas del borde de ataque que son
representadas en las Figuras 4.12 a 4.19 corresponden a la posicion adimensionalizada
x/S = 0,96 dado que para x/S = 0,98 se presenta la separacion de la capa limite laminar. Sin

embargo no se observa, en el presente caso, separacion sobre el intradds del perfil.
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al 80% de la envergadura de pala

x 10°

1 S

u [m/s]

Figura 4.10 Perfiles iniciales para la velocidad segun cuerda, u, al 80%b.

al 80% de la envergadura de pala

x 10°

e

0.2

w [m/s]

Figura 4.11 Perfiles iniciales para la velocidad segun envergadura, w, al 80%b.
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al 90% de la envergadura de pala

x 10°

0,96

u [m/s]

Figura 4.12 Perfiles de la velocidad segun cuerda, u, sobre extradds, al 90%b.

al 90% de la envergadura de pala

x 10°

x/S

w [m/s]

Figura 4.13 Perfiles de la velocidad segun envergadura, w, sobre extrados, al 90%b.
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al 80% de la envergadura de pala

x 10°

u [m/s]

Figura 4.14 Perfiles de la velocidad segun cuerda, u, sobre extradds, al 80%b.

al 80% de la envergadura de pala

x 10°

w [m/s]

Figura 4.15 Perfiles de la velocidad segun envergadura, w, sobre extrados, al 80%b.
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al 50% de la envergadura de pala

x 10°

96

2.5

u [m/s]

Figura 4.16 Perfiles de la velocidad segun cuerda, u, sobre extradds, al 50%b.

al 50% de la envergadura de pala

x 10°

x/S

2.5

w [m/s]

Figura 4.17 Perfiles de la velocidad segun envergadura, w, sobre extrados, al 50%b.
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al 20% de la envergadura de pala

x 10°

u [m/s]

Figura 4.18 Perfiles de la velocidad segun cuerda, u, sobre extradds, al 20%b.

al 20% de la envergadura de pala

x 10°

2 T

w [m/s]

Figura 4.19 Perfiles de la velocidad segun envergadura, w, sobre extrados, al 20%b.
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La historia de la convergencia de los valores de las componentes del campo de
velocidad, para determinadas posiciones segln cuerda y envergadura, son mostrados en la
serie de Figuras 4.20, donde se muestran en escala logaritmica, la variacion de la diferencia de
la componente de la velocidad entre iteraciones sucesivas.

El crecimiento de la capa limite es facilmente reconocible a partir de dichas figuras
precedentes, donde si bien no se ha mantenido fija a la escala vertical, se observa el
incremento del espesor de la capa limite desde el borde de ataque hasta el borde de fuga, y
desde la punta de pala hasta la raiz de la misma. Dichas figuras también muestran que las
pendientes de los perfiles sobre la pared disminuyen a medida que el aire fluye desde el borde
de ataque al borde de fuga. Este efecto es aln mas pronunciado hacia la raiz, debido a las
relativamente bajas velocidades de dicha region, que al encontrarse proximas al eje de
rotacion, presentan menores velocidades tangenciales.

Finalmente, las Figuras 4.21 a 4.24 muestran la distribucion sobre la superficies de
extradds de las tensiones viscosas de corte, 7ty Y Ty,. Se observa que, en particular, tyx
muestra un comportamiento similar a la tension de corte para la capa limite de Blasius
(representado en la Figura 4.22), es decir, con un rapido decrecimiento desde el borde de
ataque para la primera fraccién de superficie, para posteriormente ir disminuyendo
paulatinamente hacia el borde de fuga de la pala. Asimismo, esta tension viscosa muestra un
lento decrecimiento desde la punta de pala a la raiz. Por su parte, la distribucion de t,, muestra
valores muy reducidos con respecto a los presentados por la distribucion de tyy. En
consecuencia, la contribucion de tyx y 1y, a la resistencia por friccion resulta relativamente
poco significativa.

De hecho, la comparaciéon con la formulacion de la capa limite de Blasius no es
estricta, dado que esta Gltima corresponde a un flujo con gradiente de presion nulo, (4.65.a),
pero en este caso se utiliza la expresién dada por Blasius, si bien modificandola para
considerar el cambio de la velocidad inviscida sobre el contorno superior de la capa limite
(4.65.b). Una comparacion mas adecuada se corresponderia, para cada gradiente de presion
local, con un valor particular del coeficiente 3 para la familia de soluciones semejantes de
Falkner-Skan. Si bien esto fue realizado en un numero discreto de posiciones, se vuelve

impractico si se lo realiza para cada punto de la superficie de la pala.
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convergencia w
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Figuras 4.20 Historia de la convergencia de las componentes u, v y w, respectivamente.
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tau yx [Pa] 7

103

= kW B

Figura 4.21 Distribucion de la tension cortante viscosa tyx sobre el extrados de la pala.
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Figura 4.22 Distribucion de la tension cortante viscosa tyx sobre el extrados de la pala,

considerando un flujo de Blasius casi equivalente.
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Figura 4.23 Distribucion de la tension cortante viscosa tyx sobre la pala

con un flujo de Blasius casi equivalente, para determinadas posiciones segun envergadura.
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Figura 4.24 Distribucion de la tension cortante viscosa ty, sobre el extradds de la pala.
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U (4.65.a)
o, (X)=0,332puU, |—=
\/ VX

Uy (X, 2) (4.65.b)

T4 (X, y=0,2) ~0,332p U, (X,2)
VX

De todas formas, se considera que la aproximacion utilizada es véalida, y tal como se
muestra en la Figura 4.23 se evidencia que en las porciones de superficie donde actlia un
gradiente de presiones favorable, la tension sobre la pared es mayor a la determinada por la
aproximacion a Blasius. Por otra parte, en la zona del gradiente adverso, la tension en la pared
disminuye por debajo de los valores predichos por la aproximacion al flujo de Blasius. En el
caso del flujo de Blasius no se presenta separacion alguna, pero por el contario, en el presente
problema la separacion del flujo en proximidades del borde de fuga de la pala se evidencia
dado que la tension sobre la pared se ha anulado. El presente ejemplo fue definido -tanto en lo
referente a la geometria de la pala como a las condiciones de trabajo- para obtener una capa
limite laminar extensiva que a lo sumo se separe en la Gltima porcion de la pala. En este caso,
la separacion tiene lugar alrededor del 97% de la cuerda.

Otras comparaciones presentadas con la finalidad de contrastar los resultados del
presente trabajo se refieren al espesor de la capa viscosa y a los espesores de desplazamiento y
de cantidad de movimiento de la capa limite. En las expresiones (4.66-68) se presentan las
correspondientes definiciones, basados en este caso solamente para la corriente dirigida segun
la cuerda, asi como los valores que tendrian estos espesores mediante la aproximacion al flujo

de Blasius, indicados mediante el supraindice 'B'.

5 [ vx
S(X,Z) = {y| U(X,y, Z) = 0,99uNV(X,Z)} o (X, Z) = 5,0 m (466)
- = [ vx
Sl(X,Z) :IO [1—U(X,y, Z)/UNV(X’Z) ]dy 81 (X,Z) :1,721 m (467)

8,(6,2)=[ U0y, 2) 1y, (62) J-u(x,y,2) Uy (x,2) Jdy

(4.68)
VX

8% (x,2)=0,664 |———— .
2 2) Uy (%, 2)

108



f(x,z) y espesores d, d1y d2

x 10°

XIS

Figura 4.25 Espesores de la capa viscosa y limite del dominio fisico

espesores d, d1y d2

x 10°
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espesor cantidad mov.

espesor de desplazamiento

espesor capa limite

Figura 4.26 Espesores de la capa limite sobre el extradds de la pala
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espesor delta 0.99

x 10°

L
|
1
4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
L
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xIS
espesor d - comparacion con Blasius

0.1

x 10°

Figura 4.27 Distribucion del espesor de la capa viscosa sobre el extrados de la pala

x/S
Figura 4.28 Comparacion del espesor de la capa viscosa con la solucién aproximada
a Blasius
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espesor de desplazamiento, d1

x 10"

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1

XIS

Figura 4.29 Distribucion del espesor de desplazamiento sobre el extradds de la pala.

espesor d1 - comparacion con Blasius

x 10"

XIS

Figura 4.30 Comparacion del espesor de desplazamiento con la solucion aproximada

a Blasius
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espesor de cantidad de movimiento, d2
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Figura 4.31 Distribucion del espesor de cantidad de movimiento sobre el extrados de la pala.

espesor d2 - comparacion con Blasius

XIS

Figura 4.32 Comparacion del espesor de cantidad de movimiento

con la solucion aproximada a Blasius
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Estos resultados se grafican en la serie de Figuras 4.25 a 4.32. En la Figura 4.25 se
verifica que el dominio fisico que define al dominio computacional es adecuado para la
resolucion numerica de las ecuaciones, dado que supera suficientemente al espesor de la capa
limite, ocupando el campo viscoso aproximadamente unos dos tercios del dominio fisico.

Consecuentemente con la aproximacion a la linea de separacion, los espesores
muestran un sabito incremento, superando localmente los valores de los espesores del modelo
aproximado de Blasius. Otro resultado evidenciado por la distribucion de los espesores de este
ejemplo, es que por la presencia de los gradientes de presion favorables sobre la primera mitad
de la pala, los espesores determinados numéricamente resultan menores que los propuestos
por el modelo aproximado al flujo de Blasius. Los gradientes de presion desfavorables de la
segunda mitad de la pala inducen el incremento de los espesores, valores que terminan
superando los correspondientes a la aproximacion al flujo de Blasius, para posiciones ubicadas
entre el 70 y el 80% de la cuerda local.

Es asimismo en la Figura 4.33 y en su detalle, Figura 4.34, que se observan las zonas
de separacion, dado que los angulos de las lineas de corriente limites definidas sobre la propia
superficie de la pala, (ver definiciones en Apéndice 1) se aproximan a los 90 grados en el
ultimo 5% de la cuerda local, denotando la proximidad de la condicion de tensiones t yx nulas
sobre la superficie. Por su parte, tanto la Figura 4.35 como su detalle, Figura 4.36, muestran el
comportamiento de las lineas de corriente del flujo inviscido, las cuales describen trayectorias
curvadas hacia la raiz de pala por la composicion de las velocidades del viento y de rotacion.

La transicion a capa limite turbulenta se predice cuando, de acuerdo al criterio de

Michel (Gandia et al., 1992), se satisface la siguiente relacion

(4.69)
Re,, >1,174(1+ 224OOJ Re

Re

X

donde Re 5, denota el nimero de Reynolds basado en el espesor de cantidad de movimiento de
la capa limite y Rex es el numero de Reynolds local, medido desde el borde de ataque de la

pala y considerando el flujo dirigido segln cuerda,

Re, = Uy, X/v (4.70)

X

siendo v la viscosidad cinematica del aire. En la Figura 4.37 se presenta la distribucién de este
ultimo grupo adimensional, y dado que no se satisface la relacion (4.69) el flujo sobre la pala

puede suponerse completamente laminar, premisa base del presente trabajo.
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v betal [grados]

Figura 4.34 Angulos de la linea de corriente limite sobre el extradds de la pala (detalle)

114



v hetas [grados]

-1
-2

v hetas [grados]

-1
-2

Figura 4.36 Angulos de la linea de corriente inviscida sobre el extrados de la pala (detalle).
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Figura 4.37 Distribucion del nimero de Reynolds local sobre el extradods de la pala.

4.8. CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo numérico de interaccion entre el flujo no viscoso y la
capa limite laminar con la finalidad de mejorar la representacion del flujo actuante sobre una
turbina edlica de eje horizontal. Modelos més realistas sirven de base a un disefio integrado
desde los puntos de vista aerodindmico y aeroacustico, con el objetivo de lograr secciones de
pala silenciosas. Adicionalmente, un mejor entendimiento de los fendmenos aerodindmicos
involucrados conlleva a un disefio de pala mas durable y eficiente, con la consecuente
reduccion efectiva de costos.

Los resultados presentados se restringen al desarrollo de una capa limite
tridimensional que esta adherida a la superficie de la pala, dado que una separacién extensiva
de la capa limite sobre la superficie del cuerpo conduce a un gradiente de presiones cuya
distribucién diferird del determinado bajo condiciones no viscosas. Asimismo, el presente
analisis considera un desarrollo exclusivamente laminar de la capa limite, considerandose a

futuro la inclusion de la transicion a régimen turbulento para el flujo en la capa viscosa.
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Dado que el desarrollo de la capa viscosa es gobernado por ecuaciones diferenciales
aproximadas (las denominadas ecuaciones de la capa limite de Prandtl) que ya no presentan la
caracterizacion eliptica de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles y estacionarias, el
analisis del flujo viscoso se realiza considerando a la pala individualmente. La presencia de
mas de una pala en la turbina origina un fenomeno de interferencia entre las palas -el cual sera
mas 0 menos pronunciado en funcion del nimero de las mismas-, pero este efecto es evaluado
mediante el analisis inviscido y resulta incluido en la condicion de contorno a aplicar sobre

cada borde exterior de las capas viscosas desarrolladas sobre cada superficie de cada pala.

De particular interés resulta comparar los resultados obtenidos para el campo de
velocidades relativo a la pala rotante con un modelo cuyo comportamiento fluidodindmico
estd conceptualmente relacionado con el presente estudio. Se trata del problema de la placa
rotante descrito por Pai (1956). En el mismo, el fluido en proximidades de una superficie
rotante es forzado a dirigirse en direccion radial hacia el exterior, dando lugar a un
denominado flujo secundario, originado por el hecho de que no existe un gradiente radial de
presiones que pueda balancear las fuerzas centrifugas. Este efecto también es observado en las
figuras para la componente de velocidad segun envergadura, w, donde se presenta una
reversion del flujo en proximidad de la pared, correspondiendo a valores positivos de esta
componente la direccion del flujo hacia la punta de pala.

Debe recalcarse que la reversion mostrada en las distribuciones de velocidad w no
representan una separacion del flujo. Si en lugar del sistema coordenado local utilizado, el
cual resultara definido por la geometria de la pala, se hubiera utilizado un sistema curvilineo
que siguiera a las lineas de corriente del flujo no viscoso, entonces los valores del campo de
velocidad secundario (que corresponderia a un flujo cruzado) deben ser nulos tanto sobre la
pared como sobre el limite externo de la capa viscosa. En consecuencia, para este Gltimo
sistema coordenado, el flujo secundario mostraria un comportamiento similar al flujo
semejante descrito por Fogarty (1951) para la capa limite (lI6gicamente, corresponde a un
modelo aproximado dado la no semejanza del problema més general) sobre una placa plana
rotante, o aun el flujo en proximidad de un disco infinito en rotacion (conocido como bomba
de von Karman y descrito por White (1991) y Panton (1984)), donde la componente cruzada

del flujo no presenta reversion alguna.
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APENDICE 1

CAPA LIMITE TRIDIMENSIONAL

Al.l. ECUACION DEL MOVIMIENTO RELATIVO A EJES MOVILES

La segunda ley de Newton establece la proporcionalidad, en una referencia inercial,
entre la fuerza aplicada y la resultante aceleracion de un sistema. Cuando el sistema es

representado por una particula fluida, esta ley se expresa mediante la ecuacion

. DV (6\7 - - a] - (AL.1)
pai=p—=p| —+ (V- V)V |=f

Dt ot
donde p es la densidad del fluido, V representa la velocidad de la particula y f es la fuerza
aplicada por unidad de volumen sobre la particula de fluido. La derivada sustancial del vector
velocidad representa la derivacion siguiendo el movimiento de la particula, con sus términos
local y convectivo.

Dado que la segunda ley de Newton es solamente valida si a es la aceleracién medida
con respecto a un sistema coordenado inercial (es decir, & representa una aceleracion absoluta)
la utilizacion de un sistema de referencia no inercial obliga la modificacion de la formulacion
de la mencionada ley.

Por ejemplo, en problemas que involucran flujos sobre superficies solidas moviles,
generalmente resulta conveniente seleccionar un sistema de referencia respecto del cual dicha
superficie solida se mantiene en reposo. En esos casos, la aceleracion de una particula de fluido
respecto de un sistema de referencia movil (que, en general, presenta un movimiento
combinado de traslacion y rotacion) diferird de aquélla medida con respecto a una terna
inercial.

Considerando que el sistema de referencia movil se caracteriza, desde un determinado

sistema de referencia inercial, por una rotacién con velocidad angular Q (t) alrededor de un eje
a través del punto origen de la terna mavil, el cual se mueve también con una aceleracién lineal

d,(t), la aceleracion absoluta de una particula —medida desde el sistema inercial- resulta

entonces dada por
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. . DV _(x -\ dQ oo . (A12)
a=a, +—+2(Q><V)+—>< r +Q><(Q>< I’)

Dt dt
donde T representa el vector posicion relativa de la particula que se mueve respecto del origen
de la terna movil y V es el vector velocidad relativa de la particula con respecto a la terna mévil

(White, 1991). Ahora, la derivada sustancial DV / Dt representa un término de aceleracién del
elemento fluido con relacion a la referencia movil.
Consecuentemente, la ecuacion de la cantidad de movimiento, en un sistema de

referencia que posee un movimiento genérico resulta

Y YA o o A (A1.3)
p%=p(aa—\t/+(v-V)V]=f—fo—Zp(QxV)—pr(Qx?)—p[d—gx?j.

La ecuacion del movimiento de un fluido en una terna movil resulta entonces idéntica
a aquélla en un sistema de referencia absoluto, previa incorporaciéon de términos adicionales,

los cuales reciben la denominacion de fuerzas ficticias o aparentes (Batchelor, 1967).

El término —2p (fzx \7) corresponde a la denominada fuerza deflectora, o fuerza de

Coriolis, por unidad de volumen de la particula, la cual resulta perpendicular tanto aV como a

Q. Por su parte, —pQ x (f)x ?) representa la fuerza centrifuga por unidad de volumen de la

partl'cula.—foz—péoes la fuerza aparente por unidad de volumen, que compensa la

aceleracion traslatoria de la referencia movil. En general, no se define con ningin nombre en

: A dQ
particular al término remanente, — pF xT.
En el caso en que el sistema de referencia movil se caracterice solamente por una
rotacion estacionaria, la ecuacion (A1.3) se reduce a
ov - - - - L . (Al.4)
p[ﬁ%r(V-V)V}:f —2p(@x V)-pOx(GxF).

Expresando la fuerza por unidad de volumen f mediante las fuerzas superficiales y
masicas por unidad de volumen, ignorando los efectos magnetohidrodinamicos y reordenando

la ecuacion para expresarla en términos de aceleracién, resulta
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Vi, ; (AL5)
p

%Hw)wz(@xv)+ﬁx(§xr):_%+

donde [t] representa el tensor de tensiones viscosas, p denota el campo de presiones estaticas y

g es el vector aceleracion de la gravedad.

Bajo la condicion de régimen laminar, y considerando asimismo que tanto la densidad

como la viscosidad son constantes, resulta

N . . LN o~ - Y, - (Al1.6)
aa—\t/+(V-V)V+2(QxV)+Qx(QxF)=—@+VV2V+§
p

donde v = u/p representa la viscosidad cinematica del fluido.

Al.2. ECUACIONES DE GOBIERNO DEL FLUJO TRIDIMENSIONAL

Al.2.1. Rotacion uniforme alrededor de un eje coordenado

Sea una superficie de gran radio de curvatura, que rota en su plano medio con
velocidad angular constante. Bajo la condicion de régimen estacionario y laminar,
considerando asimismo que tanto la densidad como la viscosidad son asumidas constantes y
despreciando los efectos gravitatorios resultan, en un sistema coordenado cartesiano adherido a

la superficie rotante, las ecuaciones de gobierno

V-V=0 (AL1.7)

A A _ - Al.
(V-V)V+2(QxV)+Q><(Q>< r)=—£Vp+vV2V. (ALE)
P
Suponiendo que la superficie yace sobre su plano medio, y adoptando un sistema
coordenado ortogonal adherido a la superficie rotante de manera que los ejes coordenados X y z
yacen sobre dicho plano y el eje y representa la direccién del vector velocidad angular de

rotacion, coincidente con la del versor normal a la superficie, entonces
Q=0j. (A1.9)

Introduciendo las componentes de la velocidad (u,v,w) segun las coordenadas (X,y,z)
-tal como se representa en la Figura Al.1- resultan, para los términos de aceleracion de Coriolis

y centripeta, respectivamente,
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2(Gx V)=20(wi-uk) (AL.10)

O (QxT)=—0%(xi +2K). (AL.11)

Por otra parte, la ecuacion de continuidad bajo condiciones de incompresibilidad
(AL1.7) resulta
Al.12
6_U+ﬂ+a_W=0 ( )
oX 0y 0z

y las tres componentes escalares de la ecuacion de cantidad de movimiento (A1.8), son

2 2 2 (A1.13)
u U v W powoxq? = LOP [ 9 li +2 li + 9 l: :
oX oy oz p OX ox® o0y° o0z
ov. ov _dv  14p o%v  9%v  9%v (Al.14)
U— +V—tW—=—-"—" v + +
ox oy oz poy ox* o0y® oz?
y
2 2 2 (A1.15)
uaW+vaW+W6W—ZQu—zQZ:—E@Jrv av;/+av;/+8v;/ .
o0 X oy oz poz ox® o0y° 0z

Figura A1.1 Componentes de velocidad asociadas a la terna adherida a la superficie rotante.
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Al.2.2. Adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno

Por conveniencia, las ecuaciones (Al.12-15) se adimensionalizan, considerando a la
velocidad incidente, U, para la adimensionalizacion de las componentes del campo de

velocidades

u

S_U o (A1.16)

\' ~ W
— W=—
) U

y la cuerda, ¢, como el parametro con el que se adimensionalizan de las coordenadas

cartesianas, siendo

(A1.17)

N
Il
O |N

Introduciendo las siguientes definiciones, siendo B el radio de la pala en la punta,

Al.18
razon de velocidades en punta de pala, G, =£\)/—B ( )
basada en la velocidad del viento no perturbado, V.,
. . QB Al1.19
razon de velocidades en punta de pala v ( )
0

basada en la velocidad media del viento sobre el disco, Vo = V(1-3),

alargamiento de la pala ) :% (A1.20)
espesor adimensional de capa limite: A=2, (A1.21)
presién adimensional: p= S 82 1 (Al1.22)
nGmero de Reynolds: Re :% (A1.23)

y operando, resultan las ecuaciones de gobierno adimensionales, para la ecuacion de

continuidad,

u Y, W Al.24
8_u+8_v+8_W:0 ( )

%X o8y oz
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cantidad de movimiento segun cuerda,

u

D

u -~
+W

]
‘Q)
[t
+
<!
(o))

—-X

=

— — + +
0X Relox? oy*? 07°

+2%2
A A

X1
e))
<1
9))
N

0

cantidad de movimiento en direccion perpendicular a la pared,

_O0V -0V 0V 0p 1(o* o W oW (A1.26)
U—~+V—~+W—~:——~+— = + = + =
oxX 0y Z 0y Relox® oy* 07°

y cantidad de movimiento segun envergadura,

el
x| =

d W _0W .o- -(c)Y op 1(o*Ww oW o W (A1.27)
—tW——-2-U-Z| | =——=+—| 5+t +t = |
0 y 0z 0z Rel(ox® 0y° 0z

Al.3. ECUACIONES DE LA CAPA LIMITE TRIDIMENSIONAL

Al1.3.1. Andlisis de 6rdenes de magnitud

Se encuentra bien establecido el hecho de que aun en el caso del flujo de un fluido de
baja viscosidad, existen regiones del campo fluidodinamico donde los términos inerciales
resultan del mismo orden de magnitud que los términos viscosos. Estos casos comprenden los
flujos en zonas proximas a superficies, como asi también a los flujos en regiones donde los
contornos sélidos estan ausentes, como en el caso de chorros de fluidos o las estelas que se
forman detras de obstaculos. En todos estos problemas, se observa que la transicion de los
valores de la velocidad hasta alcanzar la magnitud que corresponde a la de la corriente externa
tiene lugar en una delgada franja y de manera pronunciada, por lo cual los gradientes de las
tensiones viscosas resultan muy elevados.

El razonamiento de utilizar las simplificaciones inherentes a la consideracion de una
delgada capa donde los efectos inerciales y viscosos son del mismo orden de magnitud llevo a
Prandtl hacia 1904 a proponer la famosa teoria de la capa limite.

Se observa que la longitud caracteristica escogida hace que el término adimensional

0u/dX no sobrepase el orden de magnitud 1 dentro del dominio considerado [Schlichting].

Entonces, adoptando el valor de la velocidad incidente como el orden de la velocidad segun
cuerda, resulta entonces como longitud caracteristica el valor de la longitud de la cuerda del

cuerpo (en un problema 2D) o de la cuerda media (en un problema 3D).
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Fundamentandose en algunas soluciones exactas de las ecuaciones de Navier-Stokes,
el espesor de la capa limite es proporcional a la raiz cuadrada de la viscosidad cinematica del
fluido. En general, se puede decir que la capa viscosa es tanto mas delgada cuanto mayor es el
nimero de Reynolds. Es mas, se admite, dadas las simplificaciones a introducir en las
ecuaciones de Navier-Stokes, que el espesor de la capa limite es muy pequefio en comparacion
con la dimensién caracteristica del cuerpo. Asi, los 6rdenes de magnitud de las variables

independientes que representan las coordenadas son
x =0(c) y =0(d) z=0(R) (A1.28)
por lo que las variables adimensionales presentan los siguientes érdenes de magnitud
Xx=0() y=0(A) <<<0() Z=0(\)=0(Q) (A1.29)

resultando ademas,

2 om  L_omhssoly L-opt~og AL
0X oy 07
y, cosecuentemente, en el analisis de los términos difusivos se tiene que
0 98 0 0 (A1.31)

— << —— — << ——
oxX> oy’ 0z° 0oy’

indicando que se desprecia la difusion viscosa que no tenga lugar en la direccion a la normal a

la pared.

Ademas, dado que se conoce la distribucion del flujo no viscoso a una distancia &

desde la superficie
U, =0(+ o) W, =0(c /1) (A1.32)

resulta, considerando que el término oV /oy es del mismo orden que el témino du/dX en la

ecuacion de continuidad, se tiene que
V=0[A(l+0)] (A1.33)

por lo cual resulta despreciable cuando se la compara con las componentes segin cuerda y
segun envergadura, cuyos maximos drdenes de magnitud estan dados por (A1.32)

Asimismo, dado que bajo las hipdtesis de la capa limite los términos difusivos
presentes en la ecuacion de cantidad de movimiento son del mismo orden que los términos

convectivos, resulta
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Re=0(A?) (A1.34)

y adimensionales

ou OV Ow
—+——=+—-—==0,
oX 0y 0z
(A1.35)
L+0)/1 AQ+o)/A  (c/N)/A
(1+o0) @+o0) ol\
ol o0 -0U .o- ~[sz op 1 (0% o*u 0%
U—+V—+W—+2—W—-X|— | =———+—| —+—+—
oxX oy 07 A A oX Relox? 0y® 07°
(A1.36)
1+ 0)o o’ o’ _ _
1+0)? (l+0)? % & %W Lro)a?l a2 a7
y
OV 0V -0V o0p 1(0°V 0* v oW
U—+V—+W—=——""+— —+— |,
oxX 0y 0Z 0y Relox* o0y*> 07°
(A1.37)
Al+c)? Al+oc)? A(l;")" () AQ+o)A’fl A7 a7
entonces
O(ecuacion (A1.37)) = A - O(ecuacion (A1.36)) (A1.38)
y
_OW _O0W _O0W _o- ~(0J2 op 1 (o'W o W o W
U—=+V—+W—-2—-U-2Z| | =———+—| —S+—=+—= |
X oy 07 A A 0Z Relox® o0y*? 07°
(A1.39)

(l+o)c (+o)s o c’

(e} G > 2 )
1+0)2 % ) Sah A a
x x o dre o () g i ]

Aplicando entonces el analisis de Ordenes de magnitud a los términos de las

ecuaciones de gobierno, resultan las ecuaciones aproximadas de la capa limite,

ou 0oV Ow (A1.40)
—+—=+—==0,
oX 0y 0z
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5 5 N G - ~( j ap 02T (Al1.41)
U—+V—+W—+2—W-X|—| =
0X oy 0z A A ax Re oy’?

W _0W _o- ~(sz 9P, 1 (W (A1.42)
—+W—-2—U-2Z|—| =
y 0z A 0z Re oy?

donde la ecuacién de cantidad de movimiento segun la normal a la pared se reduce a

(A1.43)

indicando que son despreciables las variaciones de presion en el ancho de la delgada capa
Vviscosa.
Dado que la solucion del flujo inviscido a imponer sobre el borde de la capa viscosa,

y=3(X,Z), resulta representada por las componentes de velocidad
U=U(X32) W = W(X,7), (Al.44)

las componentes del gradiente del campo de presiones resultan

= N 2 (AL1.45)
a_E=_Uﬂ_Wg_2 waxl 2
oX 0 X 0z A
y
= _aW - oW N 2 (AL.46)
9P _ W _wOW ,290,3(9]
0z oX z A

las cuales se obtienen luego de simplificar las ecuaciones (A1.41-42) ya que, por encima de la

capa Vviscosa, se verifica que

U 29 N 2\ Al.47
a—E—)O a,}i—)O a—v~v—>0 8~V;/—>0. ( )
oy oy oy oy

Como conclusion puede establecerse que, debido a la estrechez de la capa viscosa, en
el interior de la misma las variaciones de velocidad resultan mucho mayores en direccion
normal a la pared que con respecto a la direccién tangente a esa superficie, por lo cual la

difusion viscosa resulta significativa solo en direccion perpendicular a la pared. Asimismo, la

127



propia componente normal de la velocidad dentro de la capa limite resulta despreciable cuando
se la compara con la componente tangente a la superficie. Del andlisis de érdenes de magnitud,
también resulta despreciable la variacion de la presion en la direccion normal a la superficie,
por lo cual la presion puede considerarse como constante a lo largo de la perpendicular a la
pared e igual a su valor en correspondencia con el borde superior de la capa viscosa, magnitud
impuesta entonces por la corriente principal, flujo en donde el efecto de la viscosidad resulta
despreciable.

Al1.3.2. Reduccion a capa limite bidimensional

Si no se considera la rotacion, ¢ = 0, y el flujo puede representarse
bidimensionalmente (w = 0), las ecuaciones (A1.40-42) se reducen a las ecuaciones de Prandtl

2D, las cuales -en variables adimensionales- se expresan como,

8—E+8—Y=0 (A1.48)
oX 0Y
_ou -ou op 1 0% (A1.49)
U—~+V—~=——~+— =
oX 0y 0X Redy?
9P .o (A1.50)
oy

para el flujo bidimensional, incompresible y estacionario de un fluido newtoniano dentro de la
capa viscosa proxima a una pared.

Adicionalmente,

0F  ~d0 (AL51)

dado que, en este caso, la solucién inviscida esta representada por

U=U®X) (Reow). (A1.52)

Al.4. CAPA LIMITE TRIDIMENSIONAL EN UNA TERNA ROTANTE

Introduciendo las hipétesis de Prandtl al sistema compuesto por la ecuacion de

continuidad bajo condicién de incompresibilidad, V-V =0, y la ecuacién para la cantidad de
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movimiento (A1.6), definiendo mediante x y z a las coordenadas ortogonales tangentes a las
superficie del cuerpo, siendo y la coordenada normal a dicha superficie. Sean (u,v,w) las
componentes del campo de velocidad segln (x,y,z) respectivamente, relativas a la superficie,
entonces el desarrollo de la capa limite laminar correspondiente al flujo tridimensional
estacionario de un fluido newtoniano incompresible sobre una superficie de gran radio de

curvatura resulta gobernado por el siguiente sistema de ecuaciones

ou ov Jow (A1.53)
—+—+—2=0,
oX 0y 0z
2 Al.54
LWL —u+2Q( —W)=U8U+W6U+v8u ( )
oxX oy z o X oz  0y’®
y
2 Al1.55
oW W WY sou-u)=u W W IW | O (A1.55)

+V +V H
ox 0y 0z O X oz oy’

donde U y W denotan las componentes de la velocidad en el borde exterior de la capa limite,
relativas a la superficie, Q representa la velocidad angular alrededor del eje y, y v es la

viscosidad cinematica del fluido.

Las condiciones de contorno correspondientes a este sistema de ecuaciones son
u(x,0,z) =v(x,0,z) =w(x,0,z) =0 (A1.56)
por condicion de no deslizamiento, y
lim,_ u(x,y,z) = U(x,2) lim, . w(X,y,z) =W(X,2) (A1.57)
para ajustarse a la solucion no viscosa suficientemente lejos de la superficie.
Adicionalmente, el sistema de ecuaciones (Al.54-55) para la cantidad de movimiento

segun las direcciones tangentes a la superficie s6lida ha sido resuelto para los términos

significativos del gradiente de presion

. Al1.58
Tp(x,2) ~ [@,o,@J (ALSS)
O X 0z

a partir de las ecuaciones de Euler, y bajo las condiciones adicionales por las cuales
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_zo

oy (A1.59)
IW o

oy

Al.4.1. Singularidades

Como lo ha sefialado Williams (1985), y debido a las simplificaciones establecidas en
el marco de las hipétesis de la capa limite, cabe remarcar que la aparicion de singularidades en
la solucion de las ecuaciones no se corresponde con el flujo de un fluido real, sino que se
originan ante los intentos de tratar de describir la fisica del flujo mediante modelos
aproximados. La naturaleza no permite la presencia de tales singularidades. Estas
singularidades aparecen como resultado de la utilizaciébn de un sistema de ecuaciones
incompleto, como el representado por las ecuaciones de la capa limite. Es de esperar que, de
resolver el sistema completo que describe el campo fluidodinamico mediante las ecuaciones de

Navier-Stokes, las soluciones no presenten dichas singularidades.

Otro aspecto importante de la simplificaciones inherentes a los conceptos de capa
limite es el denominado principio de influencia de Raetz, propuesto en 1957, el cual define los
dominios de influencia y de dependencia para los calculos concernientes a capas limites
tridimensionales. Este principio se basa en el hecho de que una perturbacién en un punto de la
capa limite es instantdneamente transmitida sobre la normal a la superficie del cuerpo que pasa
por el punto en cuestion. Por otra parte, esa perturbacion convecciona corriente abajo a lo largo
de todas las lineas de corriente que pasan por dicha linea. Asi, las zonas de dependencia e
influencia estan acotadas por las lineas de corriente que, pasando por la normal a la superficie a

través del punto en cuestion, presenten maximos y minimos angulos.
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De acuerdo con lo establecido por Wang (1971), la definicion de las zonas de
dependencia e influencia es de fundamental importancia para el calculo computacional de las
capas limites tridimensionales. En el caso de las ecuaciones de la capa limite, y por tratarse de
un sistema parabdlico, estas zonas estdn determinadas por las caracteristicas y las
subcaracteristicas. Toda superficie normal a la pared es una superficie caracteristica. Esto
ademas sefiala que la velocidad de la perturbacion es infinita en direccion normal a la
superficie de la pared.

Las subcaracteristicas del sistema se obtienen despreciando los términos Vviscosos.
Entonces, las subcaracteristicas asi obtenidas corresponden a las caracteristicas
correspondientes a las ecuaciones inviscidas. Como subcaracteristicas, las lineas de corriente
transportan a una perturbacion con el flujo, dado que la perturbacion convecciona con una
velocidad finita a lo largo de dichas lineas de corriente. En el caso de las ecuaciones de la capa
limite, las subcaracteristicas juegan un papel determinante en la estructura del campo
fluidodindmico. En este caso, la difusion prevalece solamente en la direccion normal a la

superficie del cuerpo.

La aplicacion practica de los conceptos de zonas de dependencia e influencia es
esencial en la obtencion de soluciones numéricas a las ecuaciones de la capa limite
tridimensional. Ignorar la zona de dependencia durante los calculos puede conducir a serios
problemas de convergencia y/o estabilidad. Por otra parte, a diferencia del problema del flujo
supersonico linelizado, donde las zonas de dependencia e influencia pueden determinarse a
priori, para el flujo en una capa limite, estas zonas varian punto a punto y no son conocidas

hasta que la solucion sea obtenida.

Al.4.2. Solucidn de las ecuaciones de la capa limite tridimensional

La direccidn permisible para la marcha de la solucion es dictada por el principio de
dependencia (Anderson et al., 1984). Este principio establece que la influencia de la solucion
en un punto genérico, P, ubicado en el interior de una capa limite tridimensional, es transferida
instantaneamente por difusion a lo largo de la linea que es normal a la pared y que pasa por el
punto mencionado, y transferida mediante conveccion corriente debajo de la posicion del punto

P a traves de todas las lineas de corriente que pasan por la linea normal a la superficie por P.
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linea de corriente inviscida zona de influencia

zona de dependencia ﬂnea de corriente limite

Figura A1.2 Zonas de influencia y dependencia.

linea de corriente inviscida

z linea de corrientd limite ..

(a) flujo adherido (b) condicion de separacién ordinaria

Figura A1.3 Representacion del campo de velocidades en la capa limite, de las lineas de

corriente inviscida y limite y de las tensiones en la pared.
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Las posiciones de las dos lineas de corrientes mas externas que se extienden desde la
linea normal a la pared del cuerpo que pasa por P definen la extension lateral de la zona en
forma de cufia que se denomina como region de influencia. Una definicion equivalente,
involucrando ahora a las lineas de corriente mas externas que, proviniendo de regiones
corriente abajo, pasen a través de la linea normal a la superficie por P, determina la zona de
dependencia. Solo los eventos que tienen lugar dentro de esa region pueden influir sobre P y
los restantes puntos de la normal a la pared del cuerpo que pase por dicho punto. Estas zonas
estan representadas, esquematicamente, en la Figura Al1.2.

Generalmente, una de las dos lineas de corriente mas extremas corresponde a la linea
de corriente limite definida sobre la superficie, mientras que la otra estd representada por la
linea de corriente del flujo inviscido en correspondencia con el borde externo de la capa limite,
tal como se esquematizan en la Figura A1.3.

La pendiente de la linea de corriente externa (o inviscida) esta dada por

~W(x,2) (A1.60)
tg Bext - U (X,Z) ’

mientras que la pendiente de la linea de corriente limite (en correspondencia con la pared) esta

dada por

u(x,y,z)  T,(X0,2) (A1.61)
OwW(x,y,z) 1, (x,0,2)

tg Bll’m = Il,m

Al.4.3. Separacion

Otro fendbmeno a considerar es la separacion de una capa limite tridimensional,

laminar e incompresible, la cual puede acontecer en dos formas (Williams, 1985):

1. En el primer caso, las dos componentes (la del flujo principal y la del flujo cruzado o
la componente segun cuerda y la componente segln envergadura, segun el sistema
considerado) de la tensiobn de corte sobre la pared se aproximan a cero
simultaneamente, de manera que la tension de corte total sobre la pared se anula a lo
largo de la linea de separacion. Este tipo de separacién se denomina singular,

resultando
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sep ? Zsep)

PO -0 (A1.62)
T, (x,0,2) >0 (x,2) = (x y=0.

En el segundo caso, las lineas de corriente sobre la pared (o lineas de corriente limite)
cambian de direccién, de modo tal que todas devienen tangentes. Asi, la linea de
separacion es una envolvente de las lineas de corriente limites. En este caso se ha
anulado solamente la componente segln cuerda (o la componente del flujo principal)
de la tension cortante localizada sobre la pared. Este tipo de separacion se denomina

ordinaria, resultando representado, esquematicamente, en la Figura A1.3(b), y siendo

7,,(X,0,2) # 0 (x.2) > ( ) 0
X,Z) = (X Ze =
T,y (X,0,2) >0 Pro Y (A1.63)

B”m —> TC/Z.
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APENDICE 2

CAPA LIMITE TRIDIMENSIONAL EN
COORDENADAS CURVILINEAS

A2.1. TRANSFORMACION A COORDENADAS CURVILINEAS
GENERALIZADAS

En general, se puede definir un sistema coordenado curvilineo x ° en funcién de un
sistema rectangular cartesiano X ', en un dominio tridimensional de un espacio euclideo,

mediante funciones del tipo
xS =x5(X', X%, X% s=1,23 (A2.1)

con inversa
X" =X"(x!,x%,x%) r=1,2,3. (A22)

Estas funciones presentan derivadas primeras parciales continuas con respecto a (x',x*,x°) y
donde el determinante de la matriz Jacobiana es no nulo (con la Unica excepcién de ciertos
puntos o curvas singulares).

Al igual que en coordenadas cartesianas rectangulares, un vector se expresa mediante
sus componentes segln las bases ortonormales (o versores) i, =i". EI mismo vector puede

definirse en un sistema curvilineo generalizado, el cual es un sistema coordenado cuya base no

es ortonormal ni homogénea. Mediante los vectores base de dicho sistema (sean,

indistintamente, los vectores bases covariantes g, o los vectores base contravariantes g'), a

través de sus componentes contravariantes, f', o de sus componentes covariantes, f;, resultando

entonces
F=Fi =fg, =f.g", (A2.3)

donde la convencién de suma se establece sobre el indice repetido diagonalmente. Se debe
recordar que los vectores base del sistema coordenado curvilineo no resultan necesariamente

ortonormales.
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Las Figuras A2.1 y A2.2 esquematizan tanto a los sistemas coordenados utilizados,

como las diferentes representaciones posibles de una magnitud vectorial.

X3
A

.
o
K
.
.
.
.

1
X
Figura A2.1 Sistema rectangular cartesiano y curvilineo no ortogonal ni homogéneo

definido por sus bases covariantes g, .

kg — vy gl
Vg, =Vi9

Y
L

g, 1g° g' L3,

Figura A2.2 Vector 2D en las bases duales (covariante y contravariante).
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En funcion de los versores cartesianos rectangulares, i, , los vectores base covariantes

de un sistema curvilineo se determinan mediante

. A2.4
d, = oX i, r=123 s=123 ( )
ox*

si se disponen de expresiones explicitas como las representadas genéricamente por (A2.2).

Es decir, (A2.4) puede expresarse en un caso general tridimensional como

Foxt ax?  ox?] (A2.5)
oxt  oxt ox' |1
F5) GIG) GING) G I PN
ox? ox* ox?||-
oxt ox? ox® |
ox® ox® ox® |

-

«Q «Ql «l
N
Il
K

w

0, considerando los elementos de la transformacion como los elementos de una matriz [B]
gs = B; ir = [B]’I\r = [bij ]’I\r (A26)

donde los indices ij indican solamente la disposicion segun filas y columnas de los elementos

b en la matriz [B], es decir

G1 b11 b12 blS ’I\l (A2.7)
gz = b21 b22 b23 iz
ga b31 b32 b33 ia

Inversamente, la relacion entre las bases rectangular cartesiana y curvilinea puede

establecerse a través de

i, =[B]" 4, =[Als, (A2.8)
es decir,
,i\r = O(‘? gs = [aij]GS (A29)
donde
s ox® _ (A2.10)
o, = [A]:[aij Tox [bij] g

Estos coeficientes pueden determinarse si se conoce la relacion entre las coordenadas en la

forma explicita representada por (A2.1) Entonces,
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3 & A2.11
11 ay ap A (|0 ( )
'Az =|ay; Ay Ay gz

I3 dy Ay Ag gs

Por otra parte, se definen como componentes covariantes del tensor fundamental
(también denominado tensor métrico), gij, a las cantidades definidas por

9. =G G 8X”8Xm(i ’I\)
ij—Yi'd) = i i Un'Im
Ox' X (A2.12)
i=123 j=123 n=123 m=123
como
i-i, =0 si n=m (A2.13)
fn fm =1 si n=m
entonces,
L. S oX"oX"
95 =919, :Z ox' ox!
n=t (A2.14)

i=123 j=123
observandose asimismo la simetria por la cual gij = g;i.

Mediante los elementos del tensor fundamental, se pueden expresar las componentes

y bases covariantes en funcidn de las componentes y bases contravariantes, resultando

g; :gijgj

_ (A2.15)
a; = gijaj .

Como la inversa de la matriz [g;] resulta ser la matriz [97], se tienen las siguientes
expresiones:

¢' =39’
§'=9"g, (A2.16)
al _gijaj
1
gO _det[gij]_ 0 =detgij
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Asi, las componentes covariantes del tensor métrico resultan

2 2 2
L. oX"aXx" (oX! oX? oX:3
01 =99, = _[ j +[ j +[ J :b121+bi22+bf3

Coxt axt |oxt ox* ox?

o axraxt (axt) (ox2) (ex*Y
gzzzgz'gzzaxz %2 =(5X2J +(5X2J + X2 =b§1+b§2+b§3

o ax"ax" (ax*) (ox2) [(ax®)
U3 =0503 = _( J + j +( ] :b§1+b§2+b§3

Cax® ax® lax? ox3 ox?

o oX" X" [oxX*)eX') [oX*Yox*) (ox*)oX? (A2.17)
912 =9:1"9, = 1 2 = 1 i n |t n - |= '
oOX" OX oxX" \ OX oX" \ OX oxX"  OX

= b11b21 + b12b22 + blsbzs =0 :gz'G1

0 =, _oXxX"oX" [oxt|oX! . oX? | oX? . ox*Yox®)
BOTEEaxt ox® loxt | ox® oxt | ox® oxt | ox®

= b11b31 + b12b32 + b13b33 =04 :gs'gl

0. 0.0 _6X” GX”_ ox\aoxt N OX?\ oX? N oxX®\YoxX? B
%S T2 T a3 ox? ox® |\ ox? ox® |\ ox? ox® | ox?

= b31b21 + bszbzz + b33b23 =0y :gz'gs .

En particular, se denominan métricos a los médulos de los vectores base, siendo
h; = |Q,| =40; (nosumar) (A2.18)

consecuentemente, las componentes fisicas contravariantes f' de un vector genérico y los

versores €; del sistema curvilineo resultan

f'=f'\Jg, =f'h, (nosumar) (A2.19)

(o}

éi:_gi =i (no sumar),

Ja, n

(A2.20)

con lo cual

F=Fi =f'8,. (A2.21)

139



Asi, en un sistema coordenado curvilineo general las componentes fisicas
contravariantes de un vector son las componentes del vector que resultan paralelas a los

vectores base covariantes (Malvern, 1969), dado que €, //g,. Ademas, como los € son

vectores unitarios adimensionales, las componentes fisicas tienen las mismas dimensiones que

el propio vector.

A2.2. ECUACIONES DE GOBIERNO EN COORDENADAS
CURVILINEAS
Las ecuaciones que gobiernan el flujo laminar, estacionario e isotérmico de un fluido
newtoniano con propiedades fisicas constantes son la ecuacién de continuidad (A2.22) y la
ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento (A2.23), donde se han despreciado los

efectos gravitatorios. La ecuacion (A2.23) ha sido escrita para una terna adherida a la pala 'y

considerando el efecto de la rotacion de la turbina. Dado que la pala gira rota a velocidad
angular constante, Q, solamente se incluyen los términos que representan a la aceleracién de

Coriolis, -2QxV, y a la aceleracion centripeta, ()x(fzx?). Ademas, V representa la velocidad

del aire relativa a dicha pala 'y p y v denotan, respectivamente, la densidad y la viscosidad

cinematica del aire.

V-(V)=0 (A2.22)

(\7.6)\7+%6p_vv2\7+zmvmx(@xf):o (A2.23)

Los ejes de la terna adherida a la pala (X,Y,Z) = (X} X*X3) se disponen de la
siguiente forma: el eje Z(+) coincide con el eje de rotacion siendo su sentido el del viento
incidente, el eje X(+) yace a lo largo del borde de ataque de la pala, desde el eje de rotacion

hacia la punta de la pala, mientras que el eje Y(+) resulta de la definicion de una terna
ortogonal derecha. En este sistema coordenado, los versores se denominan 5;i2;i3},

resultando entonces las siguientes definiciones del vector velocidad relativa,
V= Vi + V2, + Ve, (A2.24)
del vector posicion respecto del origen de la terna rotante,
F =X, + X%, + X7, (A2.25)

y del vector velocidad angular de la terna rotante,
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Q=0 (A2.26)

eje rotante

que se expresa, genéricamente, en sus componentes cartesianas como

O=0'1, +Q%i, +Q°1,. (A2.27)

Por su parte, en un sistema curvilineo generalizado, el vector velocidad relativa se

expresa, mediante sus componentes contravariantes, como
V=vg, +v3g, +via, (A2.28)
0, equivalentemente, en funcion de las componentes fisicas
V=u'g, +u%, +u’, (A2.29)
Asimismo, el vector velocidad de rotacidn, se escribe en el sistema curvilineo,
mediante sus componentes contravariantes
Q=o'G, +v°§, +©° g, (A2.30)
Y, en sus respectivas componentes fisicas,
Q=0 +0%, +0’e,. (A2.31)
En el presente caso, la terna rota alrededor del eje Z, resulta
G=0°,. (A2.32)

Dado que el versor en la direccion de la rotacion se relaciona con los vectores base

covariantes del sistema curvilineo mediante la relacion

~

iz =ay gl "'aszgz +ag; gz (A2'33)
resultan

Q=0° (a31 gl +ag gz + a5 gs)

o' =a,Q° (A2.34)
Q=0'G,+v°G,+©° 0, w’ =a,Q0°
v’ =a,0°

obteniéndose, a partir de la introduccion de los métricos

h.é =g, h,=4g;  (nosumar) (A2.35)

las componentes fisicas del vector velocidad de rotacion de la terna,
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o' =ha,0°
o’ =h,a,,0Q°%. (A2.36)
o’ =h,a,0°

A22.1. Aceleracion centripeta €2 X (Q X F)

Considerando que, en el sistema coordenado cartesiano rectangular la Unica

componente presente del vector velocidad angular de la terna es la dirigida segun el eje Z(+),
& =0%, (A237)
y en dicho sistema, el vector posicidn se escribe como
=X, + X7, + X3, (A2.38)
entonces, el producto vectorial resulta

QxF=-Q*X7i, + X, + 0i, (A2.39)

Qx (QxF)=—(@°Q%)XH, - (Q°Q°)X?, + 0f,. (A2.40)

Reemplazando la expresiones de los versores del sistema ortogonal por sus

definiciones en el sistema curvilineo local
O x (QxT)=~(Q°Q*)X!(ay, §; +83, Ty + 855 G )+ X2 (85 Gy + 2, G, +2,,05)],  (A241)
reordenando e introduciendo asimismo los versores del sistema curvilineo local

Ox(Qx7)= (A2.42)
= —(Q%Q%)|h, (3, X" +a, X2 )8, +h, (@, X +a, X7 )8, +hy(a, X! +a,,X2 )3, ],

con lo cual el vector aceleracion centripeta ha quedado representado mediante sus

componentes fisicas contravariantes, siendo

®° (A2.43)

Q3 = .
h3a33

A2.2.2.  Aceleracion de Coriolis 2((2 X \7)

El producto vectorial entre dos vectores definidos en el sistema curvilineo general,
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a=a'g, b=b%g, (A2.44)

se determina mediante las expresiones siguientes, en las bases contravariantes y covariantes,

respectivamente,

daxb=0,g,¢,ab’g' (A2.45)

rst

axb=0./g, 5,a0*(g",)

donde g  representa el simbolo de permutacion, siendo

€ =1 (A2.46)
con permutaciones pares de los indices rst,

€4 =0 (A2.47)
cuando los indices se repiten, y

€y =1 (A2.48)

con permutaciones impares de los indices rst. Asi,

€193 = E€p3 = Eg1p =1

€iyp = €19 =&p =-.=0 . (A2.49)
€1 =E€p13 = €3 =1
Por su parte,
c=+1
(A2.50)
c=-1
para ternas derechas o izquierdas, respectivamente.
Entonces, la ecuacion (A2.45) resulta representada por la expresion
g' g° ¢’
axb=./g,¢c,abg =0 /g,[a' a® a°l. (A2.51)
bl b2 b3
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Para la representacion de la aceleracion de Coriolis, se tienen los vectores

V=vg, +v2g, +v3g, (A2.28)
y
Q:mlgl+m2gz+w3g3 (A230)
entonces,
g g§° g° (A2.52)
va:\/asrstw'vsgt EG\/awl o’ ©°
viovioe
resultando,
(QXV)I\/E[(IBZV3 _ msvz)gl n (wsvl _ m1V3)§2 n (wlvz _ wzvl)gs]' (A2.53)
Dado que
§'=9"g, (A2.54)
entonces

'=g"g, +9"d, + 99,
?=9%9, +9%79, + 970, (A2.55)

Q «Q
I

*=9%9, +9%0, +9%0,

y sabiendo que

G, =+/9,8 =h&  (nosumar), (A2.56)
resulta

g' =h,g"é, +h,g"8, + h,g" 8,

g>=h,0%€, +h,g%¢, +h,0%¢,. (A2.57)

g3 = h1931é1 + hzg32é2 + hag3Sé3

El tensor fundamental, ya simplificado con el supuesto de que gs es perdendicular a

01y a go, resulta, expresado mediante sus componentes covariantes

01 012 O Ju O 0
[gij]= On1 92 91 |=|92 92 01,
s 93 O 0 0 O35

(A2.58)
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mientras que sus componentes contravariantes se obtienen mediante la inversion de (A2.36),

o']-lo, )" (A25)
resultando
9112922933 12 :_912933 gl3 :0
9o 90
g21 —_ 921933 g22 — gllg33 g23 — 0 (A260)
9o 9o
g31=0 g32:0 933:{911922_(912)2}:i

Jo O3

donde g, representa el determinante de la matriz conformada por las componentes covariantes

del tensor métrico,
9o :det[gij]:gss {911922 _(912)2}- (A2.61)

Incorporando los términos anteriores a la ecuacion (A2.53) resulta,

A2.62
(f)x \7):@933 [(w2v3 —w°v2)g,, + (@ - 'v?)(-g,, )]él + ( )

NCH
+ @933 [(GJZV3 - msvz)(_glz) + (msvl ~w v )(911)]é2 + ()&
V9o

Bajo las condiciones de capa limite, asumiendo que la direccidn representada por el

indice 3 corresponde a una direccion normal a la superficie, resulta entonces que

O(v?) <<< O(\/vlv1 + V22 ) (A2.63)
y sabiendo que
g, =(h,)? (no sumar), (A2.64)

(A2.62) se reduce a

(QXV); - (h)” {hl [(wsvz)(hz)2 +(ﬁ53V1)912]é1 _hz[(msvz)glz +(w3vl)(h1)2]é2} ' (A2.65)

\cH

donde también se ha considerado despreciable el término segin €, con respecto a los

correspondientes segln €, y €,. Finalmente,
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(Q V)E \/— { [V v 912]31 h [V 912+V 1)2]é2}' (A2.66)

Introduciendo las definiciones de las componentes fisicas de la velocidad relativa y

de la velocidad angular,
R

@ = Wi (r’:_ i=12,3 (no sumar) (A2.67)

iy o

resulta la siguiente expresion aproximada de la aceleracion de Coriolis

:|c

20 V)= -

93 o*{(h;h, u? +g,, u*)é, —(h;h,ut +g,, u% )8, |- (A2.68)
0

A2.2.3. Divergencia del campo de velocidades relativas, divV

El vector base covariante se define mediante la expresion

r A A2.69
gn = ar ?:Xmim ( )
ox"
y su derivada se define por
00 _| 14 (A2.70)
ox* |j k 9
siendo
| =T :ﬂ agkp+agm‘_agjk (A2.71)
jk Kol axd  axk axP

i=123 j=12,3 k=123 p=123

los denominados simbolos de Christoffel de segunda clase, operador que es simétrico en los
indices jk, es decir F' = 1“k'J , dado que g es simétrico.
Por su parte, se denomina derivada covariante de un vector genérico, A = Aj@j, ala

siguiente expresion (Malvern, 1969, p.618):

. i | (A2.72)
aA = aA + I /A\J g =[AI‘ ]g i2112!3 j:1!213 k:1!2!3'
ox* ax* |jk ' k3
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Asi, los términos representados mediante

_ i i : A2.73
A :aAk A (A2.73)
ko ox j k

definen a las componentes escalares de la derivada covariante del vector A, el cual se
encuentra representado en este caso por sus componentes contravariantes A’.
Dado que la divergencia del vector A esta representada por el producto escalar entre

el operador diferencial V y el vector A, resulta que

divA=V-A=V,A'§ G)=V,A =A | (A2.74)
por lo cual,
< N A2.75
divA=A"_ =ai.+{_l}AJ i=123 j=123. ( )
ioox!' ji

En este caso, el simbolo de Christoffel resulta

i : P(og. 00. 00, A2.76
_I r = Fjli = g— glp + gp] — gJI | 21,2,3 J:1,213 p =112131 ( )
ji 2 \ox! ox" ox°

por lo cual la divergencia del campo de velocidades relativas se plantea en un sistema

coordenado curvilineo general como

_ . 1 2 3 (da. oa. ad. '
diVV=VI‘_: ov +6V +8V +1 glp ng n gp.l _ giji Vil
Coloxt ox® ax’) 2 ox'  ax! oxP

ovt ov?: ov?
- 8x1+8x2+8x3 ’ (A2.77)

(0 00g,; . (0 0g.. .
_}_E glp gpl + gPll _agh V1+g|p gp'2 + gpzl _agm V2+O(V3)
2 ox'  ox  ox° ox'  ox° oxP

=123 p=123.
Recordando que, dada la definicion particularizada del eje curvilineo definido por x°

que se establece como perpendicular tanto a x* como a X%,
gl3293129232932 :0 (A278)

y despreciando los términos de orden v*, bajo el supuesto de capa limite, resulta

147



divV=v'| = + +
“ oxt  ox* ox®

+%{gll|:[aailll jvl +{(2?(121 ]VZ +ng|:[2 aaglel _ (2?(121 ]Vl +{6agx212 jvz:|+
] (A2.79)
og 09, 0¢Q o9 og
+ 21 11 Vl+ 2 12 _ 22 V2 + 22 22 Vl+ 22 VZ +
g Kaﬁ] [ ox? 8xlj } J Haxlj (axzj }
09 09
+ 33 33 Vl+ 33 VZ )
J [(6%} Lﬁxzj H

oVt ov? av3J
~ +

ovt  ov? avgj
+

Por (A2.60),

+ +
oxt ox* ox?

g o9 o9 (o9 og og og (A2.80)
+ 5 3g30 {g11|:( alez ]VI + [aXZZZ ]V2:| _ 2912 [axllzjvl + [axlzzjvz:|+ g22|:( 8)(111 Jvl + (axlzlJvz:| +

+ig_0_8933 v+ 003 ve b
O35 \ J33 ox! ox’

Introduciendo las definiciones de componentes fisicas contravariantes de la velocidad

relativa,

i \/a ul (A2.67)
V —=—
O hi

V' i=123 (nosumar)

entonces,
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divV:v‘i [ P P P

ut
;:133 9 09, ~2g, aglz +0, ag111 n goz 6g313 N (A281)
g [ [ oxt) T ax )T 0 ) gL
U2 5922 _ 6912 agn Jo 6933
h {gn{ax J 912( P +02 x> +(ga3)2 A’

a(ut/h,) a(u /h,) a(u /h, )]

y, por (A2.64)

1 2 3
divV=v| = Llou 1ou 1w ,o@/h) .0(@/h,)),
©\hyaxt h, 0x* hy ox? ox* dox?

L 9 { {( ) (a(h ) j_zgu(agu]ﬂhz)z(a(hl) } g [a(h )2 m A282)
290 h, ox? oxt 3

Uss a(hy)*) 09y, (h)’ 9 6(h3)
ol o e e ()

resultando

divy=y) [ LOW  Lou Lou u oh  u' on,
i {hyoxt h,ox* h,ox® (h)?ox" (h,)? ox?

g33 u 2 [ Oh, 00,, oh, g, (oh,

g_{h_|:(h1) h (GX J 912( X J-f-(h ) [8X1J+(h3)3(6X1J:|}+ (A2'83)
93 oh 99y, 9o [ Ohs

+g_o{h2{‘ “(axJ g[a | ( ]Wha){axzm

expresion que es reordenada como

e 10ut 1ou* 1ou’
d|vV:v‘_; — +— =
i {h,ox* h,ox* h,ox?

Fu B ), M2 |_g,| 292 || (n,)7h, ~—Fo | O], Bo [N
go h 0X 0X gah, N Ox gahs | Ox

+U2 g ((h ) h g—i] %J_glz(agf]‘i'(hz)zhl(ah;J'i‘ gO (ahg
9o h, g3 h, OX 0X 0X g5h, \ Ox

N

——

T (A2.84)

| I
——
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Finalmente, escribiendo (A2.62) de una manera mas compacta, resulta

out 1 0u? 1 au® (A2.85)

div\a/:vi‘_;i —+ =
i h,ox* h,ox* h,oxd

1 2
+ Ku  +K,u,

k. =9 | b (ON2) 9 (29w ), (1o Qo 1 YoM} g 1 (oh,)| (A286)
10 go I 1772 axl hl axl 2 g33 (hl)Z axl 933 h1h3 axl

K :gﬁ_(h )2 — g 1 oh, | 95, (995 thoh ohy L 9% 1 (ohy )| (A2.87)
i 9o L 1 93 (h2)2 ox* h2 ox? 2t ox? O3 h2h3 ox?

A2.2.4. Aceleracion convectiva (\7-?)\7

Por definicion de producto escalar,

N L N S

y aplicando el operador diferencial resultante al vector velocidad relativa, resulta entonces de

la definicion de derivada covariante

L d B ov™ o9 ov™ s . (A2.89)
VVN=V" v =v" +y™m =M =" +viy™
( [ax“j( ) (6x” g, 8x“] L {mn}gs

con el simbolo de Christoffel de segunda clase

S =T _g_sr agnr +agrm _agmn
m n moo2 lox™  ax"  ax" ) (A2.90)

s=123 m=123 n=123 r=123

Desarrollando los términos involucrados, se tiene como resultado parcial,

1 1 1 2 2 2
(\7-?)\7:{%8\/ 2 OV e OV }§1+{vlav 2 OV e OV }§2+

ox* ox°® ox® ox* ox’® ox?
= ooom9(99y  0Om 0O |
+10(8){g, +Vv"v + — A2.91
{ ()}93 2 (axm aXn aXr jgs ( )

s=123 m=123 n=123 r=123
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con el siguiente desarrollo particular de los términos (mostrado solamente para d,)

anmg_ agnr +8grm _agmn —’S:
2 lox™ ox" ox'

1+29 g, +

viv! g™ 00y 12 001 _ge Bu 99y |-
O X ox' ox?

1

LV [29“ aiﬂ v 20" 6922 ng (A2.92)

2

viv? og o9 09 _ .
n 2qit L3212 12 2 22 B +(O(s
, (g PR i g" Pyl Ty + ()3, +(0(3))d,

Teniendo en consideracion las hipdtesis de capa limite, es decir, despreciando los
términos que involucren productos con la componente V°, e ignorando los términos
correspondientes a la componente g* del vector base en coordenadas curvilineas, y llevando
los componentes contravariantes del tensor fundamental a su formulacion en términos de las
componentes covariantes de dicho tensor,

9293 919 0
[g”] [gu] = ~029  9uUs 0 (A2.93)
0 0 0 {gngzz - (912)2}

la ecuacion (A2.92) presenta el siguiente desarrollo aproximado,

anmg_ agnr +agrm _agmn g’s ~
2 lox™ ox" ox'

oh oh, dg ~
SSRVEVERN AL W AL WA 1 +
g { 192, oxt 912( 1 ox?  oxt J:I@h

+Viv? gﬁZ(hlgzz 872— h,0., x ng
0

g g oh oh,
+V2 ? gas {gz{axlz _hz ('?Xi _hzg1za 91 ( )g

Introduciendo nuevamente las definiciones de componentes fisicas contravariantes de

la velocidad relativa y de los versores del sistema coordenado curvilineo general con bases g, ,
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Vi_u- _U- A i

= = (no sumar)

g;

(A2.95)

‘@l

=

resultan

(V9)V=h {U o' /ny) | u* 5(U1/h1)+£3(u1/h1)}é

h, ox* h, ox? h, ax® (A2.96)
L Jutaiing) utaiihy) ulo(uih,)l, '
*h, ox h, ox? h3 ox® ?

Efectuando las respectivas derivaciones,

I

(V)

_pJutf1out wtooh ] wif1ou  ut oh | uif1ouf
~ ho[hyaxt ()2 oxt] h,|hyax? (h,)? ax?

u'[ 1 ou?  u? oh,| u’[1ou®? u® ah, 1 ou?
+hoy—| = 1 2 v e 2 2+_ 3 A
hy|h, 0x* (h,)” 0x h,|h, ox® (h,)° 0x h,|h, Ox

y reordenando, resulta

~ =\ _|utou' u2 ou' u®*ou' u'u* oh; u'u?oh,|.
( V)V T Avr T Aus 2 T 2
h ox' hzax h, ox* (h))° x> h;h, ox

oh oh, 149, )].
ot g (n)2 g L= “Z12 118 +
0, {( o 912(6)(2 h, ox* ﬂ l

g oh oh, ).
+u'u® =22 h,h L 218, +
go [ 1 28X2 ng axl 1

(A2.98)

+U

2 2933h ang_h ah g12 ahZ é +
do ox? 28x2 h, ox?

utou® u?ou® u®ou® u’u® oh, u'u*oh,|.
B I T S T S 2 2 1 (€
h, ox* h,ox® h,ox* (h,)" ox° hh, ox

+Uu 1 1g33h |:6912 h ahl _g_128h1:|éz+

g, °|ox'  tox® h, ox*
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g oh oh, .
+utu?222 h.h 2 _ L e, +
g, ( ALP) oxt J1 ox? 2

(A2.98

2.2 g33 |:(h )2 ahz _giaglz ah2i|n Cont)
1 2+

+uut =2 "
0 ox* h, ox® ox'

Reagrupando nuevamente términos

(V- )V =

ut out u?out uPautl.
— it ———+———— 18,
h, ox* h,ox° h;ox

+u1ulgﬁ (h,)? - lzg_o ahi*‘gn ah; _iagllz e +
9o (h,)* 945 ) Ox ox* hy ox

rutuz 3o (hlh2 —Lg—oja—h;—gu% e, +
go 2h1h2 933 aX X

J B

surg? s | 992y Oz By 0N, |
0 X ox° h, ox

(A2.99)

h, 6x* h, ox* h,ox®

ut ou® u?ou* udou?l.
+ e,

1 lg33 ang 8hl ng 8h1 A
h EEERAL Y
2Lﬂx1 "ox2  h, oxt]

9o 2hih, g5 ) X7 “ox?

+u2uzgi (hl)z_ 129_0 8h§+g12 (’5hi_iag122 5,
Jdo (h,)° g JOX 0 X h, ox

expresion que puede compactarse mediante la introduccion de coeficientes Ky, que incluyen

+uluzgizﬂhlhz_L9_o]&_g Lm}éﬁ

los términos provenientes de los simbolos de Christoffel,

1,,1 1,2 2
+ ———+ K uu + K uu® + K, u“u‘ e, +

1 1 2 1 3 1
(\7-?4 - u_au1+u_au2 u 8u3 2 |a
h, x> h, ox* h;dx

(A2.100)

1 2 2 2 3 2
u-ou uc ou u° ou A
+{—h . l+—h . 2+—h . 3+K112u1u1+K122u1u2+K222u2u2 e,
X X X
1 2 3
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siendo

Ky =22 ((hzf— : 90}”‘ +glz[ah ”gmﬂ
90 (h))? 95 JOX! ox? h, oxt

Klzlzgﬁz hlh2_2 L go ah gzahi
90 h;h, 94 ) OX? oX

933 ang ahZ ng ahZ_
Ko ===h, P 2_h28 1_h_8 2
Yo X X 2 OX ] (A2.101)
Ky, =3 |99 _p oM Op oh, |
0 ox ox*  h; ox*|
K122:gﬁ2 h1h2_ L 9_0 ahi_glz ahi
do 2h.h, g4, ) OX 0 X
1 oh oh 10
K222 =gﬁ (hl)2 - > g_o z +0p i - 9122 .
9o (h,)* 933 ) OX ox- h, ox
A2.2.5. Gradiente de presion Vp
Definiendo al operador diferencial
o _ i O (A2.102)
=9 ox'

y reescribiendo las bases contravariantes en funcién de los versores curvilineos covariantes,

) | \/a ) » » (A2.103)
§'=9"g, = [gu] i [gu] g gj:M[gij] ejzhj[gij €;
ji
siendo h, :\/gT.j (no sumar),
resulta la siguiente expresién del gradiente de las presiones
- op i _0p B (A2.104)
V = = h i €.
P X' 9= ox' [g”]

donde
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02,933 — 01,033 0 (A2'93)
ij] ENR
[g :[gij] :g_ — 02033 01103 0 .
° 0 0 {911922 - (912)2}

Entonces, en coordenadas curvilineas, se tiene

_ h 0 op |l |h d op |]. (A2.105)
Vp = {g_1|:gzzgs3 6_31_912933 %}}el +{g_2{_912933 G_)F()l-i- 011933 Tp}}ez’

0 0

expresion en la cual no se ha desarrollado el término segin €, por considerarlo despreciable

bajo las hipotesis de la capa limite.

A2.2.6. Laplaciano del campo de velocidades relativas a la pala V?V

Por definicion de operador laplaciano,

V A2.106
vy -1 0 g0V A
Jox! ox'

siendo J°= g .

Incorporando la definicion de derivada covariante,

_ ) m m (A2.107)
vzvzli Jg! av_ +4 VT,
Jox! ox' S i
con el simbolo de Christoffel de segunda clase
m (og., O _
{m}=r;”i=9 [ Io | g"f—agjj],
S i 2 | OX oxX  0X (A2.108)

=123 s=123 m=123 p=123

realizando nuevamente la operacion de derivacion de un producto de funciones,

~ . m m ij m m
VZV:Ea—J.g” av‘ +40 b @m+ag. av. +{ Vg, +
Jox! ox' S i ox'\ ox' S i
g o%v" Ly 0 [m] [m]ov g +g ov" [m]. (r g.)
oxlox! oxJ |s i sijoxi )" ox' s i mjSs

y sabiendo que la derivada del vector base covariante resulta

(A2.109)
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0. [ s ). . . (A2.110)
gj :{ }gs =F .gs
0X

siendo

S 0, 00 i
{ }:F;‘J:g ( g:n+agrr1n_ grlj’

j=123 s=123 m=123 r=123

VZVZ{giJ(Z\)/(i +r5";v5]r;j}gs +
(A2.112)

il1ed (ovm ) orv™m oG avelagh(ov™ . )l.
97| —— —+IGV |+ ———+V —+1I; _ . —+IGV [0,
Jox!{ ox' ox'ox!' ox! ox!|ox! | ox'

con la siguiente expresion para la derivada del simbolo de Christoffel de segunda clase

arsmi llﬁgmp (agps +8gpi _agsiJ_i_ mp( azgps + azgpi 82gsi J .

oxi 2| oxi | ax  ox® oxP oxJox  axiox® oxiox”

resulta entonces

(A2.113)

Bajo las hipdtesis de la capa limite, los Unicos términos significativos resultan

_ o2vt | . o2v? | . o2vt . 8%v? (A2.114)
VZVE{QSS }914‘{933 }gzzg%{ 79t 2g2:|

0 (x%) o (x*)? a(x%) 2<%

y dado que
g” :é[gngzz —(912)2]=i(§—;j=i (A2.115)

finalmente,
vzv;i[ N OV g} (A2.116)

Os [ 0(X°)’ a(x%)?
Como

v v d;=€,4/9; =&h; (nosumar) Vig, =u's, (A2.117)
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entonces, en funcion de las componentes fisicas del campo de velocidades en el sistema

curvilineo, la expresion del lapaciano del campo de velocidades resulta

vev e L % ut - d% u? 5 (A2.118)
RS I S

A2.3. ECUACIONES DE LA CAPA LIMITE ESTACIONARIA 3D

Incorporando las expresiones finales de los términos desarrollados anteriormente, las
ecuaciones de la capa limite resultan, reconociendo que la direccion perpendicular a la
superficie es determinada por x°,

Continuidad

1 ou* 1 o0u® 1 oud (A2.119)

— = +———+Uu'K,, +u*K, =0
h, ox* h, ox> h, ox® 1 2

Conservacion de cantidad de movimiento segtn €,
ut out u? ou' u®ou’

1,,1 1,,2 2,,2
h_6x1+h_ax2+h_6x3 + K uum+ K, uu®+K,,, u“u’ +
1 2 3

h 5 8 v | 8%
+_1933[(h2)2 P g p} [ ]— (A2.120)

Py ox' TP ox? | ga|ox?Y

-2 gﬁ[glzu“rhlhzuz]of— h, 2[a11X1+a21X2Kc03)2=0

9 033 (aas)

Conservacion de cantidad de movimiento segtin €,,

1 2 2 2 3 2
u- ou us ou u® ou
-+ Ky, u'ut + Ky, utu? + K, u?u’® +

+_
h, ox* h, ox* h, ox

h, op , Op v | 0°u?
+—20.,0 -0, —+(h - ||+
pg933|: 9 5 (h,) axz} 0" [8(x3)2 (A2.121)

v2 2= fhh, ut g, u? e’ - h, Xt +a,Xx?Jof =0

9o O35 (333)

donde

157



12

O || g, 1 |éh, g, a9
-l - S L2090
] 1

172

g I g 1 |oh d,, 09
N (e ot
| 2

g g, oh, oh, 1 dg
Klllzigﬂ{ 2 Tt 7 "

(h,)? ox*  ox> h, ox*

2
O3 J1, oh, oh,
K., =—2h.h, |1+ —=-20,, —=
121 g { 1 2[ (hthJ ]8X2 O oxt

h ahz_g_lzah2
2oxt  h, ox?
2

0
oxt  'ox® h, oxt

2
933 ng 6h2 ahl
K., ==hh, |1+ =—=— -2q,, ——
122 9 { 1 2[ (hlhzj }le J1, %2

oh, 199,
+ - :
ox' h, ox®

91 _h oh, _giéhl}

U3 g, 0h,
K, =2
222 ] 912{(h2)2 PYE

Haciendo uso de la nomenclatura habitualmente utilizada,

€, =¢, X'=1z u'=w
é, =8, x? =X u?=u
e, =8, x®=y ud=v
el sistema de ecuaciones de gobierno se rescribe como
Continuidad
10w 10u 10v
— ———Ft——+——+WK, ; +UK, =0
h, 6z h,ox h,oy
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oh,

1

il

0 X

oh,

OX

2

i

(A2.122)

(A2.123)

(A2.124)

(A2.125)

(A2.126)

(A2.127)

(A2.128)

(A2.129)

(A2.130)

(A2.131)



Conservacion de cantidad de movimiento segln z,

Wow uow Vv Oow
+———t+—— + KWW+ K, Wu+K,, uu+

h, 8z h,ox h,ay

h 0 0 82w
+— 933{(h2)2_p g _p} V{ 2}_

Py, 52_ 2 ox _@ oy

—2 gﬁ[glz w+h,h, u]e’ —Lg[allx"‘azlY](ms)z =0
Jo O3 a33)

Conservacién de cantidad de movimiento segun X,

wWou uou Vvou
—_——t———Ft—— + K, WW+ K, Wu+K,,, uu+

h,0z h,0x h,oy

h, op i pop| v oo
+ — —+(h - | +
0g 933{ 91, o7 ( 1) GX} Ous {ayz

0

+2 gﬁ[hlhg W+0,, U]603 —h—zz[alzx+a22Y](m3)z =0
g, O (@ss)

donde

9 )ih,)p -9 110N 05 00y 0Ny
Oss (hl) | 0z h, 0z 0z

Kzo=gﬁ (hl)z_g_o 12 o, _giaglz"'hlhza_hl
93 (h,)* | 0x h, 0Ox 0X

0 h1)2 oz OX _hl 0z

2
Klzlzgﬁ h.h,| 1+ G 8h1_2912&
9o hlh? ox 0z

Ky =3 h, 1092 1y ONo 8n O,
221 9, 1 X 2 0z h2 O X

g g, oh, oh, 1 ag
szﬁglz{( 12 L4 1_ - 12
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(A2.132)

(A2.133)

(A2.134)

(A2.135)

(A2.136)

(A2.137)

(A2.138)



Kk _9s, |99,  0h, gy, Oh, (A2.139)
112 2 1
Jo 0z ox h, o0z
? A2.140
K. =93 )nn|14] 92 6h2_29 oh, ( )
2 g, |7 (hh, ) [0z T ax
K. 9=, ] 9 0h, 0h, 109, (A2.141)
222 — 12 2
9 (h,)? ox 0z h, ox

o’ =h,a,Q (A2.142)

donde Q denota la velocidad angular de la turbina.

Las componentes del gradiente de presiones, determinado bajo condiciones
inviscidas, son reemplazadas con expresiones equivalentes que involucran las velocidades uny
Yy Wny, Obtenidas mediante la técnica desarrollada en el capitulo 3. Para llevar a cabo dicho
procedimiento, las componentes del gradiente seran despejadas de la propias ecuaciones de la
capa limite, esta vez evaluadas en el contorno superior de la capa viscosa 8(x,z). Asi, las

ecuaciones de la capa limite se rescriben,

Conservaciéon de cantidad de movimiento segun z, siendo y = &x,2),

W, OW U,, OW
NV NV NV NV
h 82 + h ax +K111WNVWNV+K121WNVUNV+K221uNVuNV+
1 2

f MO 2 0P o 0P| (A2.143)
p g, | o ez “Pox

9 /gi[glz w+h,h, u]e® _LZ[¢';111X+&121Y](c03)2 =0
9o O

a33)
Conservacion de cantidad de movimiento segln x, siendo y = &x,2),

WNV auNV + uNV auNV

h o7 h ox + KWy Wiy +Kig Wiy Uy + Koy Uy Uy +
1 2

+h_29ﬁ{_ Py lrl, (A2.144)
p 0, o0z 00X
+2 gﬁ[hthWJrg12 u]ms—h—Z[a12X+a22Y](o)3)2=0

9 033 a33)2
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Resolviendo el sistema de ecuaciones para las componentes del gradiente de presion,

se tiene que
a_p:p(hlmii]gj
z 2 (A2.145)
6—=p(h2B+giAJ
1
con
g9 h 2
A=2 i[glszv"‘hlhzqu]m3+—12[a11X+a21Y]((93) -
0 O35 @33
(A2.146)
W, OW U,, OW
- h'\iv aZNV - thv aXNV _KllleVWNV_KlZlWNVuNV_K221UNVUNV
y
h 2 g
B= . 2 [a12X+a22Y]((°3) -2 ﬁ[hlthNv"'glzUNV]C‘)3_
Q33 (ass) 90
(A2.147)

LYY OU Uy OU

h 0z h ox _K112WNVWNV_K122WNVUNV_K222 U Uny
1 2

Introduciendo los términos del gradiente de presion, las ecuaciones de gobierno se

rescriben como

Ecuacién de continuidad:

A2.148
1 8W+i8_u+iﬂ+leo+uK20:0 ( )

h_lg h, ox h, oy

Ecuacion para la cantidad de movimiento segln envergadura (2):

WOW U oW Vv Oow Wy, OW., Uy OW

+ + +
h, oz h,ox hy,dy h, oz h, 0Ox

+ (WW—=W W ) K 11+ (WU=W g U ) K o + (UU—=U G Uy ) K 5 — (A2.149)

O \Y% azw}
—2/—g W, —W)+hh,(u, —u)l(ha,;Q)—— =0
go [ 12( NV ) 1 2( NV )]( 3733 ) g |:ay2

33
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Ecuacion para la cantidad de movimiento segun cuerda (x):

w au u au v au WNV auNV uNV auNV

—_—t——t—— +
hyoz h,ox h;o0y h, oz h, ox
+ (WW =W, W JK g5 + (WU =W g Uy JK 5+ (UU = U gy Uy )K 5 — (A2.150)
933 v [o%u
-2 _[hth(W_WNV)+glz(u_UNV)](hSaSSQ)__ 2 =0
9o s [ OY

donde los coeficientes K contindan definidos por las expresiones (A2.134) a (A2.141).
Las condiciones de contorno del sistema (A2-148-150) corresponden a la imposicion

de la impermeabilidad y del no deslizamiento del flujo sobre las superficies de la pala, y = 0,

u(x,0,z) =v(x,0,z) =w(x,0,2) =0, (A2.151)

mientras que para el contorno superior se debe ajustar la solucion de la capa viscosa con la
previamente obtenida para el flujo inviscido, resultando necesaria la transformacion entre los
sistemas coordenados para determinar las componentes del campo viscoso, en el sistema
coordenado curvilineo, en funcion de las componentes del campo inviscido, las cuales fueron

determinadas en un sistema cartesiano ortogonal.

Como fuera indicado en el Capitulo 4, las ecuaciones (A2.148-150) presentan una
formulacién semejante a las dadas por Anderson (1985) en sus ecuaciones (25) a (27) y
Karimipanah y Olsson (1993) en sus ecuaciones (1) a (3). En el caso de la primera referencia,
la diferencia con las presentes expresiones se debe a que el autor ha definido un sistema

curvilineo tal que hs es unitario (razén por la cual no aparece en sus ecuaciones), mientras que
el presente desarrollo representa un caso mas general donde h, =,/g,; =h,(x,z). Con

respecto a la segunda referencia, las diferencias radican en que los autores han seleccionado
un sistema coordenado curvilineo local en donde uno de sus ejes sigue a la linea de corriente
inviscida (razon por la cual solamente aparece una Unica componente de la velocidad para la
representacion del campo externo inviscido). Adicionalmente, también consideraron de valor
unitario al métrico correspondiente a la direccion normal a la superficie, "sin pérdida de

generalidad”.
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A2.3.1. Condiciones de borde sobre el contorno superior de la capa viscosa
Sea el vector velocidad relativa, definido a través del sistema cartesiano rectangular
por
V=V, + V2, + VA, (A2.24)
0, en un sistema curvilineo general, mediante

V =Vv'g, +Vv%, + v'd, (A2.28)

V=u'g +u’é, +u’e, (A2.29)

donde V' y u' representan, respectivamente, las componentes contravariantes y las

componentes fisicas contravariantes del vector velocidad relativa, siendo

AU (A2.67)
vVi=——==—(no sumar).

Jo.
Segun (A2.11), la expresion (A2.24) puede rescribirse como

\7:V1(a11 0, +a5, 0, +a, gs)"‘
+V2(a21 §1+azzgz+az3gs)+- (A2.152)

+V3(a31 gl +a32 GZ +a‘33 QS)

Reordenando (A2.152) segun las bases naturales del sistema curvilineo, resulta

—

V=(a,V +a,V2+a, V)G, +
+(a,Vi +a,V2 +a,V3)g, + (A2.153)
+ (algv1 +a,Vi+ a33V3)§3

por lo cual, segun (A2.28), resultara entonces que

vi=a,V'+a,Vi+a,V?
vi=a,V'+a,Vi+a,V?e. (A2.154)
vi=a,Vh+a,Vi+a,Vve

Asi,
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VEb=la, 8y, Ay, 1Vii=lay ay, ay| 1V (A2.155)
v? dj3 A, Ag Ve ay Ay Agg V3
y entonces
vi=[A]" VI, (A2.156)

estando [A] dada por la ecuacion (A2.10). En componentes fisicas contravariantes, (A2.155)

resulta
ut
h T\
U% a8y Agg V2 (A2.157)
h_ =|ay 8p Ay \
Ug a3l a32 a33 V3
h,
Introduciendo la nomenclatura ya utilizada para las componentes del campo de
velocidades
i, =8, vi=v, =U
i, =8, Vi=V, =V (A2.158)
i,=8, ViV, =W
e =e, ut=w
8, =8, u?=u (A2.159)
g, =¢ ul=v

w

y

se obtienen las componentes fisicas contravariantes en el sistema coordenado curvilineo

asociado a la pala en funcién de las componentes de la velocidad en el sistema global rotante

W/hl a‘11 a21 a31 U
u/h,t=la, a, a1V
V/h3 a13 a'23 a33 W

(A2.160)

En particular, interesa determinar las dos componentes, segun envergadura Wy Y
segun cuerda uny, del campo no viscoso como combinaciones de las soluciones inviscidas

obtenidas por la aplicacion del método de los paneles (Ue,Ve,We) sobre el contono exterior de

la capa limite. Asi,

164



donde

W =W(X,0(X,2),2)
Uy = U(X,8(x,2),2)

165
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APENDICE 3

EVALUACION DE LOS EFECTOS VISCOSOS

A3.1. TENSOR DE TENSIONES VISCOSAS

Un vector genérico puede describirse tanto en el sistema global como en el local. Asi,

el vector velocidad relativa a la pala resulta
V=vg, =v'g, + V2§, + V3G, = V'i =V, + V2, + V3, (A3.1)

donde V° representa las componentes contravariantes del vector velocidad relativa. Por otra

parte, los vectores bases se relacionan a través de

X' (A3.2)
ox®

¢ s
s = & Ir = ro
donde & representa los coeficientes de la transformacion de la base ortonormal i, del sistema
global a la base g, del sistema curvilineo local. Asi, las componentes covariantes del tensor

métrico resultan,

X" aX' (A3.3)

Por otra parte, un tensor representado por sus componentes contravariantes T', 0 por
sus componentes covariantes Ts resulta expresado en el sistema coordenado curvilineo

mediante
[T]:Trsgrgs :Tmn gmrgnsgrgs! (A34)

donde las componentes contravariantes del tensor métrico g", resultan de la inversion de la

matriz definida por las componentes covariantes g,

[9 ! ] = [9 i ]_1 : (A3.5)
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Si [T] representa el tensor de tensiones viscosas [t], entonces
Tmn = 2“ Dmn 1 (A3'6)

donde u denota la viscosidad absoluta del fluido y Dm, representa los elementos covariantes
del tensor velocidades de deformacion, el cual, para el flujo laminar y estacionario de un

fluido newtoniano incompresible, bajo la condicion de Stokes, resulta

(A3.7)

Do =5 Vil + Vo], )

en donde los gradientes de las componentes de la velocidad relativa son representados por la

derivada covariante de las componentes covariantes, vy, resultando

Vol =V, - k|, _ove [ K, (A3.8)
Mo Am o[ ax™  |m onf
y donde
K 1 _pe _97(%0u 00  OGm (A39)
m n mMoo2{ex™ ax"  ax

representa los simbolos de Christoffel de segunda clase, los cuales, debido a la simetria de gj

K1 [ k (A3.10)
{m n}_{n m}'

A su vez, las componentes covariantes y contravariantes de la velocidad relativa a la

verifican que

pala se relacionan mediante
Vi =0V v, =g,V . (A3.11)

Por la definicion de los vectores unitarios adimensionales € ;, que son paralelos a g;,

se definen las componentes fisicas de la velocidad relativas a partir de
v:vigi:uiéi’ (A312)
resultando

Coou _ . _ (A3.13)
Vi=— g, =+/9; €, (no sumar sobre i).
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Finalmente, se tiene que

-I-rs =ulg,. avj _|_Vj 6gmj +g, 6Vi _|_Vi agni _9 k g Vp gmrgns
mj n n n m m kp
0X OX O X OX mn (A3.14)

rhsij,kmnp=123.

Bajo las condiciones de Prandtl para el flujo en la capa limite, verificAndose que

Re >>1,

o @ N A3.15
T T S () A1)

y debido a la particular definicion del sistema curvilineo local, g, =g, xd,, y de la geometria

de la pala,

O3 =03 =0 =05 =0
gy, =1 O12 :glz(xllxz)- (A3.16)
O =gll(X11X2) O35 =933(X11X2)

Entonces, la expresion (A3.14) se reduce a

3r1s 2r 3s 3r 28

1
%[gn(g“g%g 0° )+, (07 0% +9%0% )|+
T = pd % , (A3.17)

3rls

2
%[glz(glrg%_i_g g )+gzz(92r935+93r925)]

de donde

2

(A3.18)

oV 0
TH=T"= Mgss{m(gngn + 921921)"'%

(912911 + 922921 )}

2

ov! ov
T® =T = ug”{m(gng” +0,0% )+ a?(glzg” +0,,0% )} -

(A3.19)
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Por la transformacion (A3.5) entre las bases duales,

gt = 02 Yss
g

g% = 911 933
g

g% :i (A3.20)
033
g2 —g? = 012 933
g

O :dEt[gij]:gss[gngzz _(912)2]

y expresado también al tensor de tensiones viscosas mediante sus componentes fisicas

<S>

contravariantes T~ "7,

[1=T"6,0, =T" /9, /05 &8, =788,  (nosumar) (A3.21)
por lo cual
PN v B o (322
y, de (A3.13)
ut =viJo, u? =v2Jg,, , (A3.23)
entonces
ovt 1 aut ov: 1 au? (A3.24)

ox®  Jg,, ox° ox* g, 0X°

con lo cual -considerando asimismo la simetria del tensor- resultan

T a3 _ M ou' T2 _ e _ K ou’ (A3.25)

" Ju, 0% " om0

Redefiniendo las coordenadas y componentes fisicas de la velocidad en el sistema

local, y utilizando la nomenclatura habitual para los versores de la terna cartesiana global

>

ut=w x'=1z i, =i
u®=u x* =X iy =] (A3.26)
u=v X’ =y i, =K

resultan
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i) _ ) _ K ow T o) _ B 8_u (A3.27)

VLK ay 933 ay
Dado que el espesor de la capa limite va creciendo a medida que la capa viscosa se va
desarrollando desde el borde de ataque y desde la punta de pala, es conveniente realizar un

cambio de variable para la coordenada normal a la superficie, y, introduciendo la longitud

adimensional n, que es definida por

y (A3.28)
f(x,2)

n=n(xy,z)=

donde f(x,z) representa una funcion que describe el contorno superior de la capa limite, y para

la cual se adopta la siguiente relacion:

Jx (A3.29)
1+ (Qz/U, )

f(x,z)=C,+C,

siendo C; y C,, constantes dimensionales adecuadamente seleccionadas. Entonces, las

componentes fisicas no nulas del tensor de tensiones viscosas resultan,

T ) __ B OW Tl b _ B 0U (A3.30)

59, on 895 o’

Las expresiones (A3.30) se discretizan utilizando una representacion en diferencias

finitas, con un esquema no centrado y de segundo orden®, para aproximar las derivadas de las

velocidades, las cuales son evaluadas sobre la superficie de la pala,

a—W(X,O, 7) ~ L[— 3wW(x,0,2) + 4wW(X,An,z) - W(x,2An,2)] &= O[(An)2 ]
on 24n (A3.31)
0 2
ﬁ (x,0,2) = 2am [~ 3u(x,0,2) + 4u(x, An, z) - U(X,2An, )] e= O[(An) ]

Las representaciones numéricas (A3.31) se simplifican por aplicacion de la condicion

de no deslizamiento del flujo sobre la superficie (y = n = 0), dado que

u(x,0,z) =w(x,0,z) =0. (A3.32)
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A3.2. FUERZASY MOMENTOS VISCOSOS

De acuerdo a Kaplan (1974), los diferenciales de area de la superficie de la pala en
coordenadas curvilineas, se determinan, por tratarse de superficies en el espacio, mediante la

definicion del producto vectorial entre los vectores tangentes a las lineas x = constante y

z = constante, t, y t,, respectivamente. Asi,

0A, =|T, xT,|axdz = | &[T - (i, - T.] oxz (A3.53)
con
- X2 Y 2 Z ~
tzzaa S|+aa SJ+8a k=g,
X X X (A3.34)
) _axshavshazsf(:g
oz oz © o9z 7
y
2 2 2
- X Y Z
‘tz‘zz 0 3 + 0 S + 0 S =d,,
oX OX oX (A3.35)
2 2 2
~2 (0X oY, 0Z
t| = S|+ S|+ S| =
‘1‘ (82} (azJ (azJ Ju
- - - OX 0Xs 0Ys0Ys 0Zs0Z (A3.36)
t,-t,=t -t = S S -3 S-S S = = )
1 TR T 557 T ox oz ox oz w9
La fuerza de friccion resultante sobre la superficie de la pala, n =0, es
Fue = FG, +F?G, +Fg, =18, + 1?8, +°8,=F,i+F,j+F, _k (A3.37)
siendo
Np Np A3.38
roXmal  e-Xmal -0 e
p=1 p=1

las componentes de la fuerza debido a la friccidon viscosa, provenientes de la suma de los
términos correspondientes a cada elemento de superficie con sus respectivas tensiones de corte
evaluadas sobre la pared, y extendiendo dichas sumatorias a la totalidad de los Np paneles en

que se ha dividido la superficie de la pala.
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Como, segun (A3.2), la relacion entre las bases local y global esta representada por la

siguiente transformacion:

11 b12 b13

ey

- 5]

22 23

) (A3.39)

KD ) =)

Q «Ql i
N
Il

o T T
N
[
o

KD ) =2

31 32 33

F.x b, by, Dby F! by by by ||f /gy,
For 1= D2 by Dy F2 o= b, by, by 2/ 92 (A3.40)
F. by by by | |F° by by by | [FP/05

donde el supraindice T indica la transposicion de la matriz [B].
Por otra parte, las componentes del momento generado por la fuerza viscosa

alrededor de los ejes cartesianos del sistema global resultan

=M i+M j+M k=(X, Y, Z)x(F,, . F. F.,) (A3.41)

X' py! u
con las siguientes componentes de los momentos de origen viscoso,

M, =F.,Ys—F,.Zs M,, =F. Zs —F, X M, =F. Xs—F,.Ys. (A3.42)

n 0 i

En particular, M,x representa un momento torsor sobre la pala, la cual tenderia bajo
su accion a modificar su angulo de ataque, M,y representa un momento flector, mientras que
M,z corresponde al par que debe ser vencido para que el rotor gire a velocidad constante Q,

consumiéndose una potencia dada por

Pot, =M, Q. (A3.43)

nz
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APENDICE 4
PERFILES

A4.1. CONSIDERACIONES GENERALES

Un punto genérico del espacio tridimensional queda representado, en el sistema

cartesiano rectangular definido por las coordenadas (X!, X% X3® 'y los versores
(i,,i,,i,) mediante

=X, + X%, + X%, (A4.1)
0, equivalentemente, utilizando la nomenclatura cartesiana rectangular usual,

r=Xeé, +Ye, +Z¢, . (A4.2)

En particular, un punto de la superficie de una pala, indicada mediante el subindice S,
puede ser representado tanto con las tres coordenadas cartesianas rectangulares como por solo
un par de coordenadas curvilineas. En este Gltimo casi, el par de coordenadas yace sobre dicha
superficie alabeada, tomando la tercera coordenada curvilinea un valor nulo, por ejemplo

x> =0, por lo cual
fo= XL, + X2, + X3, = X8, + Y8, +Z8, =x'g, +x°, + 07, (A4.3)
donde
Xg = X§ = X5 (x*, x?)

Y, =X =X2 (x*,x?) x¥=0 (A4.4)
Z,=Xi=X3(x'x?)

y §,, §, Y G, representan los vectores base covariantes del sistema coordenado curvilineo.

Entonces, los vectores base covariantes g, y §, se definen sobre la superficie, a

partir de las definiciones dadas en (A4.5), proponiéndose que la tercera direccion quede
determinada a través del producto vectorial de las dos primeras, de manera que resulte normal

a las mismas,
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. 0T

gl =8X1
0T

(A4.5)

g, =

0 x2 ?S=(X§,x§,x§)

g, oc(@l ng)

tal como se lo representa esquematicamente en la Figura A4.1.

~

|3/:\
1
1
I
1
1
1
I
1
1
1
|

( -

I\
/
/
/
/
I/
|

Figura A4.1 Sistemas coordenados curvilineo de bases g, y rectangular cartesiano.

En general, se define como producto vectorial entre bases covariantes a
_Qr x_gs =0 gogrst_gt’ (A46)

donde g representa al determinante de la matriz [g;], la cual esta definida por las componentes

covariantes del tensor fundamental (o tensor métrico) del espacio,

0u O O (A4.7)
[gij]: O, 02 0O
031 U3 O

cuyos elementos se determinan mediante
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et
n-t (A4.8)
i=123 j=1,2,3
Entonces, considerando la definicion de una terna derecha, o =+1,
0, x0, = \/Esmgt = \/E(smgl +8,,,0° + 8123(33) (A4.9)
y sabiendo que
€101 =€1p0 =0 €10 =+1 (A4.10)
se tiene
G, x0, =4/0, §°. (A4.11)
Por otra parte, la relacion entre las bases duales es
§' =g"g, (A4.12)
resultando, en particular
6°=9"9,=9"d, +9”7, +9%G;. (A4.13)
Como sobre la superficie se requiere que
§,:0;=0,3=0454=0 (A4.14)
G205 =05 =095 =0 (A4.15)
la matriz que representa al tensor fundamental se reduce a
9y 9 O
oi]=|9:0 92 O (A4.16)
0 0 g5
con lo cual su determinante resulta
9, =detlg; |= 04919, — (0:)7] (A4.17)
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Dado que

o', (ra19)
resultan
g% =g®=0 (A4.19)
y
g - 0,9, — (95,)° _1 (A4.20)
% Jas

con lo que, finalmente, se tiene que la direccion que no yace sobre la superficie resulta

- O (A4.21)

g (g, x3,).
3 \/a 1 2

Finalmente, la relacién entre los vectores base del sistema coordenado curvilineo y

los versores cartesianos esta dada por

axXt  ox? ax?|
= oxt ox' ox'|(3
Sl_|ext axt x|
9207159%2 ox? ox? || (A4.22)
9s) | axt axz ax? |l

ox® ox® ox® |

resultando, adicionalmente, por la definicién de los métricos,

7 _ (A4.23)
hi:%:|gi|:‘/gi'gi =0; (no sumar sobre i)
X
los versores en el sistema curvilineo
. g g ) A4.24
e - T—-TY (no sumar sobre i). ( )

Ja, n
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A4.2. SUPERFICIE ALABEADA CON SECCIONES SIN CURVATURA

La superficie de una pala alabeada, conformada por perfiles delgados que no
presentan curvatura se define, en el sistema cartesiano rectangular, como funcion de las

coordenadas curvilineas que yacen sobre dicha superficie

Ys =X =x"cos ¢ (A4.25)

donde
H< x'<B 0< x%<c x3=0 (A4.26)

siendo H y B, respectivamente, el radio de raiz y el radio de punta de la pala, y ¢ la cuerda

local (ver Figura A4.2). Por su parte, el angulo de torsion de la pala queda definido por

(A4.27)

p(x) = arctg( V;(l J —a, (XY = arctg[

Q. Vol]_OCC(Xl)

QX

donde V, representa la velocidad del viento sobre el disco barrido por la turbina, Q denota la
velocidad angular de la turbina edlica y o, es el angulo de ataque de la corriente incidente
(asumida solamente representada por sus componentes Vo y Qx) con respecto a la cuerda

local del perfil.

Figura A4.2 Seccidn genérica de una pala conformada por perfiles sin curvatura.
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Dado que la superficie de la pala (x> = 0) queda representada por
k= (xl, x? cos @, x*sen (p) (A4.28)

entonces, sobre la superficie

_ 0T
g, = . = =(1,-x" ¢'seng, x* ¢'cos ¢)
X

oT. (A4.29)
=(0,cos¢,seno)

rS
92 T ox?

G5 =0, %0, =(-x*¢',—sen ¢,cos ¢)

donde
, d QlV, , (A4.30)
¢'(x") = (Pl:_ ( 10) —— o (x').
dx'  14(Qx/V,)
En el presente caso, los elementos del tensor fundamental, [g ijJ, resultan
9y =0,0, :1+(X2(P')2
9, =0,0,=1 A431
05 = 0505 =1+ (< ¢')’ (p.31)
91, =0, =0,-9,=0
U13 =03 =03 =03, =0,-0;=0,-9,=0
donde g1, es nulo, indicando la ortogonalidad entre g, y d,, y siendo
2|2 A4.32
90 :det([gij]):gss[gngzz _(glz)z]:b_i_(xz ¢ ) ] E(933)2 ( )
y en consecuencia,
g :1+(X2 o’ )2 —0u. (A4.33)

Asimismo, resultan los siguientes factores de escala

hy, =0, =0 =1+ (x2¢')? =h,
h =|g |:@ =1 (A4.34)
hy =[05] =105 =41+ (x*¢)" =h,

entonces,
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oh, (¢ - (A4.35)

siendo

2 Syt A4.36
") = d l(pz _2AQlv,) x2 o). (A4.36)
d¢F B foxt 1v, f |

En el espacio 3D alrededor de la pala, siendo x* = 0, se tiene que

szl :Xl _X2X3(Pl
Y=X?=x*cosp-x’sen¢ (A4.37)
Z=X%=x%sen¢p+x*cos

con

Xt ax? ax® |
oxt oxt axt| (3 2

St axz axd| |2 e (A4.38)
92 B ox? 0x? ox? 12 i iz
Ja) oxt ax? ax? | '

ox® ox® ax® g

resultando, sobre la superficie donde x® = 0,
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b, =0 (A4.39)

Entonces, su inversa

< (A4.40)

—) =) mu)
N -
Il
>
—_
Qi Ql «l
N
I
—
o8]
—_
iR
«Ql
N

w

tiene los elementos

8, ==X '/ Mg
a, =—-X"@'seno/ L,

a,, =C0SQ

(A4.41)
a,, =—Seno/ Ay
a, =X @' cosp/h,
az, =SENoQ
Ay =COSQ/ Ay
donde
)2
hg =det(B)=1+(x?¢') =gqy =I=1/g, - (A4.42)
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A4.3. SUPERFICIE ALABEADA CONFORMADA POR PERFILES DE

ARCO CIRCULAR

Se considera ahora la superficie de una pala alabeada, conformada por perfiles
delgados que presentan curvatura, representados por secciones de arco circular de radio R, tal

como se muestra en la Figura A4.3.

=

X X X
N}

w
I 1mnnu
< X N

Figura A4.3 Geometria del perfil de arco circular.
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Resolviendo la ecuacion para el radio del arco de circulo, Re, en funcion de la cuerda,

¢, y de la flecha, h, locales del perfil

2 (A4.43)
c
Ré =(R. —h)? +(—]
2
resulta
Re _h ¢ (A4.44)
c 2c 8h

Adicionalmente, el angulo del arco tendido entre el borde de ataque y el borde de fuga del

perfil resulta entonces,

c (A4.45)
0*=2arcos| ————
h+c” /(4h)
siendo la longitud total del arco entre bordes
S=R.0* (A4.46)
Definiendo las siguientes variables angulares
0=—  0<0<@* 0<s<S, (A447)
R C
om0 (A4.48)
=775
y

donde o es el angulo de torsién geométrica de la pala, resulta la semi-longitud del segmento

de cuerda correspondiente a un arco de longitud s,

ﬁ:Rcsen% 0<0<0* 0<2/<c (A4.50)

con lo cual resultan las coordenas de la superficie del perfil en el sistema coordenado global

Y, = 2¢cosp = 2R sen gCOSB (A4.51)

Z,=2/senB=2R. sengsenﬁ (A4.52)
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En consecuencia, la superficie de la pala se define mediante

X, =Xg =x'
Y, =XZ=2Rsen(0/2)cosp (A4.53)
Z,=X:=2Rsen(0/2)senp

en el sistema ortogonal rotante, siendo

2

X 1 0 0*
0=" =p(x")+=(0*-0 =B-—=@(X')+—-0
R B=o(x") 2( ) =B 5 o(x") i
* -1
o =arcsin (D + i) (A4.54)
2 ¢ 4h
H< x'<B 0<0<0* 0< x*<S x3=0

donde (x!, X%, x°) representan las coordenadas locales de la pala y ¢ denota la torsién

geométrica de la pala, definida por

(A4.55)

o(x") = arctg(QV;l]—occ(Xl) = arctg[QV;l]—ac(xl)

donde V, representa la velocidad del viento en el disco de la turbina, siendo Vo < V., Y o

denota el angulo de ataque de la corriente medido desde la linea de cuerda del perfil.

Dado que ahora la superficie de la pala (x® = 0) queda representada por
[ (x1,2 Rsen(6/2)cos ,2R sen(6/2)sen B) (A4.56)

y que g, y G, son definidas sobre la superficie, mediante (A4.5), g, se obtiene a partir de la
definicion de producto vectorial, resultando entonces perpendicular a g, y g,. Asi,

g, = 2 rsl =(1,-2Ro'sen(6/2)senB,2Re'sen(6/2) cosp)
X

) (A4.57)
g, = 6r52 =(0,cosy,seny)
0X
0, =0, x4, =(-Re¢'send,—seny,cosy)
donde
, d QlvV, , (A4.58)
9'(x") = ? - ( o) —og (x7).

dx'  14(Qx /v, )
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En el presente caso, los elementos del tensor fundamental, [g iJJ, resultan

0 =0,0, =1+[2R ¢'sen(8/2)[*
9, =0,0,=1
s =040, =1+ (R ¢'send)’ (A4.59)
95,=09,1=0,0, :—ZR([)'SEHZ(@/Z)
013 =95 =95 =03, =0,-0,=0,-G; =0

donde ahora g1, resulta no ser nulo denotando que no existe ortogonalidad entre g, y @,, Y

99 :det([gij]):gaa[gugzz _(912)2]:[1‘"(R @'sen 6)2]2 5(933)2

(A4.60)
consecuentemente,

=g, =1+ (Ro'senb)* =g.,.

(A4.61)
Asimismo, resultan los siguientes factores de escala

|g1|:\/iz\/l+[2R sen(0/2) ¢’
2|: 92 =1
=[04] =495 =1+ (2Rsen 0¢’)?

entonces, las derivadas de los métricos resultan

(o))

hl
h, (A4.62)
hS

oh, [2Rsen(6/2) , ,
8Xl B hl

oh; R ((Pl)2

ox? h,

sen O

oh, (Rsen8)® , , (A4.63)
1 ¢
0 X h,

oh, R ((P')z

P . sen0-cos0
X 3

oh, ah,

oxt  ox?

con

" 1 d (P Z(Q/VO )3 Xl ney,l
(x) = > —a'(x’) .
MR B TV B (A4
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y resultando ademas ahora los siguientes términos no nulos

aglf =-2Ro"sen*(0/2)
0X

(A4.65)

En el espacio 3D alrededor de la pala, siendo x* = 0, se tiene que

X=X"=x'-x’Rsen0 ¢’
Y =X*=2Rsen(0/2)cos B —x>seny (A4.66)
Z=X?*=2Rsen(8/2)senp + x> cosy

con

oXt  ax? X3 |
~ oxt oxt oxt | (s 2

91 Xt ax? oax®| |- . (A4.67)
92 “lox? ax® ox? 12 =8l 12
9s) | axt axz ox?| s s

ox® ox® ox® |
resultando, sobre la superficie donde x® = 0,

b, =1
b, =—2R¢’'senBsen(6/2)

b,; =—2R ¢’ cosPsen(6/2)

b, =0
b,, =cosy
(A4.68)
b,, =seny
b, =—R¢'sen6
b, =—seny
b, =cosy.
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Entonces, su inversa

i, g, g,
12 :[A] gz :[B]_l 62
I ds ds
tiene los elementos
a, =1/Ag

a, =2R@'sen’(0/2)/
a,; =—Ro'send/ 1y
a, =—Ro'senbseny /A,
2( .2
azzzlc05y+2R (¢') senesen(G/Z)cosBJ/kB
a,, =—seny/ g
a, =Ro'senbcosy /Ay
2( 2
aszzlsenerZR (") senOsen(O/Z)senBJ/xB

A, =COSY/ Ay

donde

L =det(B])=1+(Ro'sen0)’ =g, =J=1/g, .
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APENDICE 5

ESQUEMA NUMERICO

A5. ESQUEMA KRAUSE ZIG-ZAG

El esquema Krause zig-zag ha sido empleado dado que su utilizacion es recomendada para
la resolucion numérica de problemas que involucran flujos donde la componente correspondiente al
flujo cruzado cambia de signo, situacion que se manifiesta en el presente problema. La molécula
que representa a este esquema numérico incluye la informacién de ambos sentidos en la direccion
segun envergadura, permitiendo la representacion de flujos cruzados, siempre que las direcciones

de los flujos permanezcan dentro de la zona de dependencia de la molécula (Anderson et al., 1984).

A5.1. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad

1 a_u_{_k_za_u_k&ﬂ_kﬁa_w_ia_w_}_ul(zo_kwl(lo:O (A51)
Sh, ¢ h,on h;on h, on Bh, o

resulta discretizada, para un desarrollo centralizado en (i+1/2, j-1/2, k), como

L L(uij*,(1+u‘jjk—u‘jk—uij_lk)+
Sh, 2(Ag) "~ ’ ’ ’

+:_z 2 (in) [(u ik U5 )+ (u i~ Ujak )]+

ol At vt b v

k 1 i+ i+ i i
+h—i 2 (An) [(Wj,kl _Wj—i,k)+(wj,k _Wj—l,k)]_ (A5.2)
1 1

Bh, 4(AC)

i i i+1 i+1 i i i+1 i+1
[(Wj,k+l TWi gk tWi +Wi )_(Wj,k TWig Wi TWiha )]"'
1 i+1 i+1 i i
+Ky Z(u jak TUj HU g +UG )+

1, . _ _ _
+Ky, Z(W'jj’k + W W AW ): 0
donde los indices (i,j,k), segun las respectivas direcciones (§,n,C ), se representan en la Figura

Ab5.1. Se destaca asimismo la promediacion entre las estaciones i e i+1 y entre j-1y j.
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Vv

(+1j-1k-1) i,& u

A AE

(i.,k-1) (i+1,j,k-1)
(i, k+1)
An '

1
Pl
AC

(i,j-1k+1)
/ (i+1,j-1,k+1)

k,C,w

Figura A5.1 Esquema centrado en (i+%,j-%2,k) para ecuacién de continuidad.

v

(i+1,j-1k-1) i, & u

A AE
(i,j+1,k-1) (i+1,j+1,k-1)
(i,j+1,k+1) | = /
B (i+1,j,k-1)
2n
—>
AC
(i,j-1,k+1)
/ (i+1,j-1,k+1)
K, C,w

Figura A5.2 Esquema centrado en (i+%,j,k) para ecuacion de cantidad de movimiento.
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Reordenando la ecuacion (A5.2) en un sistema tridiagonal para la incognita v(§,n,¢),

que presenta la formulacién general

(v)y, i+l (v)y,i+l (v)y,i+l (v) AL,
BV + DV + AV =CY (AS.3)
resultan
DV _ _gw _[Ks 1 AWM — (A5.4)
] J h Z(AT]) J
y
1 1 i+ i+ i i
:_Shzm(ujkl-i_u—]ik uj,k_uj—l,k)_
k2 1 i+1 i+1 i i
——= = Nu't —u' )+ (ut, —u! -
h2 2 (AT[) [( j.k J*lvk) ( J.K =Lk )]
kS 1 i i
L —— YA . —
h3 Z(An) [( J.K J 1k)] (A55)

k ) ) ) )
S fw—wi, )+ wh, —wi )]

1 1 i+1 i+1 i+1 i+l
+Bhl 4(AC) [(ij+l+wj lk+l+ij +Wj 1k) (ij +Wj -1,k +ij 1+Wj -1,k l)]

1 i+1 i+l 1 i+1 i+1
—K204(ujlk+u k+U11k+U,k) KlOZ(W11k+WJk+W]1k+WJk)

A5.2.  Ecuacion de cantidad de movimiento segun cuerda

La ecuacion de cantidad de movimiento, segun el eje &, para la componente u del
campo de velocidades es
1 uoadu K, k, ks Jou 1 woau
———+|W—4+U—4+V— [ ————— +
h, S 0 h, h, h,
+(ww -WW)K,,, + (uw - UW)K ,, + (uu-UU)K ,,, —
1U au 1 wWaou (A5.6)

h, S 0 h, B oC

—2a,

92 [n,h, (W= W)+ g, (u- U (k){ }0
on’

V9 O

donde U = uny Y W = wyy, con la Unica finalidad de simplificar la nomenclatura.
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Segun el esquema Krause zig-zag, centrando en (i+1/2, j, k) como se observa en la
Figura A5.2, se tiene

1 i+1 i+1 i
2h S(Aé){(u e up )l i)

+

1 K i+ K i+ k i+ i+ i+
’ 4 (An) {h_i (Wj"‘l) ﬁ(u Jlkl)_'_i(vj,kl)}(u jé,k —u jj,k )"‘

=~

3

1 Ky (i 2 (i K, (0, i i
+ 4 (An) {h_l (Wj,k )+E(u ik )+h_(Vj,k )}(u bk — Ui )_

. 4hlBl(AC) [(Wlk +Wll+kl)(ujk+1 Ujk + u'JJ'k1 _ it )]_

u jk-1

1 i+l i i+1 i
_ZhZS(Aa){(Uk LU - U+

+ 4h1|?:>L(AC) [(W;l +W|i+1)(U:<+1 — U:( + UL+1 _ UL+_11)]+

(A5.7)
2K - owi
Kl u o w0+ u ) we s w Je
ek fu e, -0 U F -
-Qa%%{hlhz[(wrhw,k) (Wit + Wi+ gioflui + up,)- (U + UL )] -

_ V(k3)2 {|+1

+ut ., =2utt +u utt +u_ 0,
2933(An)2 Frk Lk (Jk Jk) =Lk 1k}

expresion en donde se ha considerado la promediacién entre las estaciones i e i+1.
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Reordenando la ecuacion (A5.7) se tiene que

_ _ N
e g o - )

2 3

i+l 1 i i-1 i 1 i i+l
+ uj’k{z h.S(A0) [(Zuj‘k - uj,k)+ uj,k]_m(wj,k + Wiy )} +

+ uijj'kl{Kfz (W',+|(1 +ij) = [uij,k +(2u;,k ) 912 \75_3 3 Q} B
0

_ i+1k v K 2} i_+kl{ v K, 2}_ .1{ v K 2}_
5 {2933(Aﬂ)( ) T gss(An)Z( ) - ngs(AT])( )

- k - k - k
— Ui, ﬁ{h—i(w'fﬁﬁh—z@u}k qu) h_S(VHl)}:

2

1 i i— i i
~2h,S(A%) (2 - )+ u Jui -

IR T (TG
1 2 3

4(An) |h

b (e w )l -l - Ul )

1 i+1 i i+1 i
* hS @D (Ui + Ul (Ut - Ul }-

1
4h, B(AC)

[(W'l + Wliﬂ)(u ik+1 - Uik + Uik+l - Uiktll )]_

-2 e [ - ) |-
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y con la finalidad de expresar (A5.8) mediante un sistema tridiagonal para la incognita

{uj+lk 2ujk+ujlk}

u(¢,n,¢) que presenta la formulacion general
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resultan los coeficientes
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A5.3. Ecuacion de cantidad de movimiento segun envergadura

La ecuacion de cantidad de movimiento, segun el eje ¢, para la componente w del
campo de velocidades es

1 uow [ k, k, kJaw 1 wow
= i wtu—2+

h, S ¢ h, h, h,

on h, B oC

+(ww -WW)K,,; +(uw - UW)K,, + (uu—UU)K,,, 1 U6W 1 Wow

h2 S 0 h B oC (A5.14)
k,) | 02w
—2a33gﬁ[hlhz(U—u)+ng(W—W)]Q—V@{W}=O
0 33

donde U = uny Y W = wyy, con la Unica finalidad de simplificar la nomenclatura.

Segun el esquema Krause zig-zag, centrando en (i+1/2, j, k) como se observa en la
Figura A5.2, se tiene
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expresion en donde se ha considerado la promediacion entre las estaciones i e i+1.
Reordenando la ecuacion (A5.15) se tiene que
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y con la finalidad de expresar (A5.16) mediante un sistema tridiagonal para la incognita

w(€n,&) que presenta la formulacion general
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resultan los coeficientes
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A5.4. Comentarios adicionales

En el inicio del proceso iterativo de resolucidn del sistema de ecuaciones algebraicas,
los términos no lineales de las ecuaciones discretizadas para la cantidad de movimiento, son
linealizados modificando los coeficientes de dichos términos con valores de velocidad
evaluados en una posicion anterior. Haciendo uso de una aproximacion mediante un desarrollo

en serie de Taylor, resultan

i-1

Ujle = 2U5, —Ujy (A5.22)
para la ecuacion de cantidad de movimiento segun la coordenada X, y

i+l o

Wil = 2Wj, Wi, (A5.23)

para la ecuacion de cantidad de movimiento segun la coordenada z.
Durante la continuacion del proceso iterativo, dejan de utilizarse las aproximaciones
dadas por (A5.22) y (A5.23), ya que los nuevos valores de velocidad obtenidos en la iteracién

n resultaran incorporados como coeficientes en la proxima iteracion (n+1).

Siguiendo el andlisis de Anderson et al. (1984), la condicion de que los coeficientes
A;j y B; mantengan valores negativos provee una correcta simulacion del comportamiento
viscoso. Para conseguir que ésto ocurra, se debe asegurar la representacion numérica de los
términos convectivos. Una de las metodologias propuestas para lograr este fin es utilizar un
esquema en diferencias como el de Leonard, pero ésto conllevaria la destruccion de la
tridiagonalidad, la cual resulta tan practica pues permite la utilizacion del algoritmo de
Thomas para sistemas tridiagonales. Otra metodologia es la de utilizar un esquema hibrido (en
parte representacion contracorriente -upwind-, en parte representacion con diferencias
centrales), pero su implementacién ha resultado extremadamente compleja dado que requiere
de la definicion de los nimeros de Péclet de grilla, que resultaban ser incognitas.

La opcion seleccionada fue la de pasar directamente del modelo en diferencias
centrales a la representacion de los términos convectivos mediante un esquema upwind cada
vez que A; y Bj tomaban valores negativos. Si bien el esquema upwind es altamente difusivo,
asegura la diagonal dominancia del sistema algebraico, y por ende su estabilidad durante el
proceso iterativo de resolucion. Logicamente, siempre que haya sido posible, la representacion

con diferencias centrales ha sido utilizada, dado que es un esquema de segundo orden.
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EPILOGO

CONCLUSIONES Y FUTURO TRABAJO

Un requisito basico para una adecuada estimacion de la eficiencia de una turbina
edlica es una definicion realista del flujo alrededor de sus palas. Sin embargo, la naturaleza
compleja de la fluidodindmica involucrada, asi como la variabilidad de las condiciones bajo
las cuales opera, hacen que deban asumirse modelos simplificados. Las aproximaciones
numéricas para la simulacion del flujo sobre una turbina edlica tienen por finalidad describir
el comportamiento aerodinamico de las mismas, no solamente con el objetivo de lograr un
mejor disefio y eficiencia del rotor, mayor precision en la determinacion de la potencia
extraida al viento, sino también predecir aspectos relacionados al disefio aerodinamico, como
son los efectos aeroelasticos y aeroacusticos, los cuales dependen de una lograda prediccion
de las cargas sobre las palas. Por otra parte, se requiere asimismo una adecuada evaluacion de
los mecanismos que inducen la fatiga, dado que este fendmeno reduce la vida operativa e
incrementa los costos de mantenimiento de la turbina. La falla de la pala de una turbina
eodlica, con sus consecuentes costos de reparacion y de reemplazo, puede ser primariamente

atribuida a una inadecuada evaluacion de las cargas aerodindmicas actuantes.

En la presente tesis se han desarrollado los sucesivos pasos para determinar el campo
de velocidades y el estado tensional del fluido sobre una la turbina edlica de eje horizontal de
baja potencia. El proceso se ha llevado a cabo mediante la interaccion de las regiones viscosa
e inviscida del campo fluidodindmico desarrollado alrededor de la pala del rotor. Los pasos
han incluido un modelo muy simple de disco actuador, con la finalidad de determinar una
configuracion de la envolvente del flujo que pasa a traves del rotor. Dicha configuracion ha
sido utilizada como la envolvente del sistema de hilos vorticosos libres que conforman la
estela no viscosa de la turbina en el método de los paneles, procedimiento computacional
desarrollado para la determinacion de las caracterisiticas no viscosas del flujo alrededor de la
pala. Mediante la técnica de los paneles ha sido posible determinar no solo las fuerzas
sustentadoras sobre la pala, sino también las resistencias inducidas por tratarse de superficies
de longitud finita y, fundamentalmente, la distribucion de velocidades en proximidad de las

superficies de la pala. Es justamente esta distribucion de velocidad, de origen inviscido, que
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es utilizada como condicion de contorno sobre el borde superior de la capa viscosa para asi
resolver numéricamente las ecuaciones de la capa limite tridimensional, siguiendo la
superficies de las palas. Determinados entonces mediante la técnica de las diferencias finitas
los perfiles de velocidades dentro de la capa limite, es ya posible calcular los efectos viscosos
de la friccion sobre las superficies, y asi completar la determinacién de las cargas

aerodinamicas actuantes sobre las palas.

La metodologia de analisis descripta ha sido desarrollada con la finalidad de
construir un modelo, tanto teérico como numérico, confiable y eficiente para la prediccion del

comportamiento aerodindmico de palas, si bien bajo condiciones restrictivas y simplificadas.

En el presente trabajo solamente se ha considerado el desarrollo de una capa limite
laminar extensiva sobre la totalidad de la superficies de la pala, supuesto valido para turbinas
edlicas de pequefio porte y por ende de baja potencia. Sin embargo, este supuesto no resulta
realista cuando el tamafio de la pala, y en particular el de su cuerda, es lo suficientemente
grande como para inducir la inestabilidad de la capa limite laminar, dando lugar a un proceso
de transicion que finalmente desembocara en un flujo turbulento completamente desarrollado
dentro de la capa viscosa. Desde el punto de vista de las ecuaciones de gobierno, este
comportamiento turbulento daria lugar a un estado tensional adicional, el cual puede
modelarse ya sea con la incorporacion de simples modelos algebraicos, como con ecuaciones
diferenciales para la conservacion de la energia cinética del movimiento turbulento y de la
disipacion turbulenta.

Adicionalmente, el propio proceso de transicion debe ser modelado, debiéndose de
adoptar, dentro de la capa viscosa, los limites inicial y final en donde tiene lugar el desarrollo
de la transicion. Diversos modelos ingenieriles proponen relaciones empiricas que establecen
la extension aproximada de la zona de transicion.

Un modelo fluidodindmico todavia méas complejo incluiria la no uniformidad del
viento, la inclinacion de dicha corriente con respecto al eje del rotor, los efectos de
deformacion de la estela vorticosa generada corriente abajo de la turbina eolica y las

interacciones entre las palas asi como la influencia de la torre sobre el rotor.
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Por otra parte, una configuracion fluidodinamica compleja genera asimismo
situaciones desfavorables en donde la turbina trabaja fuera de su condicion de disefio, y en
donde los gradientes de presion adversos pueden resultar importantes, posibilitando la
separacion extensiva de la capa limite y la subsecuente modificacion del campo inviscido.
Logicamente, si bien éste es un escenario admisible, en absoluto serian deseables estas
circunstancias dado que toda separacion no solamente va acompafiada con la pérdida de
sustentacion y el incremento de la resistencia, con la consecuente reduccion de la eficiencia
de la turbina, sino también con la presencia de vibraciones que pueden llegar a producir las

fallas de las palas o que finalmente reduciran la vida util de las mismas.

Asimismo, se debe prever la tarea de verificar que las ecuaciones para la capa limite
laminar estacionaria formuladas en la presente tesis resulten efectivamente invariantes ante
transformaciones de coordenadas en la superficie y ante cambios de escala en la coordenada

normal a dicha superficie.
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