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ResumenSe presenta una 
ondi
i�on de frontera absorbente Dis
reta No-Lo
al (DNL) para elproblema de la resisten
ia de ola en bar
os. Esta 
ondi
i�on es 
ompletamemte absorbenteen el sentido de que la solu
i�on es independiente de la posi
i�on del borde 
orriente aba-jo y es no lo
al en el sentido de que representa matri
es llenas que 
one
tan todas lasin
�ognitas en dos 
apas 
onse
utivas en los planos de entrada y de salida. La misma esimplementada en dos formas prin
ipales: por un modelo de elementos �nitos, y por unmodelo de paneles (o de elementos de borde). La implementa
i�on por elementos �nitos esobtenida a partir de un an�alisis dire
to de las e
ua
iones en diferen
ias resultantes, asum-iendo que la malla es unidimensionalmente estru
turada (en la dire

i�on longitudinal),mientras que la implementa
i�on por paneles est�a a
oplada 
on una des
omposi
i�on �nitade Fourier, sobre un borde arti�
ial 
orriente abajo, dando un problema equivalente quees resuelto en un dominio a
otado. En este 
aso el arrastre es 
omputado mediante la
l�asi
a integra
i�on de la presi�on sobre el 
as
o mojado en 
ondi
iones hidrost�ati
as, y lasalturas de ola en la super�
ie libre 
orriente abajo del borde arti�
ial son obtenidas 
omoun pro
edimiento de pos-pro
esamiento. La 
ondi
i�on de borde absorbente DNL muestratres aspe
tos. Primero, en 
ontraste 
on los m�etodos 
uasi-Dawson evita el empleo devis
osidades num�eri
as en la dis
retiza
i�on, de modo que un esquema de segundo orden
entrado puede emplearse en el operador de super�
ie libre. Segundo, asimismo permite
onsiderar regiones m�as redu
idas para la super�
ie libre, 
on el 
onse
uente ahorro enlos re
ursos 
omputa
ionales. Ter
ero, el uso de un esquema 
entrado para el operadorde super�
ie libre permite una dis
retiza
i�on 
ompleta por elementos �nitos, donde elarrastre es luego 
omputado por un balan
e de 
ujo, el 
ual es m�as exa
to y garantizaresisten
ias positivas. Los resultados num�eri
os in
luyen la estela de un ferry a quin
eesloras.



Abstra
tAn absorbing Dis
rete Non-Lo
al (DNL) boundary 
ondition for the wave-resistan
eproblem in ships is presented. This boundary 
ondition is 
ompletely absorbing in thesense that the solution is independent of the position of the downstream boundary andis nonlo
al in the sense that it represents full matri
es 
onne
ting all the unknowns attwo 
onse
utive layers at the inlet and outlet planes. It is implemented in two prin
i-pal ways: a �nite element model and a panel (or boundary element) model. The �niteelement implementation is derived from straightforward analysis of the resulting 
onstant-
oeÆ
ients di�eren
e equations, assuming that the mesh is one-dimensional stru
tured (inthe longitudinal dire
tion). The panel implementation is 
oupled with a �nite Fourier-de
omposition over an arti�
ial downstream boundary, yielding an equivalent problemthat is solved in a bounded domain. In this 
ase the drag is 
omputed by a 
lassi
alpressure integration over the stati
 wetted hull, and the wave-heights in downstream freesurfa
e of the arti�
ial boundary is obtained as post-pro
essing pro
edure. The absorb-ing boundary DNL 
ondition shows three aspe
ts. First, in 
ontrast to the Dawson-likemethods, the DNL 
ondition avoids the use of numeri
al vis
osities in the dis
retization,so that a se
ond 
entered s
heme 
an be used for the free surfa
e operator. Se
ond, thisboundary 
ondition allows to 
onsider smaller free surfa
e regions, with the 
omputerresour
es saves involves. Third, the use of a 
entered s
heme for the free surfa
e operatorallows a full element element dis
retization, and the drag is then 
omputed by a momen-tum 
ux balan
e whi
h is more a

urate and guarantees positive resistan
es. Numeri
alresults in
luding the wave-pattern for a ferry along �fteen ship-lengths.
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i�on de Morino/Mâ�tre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 907.2.1 E
ua
i�on integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 907.2.2 Condi
i�on de borde 
er
ana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 937.3 Dis
retiza
i�on por paneles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 947.3.1 Dis
retiza
i�on geom�etri
a sistem�ati
a . . . . . . . . . . . . . . . . 947.3.2 Dis
retiza
i�on fun
ional sistem�ati
a . . . . . . . . . . . . . . . . . 967.3.3 Dis
retiza
i�on de la e
ua
i�on integral . . . . . . . . . . . . . . . . 96



7.4 Matri
es dipolar A y monopolar C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 977.5 Sistema matri
ial de e
ua
iones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 987.6 Integral anal��ti
a de la matriz monopolar C . . . . . . . . . . . . . . . . 987.6.1 Fun
i�on auxiliar monopolar V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 997.6.2 Integral de l��nea monopolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1007.6.3 Resumen de 
�omputo de la matriz monopolar . . . . . . . . . . . 1047.6.4 Simetr��a y 
ontinuidad monopolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1057.7 Integral anal��ti
a de la matriz dipolar A . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1057.7.1 Fun
i�on auxiliar dipolar W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1067.7.2 Integral de l��nea dipolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1077.7.3 Resumen de 
�omputo de la matriz dipolar . . . . . . . . . . . . . 1097.7.4 Simetr��a y 
ontinuidad dipolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1107.8 C�omputo del 
ampo super�
ial de velo
idades . . . . . . . . . . . . . . . 1117.8.1 Forma fuerte para las velo
idades de perturba
i�on . . . . . . . . . 1117.8.2 Forma d�ebil para las velo
idades de perturba
i�on . . . . . . . . . 1137.8.3 Componente dipolar esp�urea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1157.8.4 Ejemplo num�eri
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1178 M�etodo de paneles extendido 1198.1 Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.2 Introdu

i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.3 El m�etodo de Newton Raphson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.3.1 El m�etodo de Newton Raphson dis
reto . . . . . . . . . . . . . . . 1208.3.2 El m�etodo de Newton Raphson en el 
ontinuo . . . . . . . . . . . 1218.4 M�etodo de paneles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1228.4.1 M�etodo de paneles para el 
ujo b�asi
o . . . . . . . . . . . . . . . . 1228.4.2 M�etodo de paneles para el 
ujo perturbado . . . . . . . . . . . . . 1238.5 C�omputo de la matriz de inye

i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1248.6 Cuasi-Dawson en la matriz de super�
ie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1288.7 Ejemplo num�eri
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1299 Condi
i�on de frontera DNL por elementos �nitos 1319.1 Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1319.2 C�al
ulo del arrastre por amplitud de ola . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1319.3 Poten
ia emitida en la e
ua
i�on de Helmholtz . . . . . . . . . . . . . . . 1339.4 Semidis
retiza
i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1359.5 Resisten
ia de ola por 
ujo de momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



9.6 Versi�on linealizada del 
ujo de momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1409.7 Implementa
i�on num�eri
a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1429.8 C�omputo de los 
oe�
ientes bj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1459.9 Solu
i�on num�eri
a del sistema de e
ua
iones . . . . . . . . . . . . . . . . 1459.10 Solu
i�on por superposi
i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1489.11 Ejemplo sobre el m�etodo de superposi
i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . 1509.12 M�etodo de superposi
i�on sobre el Wigley . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1529.13 Condi
ionamiento del sistema modi�
ado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1529.14 Forma sim�etri
a de las e
ua
iones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1589.15 Simetr��a de la matriz de absor
i�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1609.16 Ejemplos num�eri
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1639.16.1 Cilindro sumergido en un 
anal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1639.16.2 Cas
o de la serie Wigley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1659.16.3 Re
t�angulo de presi�on (hover
raft) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1659.16.4 Esferas sumergidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16610 Condi
i�on de frontera DNL por paneles 16710.1 Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16710.2 Matriz de super�
ie libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16710.3 Flujo bidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16810.4 Flujo tridimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16910.5 Rela
i�on de dispersi�on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17210.6 Condi
iones absorbentes DNL equivalentes . . . . . . . . . . . . . . . . . 17310.7 Ejemplos Num�eri
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17510.7.1 Cilindro sumergido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17510.7.2 Esfera sumergida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17610.7.3 Cas
o Wigley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17710.7.4 Velero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17810.7.5 Ferry de transporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17911 Ep��logo 185A Nota
i�on y nomen
latura 187



�Indi
e de Figuras1.1 Patrones de olas generadas por un bar
o. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22.1 Se

i�on transversal del 
as
o de un buque. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.2 Dimensiones de dise~no. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.3 Grados de libertad seg�un terna �ja a la nave. . . . . . . . . . . . . . . . . 102.4 V�orti
es de fondo (por la quilla). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.5 V�orti
es de popa (por 
on
avidad del 
as
o). . . . . . . . . . . . . . . . . 112.6 V�orti
es de proa (por ola de proa). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.7 V�orti
es en
ollados (por rotura de olas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.8 Subestru
turas prin
ipales en un velero y su aptitud para generar sus-tenta
i�on indu
ida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.9 Des
omposi
i�on de la fuerza resultante seg�un, i) terna del 
ujo (
�al
uloshidrodin�ami
os), ii) terna del objeto (
�al
ulos estru
turales). . . . . . . . 142.10 Punto de entrada en p�erdida para una super�
ie sustentadora. . . . . . . . 152.11 Arrastre indu
ido sobre super�
ie portante �nita. . . . . . . . . . . . . . . 162.12 Capas l��mites sobre una esfera: laminar y turbulenta. . . . . . . . . . . . 172.13 Arrastre de ola y su rela
i�on 
on la irradia
i�on de poten
ia llevada por elpatr�on de olas ha
ia 
orriente abajo de la nave. . . . . . . . . . . . . . . . 182.14 Resisten
ia del viento sobre una nave. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.15 Coe�
iente de resisten
ia para una pla
a plana [Wehausen, 1973 (�g.23)℄. 242.16 Coe�
iente de resisten
ia para modelo Wigley 1805 A (equiv. modelo 2891)[Wehausen, 1973 (�g.20)℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.17 Coe�
iente de resisten
ia para modeloWigley 2892 [Wehausen, 1973 (�g.20)℄.272.18 Coe�
iente de resisten
ia para 
as
os de la Serie 60 (CB = 0:60) [Wehausen,1973 (�g.9)℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.1 Patrones olas y regiones para la intera

i�on vis
osa / inv��s
ida. . . . . . . . 303.2 Sistema de referen
ia 
artesiano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33vi



3.3 Des
rip
i�on geom�etri
a del problema de la resisten
ia de ola sobre naves. . 333.4 Simetr��as en el versor normal n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.5 Simetr��as en la velo
idad u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.6 La derivada lateral 
orriente arriba des
arta las solu
iones no f��si
as, en las
uales el patr�on de olas se propaga 
orriente arriba. . . . . . . . . . . . . 423.7 Las solu
iones f��si
amente admisibles y la derivada lateral 
ontra-
orriente,muestran una 
er
ana analog��a en aerodin�ami
a trans�oni
a. . . . . . . . . . 433.8 El ensayo de la altura de ola 
onstante permite des
artar los 
asos sobred-ifusivo y subdifusivo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 444.1 Flujo b�asi
o para el bar
o esbelto visto 
omo el 
ujo alrededor de un \alam-bre". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464.2 Flujo b�asi
o para el bar
o delgado visto 
omo el 
ujo alrededor de unapla
a plana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464.3 Flujo b�asi
o para el bar
o lento visto 
omo el 
ujo bajo a
elera
i�on gravi-tatoria in�nita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474.4 Equivalen
ia entre 
ujo 
on gravedad in�nita y el 
ujo del 
uerpo doble. . 484.5 Velo
idad transversal despre
iable en bar
o delgado. . . . . . . . . . . . . . 494.6 Interpreta
i�on f��si
a del 
ujo normal a la super�
ie libre iterada �0. . . . . 535.1 Malla no estru
turada seg�un yz y estru
turada seg�un x. . . . . . . . . . . 565.2 Coe�
iente de arrastre de ola para el dipolo sumergido. . . . . . . . . . . 675.3 Coe�
iente de arrastre de ola para una 
arga parab�oli
a de presi�on lo
al-izada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 685.4 Veri�
a
i�on de la 
ondi
i�on de 
ontorno absorbente. El resultado es inde-pendiente de donde se impone la 
ondi
i�on. . . . . . . . . . . . . . . . . . 695.5 Uso de la 
ondi
i�on absorbente 
on mallas que no son estru
turadas en ladire

i�on x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 705.6 Eleva
i�on de la super�
ie libre. Las olas no se amortiguan 
on el m�etodopropuesto, y pasan el ensayo de la altura de ola 
onstante. . . . . . . . . . 715.7 Amplitud de la ola para el problema de la 
arga parab�oli
a de presi�onlo
alizada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 726.1 El n�u
leo S(k) tienen un 
orte de rami�
a
i�on sobre el eje imaginario y dospolos aislados en k = �K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 766.2 Camino de integra
i�on P� que deja a los polos a la izquierda. . . . . . . . 776.3 Camino de integra
i�on P�(�Æ) 
on los polos a la izquierda y para x < 0. . . 786.4 Camino de integra
i�on P�(+Æ) 
on los polos a la izquierda y para x > 0. . . 79



7.1 Malla estru
turada (izq.), no estru
turada (der.) . . . . . . . . . . . . . . 897.2 Geometr��a para la formula
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Cap��tulo 1Introdu

i�on
1.1 Resisten
ia de olaLa resisten
ia de ola se re�ere al siguiente aspe
to en el problema de avan
e de bar
os enel mar. Una embar
a
i�on que avanza 
on velo
idad 
onstante en un mar 
almo, perturbala posi
i�on de la super�
ie libre del agua, generando un patr�on de olas esta
ionario quese propaga 
orriente abajo, formando la 
l�asi
a estela, y llev�andose una 
ierta poten
iame
�ani
a que debe suplir la nave. Ese patr�on de olas es la 
omposi
i�on de al menos dossistemas de olas transversales divergentes, generados en forma independiente en la proa yen la popa de la nave, 
omo se muestra en la �gura 1.1, y en primera aproxima
i�on est�anen razonable a
uerdo 
on la teor��a de Kelvin de una perturba
i�on puntual viajera sobreuna super�
ie libre de un l��quido. Ahora bien, 
uando la velo
idad de la nave 
ambia elpatr�on de olas global se altera, debido a que las olas de proa y de popa inter�eren entresi en forma 
onstru
tiva o destru
tiva seg�un la velo
idad. Como resultado �nal de estainterferen
ia de naturaleza ondulatoria, la 
urva de resisten
ia al avan
e en fun
i�on dela velo
idad, presenta una serie de m�aximos y m��nimos variable seg�un el tipo de navey de dif��
il predi

i�on te�ori
a para las embar
a
iones reales. Este efe
to pe
uliar en laresisten
ia al avan
e debido al patr�on de olas, ha dado lugar a distinguir en ella una 
iertaresisten
ia de ola y aqui nos interesar�a su predi

i�on num�eri
a mediante los re
ursos dela me
�ani
a 
omputa
ional de los medios 
ontinuos.1.2 Modelos matem�ati
os para la resisten
ia de olaLa 
omponente de ola distinguida en la resisten
ia al avan
e nos permite de�nir el prob-lema de la resisten
ia de ola. Su tratamiento te�ori
o fue ini
iado en su momento porMit
hell, y una exposi
i�on detallada puede en
ontrarse en Wehausen (1973). Empero,1



1.3. Modelos num�eri
os en hidrodin�ami
a naval 2
y

x

borde exterior

sistema de
olas de proa

olas divergentes
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olas de popa

olas
transversales

U
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Figura 1.1: Patrones de olas generadas por un bar
o.dado que el modelo matem�ati
o en su forma general ha resultado muy 
ompli
ado parapermitir una solu
i�on dire
ta por m�etodos anal��ti
os e in
luso semianal��ti
os, la tarea delos matem�ati
os e hidrodinami
istas se ha orientado al desarrollo de simpli�
a
iones, demodo de obtener una serie de problemas que fueran tanto lo su�
ientemente aproximados
omo pr�a
ti
os, 
omo para que fueran �utiles en ingenier��a hidronaval. As��, la prin
ipalsimpli�
a
i�on introdu
ida ha sido alguna forma de linealiza
i�on en las 
ondi
iones de bor-de a imponer en la super�
ie libre, motivada por suposi
iones a
er
a de las dimensionesrelativas del 
as
o y/o su velo
idad de avan
e, dando lugar a un 
onjunto amplio de lin-ealiza
iones posibles, hoy 
l�asi
as. As��, antes de la irrup
i�on de los ordenadores digitales,las m�as 
ono
idas eran aquellas apli
ables a: bar
os esbeltos (slender ships), bar
os del-gados (thin ships), bar
os planos (
at ships) y bar
os r�apidos (fast ships) (Ogilvie 1977,Raven 1996), pero ninguno de ellos hab��an resultado su�
ientemente representativos parabar
os de las dimensiones relativas y/o de las velo
idades que usualmente se en
uentranen proye
to naval.1.3 Modelos num�eri
os en hidrodin�ami
a navalLos m�etodos aproximados de naturaleza anal��ti
a y semi anal��ti
a permiten hallar solu-
iones aproximadas del problema de la resisten
ia de ola s�olo en 
asos muy simples, yno resultan ni apli
ables ni su�
ientemente representativos para las ne
esidades mediasde proye
tos en ingenier��a naval. Esto es as�� porque los proye
tos en su gran mayor��a seorientan ha
ia el denominado bar
o lento (slow ship), esto es, una nave que se desplazaa velo
idades relativamente bajas y 
onstituye un 
aso 
asi intratable sin la asisten
ia



1.3. Modelos num�eri
os en hidrodin�ami
a naval 3de los m�etodos num�eri
os de un mayor nivel de 
omplejidad. As��, gra
ias al auge de losordenadores digitales y de la me
�ani
a 
omputa
ional, se ha posibilitado el desarrollo deteor��as y m�etodos num�eri
os orientados ha
ia el problema del bar
o lento, v�alidas en unsentido asint�oti
o. De todos los m�etodos num�eri
os de 
�omputo 
on apli
abilidad pr�a
ti
asobresale la familia de m�etodos que llamamos 
omo 
uasi Dawson (Dawson, 1977), prop-uesta que ha mostrado ser en los he
hos bastante pr�a
ti
a y 
exible, 
onvirti�endose enuna herramienta est�andar en 
�al
ulo industrial (Raven, 1996). Di
ho enfoque 
onstituyenuestro punto de partida, no obstante es ne
esario men
ionar otras l��neas de investiga
i�ona�nes.Mientras Chapman [16℄ ofre
e un estado del arte de las estrategias num�eri
as en elproblema de super�
ie libre espe
���
amente rela
ionada en bar
os, Lugt [42℄ lo ha
e te-niendo en 
uenta los 
ujos vorti
osos hidronavales, mientras que Euvard [21℄ ha
e lopropio en hidrodin�ami
a naval transitoria. Estudios matem�ati
os de las 
ondi
iones ab-sorbentes en la simula
i�on de la frontera abierta para olas de super�
ie libre son dadospor Romate [63℄, Israeli/Orzag [29℄, Yen/Hall [78℄, mientras que su apli
a
i�on num�eri
a
on un m�etodo de paneles es propuesta por Broeze/Romate [12℄. La resisten
ia de olapredi
ha por una extensi�on no lineal de la teor��a de Ogilvie 2D para bar
os lentos, y aprox-imada mediante representa
iones asint�oti
as, en parti
ular para semiesferas sumergidas y
ilindros, y 
on ejemplos num�eri
os que in
luyen 
as
os de la serie Wigley y de la Serie60, es dada por Baba/Hara [5℄. Variantes de los m�etodos de paneles 3D (o de singular-idades) para la linealiza
i�on de Neumann-Kelvin pueden hallarse en Daube/Dulieu [18℄,en Guevel/Delhommeau/Cordonnier [25℄, y para los movimientos de bar
os 3D, en Chang[15℄. Modelos de intera

i�on vis
osa/inv��s
ida para simula
i�on de las 
apas l��mites y este-las vorti
osas de bar
os son propuestas por Tahara/Stern/Rosen [70℄, mientras que paradise~no naval �esta es propuesta por Larson/Broeber/Kim/Zhang [38℄. Formula
iones po-ten
iales 3D, 
on solu
iones por el M�etodo de Diferen
ias Finitas (MDF) se pueden hallaren Ohring [54,55℄, von Ker
zek/Salvesen [74℄, mientras que solu
iones por el M�etodo deElementos Finitos (MEF) son propuestas por Oomen [56℄, Korving/Hermans [34℄, y porambos m�etodos por Yen/Lee/Akai [78℄. Finalmente una formula
i�on euleriana 3D, 
onsolu
iones por multigrillas es dada por Farmer/Martinelli/Jameson [22℄. Esquemas paratransitorios 3D son dados por Ohring/Telste [55℄ y por Pot/Jami [58℄. C�al
ulos de lasfuerzas hidrodin�ami
as no lineales sobre 
uerpos 
otantes son dados por Ni
hols/Hirt[52℄, mientras que en 
uerpos sumergidos por Wu [77℄. Tu
k [71℄ lo ha
e para un 
ilindrosumergido, y Korving [33℄ lo ha
e sobre una distribu
i�on de presi�on m�ovil sobre una super-�
ie libre. Una predi

i�on de los movimientos 3D del bar
o por diferen
ias �nitas es dadapor Chan [14℄. Una estrategia de simula
i�on num�eri
a vis
osa mediante i) Navier Stokes



1.4. Des
rip
i�on de esta tesis 43D m�as pseudo in
ompresibilidad y mediante diferen
ias �nitas es dada por Liu/Ikehata[41℄ en el 
aso de olas de super�
ie generadas por un 
uerpo de formas arbitrarias, ii)Navier Stokes promediadas 3D en r�egimen transitorio y tambi�en por diferen
ias �nitases dada por Alessandrini/Delhommeau [2℄. Estudios matem�ati
os sobre la no linealidadgeom�etri
a en el m�etodo de elementos de borde/paneles (BEM) son dados por Ligget [39℄,y �nalmente sobre solu
iones fundamentales en problemas 
on super�
ie libre son dadospor Karageorghis [31℄.En la etapa fundamental de los m�etodos 
uasi Dawson, se implementa un esquema endiferen
ias �nitas a lo largo de las l��neas de 
orriente, orientado ha
ia 
orriente arriba, dealto orden pero in
ompleto, donde la ter
era derivada de la velo
idad es des
artada. Laorienta
i�on ha
ia 
orriente arriba es ne
esaria para introdu
ir una asimetr��a en el modelonum�eri
o, que en un 
ontexto mas amplio de la 
uido-din�ami
a 
omputa
ional se la re-
ono
e 
omo una t�e
ni
a de derivada 
ontra-
orriente (upwind te
hnique), y da 
uenta delsiguiente he
ho f��si
o simple: la transmisi�on de la informa
i�on de una perturba
i�on pro-du
ida en el interior de un 
uido en movimiento se propaga 
orriente abajo. A pesar de losm�eritos de la familia 
uasi Dawson men
ionamos algunos in
onvenientes: i) nos restringeen la super�
ie libre al empleo de las mallas estru
turadas t��pi
as en diferen
ias �nitas,siendo en prin
ipio bastante dif��
il su extensi�on a las mallas no estru
turadas t��pi
as enelementos �nitos; ii) su naturaleza de alto orden e in
ompleta di�
ulta la formula
i�on delsistema algebrai
o de e
ua
iones. Por ejemplo, en elementos �nitos se deber��an hallar susequivalentes debilitados, 
on expresiones algebrai
as sumamente elaboradas; iii) obs
ure
ebastante la f��si
a del problema de propaga
i�on de las olas de super�
ie gravita
ionales.De he
ho en su publi
a
i�on original Dawson dio po
a o ninguna justi�
a
i�on a la raz�onde ser del esquema, el 
ual fue obtenido por una serie de detallados ensayos num�eri
ossistem�ati
os, no obstante trabajos posteriores han aportado algunas a
lara
iones (Raven,1996).1.4 Des
rip
i�on de esta tesisEl prin
ipal objetivo de investiga
i�on de esta tesis es superar algunas de las di�
ultades dela familia 
uasi Dawson mediante su reemplazo por una 
ondi
i�on de frontera absorbenteDis
reta No-Lo
al (DNL), de un modo su�
ientemente general para su adapta
i�on 
on losprin
ipales m�etodos empleados en 
uido din�ami
a 
omputa
ional. Adem�as nos permitir�adesarrollar un esquema de 
�omputo alternativo para la resisten
ia de ola basado en lasamplitudes de las olas 
orriente abajo, en una posi
i�on relativamente 
er
ana a la nave.Este enfoque presenta la ventaja adi
ional de brindar siempre una resisten
ia de ola



1.4. Des
rip
i�on de esta tesis 5positiva. En esta tesis s�olo emplearemos una linealiza
i�on parti
ular en las 
ondi
ionesde borde sobre la super�
ie libre, de igual orden 
omparada 
on la de un bar
o delgadoen su manga respe
to a la eslora. El esp��ritu del desarrollo y presenta
i�on de los temas esla de ha
erla lo m�as auto
ontenida posible. Su organiza
i�on y exposi
i�on es la siguiente.En el 
ap��tulo 2 damos un 
ontexto 
uidodin�ami
o en el 
ual podemos ubi
ar laresisten
ia de ola, y un ra
onto del m�etodo experimental para su determina
i�on.En el 
ap��tulo 3 exponemos la formula
i�on del problema de la resisten
ia de ola delim-itado. Re
urrimos a la intera

i�on vis
osa/inv��s
ida para la des
rip
i�on del 
ujo, y nosrestringimos a su parte inv��s
ida mediante un modelo poten
ial. En el modelo poten
ialformulado en primera instan
ia mostramos dos di�
ultades intr��nsi
as, una dada por lapresen
ia de 
ondi
iones de borde no lineales en la super�
ie libre tanto 
inem�ati
a 
o-mo din�ami
a, que 
ompli
an notoriamente 
ualquier intento de resolu
i�on del problema,mientras que la segunda se re�ere a que sin 
ondi
iones de radia
i�on, por lo menos anivel del 
ontinuo, resulta un problema hidrodin�ami
o in
ompletamente formulado en elsentido de Birkho� [9℄, dado que no in
orpora el sentido de propaga
i�on ha
ia 
orrienteabajo. Finalmente introdu
imos el ensayo de la altura de ola 
onstante.En el 
ap��tulo 4 des
ribimos tres linealiza
iones b�asi
as: bar
o esbelto (slender ship),bar
o delgado (thin ship) y bar
o lento (slow ship). Luego desarrollaremos una linealiza
i�onde las 
ondi
iones de borde (
inem�ati
a y din�ami
a) en la super�
ie libre para el �ultimo
aso.En el 
ap��tulo 5 ha
emos un an�alisis de la 
ondi
i�on de frontera absorbente Dis
retaNo-Lo
al (DNL). Para tal �n, empezamos 
on un problema sen
illo 1D en el 
ontinuo,donde distinguimos los 
asos \el��pti
o" e \hiperb�oli
o". Luego pasamos a su versi�ondis
retizada mediante diferen
ias �nitas y su extensi�on a sistemas. A 
ontinua
i�on damosla expresi�on general para la semi-dis
retiza
i�on en x, el 
aso mixto, y el 
aso dis
reto 
onvarios nodos en profundidad. Luego mostramos la apli
a
i�on de la t�e
ni
a desarrollada enensayos de valida
i�on, entre ellos el dipolo sumergido y una distribu
i�on de presi�on suavelo
alizada, en primer lugar 
on mallas uniformes donde se observa que la solu
i�on num�eri
aresulta invariante 
on la ubi
a
i�on de la abs
isa elegida para la 
ondi
i�on absorbente. Ensegundo lugar, en una malla irregular se muestra que las olas no presentan efe
tos de unaamortigua
i�on num�eri
a esp�urea.En el 
ap��tulo 6 tratamos un m�etodo para el 
�al
ulo de la resisten
ia de ola, mediantetransformada de Fourier, que emplearemos para hallar solu
iones para los 
asos simplesde valida
i�on.En el 
ap��tulo 7 
onsideramos el m�etodo de elementos de borde est�andar, en el sentidode que en una primera etapa suponemos que no existe super�
ie libre, por lo que solamente



1.4. Des
rip
i�on de esta tesis 6ne
esitamos resolver el problema de Neumann exterior para el lapla
iano, donde toda lasuper�
ie de borde del dominio exterior a la nave es 
ono
ida, e in
luye una frontera alin�nito. Como �uni
amente nos interesa el 
aso tridimensional (3D), el dominio exteriorresulta simplemente 
onexo. Para el 
�al
ulo del poten
ial optamos por la formula
i�onintegral de Morino/Mâ�tre [43℄. La dis
retiza
i�on la ha
emos por el m�etodo de elementosde borde/paneles, en donde empleamos un m�etodo num�eri
o de bajo orden 
on posteriorintegra
i�on anal��ti
a para las matri
es de in
uen
ia monopolar y dipolar.En el 
ap��tulo 8 vemos un m�etodo de elementos de borde para 
ujos 
uasi-2D, exten-dido para in
luir la 
ondi
i�on linealizada sobre la super�
ie libre, en donde la derivadasobre la misma es aproximada 
on un esquema 
ontra-
orriente de quinto orden para elpoten
ial de ola (
uasi-Dawson).En el 
ap��tulo 9 implementamos la 
ondi
i�on de frontera absorbente Dis
reta No-Lo
al(DNL) mediante el m�etodo de elementos �nitos, 
on la 
ual re
uperamos un esquema desegundo orden 
entrado y as�� obviamos la t�e
ni
a 
ontra-
orriente 
uasi Dawson en lasuper�
ie libre. El esquema es evaluado en la super�
ie libre de referen
ia, mientras queel 
omportamiento de la solu
i�on lejana, tanto en 
orriente arriba 
omo en 
orriente aba-jo, la expresamos mediante la introdu

i�on de las 
ondi
iones absorbentes. Veremos queesta t�e
ni
a perten
e a una segunda familia de m�etodos que subsanan el planteamien-to hidrodin�ami
o in
ompleto, en donde para la super�
ie libre se 
onserva la simetr��anum�eri
a natural.En el 
ap��tulo 10 mostramos una implementa
i�on por paneles, la 
ual es una 
ombi-na
i�on del M�etodo de los Elementos de Borde/paneles (MEB) est�andar, de la estrategiageneral de las 
ondi
iones absorbentes Dis
retas No-lo
ales (DNL), y de la representa
i�ondel poten
ial de ola asint�oti
o 
orriente abajo mediante serie de Fourier �nita. El puntode partida ser�a la solu
i�on 2D del problema linealizado de 
ujo poten
ial 
on una super-�
ie libre y sin fondo, y admitiremos que su aproxima
i�on 3D es representable por unasuperposi
i�on �nita de ondas planas. Adem�as supondremos que en el extremo 
orrienteabajo la malla de super�
ie, orientada ha
ia el m�etodo de paneles, es estru
turada en unn�umero �nito de bandas transversales, lo que nos fa
ilitar�a la introdu

i�on de una basede Fourier �nita. Como emplearemos la 
ondi
i�on de borde absorbente DNL otra vezpodremos aproximar la derivada en la super�
ie libre 
on un esquema 
entrado de segun-do orden. Entre los ejemplos num�eri
os, mostramos la estela de un ferry en un dominioampliado de aproximadamente quin
e esloras.Finalmente, en el 
ap��tulo 11 damos el ep��logo de la tesis y resumimos los desarrollosm�as sobresalientes, men
ionando posibles trabajos de trabajos de investiga
i�on futuros.



Cap��tulo 2Contexto 
uidodin�ami
o
2.1 ResumenSe expone un 
ontexto 
uido din�ami
o para el problema de la resisten
ia de ola, sobreembar
a
iones de super�
ie. La des
rip
i�on 
omprende: i) terminolog��a naval b�asi
a,ii) des
rip
i�on de fen�omenos \vorti
osos navales", iii) rela
iones entre aerodin�ami
a ehidrodin�ami
a naval: ternas de referen
ia, des
omposi
iones de fuerzas hidrodin�ami
as,y super�
ies portantes/no portantes, iv) 
omponentes en la resisten
ia al avan
e desde elpunto de vista del proye
to naval, v) y medi
i�on experimental de la resisten
ia de ola.2.2 Contexto naval2.2.1 De�ni
ionesEl buque 
onsta de una 
aja estan
a de forma ade
uada al prop�osito de dise~no llamada
as
o, sobre el 
ual se erige una superestru
tura (West, 1967; Mandelli, 1986). La parte

manga

cubierta superior

francobordo

calado
pantoque

vuelta de bao

puntal

astilla muerta

plano de
construccion

linea de construccion

cr
uj

ia

Figura 2.1: Se

i�on transversal del 
as
o de un buque.7
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Figura 2.2: Dimensiones de dise~no.del 
as
o que est�a sumergida es la 
arena y el resto que emerge es la obra muerta. Con-stru
tivamente el 
as
o tiene un 
ierto espesor, pero para su representa
i�on en 
�al
ulo se
onsidera una super�
ie de dise~no, es de
ir, sin espesor, la 
ual tiene usualmente un �uni
oplano de simetr��a, longitudinal-verti
al, llamado plano de 
ruj��a. En los 
asos en que lapopa y la proa son iguales, tambi�en existe otro plano de simetr��a, transversal-verti
al, porejemplo, en los bar
os doble proa y en los \ferry-boats". El plano de 
onstru

i�on es elplano horizontal sobre el 
ual puede 
onsiderarse apoyada la super�
ie de dise~no. Parala representa
i�on de la super�
ie de dise~no del 
as
o se emplean b�asi
amente los planosde 
ruj��a y de 
onstru

i�on. La interse

i�on de ambos planos es la l��nea de 
onstru

i�ono l��nea base. En la �gura 2.1 mostramos el signi�
ado de los t�erminos: manga, puntal,vuelta de bao, astilla muerta, pantoque y fran
obordo. El 
alado (draft) H es la distan
iaverti
al desde la quilla hasta la l��nea de 
arga de agua, y puede ser referida a la mitadde la nave, o ha
ia proa, o ha
ia popa. Nosotros lo entenderemos simplemente 
omo lam�axima. La eslora L es, en t�erminos generales, la longitud de la nave. Empero, siendovariable la forma de la proa y de la popa, es ne
esario 
onsiderar varias esloras, ver �gura2.2. La perpendi
ular de proa es siempre la indi
ada, la de popa puede variar ligeramenteseg�un su forma, pero en el 
aso de la popa 
ru
ero, muy usada a
tualmente, se la tomaen el eje de la me
ha del tim�on. La distan
ia entre perpendi
ulares de proa y popa es laeslora entre perpendi
ulares. Todas las dimensiones mostradas son llamadas dimensionesde dise~no o dimensiones moldeadas. El arrufo es la 
urvatura de la 
ubierta en el sentidode la eslora, es de
ir, la eleva
i�on de la 
ubierta sobre la horizontal que pasa por su puntom�as bajo, medida a proa o a popa. La se

i�on transversal del buque en el punto mediode la eslora entre perpendi
ulares es la se

i�on media. La se

i�on maestra es la m�aximase

i�on transversal y normalmente 
oin
ide o es muy pr�oxima a la se

i�on media. Lamanga B es el an
ho m�aximo. Finalmente, el desplazamiento WD es el peso en toneladasdel volumen de agua VD desplazada por la 
arena, y es igual al peso total del la nave.



2.2. Contexto naval 92.2.2 Coe�
ientes de formaEn el proye
to naval se usan extensivamente los 
oe�
ientes de forma, los 
uales permitenla 
ompara
i�on entre buques de tama~nos muy diferentes. Consideremos la parte sumergidade la nave, es de
ir, su 
arena, la 
ual puede 
onsiderarse ins
ripta en un paralelep��pedo
uyas aristas son la eslora L, la manga B y el 
alado H. El volumen de la 
arena VD ser�aalgo menor que el del paralelep��pedo, debido al a�namiento de la 
arena. Enton
es, sede�ne 
omo 
oe�
iente total o 
oe�
iente de bloque al 
o
ienteKb = volumen de la 
arenavolumen del paralelep��pedo = VDLBH : (2.1)Por otra parte, la l��nea de 
ota
i�on en
ierra una super�
ie ins
ripta en el re
t�angulo delados L y B, de �area Af . Enton
es, se de�ne el 
oe�
iente de 
ota
i�on al 
o
ienteKf = �area de 
ota
i�on�area del re
t�angulo = AfLB : (2.2)Asimismo, el volumen de la 
arena puede 
onsiderarse ins
ripto en un 
ilindro 
uya basees la se

i�on maestra de la 
arena y su altura es la eslora. Si el �area de la se

i�on maestraes Am, se de�ne 
omo 
oe�
iente prism�ati
o o 
oe�
iente longitudinal al 
o
ienteKp = volumen de la 
arenavolumen del 
ilindro = VDAmL : (2.3)Finalmente, la super�
ie de la se

i�on maestra puede 
onsiderarse ins
ripta en el re
t�angulode lados B y H. Enton
es, se de�ne 
omo 
oe�
iente de la se

i�on maestra al 
o
ienteKm = �area de la se

i�on maestra�area del re
t�angulo = VDBH : (2.4)De esta manera, disponemos de 
uatro 
oe�
ientes que permiten de�nir la forma de la
arena, su 
ota
i�on y su se

i�on maestra, por ejemplo, un Kb peque~no indi
a una 
arena�na. Adem�as notemos que se veri�
a la rela
i�on Kb = KpKm. Los valores de proye
tode estos 
oe�
ientes dependen del tipo de nave aunque se pueden a
otar en los siguientesintervalos: 0:49 � Kb � 0:80; 0:70 � Kf � 0:74; 0:64 � Kp � 0:80 y 0:76 � Km � 0:99.2.2.3 Movimientos y os
ila
iones del buqueEn el mar, el buque est�a sometido 
onstantemente a una serie de fuerzas (por ejemplo,debidas a olas, vientos y 
orrientes marinas), las 
uales tratan de alterar su posi
i�on deequilibrio. Di
ho equilibrio es restable
ido por la apari
i�on de fuerzas rea
tivas, originandoas�� las os
ila
iones. Dejemos de lado la trasla
i�on 
ausada por la velo
idad de avan
e(
onstante) del buque. Para el an�alisis de su movimiento instant�aneo, podemos 
onsiderar
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Figura 2.3: Grados de libertad seg�un terna �ja a la nave.al buque 
omo un 
uerpo r��gido 
on seis grados de libertad (Newman, 1978; Mandelli,1986), donde las tres 
omponentes de trasla
i�on son: \avan
e", deriva y \alzada" (surge,sway and heave), paralelos a la eslora, a la manga y al 
alado, respe
tivamente, mientrasque las tres 
omponentes de rota
i�on paralelas a los mismos ejes son: rolido, 
abe
eo ygui~nada (roll, pit
h and yaw), respe
tivamente, ver �gura 2.3. Las 
uatro 
omponentesm�as importantes son: los de deriva y gui~nada, por su in
uen
ia en el rumbo del buque, ylos de rolido y 
abe
eo, por su in
uen
ia sobre las 
ondi
iones marineras del buque y elbienestar de la tripula
i�on.2.3 V�orti
es esta
ionarios en bar
os de super�
ieSi bien no es nuestro inter�es un 
�al
ulo que tenga en 
uenta los v�orti
es generados porel avan
e esta
ionario de un bar
o, haremos una des
rip
i�on 
ualitativa de los mismos(Lugt [42℄). Los 
as
os de las embar
a
iones de super�
ie pueden produ
ir b�asi
amente
uatro tipos notables de v�orti
es: de popa, de proa, de fondo, y de 
ollar (bilge, stern,bow and ne
kla
e vorti
es), 
uya produ

i�on e intensidad depende tanto de la geometr��ade la super�
ie mojada 
omo de su movimiento relativo al 
ujo. Los v�orti
es de fondo seforman en la quilla, que es una super�
ie 
on bordes agudos, tanto en su zona de proa porel movimiento de avan
e, 
omo en su zona de popa por un 
ujo as
endente se
undario(Taigori, 1967), donde suelen observarse dos sistemas de v�orti
es que rotan en sentidosopuestos (ver �gura 2.4). Los v�orti
es de popa muestran un 
ierto pare
ido 
on los defondo de popa, y se forman en las regiones donde la super�
ie del 
as
o pasa de 
onvexoa 
�on
avo, Lug [42℄, donde la forma
i�on de vorti
idad se debe a la separa
i�on del 
ujo
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Figura 2.4: V�orti
es de fondo (por la quilla).
zz

yy

vortices de fondo de popa
en el fondo del casco

vortices de popa en la superficie
concava del cascoFigura 2.5: V�orti
es de popa (por 
on
avidad del 
as
o).tanto en la quilla 
omo en el fondo de la nave, y su equivalente aerodin�ami
o es el v�orti
ede fuselaje en los llamados \
uerpos sustentadores" (ver �gura 2.5). Los v�orti
es de proade un bar
o 
ompleto (full ship) son algo semejantes a los \v�orti
es de 
ollar" (ne
kla
evorti
es) que se produ
en en las esquinas de una super�
ie s�olida, pero a diferen
ia de quela ola de proa es la que determina la forma de super�
ie libre en esa zona (ver �gura 2.6).Los v�orti
es en
ollados (ne
kla
e vorti
es) se forman detr�as de la nave, donde la rotura deola se produ
e por genera
i�on de una super�
ie vorti
osa que se propaga en la dire

i�ondel 
ujo. Para altos Froude los v�orti
es se extienden longitudinalmente bien lejos 
orrienteabajo, mientras que para bajos Froude se produ
e una rotura de ola, formando un v�orti
etransversal a los primeros (ver �gura 2.7).
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vortices de proa en el
plano de simetriaFigura 2.6: V�orti
es de proa (por ola de proa).

vortices encollados para
alto numero de Froude

vortices encollados para
bajo numero de Froude

u

Figura 2.7: V�orti
es en
ollados (por rotura de olas).2.4 Rela
iones entre aero/hidro din�ami
aB�asi
amente, podemos 
ategorizar a las rela
iones entre aerodin�ami
a e hidrodin�ami
anaval 
omo de dos tipos (Lugt [42℄): problemas hidronavales bastante pare
idos a susequivalentes aerodin�ami
os y problemas hidronavales sin equivalentes aerodin�ami
os. Mu-
hos de ellos responden al primer tipo, sin embargo, debido al peso relativo diferente enlos efe
tos de 
ujo, las aproxima
iones que son admisibles en unos pueden no serlo ensus 
ontrapartes. Por ejemplo, dependiendo de su lo
aliza
i�on, la separa
i�on de la 
apal��mite puede produ
ir un efe
to sensible sobre la sustenta
i�on de un ala, mientras quesu equivalente detr�as de un bar
o puede ser un efe
to se
undario para la e�
ien
ia dela propulsi�on. Por otra parte, los problemas hidronavales sin equivalentes aerodin�ami
osse rela
ionan 
on el he
ho de que un bar
o opera a velo
idades relativamente muy bajassobre una super�
ie libre de un 
uido pr�a
ti
amente in
ompresible, a diferen
ia de unavi�on que se mueve en el aire a velo
idades sub o super s�oni
as. Aunque ambos 
om-parten 
iertas propiedades, por ejemplo, las 
ondi
iones de borde en la super�
ie libre delagua y en la onda de 
hoque del avi�on supers�oni
o son no lineales y sus posi
iones noson 
ono
idas a priori, presentan, empero, efe
tos distintivos. Por ejemplo, problemas de
ujo ex
lusivamente de inter�es naval son: forma
i�on del patr�on de olas en la super�
ielibre del agua, intera

i�on (propulsi�on-
as
o-tim�on), 
avita
i�on, y movimiento de rolido
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as 13de la nave (alrededor de su eje longitudinal).2.5 Fuerzas aero/hidro din�ami
asPara el an�alisis de las fuerzas de naturaleza hidrodin�ami
as sobre una nave tendremos pre-sente que en general pueden haber tanto super�
ies sustentadoras 
omo no sustentadoras(o portantes y no portantes). Por ejemplo, en el 
aso de un velero 
omo el mostrado en la�gura 2.8, podemos distinguir los siguientes 
omponentes de la nave: el 
as
o, la quilla,el bulbo, y el tim�on, en donde quilla es relativamente muy alta. En prin
ipio solamente�esta y el tim�on pueden produ
ir sustenta
i�on indu
ida, 
uando la posi
i�on relativa de lanave no presenta un plano de simetr��a que 
ontenga a la velo
idad de avan
e us. Por estemotivo, resumimos a 
ontinua
i�on algunas propiedades aero/hidro din�ami
as de 
ada tipode super�
ie.
U

x

z

superficie mojada en un velero

casco: no portante
timon: portante

quilla: portante

bulbo: no portante

g

Figura 2.8: Subestru
turas prin
ipales en un velero y su aptitud para generar sustenta
i�onindu
ida.2.5.1 Ternas seg�un el 
ujo y seg�un el objetoLas fuerzas y momentos que a
t�uan sobre un objeto sumergido en un 
ujo (Abraham,1967) son referidas usualmente a dos ternas 
artesianas 
on origen 
om�un 
oin
idente
on el bari
entro del objeto: i) una terna seg�un el 
ujo, que es usada para los 
�al
uloshidrodin�ami
os, donde el eje x es paralelo al 
ujo no perturbado, el eje z antiparalelo al
ampo gravitatorio g, y el eje y es perpendi
ular a los anteriores, en la se
uen
ia (x; y; z),ii) otra terna seg�un el objeto, que es usada en 
�al
ulos estru
turales, donde el eje x esparalelo al eje longitudinal del objeto (o l��nea de empuje), y usualmente esta terna 
oin
ide
on los ejes prin
ipales de iner
ia del objeto.



2.6. Super�
ies sustentadoras 142.5.2 Fuerzas seg�un 
ujo y seg�un objetoComo el objeto est�a inmerso en un 
ujo real, el movimiento relativo entre objeto y 
u-ido produ
e tanto un 
ampo de presi�on normal 
omo un 
ampo de tensiones de 
ortetangen
ial a la super�
ie mojada, 
uya suma es la fuerza resultante FR sobre el objetoque a
t�ua en un punto llamado 
entro de presi�on. En general, la fuerza resultante FRest�a in
linada tanto 
on respe
to a la nave 
omo respe
to al 
ujo, y por ello suele de-s
omponerse (ver �gura 2.9): i) seg�un la terna del 
ujo, 
on una fuerza de sustenta
i�on yotra de arrastre, perpendi
ular y paralela a la velo
idad no perturbada, respe
tivamente(para 
�al
ulos hidrodin�ami
os); ii) seg�un la terna del objeto, 
on una fuerza normal y otratangen
ial, perpendi
ular y paralela al eje longitudinal del objeto (para 
�al
ulos estru
-turales). Usualmente en lugar del 
entro de presi�on se emplea el 
entro hidrodin�ami
o,que es el punto donde el momento M de las fuerzas aero/hidro din�ami
as es 
onstantepara todo �angulo de ataque �.
U

x

z

α (

B

L

FR

FN

FD
FT

FL

U

x

z

α (

B

L

FR

FD

FL

CA

MA

CP

cuerda

fuerzas reales fuerzas equivalentes en el centro
aerodinamico mas una cuplaFigura 2.9: Des
omposi
i�on de la fuerza resultante seg�un, i) terna del 
ujo (
�al
uloshidrodin�ami
os), ii) terna del objeto (
�al
ulos estru
turales).2.6 Super�
ies sustentadoras2.6.1 Coe�
ientes aero/hidro din�ami
osLas 
ara
ter��sti
as aero/hidro din�ami
as de las super�
ies portantes (aptas para generaruna sustenta
i�on apre
iable) son resumidas por los 
oe�
ientes: de sustenta
i�on CL =FL=q, de arrastre CD = FD=q, y de momento CM = M=q, y por el �angulo de ataque �,donde q = 0:5�0u20S es una fuerza de referen
ia, S es la super�
ie mojada, y t es la longitudde la 
uerda. El 
oe�
iente de sustenta
i�on CL es una fun
i�on mon�otona del �angulo deataque � desde 
ero hasta un 
ierto valor 
r��ti
o llamado �angulo de entrada en p�erdida(ver �gura 2.10), donde la sustenta
i�on 
ae y el arrastre se in
rementa, abruptamente.



2.7. Super�
ies no sustentadoras 152.6.2 Arrastre de per�l e indu
idoEn general, el arrastre para super�
ies portantes se lo divide en: i) arrastre del per�lD0, ii) y en el arrastre indu
ido Di, donde el primero es debido fundamentalmente a lafri

i�on super�
ial, mientras que el arratre indu
ido es un efe
to netamente tridimensionaldel 
ujo. El arrastre indu
ido es un efe
to de orden superior que a
ompa~na a la susten
i�onindu
ida, siendo un efe
to netamente tridimensional del 
ujo sobre super�
ies portantes�nitas, y es nulo s�olo 
uando la rela
i�on de aspe
to � = B=L es in�nita o 
uando lasustenta
i�on es nula, mientras que en una super�
ie portante 
on rela
i�on de aspe
to�nita, la 
ir
ula
i�on alrededor de la super�
ie 
rea intensos v�orti
es que se desprenden
orriente abajo (�gura 2.11), y que 
orresponden a un 
ujo transversal alrededor de laspuntas, desde la zona de mayor presi�on ha
ia la de menor presi�on. Esto 
ausa una
orriente indu
ida des
endente ui que se suma al 
ujo no perturbado u0, dando unavelo
idad efe
tiva u 
on un �angulo de ataque indu
ido �0 � (ui=u0), que redu
e el �angulode ataque ini
ial (geom�etri
o). La sustenta
i�on FL es un po
o menor, y el arrastre indu
idoes aproximadamente Di = FL tan�0 � FL(ui=u0).2.7 Super�
ies no sustentadorasEn las super�
ies no portantes se observa un arrastre par�asito suma de dos 
omponentes,un arrastre peli
ular (o fri

ional) y un arrastre de forma. El arrastre par�asito peli
ulares debido a las tensiones de 
orte en las 
apas de 
ujo inmediatamente 
er
anas al objeto,y siempre es propor
ional al �area mojada. Mientras que el arrastre par�asito de forma esdebido a la perturba
i�on sobre el 
ujo 
reada por el objeto, y es una fun
i�on de su forma(aguda u obtuso) y posi
i�on relativa. De este modo, el arrastre par�asito puede variardesde arrastre peli
ular puro a un arrastre de forma puro, 
omo lo es en el 
aso de unapla
a paralela y perpendi
ular al 
ujo, respe
tivamente. Luego, un 
uerpo 
on formasaero/hidro din�ami
as es un objeto 
on arrastre par�asito de forma muy redu
ido, es de
ir,
debajo del angulo de
desprendimiento

arriba del angulo de
desprendimientoFigura 2.10: Punto de entrada en p�erdida para una super�
ie sustentadora.
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ia de proye
to 16que produ
e muy po
a perturba
i�on sobre el 
ujo in
idente.En los 
uerpos 
on 
aras agudas los 
oe�
ientes de arrastre son independientes deln�umero de Reynolds Rn, y la mayor parte de la resisten
ia es debida a la diferen
ia depresi�on entre las super�
ies frontal y trasera al 
ujo. Mientras que en los 
uerpos 
on
aras redondeadas (por ejemplo, esferas, 
ilindros y elipsoides), los 
oe�
ientes de arrastredependen sensiblemente del n�umero de Reynolds Rn, de la rugosidad super�
ial y el gradode turbulen
ia del 
ujo. Por ejemplo, tanto una esfera 
omo un 
ilindro experimentanuna s�ubdita redu

i�on en el arrastre 
uando el n�umero de Reynolds supera un 
iertovalor 
r��ti
o. La raz�on de este 
omportamiento es que a bajas velo
idades, el 
ujo en la
apa l��mite es mar
adamente laminar, pero �este se desprende de la esfera en la misma 
arafrontal (a unos 83 grados), y una estela amplia se tradu
e en un arrastre intenso, mientrasque a altas velo
idades, la 
apa l��mite se vuelve turbulenta, llega energ��a adi
ional del
ujo externo y se separa re
i�en en la 
ara posterior al 
ujo (ver �gura 2.12).Finalmente el arrastre total del 
ujo sobre dos objetos, o dos sub-
omponentes deun mismo objeto relativamente pr�oximos, es generalmente mayor que la suma de sus
omponentes individuales. Este in
remento (positivo/negativo) es 
ono
ido 
omo arrastrede interferen
ia.2.8 Resisten
ia al avan
e y poten
ia de proye
toEn los proye
tos navales, la resisten
ia al avan
e de una nave de super�
ie 
omprendela suma de 
uatro resisten
ias notables, o de primer orden (West, 1967) dadas por: 1)el arrastre de ola, 2) el arrastre peli
ular, 3) el arrastre de forma, 4) y el arrastre delviento. Mientras que usualmente se 
onsideran efe
tos se
undarios, o de orden superior, lasresisten
ias 
ausadas por: 5) el arrastre indu
ido, 6) y el arrastre par�asito. A diferen
ia de
x

z

α

α

(

(

B

L

FR

FD

FL

CA

MAu0

formacion de vortices
en los extremos de las alas

u0

u'

uI

ui angulo inducido
de ataqueFigura 2.11: Arrastre indu
ido sobre super�
ie portante �nita.
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α
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α

α

baja
turbulencia

desprendimiento prematuro
de la capa limite laminar:
estela amplia

desprendimiento tardio de
la capa limite turbulenta:
estela reducidaalta

turbulencia

0.4 M Rn

CD

A
A

B
B

Figura 2.12: Capas l��mites sobre una esfera: laminar y turbulenta.los bar
os de super�
ie, para un submarino sumergido s�olo son signi�
ativas la resisten
iade forma y la resisten
ia peli
ular, donde a bajas velo
idades �este requiere una poten
iapropulsiva 
omparativamente mayor que la de un bar
o 
on igual superf
ie mojada, peroa altas velo
idades, 
uando la resisten
ia de ola del bar
o es alta, el submarino requierede una poten
ia 
onsiderablemente menor que la del bar
o de super�
ie. Pasemos ahoraa des
ribir 
ada una de las resisten
ias 
onsideradas en el proye
to de las embar
a
ionesde super�
ie.2.8.1 Arrastre de olaEl arrastre de ola es un efe
to de primera importan
ia, est�a rela
ionado 
on la ex
ita
i�onde un patr�on de olas esta
ionario sobre la super�
ie libre del agua que se alejan detr�asde la nave ha
ia 
orriente abajo, la 
ono
ida estela del bar
o. Cl�asi
amente sabemos quesi la intensidad del 
ampo gravitatorio g fuera in�nita, di
ho patr�on de olas super�
ialesdesapare
er��a, y debido a esta dependen
ia de su existen
ia 
on la presen
ia de un 
ampogravitatorio, tambi�en se las re
ono
e brevemente 
omo olas por gravedad (gravity waves).La 
onse
uen
ia pr�a
ti
a fundamental reside en que la poten
ia me
�ani
a que este patr�onde olas se lleva 
orriente abajo debe ser suplida en �ultima instan
ia por la planta motrizde la embar
a
i�on (las velas en 
aso de veleros), ver �gura 2.13. La experien
ia ingenierilindi
a que usualmente representa desde un 10 % a un 60 % de la resisten
ia global alavan
e en aguas tranquilas. Si bien resulta despre
iable a muy bajas velo
idades, 
re
emuy r�apidamente 
on la velo
idad y para bar
os r�apidos (por ejemplo fragatas) dominasobre la 
omponente vis
osa. El arrastre de ola es adem�as notoriamente muy sensible a laforma y detalles del 
as
o y sus ap�endi
es, por lo que f�a
ilmente es afe
tada por 
ambiosde dise~no relativamente peque~nos, y �esta ha sido una raz�on poderosa para justi�
ar sudistin
i�on 
omo 
omponente notable. Adem�as es una fun
i�on preponderante del n�umero
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Fp Fw

U Im

gFigura 2.13: Arrastre de ola y su rela
i�on 
on la irradia
i�on de poten
ia llevada por elpatr�on de olas ha
ia 
orriente abajo de la nave.de Froude Fn = u=pgL. Un bar
o genera al menos dos patrones de ola distintivos, unoen la proa y el otro en la popa. Asimismo surgen otros patrones adi
ionales 
ausados porabruptos 
ambios de se

i�on. Estos patrones de olas individuales se 
ombinan para formarun patr�on de olas resultante de la nave. Cuando la velo
idad de avan
e 
ambia se alterala interferen
ia 
onstru
tiva/destru
tiva, que es de naturaleza ondulatoria, por lo que la
urva de resisten
ia en fun
i�on de la velo
idad no es mon�otona, presentando una seriede m�aximos y m��nimos 
orrespondientes a las interferen
ias 
onstru
tivas/destru
tivasdel patr�on de olas. El pro
edimiento de dise~no es estimar una velo
idad de 
ru
erodel bar
o tal que se ubique en uno de estos m��nimos lo
ales. Adem�as Takao (Olgivie,1977) observa que, i) las olas a lo largo de la nave se amortiguan m�as r�apidamente que
ualquier predi

i�on te�ori
a, y es m�as pronun
iado 
uanto menor es la velo
idad, ii) si seobservan dos longitudes de onda a lo largo del 
as
o, enton
es el n�umero de Froude esaproximadamente Fn = 0:3.Para redu
ir la resisten
ia de ola en naves relativamente grandes, se emplea 
on muybuen �exito la 
olo
a
i�on del bulbo de proa, el 
ual genera una ola se
undaria que 
an
elapar
ialmente el sistema de olas primarias generadas por la nave. Un buen dise~no deber��aser tal que: 1) in
remente la velo
idad en un 5 %, 2) in
remente la 
apa
idad de 
argoen un 5 % sin in
rementar la 
arga sobre el eje de propulsi�on, 3) reduz
a el 
onsumo de
ombustible en un 5-10 % sin desmejorar la rela
i�on velo
idad/
apa
idad.Tradi
ionalmente el arrastre de ola se la ha estimado y redu
ido en laboratorio me-diante ensayos sobre modelos en es
ala, en donde la teor��a indi
a que en primera aprox-ima
i�on, los patrones de ola del modelo y prototipo resultar�an geom�etri
amente seme-jantes, si se veri�
a la igualdad de sus n�umeros de Froude, 
on independen
ia del n�umerode Reynolds. Como los ensayos experimentales son relativamente lentos y 
ostosos derealizar, se ha propuesto una intera

i�on de ensayos laboratorio/ num�eri
o, en dondeen la etapa de ensayo en laboratorio sobre los modelos se tiene presente la informa
i�onestimativa de los ensayos num�eri
os efe
tuados sobre 
omputadores digitales.



2.8. Resisten
ia al avan
e y poten
ia de proye
to 192.8.2 Arrastre peli
ularEl arrastre peli
ular es un efe
to de primera importan
ia, y es una 
onse
uen
ia �uni
ay ex
lusiva de la vis
osidad del 
uido. Se lo obtiene por integra
i�on de las tensionestangen
iales �0 = �0(x), sobre la super�
ie mojada de la nave �S (S
hli
hting, 1955),Df = Z�S d� �0 sin(�) ; (2.5)donde � es el �angulo 
omprendido entre el versor normal n a la super�
ie y la velo
idaddel 
uido u. La experien
ia indi
a que aumenta aproximadamente 
on el 
uadrado de lavelo
idad. En un buen dise~no deber��a variar gradualmente a lo largo del 
as
o, empero,indeseables fen�omenos de separa
i�on pueden o
asionar un s�ubito y notable aumento desu valor.El arrastre peli
ular se mani�esta en el 
ujo debajo de la nave, por el desarrollo de una
apa l��mite a lo largo del 
as
o, y por la presen
ia de zonas 
on 
ujo separado y de unaestela, donde la energ��a turbulenta es generada y disipada. El in
remento de su magnitudse debe prin
ipalmente a la rugosidad super�
ial del 
as
o y sus ap�endi
es, que in
luye,entre otras 
ausas, las imperfe

iones de forma, las 
abezas de los rema
hes, los 
ordonesde las soldaduras, y las pinturas marinas rugosas. Asi, los experimentos han mostradoque el arrastre peli
ular en una embar
a
i�on puede i) dupli
arse en un a~no si la nave pasala mayor parte del tiempo en el mar, ii) tripli
arse en un verano para una nave atra
adaen puerto (Landweber). Debido a los tama~nos usuales de las embar
a
iones, el n�umerode Reynolds es mar
adamente muy alto, y el 
ujo es 
asi siempre netamente turbulento,ex
epto por ejemplo, en los veleros.2.8.3 Arrastre de forma (o de presi�on)El arrastre de forma (o de presi�on) es un efe
to de primera importan
ia, y es una 
onse-
uen
ia de la perturba
i�on sobre el 
ujo 
ausada por la nave. Depende sensiblemente dela forma y posi
i�on relativa de la nave al 
ujo, y es posible redu
irlo mediante redise~no.Su valor est�a dado por la integral de la presi�on sobre la super�
ie mojada de la nave �s,Dp = Z�S d� p 
os(�) ; (2.6)donde p es la presi�on sobre la super�
ie mojada �s. Cuando el n�umero de ReynoldsRn es elevado, el arrastre de forma Dp resulta propor
ional al 
uadrado de la rapidezno perturbada U2, porque la diferen
ia de presi�on sobre las super�
ie del 
uerpo sonpropor
ionales a �U2. Finalmente, en una nave an
ha avanzando en forma paralela al
ujo medio, el arrastre de forma es de mayor importan
ia relativa, mientras que en unanave delgada lo es el arrastre peli
ular.



2.8. Resisten
ia al avan
e y poten
ia de proye
to 202.8.4 Arrastre del vientoEl arrastre del viento Rv es o
asionado por la presi�on que ejer
e el viento sobre la por
i�onemergida del 
as
o y su superestru
tura, y se la puede estimar 
on Rv = 0:002B2u2, dondeB es la eslora, y u la velo
idad relativa de la nave al viento. Usualmente es menor al 3 %de la resisten
ia total, pero en 
ondi
iones de tormenta puede ser 10 ve
es superior. Porejemplo, un bar
o a 10 nudos la resisten
ia del viento es apenas un 3 % de su resisten
iatotal, pero a 20 nudos trepa a un 23 %. En la �gura 2.14 mostramos 
ualitativamente
angulo de
guinada0 30

fuerza longitudinal

angulo de
guinada0 30

fuerza lateral

no hidrodinamico no hidrodinamico

hidrodinamico

hidrodinamico

Figura 2.14: Resisten
ia del viento sobre una nave.el 
omportamiento del 
oe�
iente de resisten
ia al viento Cw = Fw=qS, donde Fw es laresisten
ia del viento (transversal y longitudinal de la nave), q = 0:5�au2 es la presi�ondin�ami
a del aire, S es la m�axima �area transversal equivalente de la nave. Para nuestrahip�otesis de mar tranquilo el arrastre del viento resulta despre
iable.2.8.5 Arrastre par�asitoEl arrastre par�asito es otro efe
to se
undario, y es una 
onse
uen
ia de los efe
tos deinterferen
ia entre los diferentes 
omponentes de 
ujo y/o de la nave, es de
ir, un efe
tode a
oplamiento entre sub-partes. Consideremos brevemente el 
aso de interferen
ia entrelos efe
tos del movimiento de la nave y los 
omponentes de 
ujo. Las olas de super�
iepor gravedad 
ausadas por objetos m�oviles, se produ
en siempre que tengamos: i) dos
uidos uniformes pero 
on densidades diferentes, tales que de�nan una interfase; ii) unaperturba
i�on viajera en la inmediata ve
indad de la super�
ie libre, ya sea emergida,
otando, o sumergida, por ejemplo, una aeronave en vuelo rasante, un bar
o o submarino(sumergido) en movimiento; iii) y la presen
ia de un 
ampo gravitatorio. Los fen�omenosque intervienen en 
ada 
aso son muy 
ompli
ados en sus 
omponentes y resultan engeneral a
oplados.
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onsideremos el 
aso de un aeronave volando muy 
er
a sobre la super�
iedel mar. Para volar, las alas del avi�on generan una fuerza sustentadora dirigida ha
iaarriba, in
rementando la presi�on debajo de ellas, y 
omo est�an muy 
er
a de la super�
ielibre, ese in
remento de presi�on afe
ta el 
ampo de la presi�on atmosf�eri
a sobre la misma,generandose tambi�en un patr�on de olas, a pesar de que el avi�on no tiene un 
onta
todire
to 
on la super�
ie del agua. Algo pare
ido su
ede en el 
aso del submarino. Enlos tres 
asos, las perturba
iones m�oviles experimentan una fuerza de arrastre debido alpatr�on de olas emitido por ellas, por lo que deben suministrar una poten
ia adi
ionalpara 
ompensarla, aunque, 
laro est�a, las magnitudes e importan
ia relativa son muydiferentes en 
ada 
aso. En las naves de super�
ie se puede presentar el arrastre par�asitopor interferen
ia entre algunos 
omponentes sumergidos de la nave, por ejemplo en el
aso de los veleros, la interferen
ia entre la quilla y el tim�on, donde ambas en general sonsuper�
ies sustentadoras. Otra posibilidad es la presen
ia de otras naves relativamente
er
anas. En lo que sigue despre
iaremos este poten
ial efe
to.2.9 Fuerza generalizada de presi�onEn 
�al
ulo hidronaval suele 
onsiderarse (Newman, 1977) una fuerza generalizada de pre-si�on F 
on seis 
omponentes, tres de trasla
i�on (F1; F2; F3), y tres de momento seg�un unaterna lo
al (F4; F5; F6), dada porFi = Z� d� pni para i = 1; 2; :::; 6 ; (2.7)
on (n1; n2; n3) = n̂, y (n4; n5; n6) = x̂�n̂; donde � es la super�
ie mojada de la nave, p esla presi�on, n̂ es el versor normal de la super�
ie mojada de la nave dirigida ha
ia el agua,y x es el ve
tor posi
i�on. La presi�on p la obtenemos de la e
ua
i�on de Bernoulli, y puedeser separada en una 
omponente hidrost�ati
a y en otra hidrodin�ami
a. La 
omponentehidrost�ati
a puede analizarse sustituyendo p = �g�z, donde las �uni
as 
omponentes nonulas son i = 3; 4; 5 (Newman, 1977). Mientras que la 
omponente hidrodin�ami
a laobtenemos introdu
iendo el 
ampo de velo
idades u(x) en la e
ua
i�on de Bernoulli, dondedebido a la usual simetr��a de la nave 
on respe
to al plano medio verti
al longitudinal(plano y = 0), las �uni
as 
ontribu
iones no nulas son para i = 1; 3; 5. La 
omponenteF3 de alzada (heave) y la F5 de 
abezeo (pit
h) son 
ompensadas por el asentamiento yel equilibrado esta
ionario de la nave (sinkage and trim), las 
uales modi�
an la posi
i�onde equilibrio hidrost�ati
o de la nave. Mientras que la 
omponente esta
ionaria F1 es laresisten
ia global al avan
e, que es 
ompensada por la propulsi�on de la nave.
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as
o y ap�endi
es 222.10 Dise~no hidrodin�ami
o del 
as
o y ap�endi
esDebido a la muy alta sensibilidad que exibe el arrastre de ola, 
on la forma y detallesdel 
as
o y sus ap�endi
es, a�un 
on 
ambios de dise~no relativamente peque~nos, una de lastareas b�asi
as de proye
to en ingenier��a naval es el dise~no hidrodin�ami
o del 
as
o y susap�endi
es, en donde se adopta la forma hidrodin�ami
a de la super�
ie en 
onta
to 
onel agua m�as apropiada para las 
ondi
iones de 
ujo medias de proye
to. Por ap�endi
esentendemos todos aquellos elementos adi
ionales al 
as
o inmersos en el 
ujo, 
omo porejemplo, la quilla, el bulbo y el tim�on en el 
aso de un velero de 
ompeti
i�on. Por formahidrodin�ami
a entendemos una super�
ie en la 
ual no se produ
e separa
i�on del 
ujoin
idente, y aunque en prin
ipio es una fun
i�on del n�umero de Reynolds Rn porque lasepara
i�on a bajos Reynolds podr��a desapare
er a altos Reynolds, aqu�� la asimilamospara 
ondi
iones medias de proye
to naval. La 
alidad de la forma hidrodin�ami
a m�asapropiada la entendemos en rela
i�on a su sensible efe
to sobre la resisten
ia al avan
e queexperimentar�a la embar
a
i�on. La resisten
ia global al avan
e en el 
aso de los bar
osmer
antes determina en una gran propor
i�on la poten
ia de la planta motriz de la nave ypor ende la tasa de 
onsumo del 
ombustible, uno de los fa
tores de primera importan
iaen la e
onom��a del transporte naviero 
omer
ial de 
argas. Mientras en el 
aso de losveleros la poten
ia para 
ontrarrestarla que pueden entregar las velas bajo 
ondi
ionesnominales de viento resulta prontamente a
otada. Por otra parte, la experien
ia ingenierilindi
a que esta resisten
ia global al avan
e es determinada fundamentalmente por fuerzasde naturaleza hidrodin�ami
a, las 
uales dependen sensiblemente de la forma elegida parala super�
ie mojada del 
as
o y sus ap�endi
es. En 
ualquier 
aso, la disminu
i�on desu magnitud en 
ualquiera de sus 
omponentes 
onstituye una de las tareas b�asi
as delproye
to naval. Sin embargo di
ha disminu
i�on resulta una tarea 
ompli
ada prin
ipal-mente por i) las restri

iones impuestas por ne
esidades pr�a
ti
as tales 
omo dimensionesreglamentarias, peso bruto y peso neto, 
ostos de 
ontru

i�on y te
nolog��a industrialdisponible por la empresa 
onstru
tora; ii) las pautas de dise~no re
omendadas por tipo deuso de la nave, estabilidad y maniobrabilidad, por ejemplo, nave mer
ante, rompehielo,fragata o velero; iii) y la amplia variedad en las 
ondi
iones meteorol�ogi
as, tales 
omovientos, mareas y tempestades mar��timas, las 
uales exigen un substan
ial aumento dela poten
ia motriz demandada (
uando �esta exista), 
omparada 
on la demandada enmar 
almo. En prin
ipio, una menor resisten
ia global al avan
e se al
anzar��a medianteel dise~no del 
as
o y sus ap�endi
es para el mejor rendimiento promedio en el rango deopera
iones 
onsideradas en el proye
to, pero esto usualmente no es posible debido a i)la di�
ultad de 
uanti�
ar todos las variables y par�ametros involu
rados, ii) los redu
idosplazos de tiempo impuestos en las li
ita
iones industriales. Para sortear esta di�
ultad, el
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edimiento pr�a
ti
o para embar
a
iones autopropulsadas es 
onsiderar separadamentela resisten
ia en mar tranquilo y en mar agitado. Donde la resisten
ia en mar tranquilonos representa una 
ota inferior en la poten
ia requerida, y adem�as permite estable
er unavelo
idad de 
ru
ero re
omendada. Luego, el efe
to del mar agitado se lo aproxima me-diante una resisten
ia de olas agregada. Un pro
edimiento pare
ido se emplea en veleros,pero 
laro est�a se 
onsidera una velo
idad nominal de viento 
on mar tranquilo. De loanterior justi�
amos nuestra restri

i�on al 
�al
ulo de la fuerza global en mar tranquilo.2.11 Medi
i�on experimental de la resisten
ia de ola2.11.1 Resisten
ia residualEn ingenier��a marina, es usual 
ombinar la resisten
ia de ola y la resisten
ia de presi�on enun �uni
o t�ermino, llamado resisten
ia residual, el 
ual se supone aproximadamente 
omouna fun
i�on del n�umero de Reynolds. La 
ombina
i�on no es leg��tima pero es pr�a
ti
aporque fre
uentemente la resisten
ia de forma es un 2-3 % de la resisten
ia total, demodo que la resisten
ia peli
ular es la �uni
a a 
onsiderar 
omo fun
i�on del Reynolds.Enton
es, usando los 
oe�
ientes de fri

i�on medidos sobre un modelo en es
ala redu
ida, y
al
ulando el �area A de su super�
ie mojada, podemos obtener la resisten
ia peli
ular. Porejemplo, Shoenherr da la siguiente f�ormula aproximada (West, 1967), para la resisten
iapeli
ular Ff de una pla
a suave, Ff = 0:5
f
��Au2, donde �; u son la densidad y lavelo
idad del 
ujo, respe
tivamente, 
f es un 
oe�
iente adimensional fun
i�on del n�umerode Reynolds 
f = 
f(Rn), 
� es un 
oe�
iente de rugosidad super�
ial. El �area de lasuper�
ie mojada A puede hallarse por integra
i�on o mediante la f�ormula aproximadade Taylor A = KpWDL, donde 15 � K � 16 es un 
oe�
iente adimensional, WD es eldesplazamiento del bar
o [tn℄, L es la eslora a nivel del agua. De este modo la fun
i�onprimaria de un modelo de ensayo, es determinar la resisten
ia residual, donde el modeloes ensayado al mismo Froude pero no al mismo Reynolds del prototipo, y la resisten
iapeli
ular del modelo es obtenida por 
�al
ulo y se la resta de la resisten
ia total (medidaexperimentalmente), para obtener la resisten
ia residual, y �esta es gra�
ada en formaadimensional en fun
i�on del Froude.Analizemos 
on un mayor nivel de detalle este pro
edimiento. En el pro
edimientoexperimental 
l�asi
o (Wehausen, 1973) 
onsideremos una embar
a
i�on avanzando en unmar 
almo, donde despre
iamos la presi�on de vapor y la tensi�on super�
ial. En tales
ondi
iones, se de�ne la resisten
ia global al avan
e 
omo el 
o
ienteRG = W=U ; (2.8)
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Figura 2.15: Coe�
iente de resisten
ia para una pla
a plana [Wehausen, 1973 (�g.23)℄.donde U es su rapidez de avan
e 
onstante, yW es la poten
ia que debe entregar la plantamotriz de la nave para poder mantener la velo
idad esta
ionaria. Supondremos que lanave pertene
e a una 
ierta familia de bar
os geom�etri
amente semejantes entre si, y enprin
ipio la resisten
ia global al avan
e suponemos que es una fun
i�on RG(L; U; g; �; �),donde L es la eslora, g es la a
elera
i�on de la gravedad, �; � son la densidad y la vis
osi-dad 
inem�ati
a del agua, respe
tivamente. Podemos rees
ribirla en forma adimensionalmediante el 
oe�
iente de resisten
ia global al avan
eCG = RG�U2L2=2 = f  UpgL; UL� ! = f(Fn;Rn) ; (2.9)donde Fn = U=pgL es el n�umero de Froude, y Rn = UL=� es el n�umero de Reynolds.En la pr�a
ti
a usualmente tenemos que 0:1 < Fn < 0:5, mientras que para un bar
omer
ante t��pi
o Fn < 0:3. Por otra parte el valor de Rn depende del tama~no, porejemplo, en los ensayos 
on modelos: i) de 5 pies 1� 106 � Rn � 2� 106, ii) de 20 pies8� 106 � Rn � 20� 106, iii) de 500 pies 1� 109 � Rn � 2� 109. Podemos ver que CGrepresenta una super�
ie en el plano (Fn;Rn) que ser�a distintiva para la familia de bar
oselegida. Ahora supongamos que los experimentos son realizados 
on un �uni
o modelo, endonde pr�a
ti
amente solo podremos modi�
ar el intervalo de velo
idades U en un 
iertorango. Siendo Fn = 1pgLU = �U ! U = ��1Fn ; (2.10)Rn = L� U = L� ��1Fn = L�qgLFn = g1=2L3=2� Fn = �Fn . (2.11)En tal 
aso nos estaremos moviendo en el plano (Fn;Rn) a lo largo de la re
ta Rn = �Fn,
on � = g1=2L3=2=�, siendo g; � pr�a
ti
amente 
onstantes. Los ensayos son tales que la es-lora del modelo Lm es mu
ho menor que la del prototipo Lp, por lo que ser�a �m � �p, y los
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Figura 2.16: Coe�
iente de resisten
ia para modelo Wigley 1805 A (equiv. modelo 2891)[Wehausen, 1973 (�g.20)℄.valores sobre el modelo estar��an relativamente lejos de los 
orrespondientes al prototipo.En tal 
aso, los resultados sobre el modelo no nos podr��an dar informa
i�on 
on�able a
er-
a del prototipo. Este problema fue superado en su momento a partir de la hoy llamadasuposi
i�on de Froude, la 
ual fue sugerida por observa
iones experimentales, y postulaque si efe
tuamos los ensayos 
on modelos de diferente tama~no, pero pertene
ientes auna misma familia de 
as
os geom�etri
amente semejantes, y tales que el n�umero U=pgLse mantenga 
onstante en los ensayos, enton
es los patrones de olas observados si ser�ansemejantes. Esta suposi
i�on equivale a des
omponer el 
oe�
iente de resisten
ia globalCG 
omo la suma CG(Fn;Rn) = CR(Fn) + CF (Rn) ; (2.12)por lo que en el plano (CG; Rn), las 
urvas 
on Fn = 
te estar�an todas a una mismadistan
ia entre si, y que las 
urvas � = 
te son todas 
ongruentes, esto es, una de ellasse obtiene a partir de la siguiente mediante un deslizamiento a lo largo de las 
urvas deFn = 
te. Por esto los ensayos sobre modelos se ha
en para igual Froude y no paraigual Reynolds, relativamente m�as dif��
iles de realizar. Luego, el 
oe�
iente de resisten
iaglobal del prototipo se lo puede estimar 
on (CG � CF )p = (CG � CF )m. Si ahora imag-inamos des
omponer CG en dos 
omponentes obtenidas por integra
i�on sobre el 
as
omojado de las 
omponentes normal n y tangen
ial t de la tensi�on super�
ial, tendremosCG(Fn;Rn) = Cn(Fn;Rn) + Ct(Fn;Rn), y si admitimos que la 
omponente tangen
ialest�a determinada primordialmente por la vis
osidad del agua, y que la 
omponente nor-
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to de la gravedad (
omo resultado del patr�on de olas), enton
esCn(Fn;Rn) � Cn(Fn) y Ct(Fn;Rn) � Ct(Rn). A 
ontinua
i�on, la fuerza tangen
ial lapodemos aproximar por la fuerza tangen
ial sobre una pla
a plana de igual longitud L y�area mojada S igual a la del 
as
o mojadoCF (Rn) = R(pla
a plana)�U2S=2 . (2.13)Luego, el 
oe�
iente de resisten
ia residual que 
ombina la resisten
ia de ola y de presi�onen �uni
o t�ermino es de�nido 
omo Cr(Fn) = CG � CF , donde suponemos aproximada-mente que es s�olo una fun
i�on del n�umero de Froude. Mu
has 
r��ti
as y re�namiento seha he
ho y se puede ha
er 
on respe
to a estas de�ni
iones, pero ello es
apa a nuestrosobjetivos, remitiendo al le
tor interesado al trabajo de Wehausen para m�as detalles.2.11.2 Gr�a�
as experimentalesEnsayos 
on modelo �jo o 
on trimado libreNotemos que en las gr�a�
as experimentales de la resisten
ia de ola en fun
i�on del Froudese espe
i�
a si el modelo ensayado es i) mantenido en posi
i�on �ja (model �xed), ii) o si es\libre para trimar" (model free to trim), esto es, se le permite rotar libremente alrededorde un eje horizontal transversal al 
as
o, de modo de re
uperar su estabilidad longitudinal.Otro tipo de ensayos posible es 
on \trimado y hundimiento" (sinkage and trim), dondeadem�as de la estabilidad longitudinal (trimado), se tiene en 
uenta el hundimiento relativo
uando se lo 
arga (sinkage).Coe�
iente 
ir
ular de FroudeAdem�as del 
oe�
iente de resisten
ia residual, en las gr�a�
as experimentales �guran otrasde�ni
iones. Una de ellas es el denominado Coe�
iente Cir
ular de Froude Cw, fre
uente-mente usado en Gran Breta~na, y de�nido 
omoCw = RR0 ; R0 = �250�
eqU2 ; (2.14)donde 
eq = V 2=3 es una se

i�on equivalente obtenida del volumen total de la por
i�onsumergida del 
as
o (usualmente sin ap�endi
es), � es la densidad del agua, y U es larapidez no perturbada.Pla
a plana verti
alEsta puede verse 
omo la valida
i�on experimental natural de ha
er para las teor��as delbar
o delgado. Por ejemplo, las experien
ias de Weinblum/Kendri
k/Todd (Wehausen,
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Figura 2.17: Coe�
iente de resisten
ia para modelo Wigley 2892 [Wehausen, 1973 (�g.20)℄.1973), para una pla
a 
on B=L = 0:0265, B=H = 0:186, Kb = Kp = 0:825, donde B;L sonla manga y la eslora, respe
tivamente, Kb; Kp son los 
oe�
ientes de bloque y prism�ati
os,respe
tivamente, el a
uerdo entre teor��a y experimento resulta remar
ablemente bueno(�gura 2.15).Cas
os de la serie Wigley y de la serie 60Los 
as
os de la serie Wigley son \
as
os matem�ati
os", en el sentido de que no se usanindustrialmente, s�olo en ensayos de laboratorio de valida
i�on y ajuste de los m�etodos de
�al
ulo. Sus super�
ies est�an dadas por expresiones anal��ti
as relativamente simples, dela forma 8>><>>: y = �0:32[1 + 
os(�x=8)℄[1 + 
os(5�z=8)℄y = �1:33 
os(�x=16)y = �b(1� z2) 
os(�x=16)℄ . (2.15)Un 
as
o de la serie Wigley es muy estilizado tanto en 
alado 
omo en manga, por loque produ
ir�a una perturba
i�on muy suave en el 
ujo, y lo podemos 
onsiderar 
omo un\
as
o tipo Mi
hell" (Stoker, 1957). En las �guras 2.16 y 2.17, mostramos los 
oe�
ientesde resisten
ia (peli
ular, residual, y de ola) para los modelos 1850 A � Modelo 2891,y Modelo 2892, obtenidos por Shearer, tanto en posi
i�on �ja (model �xed), 
omo librepara \trimar" (free to trim). Se pueden observar la presen
ia de m�aximos y m��nimosse
undarios relativos en la 
omponente de ola, los 
uales son una 
onse
uen
ia de losefe
tos de interferen
ia 
onstru
tiva y destru
tiva entre los patrones de olas generados enla popa y en la proa del modelo. A diferen
ia de la serie Wigley, los 
as
os de la Serie 60
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Figura 2.18: Coe�
iente de resisten
ia para 
as
os de la Serie 60 (CB = 0:60) [Wehausen,1973 (�g.9)℄.si son usados industrialmente. Por ejemplo, la 
urva de arrastre para un 
as
o de di
haserie 
on 
oe�
iente de bloque Kb = 0:60 y prism�ati
o Kp = 0:614 es mostrado en la�gura 2.18.



Cap��tulo 3El problema de la resisten
ia de ola
3.1 Delimita
i�on del problemaSe expone una delimita
i�on del problema a 
onsiderar donde i) para la des
rip
i�on del 
ujoelegimos la estrategia 
omputa
ional por intera

i�on vis
osa/inv��s
ida, ii) analizamos laship�otesis ne
esarias para poder elegir un modelo poten
ial, iii) formulamos las e
ua
ionesde 
ujo poten
ial 
on una super�
ie libre en el 
ontinuo, iv) justi�
amos por qu�e elsistema de e
ua
iones est�a in
ompletamente formulado, v) men
ionamos dos estrategiasde resolu
i�on, una 
l�asi
a en el sentido de introdu
ir una asimetr��a en el modelo num�eri
o,mediante t�e
ni
as de derivada lateral no 
entradas, y la otra es una alternativa mediante
ondi
iones absorbentes, vi) �nalmente introdu
imos el ensayo de altura de ola 
onstante.Para delimitar el problema de la resisten
ia de ola 
onsideremos el 
ujo alrededorde una embar
a
i�on en aguas tranquilas, en donde supondremos que el mar se extiendeilimitadamente en su super�
ie libre, es in�nitamente profundo y posee propiedades f��si
asuniformes. La embar
a
i�on avanza 
on rapidez uniforme en el tiempo, y en prin
ipio, enl��nea re
ta. A�un en tal idealiza
i�on podemos identi�
ar los siguientes fen�omenos de 
ujo:un patr�on de olas resultante generado por la nave, resisten
ia indu
ida, 
orrientes enremolino y estela detr�as de la nave, usualmente rotura de olas, efe
tos de 
avita
i�on, ave
es forma
i�on de espuma, y los efe
tos de la tensi�on super�
ial. Todos estos fen�omenos seen
uentran a
oplados entre si, y son par
ialmente gobernados por leyes f��si
as diferentes,
on distintas es
alas de tiempo y longitud. Para su predi

i�on se requieren modelosmatem�ati
os que 
ubran uno o m�as de ellos. Empero para el tratamiento de la 
omponentede ola omitimos los a
oplamientos 
ausados por:1) los efe
tos de la resisten
ia indu
ida, aunque una aproxima
i�on de su efe
to sobrela super�
ie libre es fa
tible mediante una adapta
i�on de los pro
edimientos usados enaeron�auti
a. Estos efe
tos se presentar�an en 
asos de maniobra parti
ulares, por ejemplo,29
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Figura 3.1: Patrones olas y regiones para la intera

i�on vis
osa / inv��s
ida.en el 
aso de veleros 
uando los �angulos de deriva � y de es
ora � son ambos no nulos;2) las 
orrientes en remolino 
ausadas por la propulsi�on, que afe
tan tanto la predi

i�onde las olas en la zona del yugo de popa, 
omo el equilibrado de la nave;3) los efe
tos de la 
avita
i�on en el agua. Re
ordemos que la 
avita
i�on es la forma
i�onde burbujas de vapor en el interior de un l��quido 
uando se produ
en fuertes redu

ionesen la presi�on (a temperatura 
onstante). Su efe
to m�as perni
ioso es la destru

i�on de laparedes en 
onta
to 
on el 
ujo, debida a pi
os de presi�on, por lo que se le presta espe
ialaten
i�on en la industria;4) los efe
tos de la rotura de olas, el 
ual muestra po
a in
iden
ia sobre el 
omportamientoglobal del 
ujo, y dista todav��a de una des
rip
i�on f��si
a y matem�ati
a satisfa
toria;5) los efe
tos de las forma
i�on de burbujas por las mismas razones del punto anterior,aunque de inter�es para su dete

i�on ele
tr�oni
a o para un mejor tratamiento de la inter-se

i�on de la super�
ie libre 
on la del 
as
o;6) �nalmente los efe
tos de la tensi�on super�
ial, por ser insigni�
antes para naves aes
ala 
ompleta.Como resultado de las simpli�
a
iones introdu
idas, el problema delimitado en prin
i-pio 
ondu
e a un problema de 
ujo vis
oso 
on densidad uniforme, debajo de una embar-
a
i�on que avanza generando un patr�on de olas ha
ia 
orriente abajo, sobre una super�
ielibre de relativa gran extensi�on 
omparada 
on la eslora de la nave, en 
ondi
iones esta-
ionarias en el tiempo, sin a
oplamientos signi�
ativos 
on los otros fen�omenos de 
ujo.



3.2. Intera

i�on vis
osa/inv��s
ida 313.2 Intera

i�on vis
osa/inv��s
idaEn 
uidodin�ami
a 
omputa
ional est�a bien estable
ido la posibilidad de emplear difer-entes niveles din�ami
os en la aproxima
i�on de la des
rip
i�on de un 
ujo (Hirs
h, 1992).Para 
iertos 
asos de 
ujo parti
ulares se puede emplear el nivel din�ami
o de aproxima
i�ondado por la intera

i�on vis
osa / inv��s
ida, que en opini�on de Hirs
h es lo m�as notable enme
�ani
a de 
uidos desde las e
ua
iones de Navier Stokes. La des
rip
i�on por intera

i�onvis
osa / inv��s
ida se basa en los fen�omenos experimentales observados 
uando el n�umerode Reynolds es su�
ientemente alto, donde se puede 
on
ebir al 
ujo 
omo dividido enregiones, 
on un grado de a
oplamiento entre ellas variable seg�un el problema y las 
ondi-
iones de 
ujo, donde el 
ujo en 
ada regi�on muestra un 
ierto 
omportamiento aparenteglobal distintivo. Asi, en el problema de la resisten
ia de ola, podemos distinguir tresregiones notables de 
ujo (�gura 3.1) i) regi�on 1: es la zona de 
ujo externa de naturalezaaparentemente inv��s
ida y 
omprende una gran por
i�on relativa del 
ujo; ii) regi�on 2: esla zona de 
ujo interno de naturaleza netamente vis
osa (disipativa), 
omprende una 
apal��mite y una estela vorti
osa desprendida, de tama~no relativamente peque~no, iii) regi�on3: es la zona de 
ujo de a
oplamiento entre las dos anteriores.La prin
ipal intera

i�on entre los 
ujos de 
ada zona proviene de los efe
tos de de-splazamiento de las l��neas de 
orriente que 
ondu
e a 
uerpos equivalentes m�as an
hos quelos originales y que en general, terminan por ser semi in�nitos. Esto 
onlleva un 
ambioen la distribu
i�on de presiones sobre el 
uerpo y el pro
eso se realimenta. Si bien la apli-
a
i�on tradi
ional de estos m�etodos se limita a situa
iones donde la intera

i�on es d�ebil,esto es, 
uando el 
ujo es no separado y los gradientes de presi�on normales a la super-�
ie mojada son d�ebiles, desarrollos posteriores han permitido su extensi�on a problemasdonde la intera

i�on es fuerte. La subregi�on inv��s
ida est�a delimitada en parte por la 
apal��mite, 
uyo espesor es des
ono
ido al ini
io porque el 
�omputo vis
oso / inv��s
ido tieneque empezar 
on el 
�omputo del 
ampo de presi�on. Al prin
ipio la frontera del sub
ujoinv��s
ido se toma dire
tamente sobre las paredes s�olidas, lo 
ual resulta razonablementejusti�
able en base al espesor delgado de la 
apa l��mite, luego se resuelven las e
ua
ionesde la 
apa l��mite, resultando un primer espesor, y se empieza a iterar.Dos regiones 
on un a
oplamiento notable son los 
ujos en la zona de proa y en lazona de popa, de naturaleza muy 
ompleja, donde po
o es lo que se 
ono
e. Por ejemplo,re
ientes experimentos referidos a los efe
tos de es
ala en los patrones de olas 
er
anossugieren una dependen
ia 
on el n�umero de Reynolds Rn en el patr�on de olas de proa,tanto en amplitud 
omo en el �angulo de divergen
ia (Tahara/Stern/Rosen, 1992). En loque sigue no las tendremos en 
uenta porque requieren de un estudio muy parti
ular.Desde un punto de vista matem�ati
o la intera

i�on vis
osa / inv��s
ida puede asimi-



3.3. Exigen
ias en el mallado 32larse a un problema de expansiones singulares. Re
ordemos que si una 
ierta e
ua
i�ondiferen
ial y sus 
ondi
iones de borde dependen de un par�ametro ", el problema de per-turba
i�on es en general de�nido 
omo el problema de hallar su solu
i�on para peque~nosvalores de " a partir de la solu
i�on 
ono
ida para " = 0. En un problema de perturba
i�onregular, el orden de la e
ua
i�on y el n�umero de las 
ondi
iones de borde permane
en �jasdurante el pro
edimiento. En 
ambio, en un problema de perturba
i�on singular, el ordende la e
ua
i�on disminuye para " = 0, y 
onse
uentemente algunas de las 
ondi
iones deborde tienen que ser eliminadas. Ahora bien, en el 
aso de un 
ujo vis
oso in
ompresiblese distinguen dos 
asos l��mites seg�un que el n�umero de Reynolds sea muy bajo o muyalto. Para bajos n�umeros de Reynolds, las perturba
iones singulares de primer orden delas e
ua
iones de Navier-Stokes en las regiones de 
ujo exterior/interior 
orresponden alos 
ujos de Oseen/Stokes, respe
tivamente, donde por exterior/interior entendemos laszonas de 
ujo lejana/
er
ana a la pared s�olida, respe
tivamente. En 
ambio, para altosn�umeros de Reynolds, las perturba
iones singulares de primer orden de las e
ua
iones deNavier-Stokes en las regiones de 
ujo exterior/interior 
ondu
en a las e
ua
iones de 
ujoinv��s
ido y de la 
apa l��mite, respe
tivamente. Las primeras resultan de despre
iar lost�erminos vis
osos, y al ha
erlo baja el orden de las e
ua
iones en un grado, por lo queuna de las 
ondi
iones de borde tiene que ser omitida. Mientras que las segundas son delmismo orden que las de Navier-Stokes, por lo que el n�umero de 
ondi
iones de borde se
onserva.Asi, para n�umeros de Reynolds su�
ientemente altos los efe
tos vis
osos s�olo prevale
endentro de la 
apa l��mite de espesor variable Æ, la 
ual empalma el 
ampo de velo
idad enel 
ujo 
on la 
ondi
i�on de adheren
ia en la pared, mientras que el 
ujo exterior a esa
apa es pr�a
ti
amente inv��s
ido. A primer orden en Æ la presi�on dentro de la 
apa l��mite esigual a la del 
ujo exterior, y el 
ujo exterior inv��s
ido no es afe
tado apre
iablemente porlos efe
tos vis
osos (S
hmitt/S
hneider, 1989). Adem�as en el 
aso l��mite en que Rn!1la regi�on de re
ir
ula
i�on degenera en una 
apa vorti
osa que se origina en los bordesagudos del objeto y es una super�
ie libre a trav�es de la 
ual la presi�on es 
ontinua.3.3 Exigen
ias en el malladoPor otra parte, si bien no es 
ompletamente l��
ito desa
oplar los efe
tos vis
osos de losefe
tos del patr�on de olas, ambos fen�omenos por separado muestran es
alas de tiempoy de longitud muy diferentes entre s��, por lo que imponen exigen
ias muy dis��miles enlos m�etodos num�eri
os a emplear i) el 
ujo vis
oso es un fen�omeno 
on es
alas de lon-gitud relativamentes peque~nas, y exige una buena resolu
i�on en los detalles del 
as
o y
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Figura 3.2: Sistema de referen
ia 
artesiano.sus ap�endi
es, a �n de lograr una a
eptable aproxima
i�on para los muy altos gradientes
er
anos a los mismos; ii) en 
ontraposi
i�on, el patr�on de olas es un fen�omeno de es-
alas de longitud relativamente grandes, 
omparables 
on la eslora de la nave, y exigeuna extensi�on relativamente grande para por
i�on de la super�
ie libre a 
onsiderar. Porestas dos razones, para que una malla 3D orientada a un m�etodo num�eri
o basado en unaformula
i�on vis
osa sea ingenierilmente a
eptable para el problema delimitado, en prin-
ipio debe ser i) relativamente re�nada en las 
er
an��as de la nave, para una razonableaproxima
i�on de los muy altos gradientes de velo
idad; ii) pero adem�as debe extendersebastante en la por
i�on de la super�
ie libre 
onsiderada. Ambas 
ondi
iones simult�aneas
ondu
en a que el n�umero de nodos/elementos a manipular pueda resultar bastante en-gorroso, tanto en pre-pro
esamiento, pro
esamiento y pos-pro
esamiento, asi 
omo en laidenti�
a
i�on y depura
i�on de los errores introdu
idos en el 
�al
ulo pr�a
ti
o.La intera

i�on vis
osa / inv��s
ida nos sugiere la estrategia de dividir el problemaen dos, en donde en el problema inv��s
ido se resuelve el patr�on de olas 
on e
ua
ionessimpli�
adas y sobre una extensi�on relativamente grande de la por
i�on de la super�
ielibre 
onsiderada, mientras que en el problema vis
oso se resuelve el 
ujo vis
oso en lainmediata ve
indad de la nave, 
on una malla menos extendida. En lo que sigue nosrestringiremos a una estrategia para la resolu
i�on inv��s
ida.
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LyFigura 3.3: Des
rip
i�on geom�etri
a del problema de la resisten
ia de ola sobre naves.



3.4. Apli
abilidad de la in
ompresibilidad 343.4 Apli
abilidad de la in
ompresibilidadVeamos antes si la in
ompresibilidad del agua en este problema resulta apli
able. De
imosque un 
uido se 
omporta 
omo si fuera in
ompresible 
uando los in
rementos en ladensidad lo
al del 
uido debido a los in
rementos de presi�on resultan despre
iables, ypara ello (Bat
helor, 1974) se deben 
umplir que (u=
)2 � 1, y gL=
2 � 1, donde 
es la rapidez de propaga
i�on del sonido en el 
uido, g es la a
elera
i�on de la gravedad,u = maxt;x j�u(x; t)j es la m�axima varia
i�on temporal y espa
ial de la velo
idad en laregi�on de 
ujo, y L es una longitud 
ara
ter��sti
a del problema. En prin
ipio, 
uando nose 
umple la primera 
ondi
i�on debemos 
onsiderarlo 
omo un problema de la din�ami
a degases, y 
uando no se 
umple la segunda 
ondi
i�on, 
omo uno de meteorolog��a din�ami
a,y en la pr�a
ti
a usual la m�as importante es la primera. Introdu
iendo los n�umeros deMa
h Mn = u=
, y de Froude Fn = u=pgL, las podemos re-es
ribir(Mn2 = (u=
)2 � 1(Mn=Fn)2 = (pgL=
)2 � 1 . (3.1)En nuestro 
aso, 
 � 1470 [m=s℄ para agua a 15 [C0℄, g = 9:81 [m=s2℄, la eslora de la navela podemos a
otar en L < 300 [m℄. Para a
otar u tendremos presente que las velo
idadesde avan
e de las embar
a
iones usuales son relativamente muy redu
idas, y que tambi�enlo ser�an las del patr�on de olas, de modo que podemos estimar u < 40 [nudos℄ � 21 [m=s℄,donde el fa
tor de 
onversi�on de unidades es1 nudo = 1 milla marina por hora � 1850 metros1 hora � 0:51 [m=s℄; (3.2)tendremos Mn2 = (u=
)2 � (21 [m=s℄)=(1470 [m=s℄)2 � 2� 10�4 � 1 ; (3.3)(Mn=Fn)2 = (qgL=
)2 = (q9:81 [m=s2℄ 300 [m℄=(1470 [m=s℄))2 � 0:0014� 1 ;(3.4)vemos que ambas 
ondi
iones se 
umplen fuertemente, y en 
onse
uen
ia es a
eptablesuponer la in
ompresibilidad del agua para este problema, que matem�ati
amente equivalea r � u = 0. Finalmente, 
omo el 
ujo externo es inv��s
ido e in
ompresible, su velo
idadu se puede expresar en la forma u = r�+r�A, donde � es un 
ampo poten
ial es
alarde�nido a menos de una 
onstante arbitraria, A es un 
ampo poten
ial ve
torial de�nidoa menos de un ve
tor 
onstante.
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Figura 3.4: Simetr��as en el versor normal n.3.5 Apli
abilidad de la 
apa l��miteLa 
l�asi
a aproxima
i�on de la 
apa l��mite es una 
onse
uen
ia de la observa
i�on experi-mental de Prandtl, donde en un 
ujo vis
oso in
ompresible, sin separa
i�on y para altosn�umeros de Reynolds se pueden distinguir subregiones de 
ujo donde los efe
tos vis
ososest�an 
on�nados y resultan predominantes. Estas subregiones tienen un espesor relativoÆ=L � 1=pRn, peque~nos para n�umeros de Reynolds muy altos (Rn � 1), y se disponensobre las paredes s�olidas tanto de los 
uerpos inmersos 
omo las que delimitan el 
ujo.Cada una de �estas 
onstituye una 
apa l��mite del 
ujo, mientras que la subregi�on de 
ujorestante se 
omporta pr�a
ti
amente 
omo inv��s
ida. En los 
ujos en donde las regiones
on efe
tos vis
osos predominantes permanene
en 
on�nadas junto a las paredes s�olidas,se di
e que no hay desprendimiento de la 
apa l��mite, y el 
�al
ulo de la presi�on puedeindependizarse del 
�al
ulo de la velo
idad vis
osa. Esta 
ondu
e a la aproxima
i�on de lase
ua
iones de la 
apa l��mite. Sus e
ua
iones son una notoria simpli�
a
i�on de las e
ua-
iones de Navier Stokes, y son relativamente m�as sen
illas de resolver, siendo 
er
anas alas e
ua
iones diferen
iales, en derivadas par
iales, de segundo orden parab�oli
as.En nuestro 
aso, tanto porque la vis
osidad del agua es muy redu
ida 
omo por lasvelo
idades y longitudes que intervienen los n�umeros de Reynolds resultan mu
ho mayoresque la unidad Rn� 1. Por ejemplo, en la medi
i�on experimental de la resisten
ia de olasobre modelos, hemos men
ionado que 1�106 < Rn < 2�109, y 
re
e 
on el aumento de laes
ala, por lo que en nuestro problema las 
apas l��mites ser�an en general muy delgadas. En
ontraposi
i�on, en el 
ujo real se observa un 
ujo separado en la zona del yugo de popa dela nave, lo que sumado a las 
orrientes de torbellino de la propulsi�on, ha
e que el fen�omenoresultante sea de naturaleza muy 
ompli
ada. En primera aproxima
i�on lo supondremosdespre
iable. En 
on
lusi�on, supondremos que las 
apas l��mites se mantienen delgadas, ydespre
iaremos los efe
tos de separa
i�on de 
ujo en la zona de la popa de la nave.



3.6. Apli
abilidad de la irrota
ionalidad 363.6 Apli
abilidad de la irrota
ionalidadPara la regi�on inv��s
ida se puede optar por la resolu
i�on dire
ta de las e
ua
iones de Euler,pero bajo 
ondi
iones parti
ulares de 
ujo �estas se pueden simpli�
ar a las e
ua
iones delpoten
ial. Las de Euler resultan m�as generales y 
ontemplan par
ialmente la presen
iade los efe
tos 
ausados por la vorti
idad, donde de
imos par
ialmente por lo siguiente.La vorti
idad es de�nida 
omo ! = r� u, y su e
ua
i�on 
on efe
tos vis
osos se la puedeobtener de la de Navier Stokes suponiendo que: la vis
osidad del 
uido es uniforme,la fuerza de masa es 
onservativa y la densidad es barotr�opi
a � = f(p) (s�olo fun
i�onde la presi�on p). La e
ua
i�on resultante se la puede es
ribir 
omo �t! + (u � r)! =(! � r)! + ��2!, donde el primer t�ermino del miembro dere
ho es el distintivo de lavorti
idad. Cuando la vis
osidad � es 
ero el t�ermino vis
oso � �2! es nulo. Por otraparte, el teorema de 
ir
ula
i�on de Kelvin estable
e que en un 
ujo inv��s
ido, barotr�opi
oy 
on fuerzas de masa 
onservativas, la 
ir
ula
i�on �(t) de la velo
idad u alrededor deuna l��nea 
uida 
errada � es temporalmente invarianted�dt = 0 donde � = I� u � dl . (3.5)En parti
ular, si en alg�un instante t0 sabemos que el 
ujo es irrota
ional, enton
es enel futuro (t > t0) tambi�en lo ser�a. Pero el t�ermino vis
oso de la e
ua
i�on des
ongela lal��nea vorti
osa de la l��nea de 
uido, separ�andolas, y representa la difusi�on de la vorti
idada trav�es del 
uido, o
asionando un 
orrimiento de las l��neas vorti
osas a trav�es de lasl��neas de 
uido. Enton
es, si bien la vorti
idad no puede 
rearse en el interior del 
ujo,s�� puede dispersarse en su interior, y la modi�
a
i�on de su intensidad s�olo puede darsepor difusi�on vis
osa. Existen diversos me
anismos para la genera
i�on de la vorti
idad,siendo el m�as 
ono
ido la presen
ia de una pared s�olida donde el 
ujo vis
oso se adhierea ella, aunque otra posibilidad algo mas sutil (Bat
helor, 1974) es la presen
ia de unasuper�
ie libre, en donde la presi�on es 
onstante y las tensiones tangen
iales son nulas.Nosotros supondremos irrota
ionalidad en el 
ujo inv��s
ido, porque asumiremos que se
umplen las siguientes 
ondi
iones 1) la vis
osidad del agua es muy peque~na, por loque la difusi�on vorti
osa es despre
iable; ii) el 
ujo in
idente es irrota
ional en todoinstante; iii) la vorti
idad engendrada en la super�
ie libre es 
onve
tada por el 
ujo enla dire

i�on tangen
ial a la super�
ie libre ha
ia aguas abajo, y resulta despre
iable; iv)la posi
i�on relativa de la nave 
on respe
to al 
ujo in
idente es tal que los efe
tos desustenta
i�on hidrodin�ami
a o
asionados por una 
ir
ula
i�on sobre partes de la nave sonnulos o despre
iables, lo que impli
a que los �angulos de deriva y de es
ora son nulos omuy redu
idos. Luego, la velo
idad inv��s
ida se redu
e al gradiente es
alar u = r�, y lae
ua
i�on de 
onserva
i�on de masa se redu
e a la e
ua
i�on de Lapla
e �� = 0.



3.7. Formula
i�on poten
ial para la resisten
ia de ola 373.7 Formula
i�on poten
ial para la resisten
ia de olaPor lo argumentado en los puntos previos, el problema de la resisten
ia de ola lo asimilamosa un problema de 
ujo inv��s
ido, in
ompresible e irrota
ional, alrededor de una nave queavanza en la super�
ie libre de un 
uido inm�ovil, 
on velo
idad uniforme us. El r�egimen de
ujo ser�a esta
ionario y no desprendido, y las propiedades f��si
as del agua ser�an uniformes,no hay 
orrientes en su interior ni in
uen
ia de vientos de super�
ie, ni otros efe
tosse
undarios (super�
ies vorti
osas, 
orrientes en torbellino, resisten
ia indu
ida, burbujaso rotura de olas). Como el problema des
ripto resulta invariante bajo una transforma
i�ongalileana, es equivalente 
onsiderar al bari
entro de la nave inm�ovil, y suponer al 
ujoavanzando en la dire

i�on opuesta 
on velo
idad u1 = �us 
orriente arriba. Enton
es,
onsideramos una nave que avanza a velo
idad 
onstante en un 
anal de se

i�on 
onstanteel 
ual, por simpli
idad, lo supondremos 
omo un re
t�angulo de profundidad H y an
hoLy, ver �gura (3.3). El 
uido a ser modelado o
upa la regi�on 
 la 
ual es limitada por:las paredes del 
anal (laterales y del fondo) �C , los bordes de entrada/salida �I=O, lasuper�
ie mojada de la nave �S y la super�
ie libre �F . El eje x es paralelo a la velo
idadno perturbada u1 
orriente arriba, el eje z positivo ha
ia arriba y el eje y tal que resulteuna terna dere
ha en la se
uen
ia (x; y; z). El 
ampo poten
ial de velo
idades u est�a dadopor u = r�, donde � es el poten
ial total, el 
ual satisfa
e la e
ua
i�on de Lapla
e enla regi�on de 
ujo 
 y puede des
omponerse 
omo � = u1x + � donde x = (x; y; z) esel ve
tor posi
i�on y � es el poten
ial de perturba
i�on. La posi
i�on de la super�
ie libre�F est�a dada por la fun
i�on univaluada z = �(x; y), donde � es la eleva
i�on (
on signo)de la super�
ie libre respe
to al plano de referen
ia z = 0 el 
ual es tambi�en el plano deequilibrio hidrost�ati
o.3.7.1 Condi
i�on de borde 
inem�ati
aLa 
ondi
i�on de borde 
inem�ati
a es lade resbalamiento �n� = 0 sobre las paredes del
anal, fondo y super�
ie libre. Alternativamente, pueden 
onsiderarse tambi�en el 
asade imponer 
ondi
iones de borde Diri
hlet en el fondo � = U1x. Las 
omponentes
artesianas de la normal en la super�
ie libre z = �(x; y) las expresamos a partir delprodu
to ve
torial n = r;u � r;v, donde r = (x; y; �) es el ve
tor posi
i�on y u; v sonlas 
oordenadas param�etri
as de la super�
ie, que aqui se redu
en a u � x, v � y.Tendremos r;u = (1; 0; �x) y r;v = (0; 1; �y), resultando n = [��;x;��;y; 1℄. Luego, la
ondi
i�on 
inem�ati
a en la super�
ie libre la podemos re-es
ribir en sus 
omponentes
artesianas 
omo ��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F . (3.6)



3.8. Di�
ultades intr��nse
as 383.7.2 Condi
i�on de borde din�ami
aTanto la e
ua
i�on de Lapla
e 
omo las 
ondi
iones de borde 
inem�ati
as ser��an su�
ientessi la posi
i�on de la super�
ie libre � fuera 
ono
ida a priori, pero �este no es 
aso, debemosagregar un 
ondi
i�on adi
ional. Esto es he
ho por medio de la e
ua
i�on de Bernoullip� + 12 jr�j2 + gz = C en 
 , (3.7)la 
ual rela
iona la presi�on p, la velo
idad r� y la altura z, donde � es la densidaddel 
uido. Despre
iamos la presi�on de vapor y la tensi�on super�
ial de vapor del agua,enton
es el equilibrio me
�ani
o de la interfase aire/agua 
ondu
e a que la presi�on p es lamisma en ambas 
aras e igual a la presi�on atmosf�eri
a patm, la 
ual supondremos tambi�en
omo 
onstante. Enton
es p = patm y en in�nito 
orriente arriba patm=�+1=2u21+0 � C,donde sin p�erdida de generalidad adoptamos patm = 0.3.7.3 Condi
iones de radia
i�onLas \
ondi
iones de radia
i�on" deber��an permitir, b�asi
amente, el 
ujo de energia en laforma de olas radiantes que se propagan 
orriente abajo �O. En 
ontraste, no deben haberolas 
orriente arriba �I de modo que imponemos simplemente que el poten
ial deber��aaproximarse al no perturbado alli. Notemos que el diferente tratamiento en �I y en �Oes el �uni
o elemento que puede romper la simetr��a x! �x, y asegurar un patr�on de olas
orre
to. Otra forma es ha
erlo a nivel dis
reto mediante la adi
i�on de un me
anismodisipativo o 
on t�e
ni
as de derivadas 
ontra-
orriente, en 
uyo 
aso las podemos obviara nivel del 
ontinuo.3.7.4 Sistema de e
ua
iones gobernantesLas e
ua
iones gobernantes para el par solu
i�on f�; �g del modelo de 
ujo poten
ial sonresumidas 
omo: 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �S + �C ;� = (u21 � jr�j2) =(2g) sobre �F ;��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F ;
ondi
iones de radia
i�on sobre �I=O . (3.8)

3.8 Di�
ultades intr��nse
asEl problema poten
ial, a nivel del 
ontinuo y sin 
ondi
iones expl��
itas de radia
i�on, exibedos di�
ultades intr��nse
as:



3.8. Di�
ultades intr��nse
as 393.8.1 No linealidad 
inem�ati
a y din�ami
aLa posi
i�on de la super�
ie libre � es des
ono
ida a priori, donde las 
ondi
iones deborde a imponer sobre ella, tanto la 
inem�ati
a 
omo la din�ami
a son no lineales. Esto
onstituye una formidable 
ompli
a
i�on para los m�etodos de solu
i�on, y ha 
ondu
ido aldesarrollo de una extensa familia de m�etodos tantos linealizados 
omo no lineales, los quese tradu
en luego en m�etodos semianal��ti
os y num�eri
os espe
���
os, 
omo por ejemplo,el 
�odigo lineal DAWSON (1989) y el no lineal RAPID (1996) desarrollados en MARIN(Maritime Resear
h Institute Netherlands) detallados en la tesis de Raven (1996).3.8.2 Problema hidrodin�ami
o in
ompletoEl sistema de e
ua
iones gobernante del par solu
i�on f�; �g dado por la e
ua
i�on de
onserva
i�on de masa m�as las 
ondi
iones de borde 
inem�ati
a y din�ami
a 
ondu
e a unproblema hidrodin�ami
o in
ompletamente formulado, en el sentido de Birkhoof, porque nodetermina un��vo
amente el 
ujo alrededor de la nave, y esto puede eviden
iarse mediantelas siguientes 
onsidera
iones de simetr��a. Para ello, 
onsideremos un 
uerpo sim�etri
obajo la opera
i�on geom�etri
a de re
exi�on 
on respe
to al plano x = 0, por ejemplo, unelipsoide sumergido, y sea (�; �) un par solu
i�on del sistema8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�;xx + �;yy + �;zz = 0 en 
 ;nx�;x + ny�;y + nz�;z = 0 sobre �S ;nx�;x + ny�;y + nz�;z = (u1; n̂) sobre �1 ;� = (u21 � jr�j2)=(2g) sobre �F ;��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F . (3.9)

Podemos mostrar que el problema resulta invariante bajo una simetr��a de re
exi�on 
onrespe
to al plano x = 0. Efe
tivamente, 
onstruyamos el par (�0; � 0) en la forma(�0(x; y; z) = ��(�x; y; z)� 0(x; y) = +�(�x; y) ; (3.10)resulta que este par es tambi�en solu
i�on de las e
ua
iones anteriores. Para mostrar-lo, introduz
amos por 
onvenien
ia los puntos gen�eri
os P = (x; y; z), Q = (�x; y; z),sim�etri
os seg�un x, y 
onsideremos las siguientes simetr��as.Simetr��as en el versor normalPara las simetr��as en el versor normal n = (nx; ny; nz) en las super�
ies de borde �nitas,tengamos presente la �gura 3.4 y 
onsideremos separadamente, la super�
ie del 
uerpo z =f(x; y) y la super�
ie libre � 0(x; y). Por 
onstru

i�on, la super�
ie del 
uerpo z = f(x; y)
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Figura 3.5: Simetr��as en la velo
idad u.es sim�etri
a bajo la re
exi�on 
on respe
to al plano x = 0, es de
ir, f(x; y) = f(�x; y). Sunormal evaluada en P es n̂P = [�f;x �f;y 1 ℄TP ; (3.11)donde [:::℄T denota ve
tor 
olumna (en nota
i�on matri
ial), el supra��ndi
e T denota latraspuesta, mientras que evaluada en Q esn̂Q = [�f;x �f;y 1 ℄TQ = [+f;x �f;y 1 ℄TP . (3.12)En 
ambio, la super�
ie libre � 0 en general no ser�a sim�etri
a 
on respe
to al plano x = 0,esto es, � 0(x; y) 6= � 0q(�x; y). Su normal evaluada en P esn̂0P = [�� 0;x �� 0;y 1 ℄TP . (3.13)Por 
onstru

i�on � 0(x; y) = �(�x; y), yn̂0P = [+�;x ��;y 1 ℄TQ ; (3.14)es de
ir, tanto en la super�
ie del 
uerpo 
omo en la super�
ie libre tendremos[ +n0x(P ) n0y(P ) n0z(P ) ℄T = [�nx(Q) ny(Q) nz(Q) ℄T ; (3.15)esto es, el 
ampo de normales es antisim�etri
o en su 
omponente nx y sim�etri
o en sus
omponentes ny; nz.Simetr��as en la velo
idadPara las simetr��as en la velo
idad u = (ux; uy; uz), en parti
ular, en las super�
ies deborde �nitas, ahora tengamos presente la �gura 3.5. La velo
idad para �0(P ) evaluadaen P es u0P = [�0;x +�0;y +�0;z ℄TP ; (3.16)
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iendo la de�ni
i�on de �0(P )u0P = [�;x ��;y ��;z ℄TQ ; (3.17)pero la velo
idad para �(Q) esuQ = [�x� ; �y� ; �z�℄Q ; (3.18)enton
es gen�eri
amente para la velo
idadhu0x ; u0y ; u0ziP = [ux ; �uy ; �uz℄Q para P;Q 2 (
 [ �) ; (3.19)esto es, el 
ampo de velo
idad es sim�etri
o en su 
omponente ux y antisim�etri
o en sus
omponentes uy; uz, y el m�odulo resulta invariantejr�0(P )j2 = jr�(Q)j2 para P;Q 2 (
 [ �) . (3.20)Enton
es, las 
ondi
iones de borde 
inem�ati
as para �0(P ) las podemos expresar en fun-
i�on de las 
orrespondientes a la original �(Q)n0xu0x + n0yu0y + n0zu0zjP � �nxux � nyuy � nzuzjQ = 0 . (3.21)Simetr��a en la alturaAn�alogamente, la eleva
i�on � 0(x; y) la expresamos en fun
i�on de la eleva
i�on 
orrespondi-ente a la original �(�x; y) � 0(x; y) = 12g �u21 � jr�(P )j2� ; (3.22)mientras que la eleva
i�on �(x; y) est�a dada por�(x; y) = 12g �u21 � jr�(Q)j2� ; (3.23)
omo jr�0(P )j2 = jr�(Q)j2, 
on
luimos que � 0(x; y) � �(�x; y).Simetr��a en la e
ua
i�on diferen
ialFinalmente, la e
ua
i�on diferen
ial para �0(P ) la podemos expresamos en fun
i�on de la
orrespondiente a la solu
i�on �(Q)+�0;xxjP + �0;yyjP + �0;zzjP = ��;xxjQ � �;yyjQ � �;zzjQ = 0 para P;Q 2 
. (3.24)
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fisicamente  correcto fisicamente  incorrecto

sentido del flujo

Figura 3.6: La derivada lateral 
orriente arriba des
arta las solu
iones no f��si
as, en las
uales el patr�on de olas se propaga 
orriente arriba.Antisimetr��a de la resisten
ia de olaComo 
on
lusi�on de lo anterior, si en el problema original hallamos el par solu
i�onf�(x; y; z); �(x; y; z)g, enton
es el par re
ejado f��(x; y; z); �(�x; y; z)g es tambi�en solu-
i�on. Pero en tal 
aso, la resisten
ia de ola en la solu
i�on re
ejada es de igual m�odulopero de sentido 
ontrario al del sistema original. Para mostrar este resultado, empe
emosteniendo en 
uenta que la resisten
ia de ola puede hallarse a partir de la integra
i�on dela fuerza de presi�on sobre la super�
ie mojada de la nave, proye
tada en la dire

i�on x,F 0x = Z� d� p0(x)(n̂0; x̂) = Z� d� p0(x)n0x(x) . (3.25)Ahora bien, el 
ampo de presi�on p0(x) es sim�etri
o, p0(P ) = p(Q), mientras que el 
am-po de las normales n0x(x) es antisim�etri
o en su 
omponente nx, es de
ir, n0x = �nx,en 
onse
uuen
ia F 0x = �Fx. De ese modo se abren dos posibilidades para el par solu-
i�on f�; �g: o bien es sim�etri
o y la resisten
ia de ola enton
es resulta nula, o bien noes un��vo
o. Des
artada la primera posibilidad, 
on
luimos que la nuestra de�ni
i�on delproblema hidrodin�ami
o es in
ompleta. Enton
es, debemos imponer alguna otra 
ondi
i�onadi
ional para sele

ionar las solu
iones 
on sentido f��si
o, y que entre otras 
onsidera-
iones, aquellas en que la resisten
ia de ola resulte positiva, esto es, su orienta
i�on es lamisma que la del 
ujo exterior, y el patr�on de olas debe propagarse 
orriente abajo.3.9 T�e
ni
as de derivada 
ontra-
orrienteLa di�
ultad hallada es pare
ida a la en
ontrada en el 
ujo trans�oni
o 
uando el n�umero deMa
h es superior al 
r��ti
o, en donde tambi�en se presentan una multipli
idad de solu
iones
on ondas de 
hoque tanto de expansi�on 
omo de 
ompresi�on. La solu
i�on f��si
amentea
eptable es aquella sin ondas de 
hoque 
on expansi�on, y adem�as la tasa de genera
i�on deentrop��a es estri
tamente positiva en todo el 
ujo (pro
eso termodin�ami
o irreversible).En la irreversibilidad parti
ipan una serie de fen�omenos, entre ellos, los de naturaleza
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sentido del flujo
fisicamente correcto fisicamente incorrecto

flujo
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flujo
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flujo
subsonico

flujo
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Figura 3.7: Las solu
iones f��si
amente admisibles y la derivada lateral 
ontra-
orriente,muestran una 
er
ana analog��a en aerodin�ami
a trans�oni
a.disipativa y difusiva. Para superar la di�
ultad hallada en el 
aso del 
ujo trans�oni
o, sesuele utilizar el artilugio de agregar una difusividad num�eri
a al sistema de e
ua
iones,que es equivalente al uso de esquemas en diferen
ias �nitas orientadas 
orriente arriba, oderivadas 
ontra-
orriente. Algo equivalente se suele ha
er para el problema de olas debar
os. De he
ho la etapa fundamental del m�etodo de Dawson de�ne una t�e
ni
a muyparti
ular de ha
erlo, ex
lusiva para este problema, y ni siquiera en el 
�odigo no linealRAPID (Raven, 1996) se ha implementado una forma substan
ialmente mejor de ha
erlo.3.10 El ensayo de la altura de ola 
onstanteDebido a que el patr�on de olas se propaga en un �uni
o sentido ha
ia 
orriente abajo,ha
emos la siguiente observa
i�on de lo que su
ede en las 
ondi
iones 
inem�ati
as lejanas.Como en la super�
ie libre 
orriente arriba no llega ning�un patr�on de olas generadas porla nave, la velo
idad total debe tender a la del 
ujo exterior no perturbado, o lo quees equivalente, la velo
idad de perturba
i�on r� tiende a 
ero, mientras que en 
orrienteabajo se observa la presen
ia de un patr�on de olas esta
ionario a
otado, y en 
onse
uen
ia,la velo
idad de perturba
i�on r� es no nula, es de
ir( jr�j2 ! 0 para jxj ! 1� ;jr�j2 < A para jxj ! 1+ ; (3.26)donde 0 < A <1 es una 
onstante positiva a
otada. Este par de 
ondi
iones 
inem�ati
aspara la super�
ie libre en 
orriente arriba y abajo, las podemos asimilar 
omo equivalentesa una 
ondi
i�on de radia
i�on, en el sentido de que imponen una orienta
i�on privilegiadapara la radia
i�on de la poten
ia, dado que el patr�on de olas se est�a llevando ha
ia 
orri-ente abajo una 
ierta poten
ia me
�ani
a, que es suplida en de�nitiva por la planta motrizde la embar
a
i�on. Podemos inferir enton
es, la presen
ia de ondas viajeras esta
ionar-ias en nuestro problema. Ahora, si la irradia
i�on de poten
ia es 
onstante en el tiempo
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Figura 3.8: El ensayo de la altura de ola 
onstante permite des
artar los 
asos sobredifu-sivo y subdifusivo.(
ondi
iones esta
ionarias), y en ausen
ia de efe
tos f��si
os de naturaleza disipativa i) en3D aunque el frente de ondas se va ampliando en aguas abajo, las amplitudes de olas semantienen 
onstantes en una 
ierta norma aso
iada 
on la energ��a, ii) en 2D (frente dean
ho 
onstante) no hay otra posibilidad de disipa
i�on de poten
ia, por lo que las ampli-tudes de olas deber�an mantenerse 
onstantes en 
orriente abajo. El 
aso 2D nos sugiereun m�etodo para la valida
i�on del esquema num�eri
o, ya que su 
alidad se puede estimarpor inspe

i�on de las amplitudes de olas, las 
uales deben mantenerse aproximadamente
onstantes en 
orriente abajo, relativamente lejos de la perturba
i�on, veri�
a
i�on que po-dr��amos denominar 
omo un ensayo de la altura de ola 
onstante. Aunque sin llevarloa la 
ategor��a de ensayo b�asi
o, el trabajo de Dawson (1977), de he
ho, lo emple�o parasele

ionar un esquema muy parti
ular para el operador dis
reto sobre la super�
ie li-bre, que en una formula
i�on en velo
idades, 
ondu
e un esquema en diferen
ias �nitas de
uarto orden, 
ontra-
orriente, donde la ter
era derivada de la velo
idad es des
artada.Por ejemplo, en la �gura 3.8 
onsideramos un 
ilindro 
ir
ular de radio R, sumergido auna profundidad f en un 
ujo uniforme 
on velo
idad no perturbada U y en posi
i�onhorizontal, 
on tres posibilidades en la altura de ola: 
onstante, sobreamotiguada y sub-amortiguada, siendo a
eptable �uni
amente el primero 
aso. La relativa fa
ilidad de ha
ereste ensayo 2D (o 
uasi 2D) y la 
laridad que transmite el resultado en el 
omportamien-to de la altura de ola, justi�
a re
ono
erlo 
omo un ensayo b�asi
o de valida
i�on para elesquema num�eri
o en la super�
ie libre.



Cap��tulo 4Linealiza
iones en la super�
ie libre
4.1 ResumenSe expone una linealiza
i�on del problema de la resisten
ia de ola mediante t�e
ni
as deperturba
i�on usadas en me
�ani
a de 
uidos, obteniendo un sistema de e
ua
iones lineal-izadas para el in
remento del par solu
i�on (poten
ial-altura). La des
rip
i�on 
omprende:i) un resumen de parametriza
iones en el problema de bar
os: bar
o esbelto (slendership), bar
o delgado (thin ship), y bar
o an
ho (thi
k ship), 
on sus problemas de 
ujob�asi
o respe
tivos: sobre un \alambre" re
to horizontal, sobre una pla
a plana verti
al,y sobre el bar
o 
on gravedad in�nita, ii) una linealiza
i�on para el bar
o an
ho a partirde la solu
i�on del 
ujo b�asi
o (o l��mite), en el 
ual la posi
i�on de la super�
ie libre ini-
ial 
oin
ide 
on el plano de equilibrio hidrost�ati
o (sin olas), y ser�a luego empleada en
ap��tulos posteriores.4.2 Parametriza
i�on en el problema delimitadoAdaptemos algunos 
on
eptos 
l�asi
os de la teor��a de las perturba
iones empleados enla me
�ani
a de 
uidos (van Dyke, 1975). Consideremos el 
ujo poten
ial alrededor deuna nave de eslora L y manga B, 
on velo
idad no perturbada en el in�nito 
orrientearriba u1 = �us, bajo la a

i�on de un 
ampo gravitatorio de intensidad uniforme g.Para su des
rip
i�on asint�oti
a podemos introdu
ir tres par�ametros: la rela
i�on de esbeltez�B = B=L, la rela
i�on de 
alado �H = H=L, y el n�umero de Froude Fn = u1=pgL.Suponemos que en prin
ipio el par solu
i�on f�; �g depender�a de estos par�ametros, es de
ir,f�(x; �B; �H ; Fn); �(x; �B; �H ; Fn)g, lo 
ual nos 
ondu
e a tres 
lases de linealiza
ionesb�asi
as: 
uando tanto la rela
i�on de esbeltez �B 
omo la de 
alado �H son mu
ho menoresque la unidad, tendremos las del bar
o esbelto (slender ship); 
uando solo lo sea la rela
i�on45
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LFigura 4.1: Flujo b�asi
o para el bar
o esbelto visto 
omo el 
ujo alrededor de un \alam-bre".
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Figura 4.2: Flujo b�asi
o para el bar
o delgado visto 
omo el 
ujo alrededor de una pla
aplana.de esbeltez �B, tendremos las del bar
o delgado (thin ship), y �nalmente 
uando solo losea el n�umero de Froude Fn, tendremos las del bar
o an
ho (thi
k ship).4.2.1 Flujo b�asi
o para el bar
o esbeltoEn el bar
o esbelto (slender ship), tanto la rela
i�on de esbeltez �B 
omo la rela
i�on de
alado �H son mu
ho menores que la unidad, esto es, 0 � �B; �H � 1. Su problema de
ujo b�asi
o se puede obtener tomando el l��mite para �B; �H ! 0, 
on eslora L �ja. Enel l��mite, el bar
o degenera en un \alambre", pero en prin
ipio el problema resulta malformulado (Ogilvie, 1977), por lo que su solu
i�on requiere de un estudio adi
ional.4.2.2 Flujo b�asi
o para el bar
o delgadoEn 
ambio, en el bar
o delgado (thin ship) s�olo la rela
i�on de esbeltez �B es mu
ho menorque la unidad, esto es, 0 � �B � 1. Su problema de 
ujo b�asi
o resulta relativamentesimple de obtener, tomando el l��mite para �B ! 0, 
on eslora L �ja y manga B ! 0. Enel l��mite, el bar
o degenera en una pla
a verti
al, ver �gura 4.2, donde las 
ondi
iones de
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Figura 4.3: Flujo b�asi
o para el bar
o lento visto 
omo el 
ujo bajo a
elera
i�on gravitatoriain�nita.borde se imponen en ambas 
aras de la pla
a.4.2.3 Flujo b�asi
o para el bar
o lentoEn 
ambio, si el n�umero de Froude Fn es mu
ho menor que la unidad, esto es, Fn� 1,diremos que es un bar
o lento. A diferen
ia de los 
asos anteriores, la de�ni
i�on delproblema de 
ujo b�asi
o para el bar
o lento resulta en prin
ipio m�ultiple, en el sentidode que lo podemos obtener en diferentes formas, modi�
ando los par�ametros (L; u1; g)que �guran en el n�umero de Froude de modo de tomar un l��mite para Fn ! 0. Comonos interesa resolver aproximadamente nuestro problema para una embar
a
i�on de formageom�etri
a dada no alteraremos ni la rela
i�on de esbeltez �B ni la de 
alado �H . Por lo quenos queda libre solamente los par�ametros (u1; g), y resulta plausible de�nirlo tomando ellimite par
ial g !1, obteniendo de ese modo una notable simpli�
a
i�on geom�etri
a, enla 
ual la super�
ie libre �(x; y) 
oin
ide 
on el plano z = 0. Este resultado es inmediatopor inspe

i�on de la 
ondi
i�on din�ami
a en la super�
ie libre �F , e
ua
i�on 3.8.d.Es de
ir, en tal 
ujo b�asi
o desapare
e el patr�on de olas, 
omo se muestra en la�gura 4.3. Aunque parez
a quiz�as un tanto arti�
ial, este problema de 
ujo b�asi
o esrelativamente mu
ho m�as f�a
il de resolver, y es 
ono
ido en la espe
ialidad 
on diversosnombres, los m�as difundidos son \
ujo 
on una pared r��gida" (rigid wall 
ow) y \
ujodel 
uerpo doble" (double body 
ow). En este �ultimo 
aso, es equivalente al 
ujo obtenidoal 
onsiderar la imagen espe
ular del dominio de 
ujo 
on respe
to al plano z = 0, endonde el 
uerpo doble 
omprender�a la por
i�on mojada de la nave y su imagen espe
ularal men
ionado plano, 
omo se muestra en la �gura 4.4. Luego de resolver el problemade 
ujo b�asi
o, restauramos la intensidad de la gravedad g a su valor original, enton
esse formar�a un patr�on de olas detr�as de la nave. Para bajas velo
idades de avan
e de la
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Figura 4.4: Equivalen
ia entre 
ujo 
on gravedad in�nita y el 
ujo del 
uerpo doble.nave, o lo que es equivalente, para bajos n�umeros de Froude, el patr�on de olas ser�a de am-plitudes medias relativamente peque~nas, y podemos 
onsiderarlo 
omo una perturba
i�ondel problema b�asi
o sin olas. En base a alg�un pro
edimiento sistem�ati
o de perturba
i�on
al
ulamos 
orre

iones al 
ujo b�asi
o, en donde en la primera etapa impli
a una lin-ealiza
i�on. En la amplia gama de posibilidades para las linealiza
iones del bar
o lento,en las 
ondi
iones 
inem�ati
a y din�ami
a de la super�
ie libre, podemos men
ionar laspropuestas por Baba/Takekuma (1975), Newman (1976), Dawson (1977), Eggers (1983),Brandsma/Hermans (1985), y la de Nakos (1990), analizadas en detalle en la tesis deRaven (1996).4.3 Expansi�on en el bar
o delgado y lentoVeamos a 
ontinua
i�on solamente el 
aso del bar
o delgado y lento. Este 
aso es uno de losm�as sen
illos para empezar 
on una expansi�on, porque suponemos que la perturba
i�on enel 
ujo o
asionada por la velo
idad y por la forma de la nave es peque~na. Una redu
idavelo
idad de avan
e u1, que equivale a un redu
ido n�umero de Froude de la nave, nospermite introdu
ir una expansi�on en el poten
ial �, que junto 
on una gran esbeltez �Ben el 
as
o, nos permiten obtener una 
ondi
i�on linealizada de super�
ie libre 
ombinada(din�ami
a + 
inem�ati
a), debida a Kelvin. Como el poten
ial de perturba
i�on � es aprox-imadamente propor
ional a la rapidez no perturbada u1 (o equivalentemente al Froude),si �esta es peque~na, enton
es � tambi�en lo ser�a, por lo que podemos ha
er una expansi�onasint�oti
a a primer orden en " � Fn, es de
ir � =  ", de modo que en el poten
ial totaltendremos � = uT1x+ ", 
uyo gradiente es r� = u1+r ", y el 
uadrado de su m�oduloes jr�j2 = ju1j2 + 2(uT1r )"+ jr j2"2 . (4.1)
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Figura 4.5: Velo
idad transversal despre
iable en bar
o delgado.La altura � a primer orden estar�a dada por� = 12g �u21 � jr�j2� = �1g n(uT1r )"� jr j2"2o = �1g (uT1r )"+O("2) ; (4.2)pero u1 = u1x̂, de modo que, uT1r ) = u1�x , y enton
es una expansi�on asint�oti
a dela altura � para el bar
o lento la es
ribimos en la forma� = �u1g � �x "+O("2) ; (4.3)y en forma adimensional ~� = �Fn2� ~ �~x +O("2) ; (4.4)donde ~ =  =u1L, ~� = �=L, ~x = x=L. Ahora hallemos una �uni
a 
ondi
i�on de bordelinealizada (
inem�ati
a y din�ami
a). La 
ondi
i�on de borde 
inem�ati
a sobre super�
ielibre es ����x ���x � ���y ���y + ���x = 0 ; (4.5)donde las 
omponentes 
artesianas de la velo
idad expandidas son���x = u1 + � �x " ; ���y = 0 ; ���z = � �z " ; (4.6)mientras que para las derivadas en la super�
ie libre expandidas tendremos���x = �u1g �2 �x2 "+O("2) ; (4.7)���y = �u1g ��y � �x "+O("2) . (4.8)Hagamos ahora otra suposi
i�on adi
ional. Si ahora solo admitimos un bar
o lento ydelgado, enton
es, 
omo adem�as el 
as
o es delgado (�B peque~no), el 
ampo de velo
idades
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asi uniforme seg�un la dire

i�on x no perturbada, por lo que las derivadas transversalesal 
ujo son despre
iables, 
omo se desprende de la observa
i�on de la �gura 4.5, es de
ir,��y � �x = 0 +O(�B) ; (4.9)agrupando los t�erminos en igual poten
ias de " obtenemos la 
l�asi
a 
ondi
i�on 
ombinadade super�
ie libre linealizada (
inem�ati
a + din�ami
a) debida a Kelvin u21g �2 �x2 + � �z ! "+O("2) +O(�B) = 0 ; (4.10)ha
emos notar que �esta es v�alida s�olo para el bar
o lento y delgado, donde "; �B sonpeque~nos, K = g=u21 es el n�umero de onda 
ara
ter��sti
o. Para el 
ujo b�asi
o de la pla
aplana �B = 0, �esta se redu
e a una de O("; 0).4.4 Expansi�on en el bar
o an
ho y lentoEn una etapa gen�eri
a k de un pro
eso de perturba
i�on en nuestro problema tendremos elpar solu
i�on f�k; �kg, poten
ial y eleva
i�on, respe
tivamente. Aqui k = 0 
orresponde alproblema de 
ujo b�asi
o y k = 1 
orresponde al 
ujo perturbado. Con el objeto de obtenerel par solu
i�on f�1; �1g hagamos la expansi�on asint�oti
a f�1; �1g = f�0 +  "; �0 + �"g, aprimer orden en ", 
on " = Fr y 0 < " � 1 para el bar
o lento, donde f ; �g es el parsolu
i�on (in
remental) 
ompuesto por el poten
ial de ola  y la altura de ola �. Ambospoten
iales �0;1 son arm�oni
os ��0;1 = 0 en sus respe
tivos dominios 
0;1, y tambi�enasumimos que las eleva
iones �0;1 son univaluadas y su�
ientemente peque~nas, por lo queel par solu
i�on (in
remental) f" ; "�g = f�1 � �0 ; �1 � �0g es tambi�en peque~no 
uando" � 1. A 
ontinua
i�on, las 
ondi
iones de borde 
inem�ati
as y din�ami
as, linealizadassobre la super�
ie libre del 
ujo b�asi
o, ser�an expresadas en t�erminos del par solu
i�onf ; �g.4.4.1 Condi
i�on de borde din�ami
a linealizadaEn las etapas 0; 1 (
ujos b�asi
o y perturbado, respe
tivamente) tendremos los poten
ialestotales �0;1 = uT1x + �0;1 y los gradientes r�0;1 = u1 + r�0;1. Los m�odulos de losgradientes y su diferen
ia sonjr�0;1j2 = u21 + 2uT1r�0;1 + jr�0;1j2 ; (4.11)jr�1j2 � jr�0j2 = 2uT1 �r�1 �r�0�+ �jr�1j2 � jr�0j2� . (4.12)
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ho y lento 51Expandiendo �1 a primer orden en " tendremosr�1 = r�0 +r " ; (4.13)y enton
es jr�1j2 � jr�0j2 = 2r�0Tr "+ jr j2"2 ; (4.14)introdu
iendo (4.14) en (4.12)jr�1j2 � jr�0j2 = 2(u1 +r�0)Tr "+O("2) = 2uT0r "+O("2) ; (4.15)Ahora, las e
ua
iones de Bernoulli en las etapas 0; 1 son12 jr�0;1j2 + g�0;1 = 12u21 + r0;1 sobre �0;1 ; (4.16)donde r0;1 son los residuos 0; 1, desde que en el pro
eso asint�oti
o suponemos que la
ondi
i�on din�ami
a no se 
umple exa
tamente, y en tal 
aso nos dar�a un t�ermino fuentepara las e
ua
iones perturbadas. Ahora, su diferen
ia es12 njr�1j2 � jr�0j2o + g ��1 � �0� = (r1 � r0) sobre �0;1 ; (4.17)introdu
iendo (4.15) y la primera expansi�on �" = �1 � �0, tendremosuT0r "+ g�"+O("2) = �r ; (4.18)donde �r = r1 � r0. Dado que u0 es evaluado en �0 y r�0;1 lo son en �0;1, deber��amos
ono
er la lo
aliza
i�on de las dos super�
ies de borde �0;1, pero podemos introdu
ir unpro
edimiento simpli�
ado por medio de un 
�al
ulo de transferen
ia (van Dyke, 1975).Para 
onsiderar solamente super�
ies de borde 
ono
idas transferimos todas las variablesde 
ujo a la super�
ie de referen
ia �0, enton
es �1(x0) � �1(x) y  1(x0) �  1(x) m�ast�erminos O("), esto es, un simple desplazamiento de borde. Luego, todos los t�erminos enla e
ua
i�on (4.18) son evaluados en �0 y obtenemosg� = �uT0r +�r sobre z = 0 . (4.19)4.4.2 Condi
i�on de borde 
inem�ati
a linealizadaLa super�
ie libre base �0 es el plano z = 0, mientras que la perturbada �1 puede es
ribirse
omo z = "�(x; y), y ser�a 
er
ana a la primera para " su�
ientemente peque~no. Sobreel plano z = 0 tendremos que su versor normal n(x) = (0; 0; 1) es 
onstante, y sobre laperturbada ser�a n(x0) = (�"�;x;�"�;y; 1), a primer orden en ". Luego, su 
ambio puedees
ribirse 
omo Æn(x) = n(x0)� n(x) = (�"�;x;�"�;y; 0) +O("2) ; (4.20)
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o an
ho y lento 52donde x0 2 �1 y x 2 �0. Para la transferen
ia de su gradiente 
onsideramosr�1(x0) = r�1(x) +rrT�1(x)n(x)�" ; (4.21)introdu
iendo (4.13) y suponiendo que rrT�0;1 son sim�etri
os, podemos es
ribirrT�1(x0) = rT�0(x) +rT (x)"+ nT (x)rrT�0(x)�"+O("2) . (4.22)La 
ondi
i�on de borde 
inem�ati
a en la super�
ie libre �1 del 
ujo perturbado esrT�1(x0)n(x0) = 0 sobre �1 ; (4.23)donde el versor normal es n(x0) = n(x) + Æn(x) . (4.24)Introdu
iendo las expresiones perturbadas (4.22) y (4.24) en (4.23)rT�1n = rT�0n+rT n"+rT�0Æn + nT (rrT�0)n�"+O("2) . (4.25)donde los miembros izquierdos y dere
hos son evaluados sobre x0 2 �1 y x 2 �0, respe
-tivamente. Por otra parte, la velo
idad de borde en el 
ujo b�asi
o est�a 
ontenida por elplano z = 0 y enton
es rT�0n = 0. AhorarT�0Æn = �"�;x�0;x � "�;y�0;y +O("2) ; (4.26)Para el �ultimo t�ermino, podemos es
ribir nT (rrT�0n) = nT t, dondeti = �2�0�xi�xj nj = ��xi  ��0�xj nj! para i; j = 1; 2; 3 ; (4.27)donde hemos empleado la 
onven
i�on de Einstein de la suma sobre los ��ndi
es repetidos yhemos tenido en 
uenta que n(x) = (0; 0; 1) es un ve
tor 
onstante, de modo que se puederedu
ir a ��xi  ��0�xj nj! = " ��x ��0�z ; ��y ��0�z ; ��z ��0�z # . (4.28)La 
omponente z del 
ampo de velo
idades de borde u0z = �z�0 sobre todo el plano z = 0es nula, luego �x(u0z) = �y(u0z) = 0 sobre z = 0 y��xi  ��0�xj nj! = "0 ; 0 ; �2�0�z2 # sobre z = 0 . (4.29)Agrupando estos resultados par
iales tendremos" � �n + ��2�0�z2 � ���x ��0�x � ���y ��0�y !+O("2) = 0 . (4.30)
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o an
ho y lento 53Como �0 es arm�oni
a en 
0 tendremos �zz�0 = ��xx�0 � �yy�0, y��n + �x ���x�0�+ �y ���y�0� = 0 sobre z = 0, a primer orden. (4.31)De este modo, obtenemos la 
ondi
i�on de borde 
inem�ati
a linealizada sobre el plano deequilibrio hidrost�ati
o dada por�n = rT (u0�) sobre z = 0 ; (4.32)
Γ0 ( z = 0 )

Γ1

n

u0

x

y
z

OFigura 4.6: Interpreta
i�on f��si
a del 
ujo normal a la super�
ie libre iterada �0.Su interpreta
i�on f��si
a puede ser la siguiente. Consideremos el teorema de la diver-gen
ia para la velo
idad modi�
ada w = �u0Z
 d
 (r �w) = Z� d� (w;n) (4.33)donde 
;� son el volumen de la regi�on y su super�
ie de borde, respe
tivamente. Suexpresi�on en 
oordenadas 
artesianasZ
 dxdydz(�xwx + �ywy + �zwz) = Z�(wxdydz + wydzdx + wzdxdy) = Qn (4.34)donde Qn es el 
ujo neto de w a trav�es de la super�
ie 
errada �. Como wz = 0 sobre elplano z = 0, 
onsideremos su equivalente plano (
on profundidad z unitaria)Z
 dxdy(�xwx + �ywy) = Z�(wxdy + wydx) = Qn (4.35)Como la 
ondi
i�on de borde linealizada �n en la super�
ie de equilibrio hidrost�ati
o (z =0) es propor
ional a la divergen
ia del 
ampo planarw, enton
es tambi�en es equivalente al
ujo neto Qn de la velo
idad modi�
ada w a trav�es de 
ualquier 
urva 
errada 
ontenidaen di
ho plano, ver �gura 4.6.
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ho y lento 544.4.3 Formula
i�on para el poten
ial de perturba
i�onEl sistema de e
ua
iones linealizadas para el par solu
i�on f ; �g es:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
� = 0 en 
 ;�n = 0 sobre �S + �C ;g� = �uT0r +�r sobre z = 0 ;�n = rT (u0�) sobre z = 0 ;
ondi
iones de radia
i�on sobre �I=O . (4.36)

donde u0 = u1 + r�0 es 
ampo de velo
idad de borde sobre el plano de equilibriohidrost�ati
o z = 0, �0 es el poten
ial de perturba
i�on del 
ujo b�asi
o, y �r = r1 � r0es el de
remento del residuo de la 
ondi
i�on de borde din�ami
a entre los 
ujos b�asi
o yperturbado. A 
ontinua
i�on, en el problema de 
ujo perturbado imponemos que di
horesiduo sea nulo, es de
ir, r1 � 0, y enton
es�n = �1grTu0uT0r � 1grTu0r0 sobre z = 0 . (4.37)El residuo ini
ial r0 es hallado a partir de la e
ua
i�on de Bernoulli (
on � = 1)12 jr�0j2 + g�0 = 12u21 + r0 sobre z = 0 ; (4.38)donde �0 = uT1x+�0 es el poten
ial total del 
ujo b�asi
o, donde la super�
ie libre 
oin
ide
on el plano de equilibrio hidrost�ati
o �0 = z = 0, y enton
es, r0 = 1=2 (u20 � u21), dondeu20 = jr�0j2, luego�n = �1grTu0uT0r � 12grTu0(u20 � u21) sobre z = 0 ; (4.39)esta es una 
ondi
i�on de borde tipo Neumann no homog�enea sobre el plano z = 0, la 
ualpuede a su vez interpretarse 
omo un \
ujo de transpira
i�on" �0 � �n que inye
tamospara simular el desplazamiento de la super�
ie libre:8>><>>:�0 = D + fD = �1=g rTu0uT0rf = �1=(2g) rTu0(u20 � u21) sobre z = 0 . (4.40)



Cap��tulo 5Condi
iones absorbentes
5.1 ResumenSe propone una 
ondi
i�on absorbente para el problema de 
ujo poten
ial 
on super�
ielibre que evita el artilugio de las derivadas 
ontra-
orriente (upwind). El m�etodo se basaen suponer que a partir de 
ierta 
oordenada jxj > L, la malla es estru
turada unidimen-sionalmente (ver �gura 5.1). Si adem�as la velo
idad no perturbada u0 es 
onstante y elt�ermino fuente, propor
ional a la derivada de la 
arga de presi�on, es nulo para jxj > L ,enton
es puede 
al
ularse en forma 
errada la expresi�on asint�oti
a de la solu
i�on dis
retaen base a un problema de autovalores para los grados de libertad en 
ada 
apa (slab) denodos de la parte estru
turada. La 
ondi
i�on absorbente se basa en �jar a 
ero aquellosgrados de libertad que 
orresponden a modos que 
re
en para x! �1 en x = �L.5.2 Problema 1D de un solo grado de libertadEmpezemos por un 
aso muy simple unidimensional(��;xx + k� = w 1 < x < +1 ;� = 0 jxj ! 1 . (5.1)Suponemos que w es de soporte 
ompa
to, esto es, w = 0 para jxj > L. Enton
es, parax > L, tenemos que la e
ua
i�on es homog�enea y por lo tanto la solu
i�on general puedebus
arse en la forma de una exponen
ial � � e�x. Reemplazando en la e
ua
i�on diferen
ialobtenemos la e
ua
i�on 
ara
ter��sti
a ��2 + k = 0. Consideremos por separado los 
asosk > 0 y k < 0.

55
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x
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Figura 5.1: Malla no estru
turada seg�un yz y estru
turada seg�un x.5.2.1 Caso \el��pti
o" (k > 0)Con k > 0, esta e
ua
i�on representa la transferen
ia de 
alor 1D 
on enfriamiento tipoNewton y � = �pk, de manera que las solu
iones independientes son dos exponen
ialesuna 
re
iente y otra de
re
iente,� = aepkx + be�pkx para x > L . (5.2)Pero para satisfa
er la 
ondi
i�on al in�nito (5.1.b) debe ser a = 0 y enton
es�(x) = be�pkx ! �0(x) = �bpke�pkx = �pk�(x) para x > L . (5.3)Esto nos sugiere que �0 +pk� = 0 para x = L ; (5.4)es un buen 
andidato para ser 
ondi
i�on absorbente. An�alogamente, puede verse que la
ondi
i�on absorbente en x = �L es�0 �pk� = 0 para x = �L . (5.5)Debemos ahora demostrar que (5.1.a), (5.4), (5.5) son buenas 
ondi
iones, es de
ir, danun problema bien planteado y tal que la solu
i�on � 
oin
ide 
on la restri

i�on del problemain�nito a jxj < L. A 
ontinua
i�on demostraremos esto. Sea �P una solu
i�on parti
ularen jxj < L es de
ir que satisfa
e��P;xx + k�P = w para jxj < L ; (5.6)
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er ne
esariamente las 
ondi
iones de 
ontorno. Esta solu
i�on puede en
on-trarse, por ejemplo imponiendo �P = �0P = 0 en x = �L e integrando la e
ua
i�ondiferen
ial ordinaria ha
ia las x 
re
ientes hasta x = L. Es
ribamos enton
es a � 
omo� = �P + �H . (5.7)Enton
es �H debe satisfa
er la e
ua
i�on homog�enea��H;xx + k�H = 0 para jxj < L ; (5.8)�0H �pk�H = �(�0P �pk�P ) para x < �L . (5.9)Pero enton
es �H debe tener la forma general�H = a epkx + b e�pkx ; (5.10)de manera quepk(ae+pkL � be�pkL) +pk(ae+pkL + be�pkL) = (RHS)� ; (5.11)donde (RHS)� son los miembros dere
hos respe
tivos, y se redu
en simplemente a( 2pkae+pkL = (RHS)+ ;�2pkbe�pkL = (RHS)� . (5.12)Por lo tanto, la solu
i�on es �uni
a. Ahora bien, la solu
i�on � del problema in�nito re-stringida a jxj < L satisfa
e, por lo que vimos, las 
ondi
iones para � y por lo tanto
oin
ide 
on �esta. En 
on
lusi�on: Las 
ondi
iones halladas (5.4), (5.5) son absorbentesen el sentido de que apli
�andolas en x = �L se obtiene la misma solu
i�on que para elproblema no-a
otado.5.2.2 Caso \hiperb�oli
o" (k < 0)En este 
aso la solu
i�on a la e
ua
i�on es de la forma,� = a 
ospkx+ b sinpkx ; (5.13)y ya no podemos usar el argumento de que alguno de los t�erminos diverge para bus
arla 
ondi
i�on absorbente. Sin embargo, si � representa aqu�� el poten
ial en el 
aso del
ujo poten
ial 
on super�
ie libre, la f��si
a del problema indi
a que, si el 
uido se estamoviendo de izquierda a dere
ha, enton
es(�! 0 para x! �1 ;j�j <1 para x! +1 . (5.14)
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reto del 
aso el��pti
o 58Sea �P una solu
i�on parti
ular a (5.1.a). Esta solu
i�on parti
ular puede ser en
ontradaimponiendo valores de �P y �0P en un punto dado e integrando la e
ua
i�on diferen
ialha
ia x 
re
ientes y de
re
ientes. La solu
i�on general es de la forma� = �P + e 
ospkx + f sinpkx ; (5.15)pero w � 0 para jxj > L, de manera que �P admite una expansi�on 
omo (5.13),�P = 
� 
ospkx + d� sinpkx para �x > L . (5.16)Enton
es � = (
� + e) 
ospkx + (d� + f) sinpkx . (5.17)Ahora bien, las 
ondi
iones de 
ontorno 
orriente arriba (5.14) imponen quee = �
� ^ f = �d� ; (5.18)de manera que � � 0 para x < �L. Enton
es la 
ondi
i�on absorbente f��si
amente apropi-ada para el 
aso hiperb�oli
o es� = �;x = 0 para x = �L . (5.19)Notemos la asimetr��a en 
uanto a que se deben imponer dos 
ondi
iones de 
ontorno aguasarriba pero ninguna aguas abajo.5.3 Extensi�on al 
aso dis
reto del 
aso el��pti
oConsideremos ahora la versi�on dis
reta del problema anterior��j+1 + 2�j � �j�1h2 + k�j = wj . (5.20)Suponemos que wj es nulo para j � M = L=h, enton
es para j � M la e
ua
i�onhomog�enea es ��j+1 + 2�j � �j�1 + kh2�j = 0 . (5.21)Ese tipo de e
ua
i�on en diferen
ias la podemos resolver proponiendo solu
iones de la forma�j � �j, que reemplazando da la e
ua
i�on 
ara
ter��sti
a�2 � 2b�+ 1 = 0 ; donde b = 1 + 12kh2 > 1 . (5.22)Sus ra��
es son �� = b�pb2 � 1 = 1 + 12kh2 �s(1 + 12kh2)2 � 1 . (5.23)
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es son reales y adem�as �+ > 1, pero puede verse que �+�� = 1 demanera que 0 < �� < 1. Ahora bien, la solu
i�on para j > M es de la forma�j = A�j+ +B�j� = A�j+ +B��j+ ; (5.24)pero 
omo queremos que la solu
i�on sea a
otada para j !1 debe ser�j = B��j+ ; (5.25)de manera que �M+1 � ��1+ �M = 0 (5.26)pare
e ser una 
ondi
i�on absorbente dis
reta. Tambi�en la podemos rees
ribir 
omo�M+1 � �Mh + 1� ��1+h �M = 0 ; (5.27)y puede verse que ha
iendo un desarrollo en serie de poten
ias de h��1+ = �� = 1 + 12kh2 �s�1 + 12kh2�2 � 1 = 1 + 12kh2 ; (5.28)�skh2 + (12kh2)2 = 1 + 12kh2 �pkhs1 + 14kh2 = 1�pkh+O(h2) ; (5.29)es de
ir 1� ��1+h = pk +O(h) ; (5.30)de manera que (5.27) es equivalente a (5.4) a primer orden en h. Similarmente, la 
ondi
i�onabsorbente para j ! �1 es ��(M+1) � ��1+ ��M = 0 ; (5.31)podemos ver que las 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes (5.27) y (5.31) son tales que i)la solu
i�on a
otada 
oin
ide 
on la solu
i�on no a
otada para todo jjj < M , ii) la solu
i�onno depende del punto M donde se impone la 
ondi
i�on de 
ontorno independientementede la 
ondi
i�on de 
ontorno empleada en el otro extremo.Para jjj < M ambas solu
iones 
oin
idenEn forma similar al 
aso 
ontinuo, podemos 
ontruir una solu
i�on parti
ular que satis-fa
e (5.20) pero no las 
ondi
iones de 
ontorno. Esto se ha
e poniendo valores arbitrariosde ��(M+1) y ��M y resolviendo (5.20) para �j+1 en t�erminos de �j y �j�1 hasta �M .La diferen
ia de la solu
i�on 
on las 
ondi
iones absorbentes debe ser solu
i�on de la ver-si�on homog�enea de (5.20) y por lo tanto debe ser de la forma A�j+ + B��j+ . Imponiendolas 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes sale un sistema lineal diagonal en a y b, 
on lo
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ual la solu
i�on es �uni
a. Luego, la solu
i�on al problema in�nito satisfa
e las 
ondi
ionesdel sistema a
otado 
on 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes, de lo 
ual se 
on
luye elenun
iado.La solu
i�on no depende del borde absorbente elegidoMostremos que la solu
i�on no depende del punto en donde se impone la 
ondi
i�on de
ontorno, que por brevedad podremos llamarlo 
omo \borde absorbente". Sean �(1;2) lassolu
iones al problema dis
reto 
on 
ondi
i�on Diri
hlet en j = �M y 
ondi
i�on absorbenteen j =M1;2 8>>><>>>:h�2 h��(k)j+1 + 2�(k)j � �(k)j�1i+ k�(k)j = wj ;�(k)�M = 0 ;�(k)Mk+1 = ��1+ �(k)Mk . (5.32)Asumimos queM2 > M1 y queremos mostrar que �(1) 
oin
ide 
on la restri

i�on de �(2) a�M � j �M1. Ahora bien, �(2) satisfa
e la 
ondi
i�on de 
ontorno en �M y la e
ua
i�on(5.32.a) en �M + 1 � j � M1 � 1, de manera que es su�
iente mostrar que satisfa
e la
ondi
i�on absorbente en j = M1 para as�� 
on
luir que satisfa
e las mismas 
ondi
ionesde �(1) y por lo tanto 
oin
iden. Como w = 0 para j �M1 enton
es debe ser de la forma(5.24), pero la 
ondi
i�on de 
ontorno absorbente impone A = 0, por lo que �j es de laforma (5.25) y es 
laro que satisfa
e la 
ondi
i�on de 
ontorno tambi�en en j =M1.5.4 Extensi�on a sistemas en el 
aso el��pti
oPor ejemplo, sea resolver 8>><>>:�� = 0 en �H � y � 0 ;�n� = w en y = 0 ;� = 0 en y = �H ; (5.33)en una malla homog�enea 
on nodos (xj; yl) de la forma(xj = jh para �1 � j � 1 ;yl = �lh para 0 � l � lmax . (5.34)La e
ua
i�on para el nodo interior (j; l), para 1 � l � (M � 1) es�j;l+1 � 2�jl + �j;l�1h2 + �j+1;l � 2�jl + �j�1;lh2 = 0 . (5.35)Para la 
ondi
i�on de 
ontorno en la super�
ie, usamos una dis
retiza
i�on de primer ordenpara �n� y queda �j0 � �j1 = wjh . (5.36)
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o 61Puede mostrarse que agregando un t�ermino de 
orre

i�on se obtiene una aproxima
i�on desegundo orden para la 
ondi
i�on de 
ontorno. La e
ua
i�on 
orregida es��j0 � �j1h + 12h�j+1;0 � 2�j0 + �j�1;0h2 = wj . (5.37)Ahora llamemos �j a un ve
tor que 
ontiene todos los poten
iales de los nodos en la
olumna j �j = [�j0 �j1 ::: �j;M�1 ℄T . (5.38)Enton
es el sistema (5.35), (5.37), puede rees
ribirse 
omoA�j+1 � 2B�j +A�j�1 = Fj ; (5.39)donde A = diag�12 ; 1; : : : ; 1� ; (5.40)
B = 2666666664 1 �12 0 � � ��12 2 �12 0 � � �0 �12 2 �12 0 � � �... � � � 0 �12 2

3777777775 ; Fj = 2666664 hwj0...0
3777775 . (5.41)Multipli
ando (5.39) por A�1�j+1 � 2A�1B�j + �j�1 = A�1Fj . (5.42)Esto sugiere bus
ar una des
omposi
i�on de la forma~B = A�1B = S D S�1 ; D = diag fbig . (5.43)Esto siempre es posible ya que A�1B es equivalente a una matriz sim�etri
a y de�nidapositiva. Efe
tivamente seaA1=2 = diag n1=p2; 1; : : : ; 1o ; (5.44)enton
es ~B = A�1=2(A�1=2BA1=2)A1=2 . (5.45)Pero la matriz produ
to A�1=2BA�1=2 es sim�etri
a y de�nida positiva, y A1=2 es la matrizde equivalen
ia. Puede mostrarse tambi�en que los fbig son todos bi > 1 y asumimos queest�an ordenados b1 < b2 < ::: < bn. Si ha
emos el 
ambio de variableUj = S�1�j ; (5.46)
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o 62enton
es la e
ua
i�on para Uj se obtiene multipli
ando (5.42) por S�1S�1�j+1 � 2(S�1 ~BS) (S�1�j) + S�1�j�1 = SA�1Fj = ~Fj ; (5.47)Uj+1 � 2DUj +Uj�1 = ~Fj ; (5.48)pero 
omo D es diagonal obtenemos para 
ada modo l un esquema en diferen
iasuj+1l � 2blujl + uj�1l = ~f jl . (5.49)Sea M tal que w = 0 para jjj � M , enton
es ~f jl = 0 para todo l y para jjj � M . Paraen
ontrar la solu
i�on de la e
ua
i�on homog�enea proponemos ujl de la formaujl = (�l)j . (5.50)Puede verse que los bl son todos positivos y bl > 1 de manera que vale el razonamientode antes y para 
ada l hay �l� reales y positivos tales que�l+�l� = 1 ^ �+ > 1 ^ �� < 1 ; (5.51)la 
ondi
i�on absorbente en j =M esuM+1l = (�+)�1uMl ; (5.52)o sea UM+1 = ��1UM ; (5.53)y volviendo a la base original (variable �)�M+1 = (S��1S�1)�M ; (5.54)es de
ir �M+1 = C�M ; (5.55)donde C es la matriz de la 
ondi
i�on absorbente. N�otese que en general C ser�a llena. Lamisma 
ondi
i�on resulta ser absorbente para j ! �1��(M+1) = C��M . (5.56)El an�alisis anterior es v�alido en el 
aso en que la malla sea no estru
turada seg�un y (en el
aso 1D ser��a 
uando �y 6= 
te) ya que las e
ua
iones pueden seguir poni�endose 
omo en(5.39) pero ahora 
on A y B no exa
tamente 
omo en (5.40), (5.41). De todas formas losautovalores fbig de ~B siguen veri�
ando las rela
iones (5.51) y todo el an�alisis permane
ev�alido. En el 
aso 3D, la malla puede ser 
ompletamente no estru
turada en el plano yz.
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i�on en x 63A diferen
ia 
on el 
aso estru
turado, o tambi�en si usamos elementos �nitos en vez dediferen
ias �nitas, enton
es A puede no ser diagonal. De todas formas el uso de A1=2 ess�olo a �nes de demostrar el 
ar�a
ter sim�etri
o y de�nido positivo de ~B. De~BS = SD ! ~B = A�1B ; (5.57)sigue que ~B = SDS�1 ! D = S�1 ~BS = diag(di) ; (5.58)por lo tanto, si v es un autove
tor de ~B aso
iado al autovalor e, enton
es ~Bv = ev, y en
onse
uen
ia ( ~B)v = (A�1)v = ev ; (5.59)es de
ir, que en la implementa
i�on num�eri
a lo �uni
o ne
esario es en
ontrar los autovaloresy autove
tores del problema de autovalores generalizado Bv = eAv.5.5 Expresi�on general para semidis
retiza
i�on en xVeremos ahora 
omo surge la expresi�on de tipo (5.39) en un 
ontexto m�as general. Paraesto, 
onsideremos que primero dis
retizamos en las 
oordenadas yz, 
on lo 
ual se obtieneun sistema de E
ua
iones Diferen
iales Ordinarias en x, el 
ual es luego dis
retizado.Consideraremos por separado el 
aso de diferen
ias �nitas y de elementos �nitos.5.5.1 Diferen
ias �nitasPodemos poner �� = �;xx +�yz� . (5.60)Consideremos que semi-dis
retizamos seg�un yz el lapla
iano por diferen
ias �nitas y sea� el ve
tor de valores nodales K� = �G(x) ; (5.61)donde G(x) es el t�ermino fuente rela
ionado 
on la 
ondi
i�on de 
ontorno en la super�
ielibre y �K la matriz del lapla
iano bidimensional, de manera que K es de�nida positiva.Enton
es, reemplazando en (5.60)�;xx �K� = �G(x) . (5.62)Ahora dis
retizando por diferen
ias �nitas la derivada segunda seg�un x�j+1 � 2�j + �j�1�x2 �K� = �Gj ; (5.63)
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ual puede ser puesto en la forma (5.39) 
onA = I ; B = �I+ 12�x2K� ; (5.64)por lo tanto los autovalores de B son reales positivos y mayores que la unidad.5.5.2 Elementos �nitosLa dis
retiza
i�on en yz da M�;xx �K� = G(x) ; (5.65)donde ahora apare
e la matriz de masa M. Dis
retizando en xM�j+1 � 2�j + �j�1�x2 �K�j+1 + 4�j + �j�16 = Gj ; (5.66)de manera que A =M� 16�x2K ; B =M + 13�x2K . (5.67)Los bi son enton
es, los autovalores del siguiente problema�M+ 13�x2K�w = b�M� 16�x2K�w . (5.68)Ahora sean w y � > 0 solu
i�on del 
l�asi
o problema de autovalores generalizadoKw = �Mw ; (5.69)enton
es w es tambi�en autove
tor del problema (5.68) y el autovalor 
orrespondiente esb = 1 + (1=3)�x2�1� (1=6)�x2� > 1 . (5.70)5.6 El 
aso mixtoHasta ahora hemos en
ontrado una forma sistem�ati
a de desarrollar 
ondi
iones de 
on-torno absorbentes basada en en
ontrar una expresi�on general para la solu
i�on de lae
ua
i�on homog�enea para x > L (x < L) e imponiendo a 
ero aquellos modos que divergenha
ia x! +1 (x� ! +1). Ahora veremos que, in
luso en una aproxima
i�on muy 
ru-da, el problema de 
ujo poten
ial 
on super�
ie libre se 
ara
teriza por tener solu
ionespropias en la forma de 
osenos y senos, adem�as de las exponen
iales habituales. Comoestas solu
iones no se anulan ni divergen en ninguna de las dire

iones, ya no podemos
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ar el 
riterio habitual para obtener la 
ondi
i�on de 
ontorno. Por lo tanto debe-mos primero estudiar 
omo se deben tratar estos modos hiperb�oli
os. Las e
ua
iones degobierno son (�� = 0 para y < 0 ;�;n +K�1�;xx = Ug (�p);x en y = 0 . (5.71)Consideremos ahora una semi-dis
retiza
i�on seg�un y 
on �y = 
te. Sea yj = �j�y,j = 0; 1; : : : ; Q y que �j(x) � �(x; yj). La aproxima
i�on a (5.71.a) es�j+1 � 2�j + �j�1�y2 + �j;xx = 0 . (5.72)Para (5.71) podemos aproximar �n� por una aproxima
i�on de primer orden en �y de
en-trada �0 � �1�y +K�1�0;xx = w ; (5.73)donde w = U=g(�p);x, pero en realidad es simple desarrollar una aproxima
i�on de se-gundo orden en �y, si 
onsideramos una aproxima
i�on 
entrada para �n� 
on un nodo�
ti
io y�1 = �y e imponiendo la e
ua
i�on interior tambi�en para j = 0. De�namos unnodo �
ti
io ubi
ado por en
ima de la super�
ie libre en y�1 = �y. Enton
es podemosaproximar la 
ondi
i�on de super�
ie libre usando una aproxima
i�on de segundo ordenpara la derivada 
entrada ��1 � �12�y + ~K�1�0;xx = w ; (5.74)pero hemos agregado una in
�ognita de manera que debemos agregar una e
ua
i�on paralo 
ual agregamos la e
ua
i�on para los nodos anteriores para j = 0��1 � 2�0 + �1�y2 + �0;xx = 0 . (5.75)Despu�es de eliminar la in
�ognita 
orrespondiente al nodo �
ti
io queda una e
ua
i�onsimilar �0 � �1�y + ~K�1�0;xx = w ; (5.76)donde ~K�1 = 1=K � �y=2 es un valor 
orregido para K�1. Esta simple modi�
a
i�on essu�
iente para re
uperar el orden O(�y2) de la aproxima
i�on. De todas formas quere-mos re
al
ar que esto no es importante en 
uanto a la dis
usi�on sobre las 
ondi
ionesabsorbentes.En una aproxima
i�on muy 
ruda, supongamos que 
onsideramos s�olo dos puntos en ladis
retiza
i�on verti
al, un nodo en la super�
ie libre, 
on poten
ial �0 y otro sumergidoen y1 = ��y 
on poten
ial �1. El sistema (5.72), (5.76) puede ponerse 
omo�;xx +A� = F ; (5.77)
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on � = "�0�1 # ; F = " ~Kw0 # ; (5.78)A = " ~K=�y � ~K=�y�2=�y2 1=�y2 # . (5.79)Proponiendo solu
iones de la forma � = �0e�x llegamos a una e
ua
i�on 
ara
ter��sti
a dela forma det(A� �I) = �2 � ( ~K=�y + 1=�y2)�� ~K=�y3 = 0 . (5.80)Pero el dis
riminante de su solu
i�on� = ~K=�y + 1=�y2)2 + 4 ~K=�y3 > 0 ; (5.81)por ser positivo las dos solu
iones son reales. Pero 
omo el t�ermino independiente esnegativo, enton
es una ra��z es positiva �1 > 0 y la otra es negativa �2 < 0. Esto o
urresiempre en 2D in
luso 
uando se 
onsideren m�as grados de libertad en profundidad: todoslos modos son el��pti
os menos uno que es hip�erboli
o. En 3D hay un modo hiperb�oli
o por
ada nodo de super�
ie. Ahora seaA = S�S�1 ; � = diag f�1; �2g ; (5.82)la des
omposi
i�on en autove
tores de A, enton
es ha
iendo el 
ambio de variables U =S�1�, el sistema queda U;xx +�U = ~F ; (5.83)
on ~F = S�1F. Como � es diagonal, el sistema se desa
opla en dos e
ua
iones es
alares(u1;xx + �1u1 = ~f1 ;u2;xx + �2u2 = ~f2 . (5.84)Ahora bien, 
omo �2 < 0 las solu
iones de (5.84) para jxj > L, donde w � 0, son de laforma u2 = ae+k2x + be�k2x ; (5.85)donde k2 = p��2. Usando los mismos argumentos anteriores, en
ontramos que la 
ondi-
i�on absorbente es u2;x � k2u2 = 0 en x = �L ; (5.86)pero para u1 la solu
i�on general para jxj > L es de la formau1 = 
� 
os k1x+ d� sin k1x para �x > L ; (5.87)
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Figura 5.2: Coe�
iente de arrastre de ola para el dipolo sumergido.
on k1 = p�1, y debemos apli
ar lo dis
utido para modos hiperb�oli
os, y las 
ondi
ionesde 
ontorno apropiadas son u1 = u1;x = 0 en x = �L . (5.88)Ahora, para poner las 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes en t�erminos de las variablesoriginales �0, �1, re
ordemos que U = S�1� para poneru1 = [ 1 0 ℄ U = [ 1 0 ℄ S�1� = wT1 � . (5.89)Del mismo modo u2 = wT2�, 
on(wT1 = [ 1 0 ℄ S�1 ;wT2 = [ 0 1 ℄ S�1 ; (5.90)y las 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes son(wT1 � = wT1 �;x = 0 en x = �L ;wT2 �;x � k2wT2 � = 0 en x = �L . (5.91)N�otese la asimetr��a: ahora hay 3 
ondi
iones de 
ontorno 
orriente arriba y una sola
orriente abajo.
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Figura 5.3: Coe�
iente de arrastre de ola para una 
arga parab�oli
a de presi�on lo
alizada.5.7 El 
aso dis
reto 
on varios nodos en profundidadConsideremos ahora una malla 2D o 3D pero de tal forma que los 
ortes transversales yzde la malla son id�enti
os, y sea �j el ve
tor de poten
iales en la j-�esima 
apa de nodos.Una vez dis
retizado por MEF o MDF el sistema de e
ua
iones dis
reto puede ponerse
omo en (5.39) 
on A y B dados. La transforma
i�on (5.42) y la des
omposi
i�on (5.43)siguen siendo v�alidas, pero ahora un 
ierto n�umero Nhip de autovalores bi ser�a menor que1 mientras que el resto ser�a mayor que 1( 0 < bi < 1 1 � i � Nhip ;1 < bi Nhip + 1 � i � N
apa ; (5.92)donde N
apa es el n�umero total de nodos en el 
orte (
apa) bi-dimensional. Ha
iendo el
ambio de variables (5.27) obtenemos una serie de e
ua
iones de la formauj+1l � 2blujl + ujl�1�x2 + �lujl = fl . (5.93)Para los modos el��pti
os Nhip + 1 � l � N
apa, los autovalores � de la e
ua
i�on 
ara
-ter��sti
a son reales y mayores o menores que la unidad 
omo en (5.51) de manera que la
ondi
i�on absorbente en j =M es 
omo en (5.52)uM+1l = (�+)�1 uMl Nhip + 1 � l � N
apa . (5.94)
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Figura 5.4: Veri�
a
i�on de la 
ondi
i�on de 
ontorno absorbente. El resultado es indepen-diente de donde se impone la 
ondi
i�on.Llamemos Uelip = 26666664 uNhip+1uNhip+2...uN
apa
37777775 = h0Nhip�Nelip INelip�Nelip i U ; (5.95)enton
es Uelip =�elip � ; (5.96)donde �elip = h 0Nhip�Nelip INelip�Nelip iS ; (5.97)de manera que las 
ondi
iones (5.94) pueden ponerse de la forma8<:�elip�M+1 = �elip�elip�M�elip��(M+1) = �elip�elip��M . (5.98)Como los modos el��pti
os de
aen exponen
ialmente, tambi�en pueden reemplazarse estas
ondi
iones simplemente por 8<:�elip�M+1 = 0�elip��(M+1) = 0 . (5.99)
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Figura 5.5: Uso de la 
ondi
i�on absorbente 
on mallas que no son estru
turadas en ladire

i�on x.Sin embargo, estas 
ondi
iones se aproximan exponen
ialmente a la 
ondi
i�on absorbente,mientras que (5.98) pueden apli
arse tan 
er
a 
omo se quiera de la perturba
i�on mien-tras que se est�e fuera de la misma. Para los modos hiperb�oli
os debemos imponer dos
ondi
iones aguas arribaul�(M+1) = ul�M = 0 Nhip + 1 � l � N
apa ; (5.100)pero an�alogamente (5.95), (5.97) podemos poner8<:�hip��(M+1) = 0�hip��M = 0 ; (5.101)donde �hip = h INhip�Nhip 0Nhip�Nelip i S�1 . (5.102)



5.8. Ejemplos num�eri
os 71

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
x

η

u∞

∆P

2a

Figura 5.6: Eleva
i�on de la super�
ie libre. Las olas no se amortiguan 
on el m�etodopropuesto, y pasan el ensayo de la altura de ola 
onstante.5.8 Ejemplos num�eri
os5.8.1 Arrastre de ola para el dipolo sumergidoEn la �gura 5.2 vemos el resultado de apli
ar el m�etodo propuesto para obtener el ar-rastre de ola sobre un dipolo sumergido a una profundidad f unitaria. El dipolo puedeinterpretarse 
omo el 
ampo produ
ido por un 
ilindro de radio in�nitesimal b � f y la
arga de presi�on que produ
e es dedu
ida en el 
ap��tulo 6 (e
ua
i�on 6.65)�p(x) = �Uu = �2�U2b2 Re( 1(x + if)2) . (5.103)La simula
i�on num�eri
a se realiz�o 
on una malla de 2� 240� 20 elementos triangulares,240 en la dire

i�on x y 20 en la dire

i�on y, 
on longitud variable en profundidad. A �nde obtener una mejor aproxima
i�on, los elementos en profundidad tienen un �y 10 ve
esmayor que en la super�
ie �yfondo=�ysup = 10. Se us�o la 
ondi
i�on absorbente expli
adaen aguas abajo (5.98), mientras que aguas arriba se us�o la absorbente aproximada (5.99.b)en vez de la absorbente exa
ta (5.98), adem�as de las (5.101) 
orrespondientes a los modoshiperb�oli
os. La ventaja es que ahora (5.101.a) en 
onjun
i�on 
on (5.99.b) dan ��(M+1) =
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Figura 5.7: Amplitud de la ola para el problema de la 
arga parab�oli
a de presi�on lo
al-izada.0. La malla 
ubre el re
t�angulo jxj < 6, �3 < y < 0, y se 
al
ul�o el arrastre de ola para0:3 � Fr � 1:15, mostrada en la �gura 5.2, 
omparada 
on la expresi�on exa
ta para elarrastre de ola sobre un dipolo que es dedu
ida en el 
ap��tulo 6, e
ua
i�on (6.70),Cw = 4�2 Fr�6 e�2=Fr2 ; (5.104)donde Fr = U=pgf es el n�umero de Froude. El 
aso del dipolo es interesante porque la
arga de presi�on equivalente no se anula para jxj ! 1 y esto es lo que o
urre 
on los
asos reales. Vemos que de todas formas la 
ondi
i�on absorbente es apli
able.5.8.2 Carga de presi�on parab�oli
a lo
alizadaOtro ejemplo es el de una 
arga de presi�on 
on distribu
i�on parab�oli
a y de soporte
ompa
to: �p = ( 1� (x=a)2 para jxj < a ;0 para jxj > a . (5.105)El 
oe�
iente de arrastre de ola anal��ti
o tambi�en es dedu
ido en el 
ap��tulo 6, e
ua
i�on(6.74) Cw = 16(Ka 
osKa� sinKa)2(Ka)3 ; (5.106)
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os 73donde el n�umero de Froude Fr = U=pga est�a basado en el semian
ho a de la 
arga. Enla �gura 5.3 podemos observar el resultado por MEF para a = 1 
on la t�e
ni
a propuestasobre una malla de 2 � 80� 10 elementos triangulares, �x = 
te, �yfondo=�ysup = 10,que 
ubre la regi�on �6 < x < 2, �3 < y < 0.5.8.3 Abs
isa 
asi indiferente en la 
ondi
i�on absorbenteLa 
arga parab�oli
a de presi�on lo
alizada es un 
aso interesante porque al ser �p = 0 parajxj > a, podemos a
er
ar la frontera aguas abajo tan 
er
a 
omo queramos, en tanto noentremos en la regi�on jxj < 1 donde el t�ermino fuente (� (�p);x) es no nulo. Como en los
asos anteriores, en aguas arriba usamos la 
ondi
i�on de 
ontorno absorbente aproximada,de manera que all�� no podemos a
er
ar la frontera arbitrariamente. Para veri�
ar esto,
al
ulamos la 
arga parab�oli
a lo
alizada a Fr = 0:8 
on dos mallas. La primera tiene2 � 80 � 10 elementos triangulares, 80 
apas equiespa
iadas �x = 0:1 = 
te seg�un x y10 
apas re�nadas ha
ia la super�
ie �yfondo=�ysup.libre = 10, 
ubriendo �6 < x < 2,�3 < y < 0. La segunda 
onsiste en agregar 40 
apas m�as de nodos seg�un x a la primeramalla hasta x = 6. En ambos 
asos se impuso las mismas 
ondi
iones de 
ontornoanteriores, es de
ir la absorbente (5.98) aguas abajo, mientras que aguas arriba se us�ola absorbente aproximada (5.99.b) en vez de la absorbente exa
ta (5.98) adem�as de la(5.101) 
orrespondiente a los modos hiperb�oli
os. En la �gura 5.4 vemos el poten
ial enla super�
ie libre versus x para los dos 
asos. Ambos 
oin
iden a pre
isi�on de m�aquina, as��
omo tambi�en 
oin
iden los 
oe�
ientes de arrastre de ola 
al
ulados 
on ambas mallas.5.8.4 Mallas no uniformesEl objetivo de este ejemplo es demostrar que, si bien el algoritmo fue dise~nado paramallas uniformes, lo �uni
o ne
esario es tener varias 
apas de elementos iguales tanto en lafrontera aguas abajo 
omo aguas arriba, pero que en la zona intermedia la malla puede ser
ompletamente irregular. En la �gura 5.5 vemos la eleva
i�on de la super�
ie libre para el
aso de la 
arga parab�oli
a de presi�on lo
alizada a Fr = 1:4 
on dos mallas de 2� 80� 10elementos triangulares entre �6 � x � 2. La primera malla es uniforme, 
on �x = 
tey �y variable seg�un y pero no seg�un x. La segunda malla fue generada a partir de laprimera agregando una perturba
i�on aleatoria a los nodos interiores de la malla anteriorpara generar una malla iregular. Se dejaron 5 
apas de elementos uniformes tanto a laentrada 
omo a la salida. En di
ha �gura se muestra la malla irregular y la eleva
i�onde poten
ial obtenida por ambas mallas, las 
uales no se llegan a distinguir entre si. Ladiferen
ia en eleva
i�on es menor en valor absoluto a 10�3. En 
uanto al arrastre de ola,
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os 74el resultado 
on la malla irregular es Cw = 0:2104 
ontra 0.2099 para la malla irregular,mientras que el valor te�ori
o es de 0.2240. Puede de
irse que la varia
i�on es despre
iable
on respe
to al error de dis
retiza
i�on.5.8.5 Las olas no se amortiguanPara los autovalores hiperb�oli
os bi < 1 y puede 
omprobarse que las ra��
es � de lae
ua
i�on 
ara
ter��sti
a 
orrespondiente (5.22) son de m�odulo unitario, 
on lo 
ual su am-plitud no de
ae. Esto indi
a que 
on la 
ondi
i�on de 
ontorno absorbente propuesta, alno ser ne
esario agregar t�erminos 
ontra
orriente, las olas aguas abajo no sufren amor-tigua
i�on num�eri
a. En la �gura 5.6 mostramos la eleva
i�on � produ
ida por una 
arga depresi�on lo
alizada 
on a = 1 y Fr = 0:5, obtenido en una malla de 2� 160� 10 elementostriangulares uniformes. A simple vista, podemos veri�
ar que las olas aguas abajo de laperturba
i�on pr�a
ti
amente no se amortiguan, por lo que el esquema num�eri
o propuestopasa el ensayo de la altura de ola 
onstante introdu
ido en el 
ap��tulo 3. Hemos vistoque, en la regi�on donde ya no hay 
arga de presi�on, la expresi�on para los ve
tores de po-ten
ial en 
ada 
olumna j tiene los t�erminos sinusoidales de los modos hiperb�oli
os, m�ast�erminos exponen
iales que de
aen ha
ia al in�nito aguas abajo. Su�
ientemente lejos dela perturba
i�on los poten
iales nodales, y por lo tanto la eleva
i�on, ser�an de la forma�j � �1 sin(Knumxj + ') ; (5.107)donde eiKnum�x = �Nhip es el (�uni
o ya que estamos en 2D) autovalor hip�erboli
o, y 'es una fase arbitraria. Pero puede verse enton
es ques�2j + � �j+1 � �j�1sinKnum�x�2 = 
te = �1 . (5.108)En la �gura 5.7 podemos ver 
omo var��a esta 
antidad y 
omprobar que efe
tivamentese aproxima a una 
onstante para x ! +1. Esto muestra que el m�etodo propuesto noexhibe ning�un tipo de amortiguamiento num�eri
o.



Cap��tulo 6C�al
ulo anal��ti
o por Fourier
6.1 C�al
ulo de la altura de olaNos 
on
entramos en un 
�al
ulo anal��ti
o de la resisten
ia de ola en algunos 
asos simplesmediante la transformada de Fourier. Estos 
asos simples son de naturaleza bidimensionaly los empleamos para valida
i�on de los 
�odigos num�eri
os. Para tal �n, 
onsideremos elsistema de e
ua
iones gobernantes linealizado para el poten
ial (de perturba
i�on) �(x; z)(�;xx + �;zz = 0 en z < 0 ;�;z +K�1�;xx = (�P );x U=(�g) en z = 0 . (6.1)
on �1 < x <1, donde K = g=U2 es el n�umero de onda 
ara
ter��sti
o, U la rapidez noperturbada, � la densidad y g la a
elera
i�on de la gravedad. El eje x es paralelo a la ve-lo
idad no perturbada U y el eje z positivo ha
ia arriba. Proponemos una des
omposi
i�onen ondas planas en la forma �(x; z) = Z 1�1 �̂(k; z)eikx dk ; (6.2)�P (x; 0) = Z 1�1 d�P (k; 0)eikx dk : (6.3)Derivando �P (x; 0) 
on respe
to a x��P�x = Z 1�1(ik)d�P (k; 0)eikx dk ; (6.4)reemplazando (6.2) en la e
ua
i�on de Lapla
e (6.1.a) resultad2�̂dz2 � k2�̂ = 0 para z � 0 ; (6.5)
uya solu
i�on es �̂(k; z) = Cejkjz para z � 0 . (6.6)75
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Figura 6.1: El n�u
leo S(k) tienen un 
orte de rami�
a
i�on sobre el eje imaginario y dospolos aislados en k = �K.Reemplazando (6.2) y (6.4) en la 
ondi
i�on de super�
ie libre (6.1.b) tendremosd�̂dz �K�1k2�̂� ikU�g d�P = 0 para z � 0 ; (6.7)y teniendo en 
uenta (6.6) resulta�̂(k; z) = iUk�g(jkj �K�1k2)d�P (k; z) ejkjz : (6.8)Introdu
iendo (6.8) en (6.2), tendremos para z = 0�(x; 0) = Z 1�1 ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k; 0)eikx dk ; (6.9)donde d�P (k; 0) = 12� Z 1�1�P (x; 0)e�ikx dx ; (6.10)es anal��ti
a en todo el plano 
omplejo k, de modo que podemos enton
es 
onsiderar a(6.9) 
omo una integral de l��nea en di
ho plano. El fa
tor eikx tambi�en es anal��ti
o en elmismo plano, mientras que para el n�u
leo S(k) = ikU=(jkj � K�1k2) debemos primerode�nir 
omo extendemos jkj a todo el plano 
omplejo k. Una forma natural de ha
erlo esjkj = (+k si Re(k) > 0 ;�k si Re(k) < 0 . (6.11)De esta forma jkj tiene un 
orte de rami�
a
i�on (bran
h-
ut) en todo el eje imaginario.Enton
es, el n�u
leo S(k) tambi�en tiene un 
orte de rami�
a
i�on sobre el eje imaginario yadem�as dos polos aislados en k = �K, ver �gura 6.1. Ahora bien, el 
amino de integra
i�onpara (6.10) es el eje real y por lo tanto pasa por los dos polos de manera que debemosde�nir 
�omo 
onsideramos los residuos en los mismos. Si 
onsideremos que el 
amino pasa
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Figura 6.2: Camino de integra
i�on P� que deja a los polos a la izquierda.por el medio del polo, y adem�as �P es sim�etri
a, enton
es � ser�a sim�etri
a y sabemos que�este es un resultado in
orre
to, por lo 
ual tomemos un 
amino de integra
i�on P� quedeja a los polos a la izquierda, ver �gura 6.2. En primer lugar 
onsideremos el valor de laintegral para x < 0. En tal 
aso, deformemos el dominio de integra
i�on P� a un 
aminoP�(�Æ) 
ompuesto de 
uatro sub
aminos P�(�Æ) = BC + CO + OC 0 + C 0B0, ver �gura 6.3,donde notemos que tambi�en in
luimos el 
amino COC 0 para rodear al 
orte. Tendremos�(x) = ZP�(�Æ) H dk = ZBC+C0B0 H dk + ZCO+OC0H dk = �1(x) + �2(x) ; (6.12)donde H(k) = ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k)eikx . (6.13)La 
ontribu
i�on de los dos segmentos BC;C 0B0, donde k00 = Im(k) < �Æ, esjeikxj = e�jk00jjxj < e�Æjxj ; (6.14)de manera que tomando el l��mite para x ! 1, la 
ontribu
i�on de la primera integraltiende a 
ero, en la forma �1(x) < C1e�Æjxj. Por otra parte, la 
ontribu
i�on de la segundaintegral la podemos estimar 
omo �2(x) < C2Æ, debido a la e
ua
i�on (6.9), de modo que�(x) � C1e�Æx + C2Æ ; (6.15)tomando Æ = jxj�1=2 tendremos �(x) ! 0 para x ! �1. Ahora, 
onsideremos el 
asox > 0. El 
amino es el P�(+Æ), ver �gura 6.4. Como es usual en la teor��a de variable
ompleja, las 
ontribu
iones alrededor de los polos son equivalentes al residuo en losmismos. Por otra parte, la 
ontribu
i�on en los 
aminos ABO y OB0A0 pueden estimarse
omo antes, de modo que tienden a 
ero para x ! +1. La 
ontribu
i�on de los residuosson ZP(+K)+P(�K) H(k) dk = 2�iRes fH(k);+Kg+ 2�iRes fH(k);�Kg . (6.16)
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Figura 6.3: Camino de integra
i�on P�(�Æ) 
on los polos a la izquierda y para x < 0.En un entorno de k = +K, el polo proviene del denominador (jkj � K�1k2) el 
ual lore-es
ribimos 
omo jkj �K�1k2 = �(k=K)(k �K) ; (6.17)y enton
esRes fH(k);+Kg = ikU�g(�k=K)d�P (k)eikx�����k=K = � iKU�g d�P (K)eiKx . (6.18)An�alogamente, alrededor del polo k = �Kjkj �K�1k2 = (�k=K)(k +K) ; (6.19)y Res fH(k);�Kg = ikU�g(�k=K)d�P (k)eikx�����k=�K = � iKU�g d�P (�K)e�iKx ; (6.20)de manera que �(x) = A [�P (K)eiKx +�P (�K)e�iKx℄ : (6.21)donde A = 2�KU=(�g) = 2�=(�U). Resumiendo, la solu
i�on para un 
amino 
omo elP� es de la forma (ver �gura 6.2)�(x) = ( 0 para x! �1 ;2A Ref�P (K)eiKxg para x! +1 . (6.22)Como �P (x) es real enton
es �P (�K) = �P (�K). Por el 
ontrario, si us�aramos un
amino que deja a los polos a la dere
ha, enton
es la solu
i�on ser��a�(x) = ( 2A Ref�P (K)eiKxg para x! �1 ;0 para x! +1 . (6.23)
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Figura 6.4: Camino de integra
i�on P�(+Æ) 
on los polos a la izquierda y para x > 0.Sabemos que la solu
i�on 
on sentido f��si
o es la que 
orresponde al primer 
aso, es de
ir,alrededor del 
amino P�,�(x) = ZP� ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k)eikx dk . (6.24)La eleva
i�on � la obtenemos de� = �Ug ���x = �4��gRe[iKd�P (K)eiKx℄ = 4��U2 Im[�P (K)eiKx℄ . (6.25)y la amplitud de la ola es �� = 4��U2 jd�P (K)j para x!1 . (6.26)Ahora, en 
uanto al 
�al
ulo de la resisten
ia de ola, esta 
laro que de (6.22) 
ono
emos laamplitud de la ola para x!1, y sabemos bien que a partir de esto podemos 
al
ular laresisten
ia de ola, sin interesar el detalle del per�l de eleva
i�on en la zona de transiente.Sin embargo, llegaremos a esta misma 
on
lusi�on pero a partir de una dedu

i�on basadapuramente en el desarrollo de la expresi�on (6.23).6.2 C�al
ulo de la resisten
ia de olaLa resisten
ia de ola por unidad de �area transversal se puede 
al
ular a partir de laexpresi�on Fx = Z 1�1�P ���x dx = Z 1�1�P ��x" 1�g�P � Ug ���x# dx . (6.27)Pero la 
ontribu
i�on del primer t�ermino es nuloZ 1�1�P ��P�x dx = Z 1�1 12 ��P 2�x dx = 12�P 2����+1�1 = 0 ; (6.28)



6.2. C�al
ulo de la resisten
ia de ola 80desde que suponemos que �P tiene soporte 
ompa
to, de modo queFx = �Ug Z 1�1�P �2��x2 dx . (6.29)Pero de (6.23) �2��x2 = ZP� F (k)d�P (k)eikx dk ; (6.30)donde F (k) = (ik)3U�g(jkj �K�1k2) ; (6.31)reemplazando d�P por su transformada inversa de Fourierd�P = 12� Z 1�1�P (x)e�ikx dx ; (6.32)tendremos �2��x2 = Z 1�1G(x� x0)�P (x0) dx0; (6.33)donde G(�) = 12� ZP� F (k)eik� dk . (6.34)Ahora mostremos que si des
omponemos G = Gs+Ga, donde Gs; Ga son sus 
omponentessim�etri
a y antisim�etri
a, respe
tivamene, enton
es la parte antisim�etri
a no 
ontribuyeen el 
�al
ulo de la resisten
ia de ola. Efe
tivamente de (6.28)Fx = �Ug Z 1�1�P �2��x2 dx= �Ug Z 1�1 Z 1�1�P (x)G(x� x0)�P (x0) dx dx0= �Ug � Z 1�1 Z 1�1�P (x)Gs(x� x0)�P (x0) dx dx0++ Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0� . (6.35)Pero, inter
ambiando las variables de integra
ion x y x0 en el t�ermino que involu
ra Gavemos que Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 == Z 1�1 Z 1�1�P (x0)Ga(x0 � x)�P (x) dx0 dx == � Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 ; (6.36)desde Ga(��) = �Ga(�), de modo queZ 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 � 0 ; (6.37)



6.2. C�al
ulo de la resisten
ia de ola 81y enton
es s�olo la parte sim�etri
a Gs es relevante para el 
�al
ulo de la resisten
ia de olaFx = �Ug Z 1�1 Z 1�1�P (x)Gs(x� x0)�P (x0) dx dx0 : (6.38)Por otra parte, la parte sim�etri
a Gs la obtenemos 
omoGs(�) = G(�) +G(��) ; (6.39)donde G(�) est�a de�nido por (6.34) y 
onse
uentementeG(��) = 12� ZP� F (k)e�ik� dk : (6.40)Con el 
ambio de variables u = �k tendremos8>>>>><>>>>>: dk = �du ;F (�k) = F (u) ;exp(�ik�) = exp(iku) ;RP� = � RP+ ; (6.41)y enton
es G(��) = 12� ZP+ F (k)eik� dk ; (6.42)reemplazando obtenemos la integral de 
ontornoG(�) = 12� Z� F (k)eik� dk ; (6.43)donde � es el 
amino neto 
ompuesto por � = �++�� y ��son peque~nos 
��r
ulos alrededorde 
ada polo. Ahora, a partir del teorema del residuoGs(�) = i2(F+ + F�) ; (6.44)donde F� = Res nF (k)eik�;�Ko : (6.45)Sabemos que eik� es anal��ti
a en �K y enton
esRes nF (k)eik�;�Ko = eiK�Res fF (k);�Kg ; (6.46)y adem�as, 
omo F (k) tiene polos aislados en �K, el residuo puede expresarse de la formaRes fF;�Kg = limk!�K(k �K)F (k) ; (6.47)pero 
on el 
ambio de variable u = �k y observando de (6.30) que F es antisim�etri
a,esto es, F (�u) = �F (u), tendremosRes fF;�Kg = limk!�K(k +K)F (k) ; (6.48)
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ia de ola 82Res fF;�Kg = lim�u!�K(�u+K)F (�u) ; (6.49)Res fF;�Kg = limu!K(u�K)F (u) ; (6.50)y enton
es Res fF;�Kg = Res fF;+Kg ; (6.51)de manera que el t�ermino sim�etri
o Gs puede es
ribirse 
omoGs(�) = i Res fF;+Kg 
os(K�) ; (6.52)donde solo nos resta evaluar expl��
itamente el residuoRes fF;Kg = limk!K(k �K) (ik)3U�g(jkj �K�1k2) ; (6.53)Res fF;Kg = limk!K(k �K) (ik)3U�g(�k=K)(k �K) ; (6.54)o sea Res fF;Kg = iK3U�g = iK2�U : (6.55)Reemplazando obtenemos Gs(�) = �K2�U 
os(k�) : (6.56)Insertando este resultado en (6.38)Fx = K2�g Z 1�1�P (x)�P (x0) 
osK(x� x0) dx dx0 : (6.57)Ahora bien, 
omo sin(K�) es antisim�etri
a, podemos reemplazar el 
oseno por la expo-nen
ial 
ompleja Fx = K2�g Z 1�1�P (x)�P (x0)eiK(x�x0) dx dx0 ; (6.58)es de
ir Fx = 4�2K2�g d�P (K)d�P (K) ; (6.59)Fx = 4�2K2�g jd�P (K)j2 ; (6.60)donde d�P (K) = 12� Z 1�1�P (x)e�iKx dx : (6.61)Finalmente, esto puede ponerse en t�erminos de la amplitud de la ola �� (6.26) 
omoFx = 14�g��2 : (6.62)el 
ual es un resultado bien 
ono
ido (eg. Landweber, pp. 13.28).



6.3. Dipolo sumergido 836.3 Dipolo sumergidoEl poten
ial 
omplejo produ
ido por un dipolo ubi
ado a una profundidad f 
on respe
toa la super�
ie z = 0 es �(t) = U2b 1t+ if + 1t� if ! ; (6.63)donde t = x + iz es la variable 
ompleja, U2b es la intensidad del dipolo, por el 
ual un
ilindro de radio b puede reemplazarse por un dipolo de intensidad U2b. La velo
idad esw = u� iv = d�dt = �U2b 1(t + if)2 + 1(t� if)2! : (6.64)Para el 
�al
ulo de la resisten
ia de ola nos interesa el valor en el plano z = 0,�P (x) = �Uu = ��U2b2 " 1(x + if)2 + 1(x� if)2 # ; (6.65)de manera que su transformada esd�P (k) = ��U2b22� Z 1�1 " 1(x+ if)2 + 1(x� if)2# e�ikx dx : (6.66)Obviamente podemos 
onsiderar a esta expresi�on 
omo una integral sobre el plano 
om-plejo. Ahora bien, para k < 0 
onsideremos un 
amino P donde sobre una re
ta ABtendremos z = Im(t) = 
te > 0 enton
esje�iktj = e�jkjz ; (6.67)y por lo tanto la integral tiende a 
ero para z !1. Enton
esd�P (k) = �i�U2b2Res( e�ikt(t� if)2 ; if) = �i�U2b2Res(e�ik(t�if)(t� if)2 ekf ; if)= �i�U2b2ekfRes(e�ik��2 ; 0) = �i�U2b2ekfRes(1� ik� + � � ��2 ; 0)= �i�U2b2ekf(�ik) = ��U2b2kekf : (6.68)Como �P es real y par, enton
es debe ser d�P (k) real y par, de manera que la expresi�onpara la transformada para todo k esd�P (k) = �U2b2jkje�jkjf ; (6.69)reemplazando en (6.57) y adimensionalizando por �U2bCw = 1�U2b 4�2K2�g �2U4b4K2e�2Kf = 4�2  bf !3  fK�1!3 e�2f=K�1 ; (6.70)
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a lo
alizada 84que es la 
l�asi
a expresi�on (Lamb 1945, Landweber 1961) para el 
oe�
iente de arrastre deola de un 
ilindro de radio b, dispuesto en posi
i�on horizontal en una 
orriente uniforme develo
idad no perturbada U , y sumergido a una profundidad f , 
on respe
to a la super�
iede equilibrio hidrost�ati
o 
uando no hay olas, donde K = g=U2 es el n�umero de onda
ara
ter��sti
o.6.4 Carga de presi�on parab�oli
a lo
alizadaConsideremos una distribu
i�on de presi�on suave y de soporte 
ompa
to de la forma�P = (�P [1� (x=a)2℄ si jxj < a ;0 si jxj > a . (6.71)Su transformada de Fourier esd�P (k) = �4a�P ka 
os ka� sin ka(ka)3 ; (6.72)y la resisten
ia de ola resulta ser, reemplazando en (6.57),Fx = 16(Ka)2�P 2�g �Ka 
osKa� sinKaKa3 �2 : (6.73)De�nimos un 
oe�
iente de resisten
ia de ola 
onCw = Fx12�U2 2a = 16(�P �)2 (Ka 
osKa� sinKa)2(Ka)3 ; (6.74)donde �P � = �P=(�ga). Notemos que de�niendo al n�umero de Froude 
omo Fr =U=pga, enton
es Ka = 1=Fr2.



Cap��tulo 7M�etodo de paneles est�andar
7.1 Introdu

i�onDado que el M�etodo de Elementos Finitos (MEF) es relativamente bien 
ono
ido, pero elM�etodo de los Elementos de Borde/paneles (MEB) es quiz�as un po
o menos difundido, eneste 
ap��tulo haremos una exposi
i�on de su formula
i�on para el problema del 
ujo b�asi
oo problema est�andar 3D, donde el problema de 
ujo lo hemos redu
ido a su m�as simplenivel de des
rip
i�on, dado por el 
ujo exterior a un objeto sin super�
ies libres, dondesupondremos que el 
uido es inv��s
ido e in
ompresible, mientras que el 
ujo es irrota
ional,subs�oni
o y esta
ionario. Matem�ati
amente se redu
e al problema de Neumann exteriorpara el lapla
iano del poten
ial de velo
idades, el 
ual es equivalente a la formula
i�onintegral de Morino basada en la ter
era identidad de Green para el lapla
iano. Estaformula
i�on de Morino es una e
ua
i�on integral de segunda espe
ie sobre las super�
ies dedis
ontinuidad del 
ujo, en donde parti
ipan dos 
iertos tipos de densidades super�
ialesde 
arga, de una 
apa (monopolar o 1-polar), y de dos 
apas (dipolar o 2-polar). Laprimera de ellas es 
ono
ida por la introdu

i�on de las 
ondi
iones de borde, mientras quela segunda de ellas es la solu
i�on a bus
ar de la e
ua
i�on integral. Su dis
retiza
i�on laha
emos mediante un m�etodo de paneles de bajo orden (geom�etri
o y fun
ional) en el 
ual,i) la super�
ie la aproximamos mediante una poli�edri
a o malla, donde sus 
aras planasson los paneles y sus v�erti
es son los nodos, ii) mientras que las dependen
ias fun
ionaleslas aproximamos 
on fun
iones 
onstantes a trozos, mediante densidades super�
iales de
arga monopolar/dipolar 
onstantes sobre 
ada panel. Una ventaja de esta doble ele

i�ones que nos permite la integra
i�on exa
ta de los 
oe�
ientes de in
uen
ia 1-polar y 2-polar. A 
ontinua
i�on, mediante 
olo
a
i�on por puntos en los 
entroides de los paneles,
onstruimos un sistema de e
ua
iones algebrai
as lineales, en general denso y no sim�etri
o,donde la matriz del sistema es 
uadrada y de dimensi�on igual al n�umero de paneles85
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i�on 86presente, sistema que podemos resolver, en prin
ipio, tanto 
on m�etodos dire
tos 
omoiterativos. Una vez obtenida la solu
i�on dipolar pro
edemos al 
�al
ulo de la velo
idad,donde 
onsideramos una forma debilitada para el 
�omputo del 
oe�
iente de presi�on enlos v�erti
es de la poli�edri
a, apto para mallas super�
iales no estru
turadas.Como es 
ono
ido, los problemas de 
ujo alrededor de objetos pueden ser modeladosmatem�ati
amente mediante e
ua
iones en derivadas par
iales de variada 
omplejidad, las
uales pueden ser resueltas en forma aproximada por una extensa variedad de m�etodosnum�eri
os. Esta resolu
i�on aproximada permite obtener valores de los par�ametros deinter�es para el 
�al
ulo y dise~no ingenieril, tal que sean razonablemente representativasde los 
orrespondientes valores del 
ujo real. Las e
ua
iones que en de�nitiva son em-pleadas aproximan las e
ua
iones de 
ujo mas 
ompletas, porque tarde o temprano 
iertost�erminos son ignorados o reemplazados por aproxima
iones que se justi�
an o no por pos-teriores valida
iones experimentales. Su ele

i�on representa una solu
i�on de 
ompromisom�ultiple entre diversos fa
tores pudiendo 
itar, entre otros, grado de detalle a
eptado en lades
rip
i�on f��si
a del 
ujo, di�
ultades matem�ati
as tanto en el 
ontinuo 
omo num�eri
as,rela
i�on 
osto/bene�
io, re
ursos 
omputa
ionales disponibles, y exigen
ias pr�a
ti
as dela industria.Por otra parte, los m�etodos num�eri
os usados para la resolu
i�on aproximada de losproblemas de los medios 
ontinuos, pueden ser 
lasi�
ados en tres grandes grupos prin
i-pales dados por los m�etodos: de las Diferen
ias Finitas (MDF), de los Elementos Finitos(MEF) y de los Elementos de Borde (MEB). En prin
ipio y en sus formas mas b�asi
as, losm�etodos en diferen
ias �nitas y en elementos �nitos son de dis
retiza
i�on en todo el volu-men del 
ujo, mientras que el de elementos de borde, lo es solamente sobre sus super�
iesde dis
ontinuidad.7.1.1 Algunos requisitos pr�a
ti
osAhora bien, 
iertos problemas de 
ujo aero/hidro din�ami
os, muestran 
iertas pe
uliari-dades que los distinguen de otros tipos de problemas de la me
�ani
a de los medios 
on-tinuos:1) Las formas de las super�
ies aero/hidrodin�ami
as bajo 
ujo fre
uentemente son muy
ompli
adas; por ejemplo, las super�
ies de 
ujo en los aviones y bar
os, o el de una h�eli
e.Por esto, los m�etodos aproximados de bajo nivel en la des
rip
i�on geom�etri
a puedenllegar a ser insu�
ientes, donde los detalles geom�etri
os son pr�a
ti
amente 
olapsados paraobtener otra 
on formas muy rudimentarias, 
omo por ejemplo, las teor��as del per�l/bar
odelgado, donde los detalles de intera

i�on entre sus 
omponentes se degradan hasta 
asiperderse. Pero el otro extremo dado por aquellos m�etodos 
uyos 
ostos 
omputa
ionales
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re
en r�apidamente 
on la 
omplejidad del 
ujo pueden llegar a ser prohibitivos en larela
i�on 
osto/bene�
io o inne
esariamente 
ostosos 
omparados 
on otras variantes.2) Las 
antidades de 
ujo resultan muy sensibles a los peque~nos detalles de las formasde super�
ies del objeto inmerso en el 
ujo, y/o en la posi
i�on relativa de sus sub
ompo-nentes, por lo que la diferen
ia entre una buena y un mala super�
ie aero/hidro din�ami
apuede resultar bastante sutil. As�� un m�etodo �util en la pr�a
ti
a deber��a ser 
apaz depoder dis
riminar entre formas de super�
ie un tanto similares, por ejemplo, una mejordisposi
i�on relativa del tim�on de una embar
a
i�on para disminuir la resisten
ia de ola.3) Los resultados del 
�al
ulo sobre la super�
ie del objeto suelen ser de inter�es prin
ipalpara los ingenieros de dise~no, por lo menos en un 
ierto 
onjunto de 
asos de 
�omputo,por lo que el 
ono
imiento de todo el 
ampo de 
ujo podr��a representar, tanto 
omo un
ierto desperdi
io en el n�umero de opera
iones efe
tuadas en obtener informa
i�on que ende�nitiva no es aprove
hada, 
omo la imposi
i�on no estri
tamente ne
esaria de exigirnosre
ursos 
omputa
ionales relativamente importantes.4) Un requerimiento 
om�un en todos los problemas es que la prepara
i�on de los datosy la posterior interpreta
i�on de los resultados resulte una tarea pr�a
ti
a, minimizandolos riesgos de errores, y maximizando la fa
ilidad en su dete

i�on y elimina
i�on. Porejemplo, es relativamente mu
ho m�as f�a
il y m�as r�apido veri�
ar una a
eptable 
alidadde un mallado super�
ial sobre un objeto 
on formas muy 
ompli
adas, que ha
erlo paraun mallado volum�etri
o equivalente.7.1.2 Coe�
iente de presi�onEn parti
ular, una magnitud muy sensible a los detalles de forma de las super�
ies es el
oe�
iente de presi�onCp, presi�on ejer
ida por el 
ujo sobre la super�
ie del objeto, y es unamagnitud de inter�es para el dise~no ingenieril, donde su suavidad depende de la 
ontinuidadde la derivada del tensor de 
urvatura de la super�
ie. Esto resulta un problema sutil,pero 
on efe
tos notables en los resultados que les interesan a los hidrodinami
istas, ydepende sensiblemente del 
uidado en el tratamiento de las super�
ies dis
retizadas. Sumagnitud se puede obtener a partir del 
ampo de velo
idad sobre las mismas. En losm�etodos de bajo orden, el poten
ial se suele obtener en los 
entroides de los paneles, queser�a nuestro 
aso. Una op
i�on para 
al
ular el 
ampo de velo
idad es llevar de algunaforma los poten
iales 
al
ulados en los 
entroides a los nodos, para �nalmente evaluar lavelo
idad por elemento, 
on una interpola
i�on tipo elementos �nitos. Por ejemplo, en latesis de Mâ�tre se men
iona un pro
edimiento en base al teorema de Stokes para ha
ereste 
�al
ulo, aunque �nalmente opta por un pro
edimiento distinto en base a un esquemaen diferen
ias �nitas, el 
ual fun
iona bien s�olo para mallas estru
turadas y altamente
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anzados mediante el empleo del teoremade Stokes en una forma 
l�asi
a, tambi�en son s�olo razonables para esos mismos tipos demallas, volvi�endose ina
eptables para mallas no estru
turadas. Por ello, proponemos unaforma debilitada del teorema de Stokes, la 
ual permite superar este problema.7.1.3 Mallas estru
turadas y no estru
turadasRe
ordemos que las mallas estru
turadas son t��pi
as en esquemas por diferen
ias �nitas,mientras que las mallas no estru
turadas son t��pi
as tanto en paneles 
omo en elementos�nitos. A nivel industrial, las no estru
turadas son las preferidas en el trabajo 
otidi-ano por una serie de razones pr�a
ti
as, en donde 
on 
ierta fre
uen
ia se nos presentangeometr��as tridimensionales muy 
ompli
adas, por lo que debemos invertir un apre
iabletiempo relativo en su genera
i�on, depura
i�on de errores y mejoras en su 
alidad.Gr�a�
amente resulta inmediato 
omprender 
u�ando tendremos unas u otras, 
omo lopodemos ver en la �gura 7.1 en una versi�on bidimensional. Podremos de
ir que una mallaestru
turada tiene en 
ada punto interior Ri el mismo n�umero de elementos (o paneles) asu alrededor, mientras que en una malla no estru
turada ese n�umero es variable, y usual-mente sus elementos resultan relativamente distorsionados. Si el generador no prev�e un
ontrol en el grado de distorsi�on m�axima admisible, �este puede resultar ex
esiva en algunoselementos/paneles, y nos puede introdu
ir efe
tos esp�ureos indeseables en las magnitudes
omputadas. Por eso tratamos tanto de disminuir ese grado de distorsi�on durante la gen-era
i�on, 
omo la de desarrollar equemas num�eri
os robustos ante esto. Por otra parte,para la valida
i�on de los esquemas num�eri
os de 
�al
ulo, es re
omendable in
luir una es-tima
i�on de su robustez frente a fuertes distorsiones (o geometr��as patol�ogi
as), 
omo porejemplo, mallas estru
turadas y no estru
turadas de p�esima 
alidad. Para ello, a ve
esnos resulta 
�omodo el artilugio de emplear mallas fuertemente distorsionadas, a partir deuna malla estru
turada ini
ial, mediante un ruido aleatorio a sus 
oordenadas nodales,
omo luego veremos en un 
�al
ulo del 
oe�
iente de presi�on.7.1.4 M�etodo de panelesDentro del m�etodo de elementos de borde podemos distinguir el m�etodo de paneles, al
ual lo podemos re
ono
er 
omo una espe
ializa
i�on para 
iertos problemas de 
ujo po-ten
ial 3D, de apli
a
i�on pr�a
ti
a en 
�al
ulo aeron�auti
o, hidrome
�ani
o o hidronaval.Este m�etodo ha probado tener una versatibilidad remar
able y se ha 
onstituido en unaherramienta est�andar en este 
ampo, donde la mayor��a de las divisiones de 
�al
ulo en lasempresas e institutos emplean, entre otros re
ursos, un 
�odigo 
omputa
ional basado en
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P

Q

Ri

E (P) = E (Q)E (R ) = cteiFigura 7.1: Malla estru
turada (izq.), no estru
turada (der.)alguna de sus variantes. Por ejemplo en el �area aeron�auti
a podemos men
ionar Boe-ing (Tino

o/Rubbert/Johnson), M
 Donnell Douglas (Hess/Smith), British Aerospa
e(Hunt), mientras que en el �area hidronaval, los 
�odigos SQUASH (Tahara/Stern/Rosen),DAWSON y RAPID (MARIN). Mientras que algunas de sus l��neas de investiga
i�on son(Morino, 1985): 
ujos subs�oni
os y supers�oni
os esta
ionarios (Morino, Hess, Tino

o,Rubbert); 
ujos subs�oni
os y supers�oni
os no esta
ionarios (Yates,Giesing, Rowe, Freed-man); 
ujos trans�oni
os esta
ionarios (Nixon, Kerli
k, Boppe,Sloo�); 
ujos trans�oni
osno esta
ionarios (Yates, Caradonna, Tseng); y an�alisis de estela (Kandil, Sip
i
, Morino).7.1.5 Variables primitivas es
alares o ve
torialesEntre las variantes del m�etodo de paneles, men
ionamos:i) dos op
iones para las variables primitivas (o prin
ipales de 
�al
ulo), donde la primeraes dire
ta mediante magnitudes ve
toriales, por ejemplo la velo
idad (Mra
ek/Kim/Mook,Pellone), mientras que la segunda es indire
ta mediante magnitudes es
alares, por ejem-plo, 
on el poten
ial de velo
idad (Morino, Hess, Rubbert). Una di�
ultad de las mag-nitudes ve
toriales es que son de un orden mayor que sus equivalentes es
alares, por loque su tratamiento matem�ati
o es m�as elaborado, y pueden ser m�as sensibles a los efe
-tos esp�ureos de la dis
retiza
i�on geom�etri
a, mientras que en las magnitudes es
alaresne
esitaremos en alg�un momento 
al
ular su gradiente;ii) dos op
iones para la aproxima
i�on y dis
retiza
i�on de las super�
ies geom�etri
as.La primera es de bajo orden, en donde la super�
ie del panel es simplemente un plano, porlo que bastan los v�erti
es del panel para su de�ni
i�on (paneles planos). La segunda op
i�ones de alto orden, donde la super�
ie del panel es al menos una super�
ie de segundo orden,por ejemplo, un hiperboloide, y en 
onse
uen
ia ne
esitamos introdu
ir nodos adi
ionalesinteriores, adem�as de los v�erti
es (paneles alabeados). Enton
es, la super�
ie aproximantetotal es una poli�edri
a de 
aras planas o alabeadas (malla) donde 
ada 
ara es un panel
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ada v�erti
e (y eventual punto interior) es un nodo. Enla pr�a
ti
a, los paneles m�as usuales son los 
uadril�ateros y los tri�angulos, tanto planos
omo alabeados;iii) dos op
iones para la aproxima
i�on y dis
retiza
i�on de las dependen
ias fun
ionales.La primera es de bajo orden mediante fun
iones 
onstantes a trozos, lo que nos fa
ilita eltratamiento de las integrales, y en parti
ular permite una evalua
i�on anal��ti
a, al pre
io dere�nar 
onvenientemente 
uando los gradientes super�
iales resulten intensos. La segundaop
i�on es de alto orden, para lo 
ual ne
esitamos un 
ierto n�umero de puntos adi
ionales,que si bien nos permite un menor grado de re�namiento relativo para el mismo gradode aproxima
i�on, involu
ra pr�a
ti
amente una integra
i�on num�eri
a, introdu
iendo de esemodo un error de 
onsisten
ia ini
ial.En base a un 
riterio de simpli
idad y de 
onsisten
ia ini
ial, optaremos por vari-ables primitivas es
alares, mediante la formula
i�on de Morino/Mâ�tre, por super�
iespoli�edri
as planas, y por dependen
ias fun
ionales 
onstantes por panel, de modo deen
arar una integra
i�on anal��ti
a, 
on una posterior 
olo
a
i�on en los 
entroides de lospaneles.7.2 Formula
i�on de Morino/Mâ�treVeamos ahora la formula
i�on de Morino seg�un Mâ�tre (1988), para el 
ujo poten
ialalrededor de un objeto 
on formas hidrodin�ami
as, es de
ir, no separado. Mâ�tre observaque la propuesta original de Morino no presta aten
i�on a la eventual in
uen
ia de unpoten
ial interior y para ello obtiene una versi�on levemente diferente.7.2.1 E
ua
i�on integralEl poten
ial total de velo
idades �(x) del 
ujo, 
l�asi
amente lo podemos des
omponer enla suma �(x) = �0(x)+�(x), donde �0(x) es el poten
ial no perturbado, impuesto por un
ampo exterior dado, y �(x) es el poten
ial de perturba
i�on originado por la presen
ia delobjeto. La pared mojada del objeto bajo 
ujo nos permite de�nir una super�
ie 
errada�, y supondremos que es �nita y suave por partes, 
omo lo esquematizado en la �gura7.2. Como la super�
ie � es 
errada, podemos distinguir los dominios de 
ujo interior 
iy exterior 
e, tales que
e \ 
i = ; ^ 
e [ � [ 
i = R3 ; (7.1)Desde un punto de vista hidrodinami
ista, sabemos que la super�
ie mojada � es imper-meable al 
ujo exterior, a partir de este he
ho podemos imaginar que en prin
ipio, la zona
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Figura 7.2: Geometr��a para la formula
i�on de Morino/Mâ�tre.interior del objeto, podr��a 
on
ebirse 
omo una zona de 
ujo interno, esto es, sin 
onta
to
on el 
ujo exterior. Si ese fuera el 
aso, tendremos dos 
ujos (exterior e interior) donde
ada uno de ellos tendr�a aso
iado un poten
ial de velo
idades, de modo que el poten
ialtotal de perturba
i�on ser�a en prin
ipio �(x) = �e(x) + �i(x) para x 2 R3, donde �e;i(x)son los poten
iales originados en los dominios exterior e interior, respe
tivamente, dondepara el poten
ial exterior �e(x) s�olo admitimos fun
iones 
on tenden
ia asint�oti
a O(1=r)j�e(x)j < Cjxj ; jxj ! 1 ; (7.2)Ahora, desde un punto gen�eri
o x 2 R3 ubi
ado en 
ualquier regi�on del espa
io, es
ribamosla ter
era identidad de Green para 
ada fun
i�on �e;i(x) en 
ada dominio de 
ujo 
e;i, 
onsuper�
ie de borde 
om�un � y 
on normales opuestas ni = �ne. Para el dominio interior
i tendremosZ
i d
u � 1jx� uj��i � �i� 1jx� uj� = Z� d�y ( 1jx� yj ��i�ni (y)� �i(y) ��ni 1jx� yj) (7.3)donde u 2 
i es el punto de integra
i�on ubi
ado en el dominio interior, y 2 � es el puntode integra
i�on de la integral de super�
ie. Mientras que para el dominio exterior 
e ser�aZ
e d
v � 1jx� vj��e � �e� 1jx� vj� = Z� d�y � 1jx� yj ��e�ni (y) � �e(y) ��ne 1jx� yj� (7.4)donde v 2 
e es el punto de integra
i�on ubi
ado en el dominio exterior, y 2 � es elpunto 
om�un en la super�
ie. Pero las fun
iones �i;e son arm�oni
as, por lo menos en susdominios respe
tivos, (��i(u) = 0 para u 2 
i ;��e(v) = 0 para v 2 
e ; (7.5)
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i�on de Morino/Mâ�tre 92teniendo en 
uenta estas dos 
ondi
iones, sumando miembro a miembro, y adoptando un�uni
o sentido para la normal, orientada ha
ia el 
ujo exterior, n = ni = �ne tendremos� Z
i d
u�i(u)� 1jx� uj � Z
e d
(v)�e(v)� 1jx� vj == Z� d�y 1jx� yj (��e�n (y)� ��i�n (y))� Z� d�y n�i(y)� �e(y)o ��n 1jx� yj . (7.6)En esta suma hagamos dos 
onsidera
iones: i) introdu
imos las densidades super�
ialesde 
arga �(y), �(y), dipolar y monopolar, respe
tivamente, donde la densidad monopolar�(y) da 
uenta de la diferen
ia en la derivada normal de los poten
iales, evaluadas enambas 
aras de la super�
ie �,�(y) = ��e�n � ��i�n ; y 2 � ; (7.7)mientras que la densidad dipolar �(y) da 
uenta de la diferen
ia en los valores de lospoten
iales, evaluados en ambas 
aras de la misma,�(y) = �i(y�)� �e(y+) ; y 2 � ; (7.8)ii) por otra parte, un 
�al
ulo l��mite (Hunt, Mâ�tre, Wrobel) nos muestra que para super-�
ies suavesZ
i d
u�i(u)� 1jx� uj = �i�i(x) = 8>><>>: 0 para x 2 
e ;2��i(x) para x 2 � ;4��i(x) para x 2 
i ; (7.9)y Z
e d
v�i(v)� 1jx� vj = �e�e(x) = 8>><>>: 4��e(x) para x 2 
e ;2��e(x) para x 2 � ;0(x) para x 2 
i ; (7.10)por lo que la suma integral se redu
e a��i�i(x)��e�e(x) = Z� d�y 1jx� yj�(y)� Z� d�y ��n 1jx� yj�(y) . (7.11)Para el problema del 
ujo externo, los valores usuales para el poten
ial interior son �i =0; �1; 
te, y en trabajos aeron�auti
os 
itados por (Broeze/Romate, 1992), se 
on
luye quela primera op
i�on mediante un m�etodo de paneles de bajo orden 
ondu
e a resultados deexa
titud 
omparable a los obtenidos 
on los de alto orden, para la misma densidad enlos puntos de 
ontrol. Como ese ser�a nuestro 
aso, enton
es, en lo que sigue, nos resultar�asu�
iente 
onsiderar para el dominio de 
ujo interior 
i, la fun
i�on id�enti
amente nula,en donde desde el punto de vista hidrodinami
ista, la podemos 
on
ebir 
omo una zona
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ujo muerto (
on velo
idad nula), en 
onse
uen
ia, �i(x) � 0 para x 2 
i [ � y��e�e(z) � 2��e(z) para z 2 �. La e
ua
i�on integral reordenada y redu
ida es12�(z) + 14� Z� d�y ��n 1jz� yj�(y) = 14� Z� d�y 1jz� yj�(y) para z 2 � ; (7.12)donde el punto de medi
i�on z est�a sobre la super�
ie de integra
i�on �. Esta es la formu-la
i�on integral de Morino en la versi�on de Mâ�tre.7.2.2 Condi
i�on de borde 
er
anaEn la e
ua
i�on integral de Morino/Mâ�tre a�un no hemos expli
itado la 
ondi
i�on de bordesobre la super�
ie �. Esto lo ha
emos 
on la ayuda de la integral monopolar. Para este �ndes
ompongamos la velo
idad u(x) en una 
omponente no perturbada u0(x), impuestapor el 
ujo externo, m�as otra de perturba
i�on up(x), generada por la presen
ia del objetou(x) = u0(x) + up(x). Su proye

i�on normal un(z) a la super�
ie � esun(z) = (u0;n) + (up;n) para z 2 � ; (7.13)donde (up;n) � ��e=�n es la velo
idad normal de perturba
i�on evaluada en la 
araexterior. Para 
ujo inv��s
ido la super�
ie � es impermeable y deslizante a la velo
idadresultante u(z), por lo que un(z) = 0 para z 2 �, y teniendo en 
uenta que 
on poten
ialinterior nulo �i � 0, la densidad monopolar �(z) se redu
e a�(z) = ��e�n = (�u0;n) para z 2 � . (7.14)Esto es un valor pres
ripto en general no nulo para la densidad 1-polar �(z), y es una
ondi
i�on de Neumann no homog�enea para �e en el borde �. Desde un punto de vistahidrodinami
ista, es asimilable tambi�en a un 
ujo de transpira
i�on que inye
tamos en lasuper�
ie � para forzar el 
umplimiento de la 
ondi
i�on de 
ujo \
inem�ati
a" disponibleen 
ujo poten
ial, esto es, el resbalamiento (o la no impenetrabilidad) del 
ujo en lasparedes mojadas del 
uerpo. De ahora en adelante, pondremos dire
tamente � � �e.Esta op
i�on para la formula
i�on integral y la in
orpora
i�on de las 
ondi
iones de borde hasido propuesta en forma general por Morino (Morino, 1973), y en forma independiente porJohnson, Bristow, y es resulta apropiada para problemas de 
ujo poten
ial exterior quese extienden al in�nito 
on tenden
ia asint�oti
a O(1=r). La podemos tambi�en re
ono
er
omo una formula
i�on indire
ta mixta, en el sentido de que ha
emos uso simult�aneo delas dos densidades de 
arga �; �, dipolar y monopolar, respe
tivamente. Esto 
ontrasta
on otras que solamente emplean ex
lusivamente una sola de las dos densidades, anulandola restante, lo 
ual introdu
e una limita
i�on de representa
i�on.
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Figura 7.3: Paneles no admisibles: 
on hue
os (izq.), sobre-en
imados (
entr.). Panelesadmisibles (der.).En resumen, en la formula
i�on integral de Morino/Mâ�tre, tendremos sobre la super�-
ie � dos 
ampos super�
iales de 
arga dados por, i) la densidad monopolar �(z) 
ono
idapor introdu

i�on de las 
ondi
iones de borde \
inem�ati
as", ii) la densidad dipolar �(z)que es la solu
i�on de la e
ua
i�on integral.7.3 Dis
retiza
i�on por panelesEl m�etodo de elementos de borde BEM/paneles est�andar es un m�etodo num�eri
o desolu
i�on de las e
ua
iones integrales de borde, basado en un pro
edimiento sistem�ati
ode dis
retiza
i�on 
on tres etapas de aproxima
i�on: geom�etri
a, fun
ional, y de la mismae
ua
i�on integral.7.3.1 Dis
retiza
i�on geom�etri
a sistem�ati
aPara una aproxima
i�on de la super�
ie geom�etri
a �, lo mas simple es mediante un es-quema de bajo orden para una representa
i�on geom�etri
a aproximada, mediante panelesplanos poligonales. Mediante ellos podemos 
ubrir aproximadamente la super�
ie datomediante una super�
ie poli�edri
a �E de E paneles, tal que(� � �1 [ �2 [ ::: [ �e [ ::: [ �E ;�i \ �j = ; para i; j = 1; 2; ::; E, 
on i 6= j. ; (7.15)donde �e es la super�
ie del panel gen�eri
o e de 
ontorno Le en la super�
ie poli�edri
a,tales que i) no se sobre-en
imen entre si, ii) no existen hue
os entre ellos (ver �gura 7.3).En las apli
a
iones pr�a
ti
as, usualmente nos bastan paneles triangulares o 
uadril�ateros
on np = 3; 4 v�erti
es o nodos, respe
tivamente.Los 
uadril�ateros son aptos para super�
ies planas, mientras que su uso en super�
iesfuertemente alabeadas requiere de alg�un 
uidado parti
ular porque, 
omo una 
onse
uen-
ia esp�urea del m�etodo de dis
retiza
i�on, puede su
eder que algunos de ellos no resulten
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Figura 7.4: Mallado super�
ial sobre una esfera 
on paneles triangulares.exa
tamente planos. Para veri�
ar su planaridad, tendremos que in
luir un ensayo, 
omopor ejemplo, veri�
ar si el 
uarto nodo pertene
e al plano de�nido por los tres nodosrestantes del panel, 
orrigiendo en 
aso 
ontrario. Por otra parte, los paneles triangu-lares no pueden experimentar ese poten
ial efe
to esp�ureo en la genera
i�on, porque suplanaridad est�a autom�ati
amente asegurada y nos ahorramos la veri�
a
i�on. Por estemotivo, usualmente los preferiremos en las super�
ies muy alabeadas. Como un ejemplode mallado triangular sobre una esfera la mostramos en la �gura 7.4.En forma an�aloga al M�etodo de los Elementos Finitos (MEF), en la de�ni
i�on de lamalla debemos generar una lista de 
oordenadas de los nodos y una lista de 
one
tividadde los mismos. En la primera alma
enamos las 
oordenadas geom�etri
as de todos losnodos (o v�erti
es) de la poli�edri
a, mientras que en la segunda alma
enamos la lista denodos aso
iados a 
ada panel. Si la t�e
ni
a de 
olo
a
i�on por puntos no ha
e uso deestos nodos, 
omo lo es en nuestro 
aso, podemos admitir en prin
ipio, la presen
ia denodos superpuestos, es de
ir, no ne
esitamos el 
on
epto de 
ontiguidad de los paneles,
omo en el 
aso de MEF. Esto nos otorga una mayor 
exibilidad a la hora de generarla malla, por ejemplo, podemos ha
er primero 
iertas submallas por separdo, y luegolas \pegamos" dire
tamente sin �ltrar los nodos rotulados 
on diferente n�umero y 
onid�enti
as 
oordenadas geom�etri
as, donde todas las normales deben apuntar ha
ia el 
ujo.La importan
ia de la orienta
i�on 
orre
ta se rela
iona 
on los �angulos de vista relativosentre paneles.
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retiza
i�on fun
ional sistem�ati
aPara una dis
retiza
i�on fun
ional sistem�ati
a en las densidades de 
arga super�
ial �; �dipolar y monopolar, respe
tivamente, otra vez lo m�as simple es 
on un esquema fun
ionalde bajo orden, donde suponemos 
ada para f�j; �jg es 
onstante en 
ada panel j y losextraemos fuera de sus operadores integrales respe
tivos,12�(z) + nXj=1 �j4� Z�j d�y ��ny 1jz� yj = nXj=1 �j4� Z�j d�y 1jz� yj para z 2 �n . (7.16)7.3.3 Dis
retiza
i�on de la e
ua
i�on integralLa e
ua
i�on integral anterior es v�alida, en prin
ipio, para 
ualquier punto z 2 �p, dondetenemos n in
�ognitas, por lo que nos basta generar n e
ua
iones para las densidadesdipolares �, y lo mas simple es una t�e
ni
a de 
olo
a
i�on por puntos zi, en donde forzamosel 
umplimiento de la e
ua
i�on integral12�(zi)+ nXj=1 �j4� Z�j d�y ��ny 1jzi � yj = nXj=1 �j4� Z�j d�y 1jzi � yj para i = 1; 2; ::n ; (7.17)donde �(zi) = �i � �i es la densidad dipolar de 
arga, �(zi) = �i � �i es la densidadmonopolar de 
arga, ambos 
onstantes por panel. Este es un pro
edimiento bastantedifundido en los m�etodos de paneles, b�asi
amente por razones de 
osto de CPU en laevalua
i�on de la matriz del sistema, y por su�
ien
ia en la 
alidad de la solu
i�on num�eri
aobtenida, 
omo luego veremos. Los puntos de 
olo
a
i�on zi los elegimos en los 
entroidesde los paneles, los 
uales no pueden 
oin
idir entre ellos (zi 6= zj), dado que resultar��auna sistema de e
ua
iones algebrai
as singular. Esta eventualidad puede darse i) 
uandodis
retizamos pares de super�
ies relativamente muy pr�oximas, por ejemplo, super�
iesalares muy delgadas, ii) 
uando empleamos paneles triangulares planos 
on muy bajadensidad de re�namiento, puede su
eder que el generador de malla deje en las esquinasde una super�
ie alar paneles 
on dos de sus aristas en el borde. Para dete
tar la segunda
ontingen
ia, resulta re
omendable inter
alar previamente un ensayo de distan
ia entre
entroides no nula para todos ellos. Por ejemplo, en la �gura 7.5 vemos un ejemplo delsegundo 
aso, donde re
ordemos se trata de un per�l 
on espesor. Un posterior empleo delteorema de la divergen
ia 2D nos permitir�a reemplazar las integrales de super�
ie sobre
ada panel, por sus integrales de l��nea equivalentes efe
tuadas sobre el per��metro de losmismos. De esta forma, las expresiones anal��ti
as obtenidas resultan solamente singularespara puntos ubi
ados sobre di
ho per��metro por lo que nos resultar�a admisible emplearlos 
entroides 
omo posteriores puntos de 
olo
a
i�on.
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correccion

Figura 7.5: Genera
i�on esp�urea en los extremos de una super�
ie delgada: matriz singularporque los paneles sombreados tienen 
entroides 
oin
identes (izq.), no singular (der.).7.4 Matri
es dipolar A y monopolar CLa e
ua
i�on de 
olo
a
i�on nos permite introdu
ir las matri
es dipolar y monopolar, A;C,respe
tivamente, de in
uen
ia re
��pro
a entre todos los paneles, y de�nidas porAij = 14� Z�j d�y ��ny 1r ; Cij = 14� Z�j d�y 1r para i; j = 1; 2; :::; n ; (7.18)donde r = jzi � yj es la distan
ia relativa entre el punto de 
olo
a
i�on zi y el punto deintegra
i�on variable y 2 �j sobre la super�
ie del panel plano j, de �area �j. Una inter-preta
i�on f��si
a de estas matri
es de in
uen
ia n-polares: A (dipolar) y C (monopolar),puede des
ribirse de la sigiente manera (�gura 7.6): 1) 
ada 
olumna aj de la matrizde in
uen
ia dipolar A, representa el poten
ial medido en todos los 
entroides, 
uandotodos los paneles ex
epto el j est�an \des
argados", mientras que este �ultimo soporta elpar de 
arga dipolar/monopolar f�j; �jg = f1; 0g. 2) 
ada 
olumna 
j de la matriz dein
uen
ia monopolar C representa el poten
ial medido en todos los 
entroides, 
uandotodos los paneles ex
epto el j est�an \des
argados", mientras que este �ultimo soporta elpar de 
arga dipolar/monopolar f�j; �jg = f0; 1g.Pero una interpreta
i�on m�as �util en el 
aso de la matriz dipolar A, es que representalos �angulo de vista entre todos los paneles (Mikhlin, Stratton), y en 
onse
uen
ia, i)
omo 
ada par de paneles pueden estar en 
ualquier posi
i�on relativa entre si, en generaltendremos que Aij 6= Aji, esto es, el par i; j no ne
esariamente se ven 
on el mismo �angulode vista, ii) en una super�
ie plana los paneles no se ven entre si ex
epto a si mismos, porlo que en este 
aso muy parti
ular, la matriz dipolar A se redu
e a una forma diagonal,en donde Aii = 1=2.
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Figura 7.6: Interpreta
i�on f��si
a de los poten
iales 1-polar 1 y 2-polar.7.5 Sistema matri
ial de e
ua
ionesEl sistema algebrai
o de e
ua
iones lo podemos rees
ribir 
omonXj=1Hij�j = bi para i = 1; 2; :::; n (7.19)donde Hij = 1=2Iij + Aij es la matriz del sistema, Iij es la matriz identidad, Aij es lamatriz dipolar, bi es el ve
tor fuente o de 
arga dado porbi = nXj=1Cij�j para i = 1; 2; :::; n ; (7.20)donde Cij es la matriz monopolar, �j es el ve
tor de 
ujos impuestos por la 
ondi
i�on dedeslizamiento �j = (�u0;nj). De esta forma el m�etodo de paneles est�andar nos 
ondu
e alsistema matri
ial de e
ua
iones H� = b donde su t�ermino fuente est�a dado por b = C�.7.6 Integral anal��ti
a de la matriz monopolar CPro
edamos ahora al 
�al
ulo anal��ti
o del 
oe�
iente monopolar Cij, para un panel planopoligonal de n lados, ubi
ado en una posi
i�on relativa arbitraria en 3D, y de�nido por laintegral ~Cij = ZSj dS 1r (7.21)donde ~Cij = Cij=4�, Sj es la super�
ie del panel j, r = jy � xij es la distan
ia entre elpunto de 
olo
a
i�on xi y el punto de integra
i�on variable y sobre la super�
ie del panel j(ver �gura 7.7).
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R

Figura 7.7: Terna lo
al p; q; � seg�un el lado Lk.7.6.1 Fun
i�on auxiliar monopolar VNuestra estrategia 
onsiste en preguntarnos si es posible en
ontrar una fun
i�on V (R; �)tal que su lapla
iano bidimensional �pqV sobre la super�
ie del panel sea igual a 1=r, esde
ir, �pqV = 1r ; (7.22)donde r = pR2 + �2, R = pp2 + q2, enton
es, ser�a posible fa
ilitar la integra
i�on medi-ante el artilugio de 
onvertir la integral de super�
ie a su integral de l��nea equivalente,dada por el teorema de la divergen
ia 2D~Cij = ZSj �pqV dSpq = ZLj(rpqV;n)dL ; (7.23)donde n es el versor normal al 
ontorno Lj pero 
ontenido en el plano del panel, �pq es eloperador lapla
iano en las 
oordenadas bidimensionales p; q lo
alizadas sobre la super�
iedel mismo, V = V (R; �) es una fun
i�on su�entemente diferen
iable en R3, R = R(p; q)es la proye

i�on del ve
tor posi
i�on r = y � xi sobre el plano que 
ontiene al panel, � esla distan
ia entre el punto de 
olo
a
i�on xi y di
ho plano, distan
ia 
onstante durante laintegra
i�on. Para hallar V (R; �) tenemos que resolver la e
ua
i�on diferen
ial dada por sulapla
iano bidimensional �pqV en las 
oordenadas polares R; �, 
on �V=�� = 0,1R ��R  R�V�R! = 1pR2 + �2 ; (7.24)integrando una vez, R�V�R = Z RpR2 + �2dR = qR2 + �2 + C ; (7.25)
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a de la matriz monopolar C 100sin p�erdida de generalidad podemos adoptar C = 0. Integrando por segunda vezV = Z pR2 + �2R dR ; (7.26)la 
ual admite la fun
i�on solu
i�onV (R; �) = qR2 + �2 + j�j ln"pR2 + �2 � j�jR # para R > 0 ; (7.27)donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R; � �nitos.7.6.2 Integral de l��nea monopolarLa integral de l��nea para el 
oe�
iente monopolar ~Cij es igual a la suma de las 
ontribu-
iones ~Ck del gradiente super�
ial de la fun
i�on auxiliar monopolar, en 
ada lado Lk delpol��gono 
errado de m v�erti
es,~Cij = mXk=1 ~Ck ; ~Ck = ZLk(rpqV; n)dL ; (7.28)donde 
ada lado Lk est�a de�nido por el par de nodos a = mk, b = mk+1, en la se
uen
ia
errada [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ del panel j. En las 
ondi
iones supuestas V =V (R; �), 
on R = R(p; q) = pp2 + q2, donde � es un par�ametro 
onstante durante laintegra
i�on sobre el panel.Para fa
ilitar el 
�al
ulo del aporte ~Ck de 
ada lado Lk, elegimos seguir la propuestade Medina/Liggett (1988), donde imponemos una rota
i�on �nita al diedro planar p; q, demodo tal que el eje p sea paralelo al lado Lk que se eval�ua por turno. De este modo,resulta que q = 
te durante la integra
i�on a lo largo de di
ho lado, siendo �uni
amentefun
i�on de la variable p (ver �gura 7.8). El gradiente de V sobre la super�
ie del panel loexpresamos en la forma rpqV = �V�RrpqR ; (7.29)donde rpqR = �R�p êp + �R�q êq = 2p2pp2 + q2 êp + 2q2pp2 + q2 êq = R̂R ; (7.30)donde R̂ es el versor en la dire

i�on radial R, por lo querpqV = �V�RrpqR = �V�R R̂R ; (7.31)luego, la derivada de V en la dire

i�on del versor normal n 
ontenida en el plano del panella 
al
ulamos 
on (rpqV;n) = �V�R (R̂;n)R . (7.32)
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Figura 7.8: Plano p; q de la terna lo
al del lado Lk.Dada la parti
ular disposi
i�on del diedro lo
al p; q en la evalua
i�on del lado gen�eri
o Lk,tenemos que (R̂;n) = �q = 
te, y�V�R 1R = 1pR2 + �2 + j�jhpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � j�jR2 . (7.33)La integral monopolar a lo largo del lado Lk la podemos es
ribir en la forma~Ck =M(pb; qb; �)�M(pa; qa; �) ; (7.34)donde pa, pb son las abs
isas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada 
om�unseg�un el diedro p; q paralelo a 
ada lado Lk de�nidos por los produ
tos es
alarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.35)donde ta, na son los versores tangen
ial y normal del lado Lk 
ontenidos en el planodel panel j. Para el 
orre
to sentido de integra
i�on a lo largo del lado Lk, exigimos quena � ta = bj, donde bj es el versor binormal de la terna lo
al, normal a la super�
ieplana del panel y orientado ha
ia el dominio exterior 
e. De este modo, la terna lo
al enla se
uen
ia (na; ta;bj) resulte dextr�ogira a lo largo de 
ada lado Lk del panel j. Mientrasque M(p; q; �) es la suma de fun
ionesM(p; q; �) = �qM1 � j�jqM2 + j�jqM3 ; (7.36)donde M1 = Z dppR2 + �2 ; (7.37)M2 = Z dpR2 ; (7.38)
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a de la matriz monopolar C 102M3 = Z dphpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 ; (7.39)
on R = R(p; q) = pp2 + q2. Evaluemos 
ada integral M1;M2;M3 por separado, siendoinmediatas las dos primerasM1 = Z dpqp2 + (q2 + �2) = ln �p +qp2 + (q2 + �2)� ; (7.40)M2 = Z dpp2 + q2 = 1q tan�1 "pq # . (7.41)Para resolver la integral restanteM3 = Z dphqp2 + (q2 + �2)� j�jiqp2 + (q2 + �2) ; (7.42)mediante el 
ambio de variable p = pq2 + �2 sinh � ha
emosdp = qq2 + �2 
osh �d� ; sinh � = p=qq2 + �2 ; (7.43)luego p2 + (q2 + �2) = (q2 + �2)(sinh2 � + 1) ; (7.44)qp2 + (q2 + �2) = qq2 + �2 
osh � . (7.45)Reemplazando en M3 M3 = Z d�pq2 + �2 
osh � � j�j ; (7.46)la 
ual admite la fun
i�on solu
i�on M3 =M3(�; q; �)M3 = 2q tan�1 "pq2 + �2e� � j�jq # . (7.47)Para veri�
ar esta fun
i�on solu
i�on podemos 
al
ular su derivada, la 
ual debe 
oin
idir
on el �ultimo integrando,�M3�� = 2q 11 + x2 �x�� ; x = pq2 + �2e� � j�jq ; (7.48)evaluando la derivada�x�� = pq2 + �2e�q ; x2 = (q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e�q2 ; (7.49)y la fun
i�on 11 + x2 = q2(q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e� + q2 ; (7.50)
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a de la matriz monopolar C 103reemplazando �M3�� = 2q q2(q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e� + q2pq2 + �2e�q= 2(q2 + �2)e2� + (q2 + �2)� 2j�jpq2 + �2e�qq2 + �2e�= 2pq2 + �2e�pq2 + �2e� hpq2 + �2e� +pq2 + �2e�� � 2j�ji= 1pq2 + �2 (e� + e��) =2� j�j � 1pq2 + �2 
osh � � j�j ; (7.51)derivada que reprodu
e el integrando. Ahora expresamos � = �(p) 
onsinh(�) = e� � e��2 = ppq2 + �2 = z ; (7.52)de donde e� � e�� = 2z ! e2� � 2ze� � 1 = 0 ; (7.53)y2 � 2zy � 1 = 0 ! y = z �pz2 + 1 ; (7.54)
on e� = y dado por e� = ppq2 + �2 �s p2q2 + �2 + 1 ; (7.55)es de
ir e�qq2 + �2 = p�qp2 + q2 + �2 . (7.56)Adoptando la ra��z negativa, la ter
era integral monopolar M3 la podemos es
ribir 
omoM3 = 2q tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # ; (7.57)y la fun
i�on M(p; q; �) queda en primera instan
ia 
omoM(p; q; �) = 2j�j tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q #��q ln �p+qp2 + (q2 + �2)�� j�j tan�1 "pq # . (7.58)Empero, el aporte por diferen
ia entre los v�erti
es (pb; qb), (pa; qa) de 
ada lado Lk parala fun
i�on tan�1(p=q) lo podemos es
ribir 
omotan�1 "pbqb #� tan�1 "paqa # = �b � �a = �k ; (7.59)
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Figura 7.9: Tri�angulo equil�atero 
on densidad monopolar unitaria (� = 1).donde �a es el �angulo del v�erti
e (pa; qa), �b es el del v�erti
e (pb; qb), �k es el �angulo devista del lado Lk, 
on signo y visto desde el origen O del diedro planar rotante p; q. Alsumar todos los ellos sobre el per��metro 
errado del panelnXk=1�k = �1 + �2 + :::+ �n � 0 . (7.60)Esto es, el aporte neto sobre todo el per��metro 
errado de la suma por diferen
ia de estafun
i�on es nulo, y por lo tanto la omitiremos en la expresi�on de M(p; q; �). El origen O esla proye

i�on del punto de observa
i�on xi en la super�
ie del plano que 
ontiene al panelj, es �jo para la integra
i�on a lo largo de todo el per��metro, y puede quedar lo
alizado en
ualquier posi
i�on �nita de di
ho plano.7.6.3 Resumen de 
�omputo de la matriz monopolarEn resumen, el 
oe�
iente de in
uen
ia monopolar ~Cij, entre el panel fuente j y el puntode 
olo
a
i�on xi lo podemos 
al
ular 
omo la suma de los aportes ~Ck de 
ada lado Lk,~Cij = mXk=1 ~Ck ; ~Ck =M(pb; qb; �)�M(pa; qa; �) ; a = mk ; b = mk+1 ;(7.61)donde [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ es la se
uen
ia 
errada de nodos aso
iados 
on elpanel j, siendo pa, pb las abs
isas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb es la ordenada
om�un seg�un el diedro p; q paralelo a 
ada lado Lk y de�nidos por los produ
tos es
alarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.62)
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Figura 7.10: Simetr��a del 
oe�
iente monopolar 
on respe
to al plano del panel.donde ta, na son los versores tangen
ial y normal del lado Lk 
ontenidos en el plano delpanel j. Con la fun
i�on M(p; q; �) dada porM(p; q; �) = 2j�j tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q #� q ln �p+qp2 + (q2 + �2)� ;(7.63)7.6.4 Simetr��a y 
ontinuidad monopolarConsideremos ahora al 
oe�
iente monopolar ~Cij 
omo una fun
i�on del punto de obser-va
i�on p; q; �. Por ejemplo, para un tri�angulo equil�atero de lado unitario 
on el eje �(normal a su super�
ie) pasando sobre su 
entroide (�gura 7.9), podemos 
on
luir queveri�
a las siguientes propiedades 
l�asi
as (Brebbia, Mikhlin) del poten
ial de una 
apa(�gura 7.10): i) es una fun
i�on sim�etri
a de la distan
ia � entre el punto de medi
i�on delpoten
ial al plano que 
ontiene al panel, esto es, ~C(p; q; �) = ~C(p; q;��), ii) las tangentesa la 
urva ~C(p; q; �) = f(�) en el origen � = 0 son �nitas y de signo opuesto, esto es,la derivada � ~C=�� (la 
omponente normal de la velo
idad monopolar), presenta un salto�nito al atravesar el plano del panel. Mientras que en la �gura 7.11 mostramos la inten-sidad del 
oe�
iente monopolar ~C(p; q; �) (para el mismo panel triangular), para puntos(p; q; �) sobre un plano � paralelo al del panel, para dos 
otas � diferentes.7.7 Integral anal��ti
a de la matriz dipolar APara un panel plano poligonal ubi
ado en una posi
i�on arbitraria en 3D, pro
edamos aun 
�al
ulo anal��ti
o del 
oe�
iente dipolar ~Aij, de�nido por la integral,~Aij = ZSj d�y ��ny 1r ; (7.64)
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Figura 7.11: Intensidad del 
oe�
iente monopolar en el plano �, para las 
otas: � = 0:01(izq.), � = 0:50 (der.).donde ~Aij = Aij=4�, Sj es la super�
e del panel j, r = jy � xij es la distan
ia entre elpunto de 
olo
a
i�on xi y el punto de integra
i�on variable y sobre la super�
ie del panel,�n es la derivada seg�un la dire

i�on normal al panel n.7.7.1 Fun
i�on auxiliar dipolar WEl n�u
leo �r�1=�n del 
oe�
iente dipolar lo podemos expresar en la forma��n 1r = ��r 1r �r�n = �1r2 �r = � �r3 (7.65)Otra vez empleamos el mismo artilugio utilizado en el 
oe�
iente monopolar: para fa
ilitarla integra
i�on se bus
a una fun
i�on W (R; �) tal que su lapla
iano bidimensional �pqWsobre la super�
ie del panel sea igual al n�u
leo polar ��=r3, es de
ir,�pqW = � �r3 ; (7.66)donde r = pR2 + �2, R = pp2 + q2, enton
es la integral de super�
ie la reemplazamospor su integral de l��nea equivalente dada por el teorema de la divergen
ia 2D~Aij = ZSj �pqWdSpq = ZLj (rpqW;n)dL ; (7.67)donde n es el versor normal al 
ontorno Lj pero 
ontenido en el plano del panel, �pq es eloperador lapla
iano en las 
oordenadas bidimensionales p; q lo
alizadas sobre la super�
iedel mismo, W = W (R; �) es una fun
i�on su�
ientemente diferen
iable en R3, R = R(p; q)es la proye

i�on del ve
tor posi
i�on r = y � xi sobre el plano que 
ontiene al panel, � esla distan
ia entre el punto de 
olo
a
i�on xi y di
ho plano, distan
ia 
onstante durante la
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i�on. Para hallarW (R; �) resolvamos la e
ua
i�on diferen
ial dada por su lapla
iano�pqW en las 
oordenadas polares R; �, 
on �W=�� = 0,1R ��R  R�W�R ! = � �fR2 + �2g3=2 ; (7.68)es de
ir R�W�R = �� Z RfR2 + �2g3=2dR ; (7.69)efe
tuando el 
ambio de variable � = �2 +R2 e integrando una vez, tendremosZ RfR2 + �2g3=2dR = Z d�2�3=2 = ���1=2 + C = �fR2 + �2g�1=2 + C ; (7.70)sin p�erdida de generalidad podemos adoptar C = 0, luegoR�W�R = �fR2 + �2g�1=2 ; (7.71)W = Z �RpR2 + �2dR ; (7.72)la 
ual admite la fun
i�on solu
i�onW (R; �) = �j�j ln "pR2 + �2 � j�jR # para R > 0 ; (7.73)donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R; � �nitos.7.7.2 Integral de l��nea dipolarLa integral de l��nea para el 
oe�
iente dipolar ~Aij, es igual a la suma de las 
ontribu
iones~Ak de 
ada lado Lk del pol��gono 
errado de m v�erti
es,~Aij = mXk=1 ~Ak ; ~Ak = ZSk(rpqW;n)dL ; (7.74)donde 
ada lado Lk est�a de�nido por el par de nodos a = mk, b = mk+1, en la se
uen
ia
errada [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ del panel j. En las 
ondi
iones supuestas W =W (R; �), 
on R = R(p; q) = pp2 + q2, donde � resulta un par�ametro 
onstante durantela integra
i�on sobre el panel. Para fa
ilitar el 
�al
ulo del aporte ~Ak de 
ada lado Lk,empleamos el mismo pro
edimiento anterior, en donde ha
emos una rota
i�on �nita aldiedro planar p; q, de modo tal que el eje p sea paralelo al lado Lk que se eval�ua porturno, de este modo resulta q = 
te durante la integra
i�on a lo largo de di
ho lado, siendo�uni
amente fun
i�on de la variable p. El gradiente de W sobre la super�
ie del panel lopodemos expresar en la forma rpqW = �W�R rpqR ; (7.75)
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ir,rpqW = �W�R rpqR = �W�R R̂R . (7.76)La proye

i�on del gradiente de W en la dire

i�on planar n est�a dada por(rpqW;n) = �W�R (R̂;n)R ; (7.77)dada la parti
ular disposi
i�on del diedro lo
al p; q en la evalua
i�on del lado gen�eri
o Lkse tiene que (R̂;n) = �q = 
te, de donde(rpqW;n) = ��W�R qR ; (7.78)donde ��W�R = sg(�) RhpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � sg(�) 1R ; (7.79)tendremos enton
es(rpqW;n) = q sg(�) 1hpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � q sg(�) 1R2 . (7.80)La integral dipolar a lo largo del lado Lk, puede es
ribirse en la formaAk = D(pb; qb; �)�D(pa; qa; �) ; (7.81)donde pa, pb son las abs
isas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada 
om�unseg�un el diedro p; q paralelo a 
ada lado Lk de�nidos por los produ
tos es
alarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.82)donde ta, na son los versores tangen
ial y normal del lado Lk 
ontenidos en el plano delpanel j. Mientras que D(p; q; �) es la suma de fun
ionesD(p; q; �) = q sg(�)D1 � q sg(�)D2 ; (7.83)
on D1 = Z dphpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 ; (7.84)D2 = Z dpR2 ; (7.85)donde R = R(p; q) = pp2 + q2. Evaluemos 
ada integral D1; D2 por separado. Laintegral D1 es id�enti
a a la monopolar M3 por lo queD1 = Z dphqp2 + (q2 + �2)� j�jiqp2 + (q2 + �2) ; (7.86)
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Figura 7.12: Tri�angulo equil�atero 
on densidad dipolar unitaria (� = 1).D1 = 2q tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # ; (7.87)La integral D2 es id�enti
a a la monopolar M2, donde 
on
luimos que su suma a lo largodel per��metro 
errado del panel es nula.7.7.3 Resumen de 
�omputo de la matriz dipolarEn resumen, el 
oe�
iente dipolar ~Aij entre el panel fuente j y el punto de 
olo
a
i�on i,lo podemos 
omputar 
omo la suma de los aportes ~Ak de 
ada lado Lk,~Aij = mXk=1 ~Ak ; ~Ak = D(pb; qb; �)�D(pa; qa; �) ; a = mk ; b = mk+1 ; (7.88)donde [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ es la se
uen
ia 
errada de nodos aso
iados 
on elpanel j, siendo pa, pb las abs
isas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada 
om�unseg�un el diedro p; q paralelo a 
ada lado Lk de�nidos por los produ
tos es
alares,pa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.89)donde ta, na son los versores tangen
ial y normal del lado Lk 
ontenidos en el plano delpanel j. Con la fun
i�on D(p; q; �) dada porD(p; q; �) = 2 sg(�) tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # . (7.90)
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Figura 7.13: Antisimetr��a del 
oe�
iente dipolar 
on respe
to al plano del panel.

Figura 7.14: Intensidad de la fun
i�on base dipolar en el plano �, para las 
otas: � = 0:01(izq.), � = 0:5 (der.).7.7.4 Simetr��a y 
ontinuidad dipolarConsideremos ahora al 
oe�
iente dipolar ~Aij 
omo una fun
i�on del punto de observa
i�onp; q; �. Por ejemplo, para un tri�angulo equil�atero de lado unitario 
on el eje � (normal asu super�
ie) pasando sobre su 
entroide (�gura 7.12). Podemos 
on
luir que veri�
a lassiguientes propiedades 
l�asi
as (Stratton, Vladimirov) del 
omportamiento del poten
ialde dos 
apas (ver �gura 7.13): i) es una fun
i�on antisim�etri
a de la distan
ia � entreel punto de medi
i�on del poten
ial al plano que 
ontiene al panel, esto es, ~A(p; q; �) =� ~A(p; q;��), ii) las tangentes a la 
urva ~A(p; q; �) = f(�) en el origen � = 0 son �nitasy del mismo signo, esto es, la derivada � ~A=�� (la 
omponente normal de la velo
idaddipolar), permane
e 
ontinua al atravesar el plano del panel. En la �gura 7.14 mostramosel 
omportamiento del 
oe�
iente dipolar ~A(p; q; �) (para el mismo panel triangular), parapuntos (p; q; �) sobre un plano � paralelo al del panel, para dos 
otas � diferentes.
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Figura 7.15: Par
ela de paneles Ai alrededor del nodo i.7.8 C�omputo del 
ampo super�
ial de velo
idadesEl 
ampo de velo
idades u sobre la super�
ie del objeto puede obtenerse medianteu = u1 + u� + u� ; (7.91)donde u� y u� son las velo
idades dipolar y monopolar, respe
tivamente, que se obtienende (Mâ�tre, 1988) (u� = �r� ;u� = �n ; (7.92)donde � y � son las densidades dipolar y monopolar respe
tivamente, r es el gradientesuper�
ial y n es el versor normal a la super�
ie. La densidad dipolar � es halladaresolviendo el sistema lineal mientras que la densidad monopolar � es hallada mediante la
ondi
i�on de 
ujo deslizante � = (�u1;n). En lo que sigue 
onsideraremos un 
�omputonodal para la velo
idad mediante promedios sobre la par
ela de paneles Ai adya
entes alnodo i, ver �gura 7.15. Mostraremos una forma fuerte (o 
l�asi
a) y otra d�ebil para lasvelo
idades de perturba
i�on u� y u�, donde la forma d�ebil la desarrollaremos para panelestriangulares.7.8.1 Forma fuerte para las velo
idades de perturba
i�onUn promedio simple para ambas velo
idades u� y u� lo podemos obtener mediante unpromedio pesado 
on la super�
ie de la par
ela de paneles Ai alrededor del nodo i. Parala 
omponente monopolar es
ribimos~u� = npXe=1ue�Ae = npXe=1Ae ; (7.93)donde Ae es el �area del panel, np es el n�umero de paneles en la par
ela Ai yue� = �ene (7.94)
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Figura 7.16: Gradiente dipolar en el panel por medio del teorema de Stokes.
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Figura 7.17: Geometr��a para la fun
i�on de forma elemental N ei sobre un panel triangular.es la velo
idad monopolar sobre el panel e, donde �e = (�u1;ne) es su densidad su-per�
ial, y ne es su versor normal (
onstante). En la misma manera tendremos para la
omponente dipolar ~u� = npXe=1ue�Ae = npXe=1Ae ; (7.95)donde ue� = �r�e (7.96)es la velo
idad dipolar promediada en el panel e (
onstante) y r es el gradiente super�
ial.Para su 
�omputo empleamos la siguiente forma ve
torial del teorema de Stokes (Smirnov,1964) ZA(n�r�)dA = ZL �dL ; (7.97)donde L es el 
ontorno de una super�
ie abierta A y n es su versor normal. Cuando elgradiente dipolar r� es 
onstante sobre la surper�
ie A y el versor normal n tambi�en loes (panel plano), �esta se redu
e ar� = �nA � ZL �dL ; (7.98)
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Figura 7.18: Flujo poten
ial exterior a una esfera (izquierda), 
oe�
iente de presi�onanal��ti
o (dere
ha).y sobre un panel e de ns lados, ver �gura 7.16, lo podemos dis
retizar 
omor�e = �neAe � nsXk=1 ~�kLk ; (7.99)donde Lk es el lado k y ~�k es alg�un valor medio, por ejemplo, podemos tomar~�k = ( (�e + �k)=2 promedio aritm�eti
o ;(�eAe + �kAk)=(Ae + Ak) promedio super�
ial . (7.100)
7.8.2 Forma d�ebil para las velo
idades de perturba
i�onPara desarrollar una forma d�ebil para las velo
idades promediadas ~u� y ~u� suponemossolo paneles triangulares e introdu
imos la fun
i�on de forma nodalNi = npXe=1N ei ; (7.101)para el nodo i, dondeN ei es la fun
i�on de forma elemental del panel triangular e pertene
ientea la par
ela Ai, elegida de tal modo queN ei (x) = ( 1 para x = xi ;0 para x = xe�1=2 + te� ; (7.102)donde � es un par�ametro libre y te = re=jrej ; (7.103)es el versor tangente del lado e opuesto al nodo i yre = xe+1=2 � xe�1=2 ; (7.104)
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Figura 7.19: Componente dipolar esp�urea r�? en la forma debilitada.es el ve
tor del lado, donde xe+1=2 y xe�1=2 son sus v�erti
es. Esto es, la fun
i�on de formaelemental N ei vale uno en el nodo i, nulo sobre el lado opuesto y 
on una dependen
ialineal entre ambos, de modo que su gradiente sobre el panel e es 
onstanterN ei = 1he se ; (7.105)donde he es la altura del panel, se es el versor ortogonal al normal y al tangen
ial, el 
uallo obtenemos 
on se = ne � te ; (7.106)de modo que los versores te; se;ne de�nen una terna en el lado lo
al, ver �gura 7.17. El�area del panel lo 
al
ulamos 
on Ae = heLe=2, donde Le = jrej es la longitud del ladoopuesto al nodo i y enton
es he = 2AeLe . (7.107)Introdu
iendo las e
ua
iones (7.106) y (7.107) en (7.105) obtenemosrN ei = Le2Ae (ne � te) = ne � re2Ae ; (7.108)donde tambi�en re = Lete. Para obtener una forma d�ebil del gradiente dipolar empleare-mos la fun
i�on de forma nodal Ni 
onjuntamente 
on las t�e
ni
as de Galerkin est�andar(Zienkiewi
z/Taylor, 1989) y para esto 
onsideremos el siguiente promedio ponderado~r� = ZAi Nir�dA = ZAi NidA ; (7.109)sobre la par
ela de paneles Ai. Integrando por partes el numerador tendremosZAi Nir�dA = � ZAi �rNidA ; (7.110)y dis
retizando sobre la par
ela de paneles Ai~� = � nsXe=1 ZAe �rN ei dA = nsXe=1 ZAe N ei dA . (7.111)
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Figura 7.20: Esfera 
on una malla estru
turada (dere
ha), histograma de las �areas ele-mentales (izquierda).Como es 
ono
ido en elementos �nitos (Segerlind, 1976), para una fun
i�on de forma linealN ei de�nida sobre un elemento triangularZAe N ei dA = Ae3 ; (7.112)de modo que npXe=1 ZAe N ei dA = 13 npXe=1Ae = Ai3 ; (7.113)introdu
iendo (7.108) y (7.113) en (7.112) obtenemos la siguiente forma d�ebil para elgradiente dipolar ~r� = �32Ai nsXe=1�e(ne � re) . (7.114)
7.8.3 Componente dipolar esp�ureaEn general, la forma d�ebil del gradiente dipolar obtenida 
on la e
ua
i�on (7.114), adem�asde la 
omponente tangen
ial ~r�k sobre el plano nodal se
ante, paralelo al versor normalnodal, puede apare
er una 
omponente esp�urea ~r�? perpendi
ular al mismo plano, ver�gura 7.19, de modo que ~r� = ~r�k + ~r�? . (7.115)Como s�olo la 
omponente tangen
ial ~r�k tiene signi�
ado f��si
o, enton
es debemos elimi-nar la 
omponente esp�urea ~r�?. Para esto, notemos que tambi�en estar�a presente 
uando
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Figura 7.21: Coe�
iente de presi�on Cp(z) para una malla estru
turada sobre una esfera:
on una forma fuerte (izquierda) y 
on una forma debilitada (dere
ha).imponemos una densidad dipolar unitaria sobre la par
ela de paneles Ai y suponiendouna rela
i�on lineal entre ambos estados es
ribimos ~r�? = � ~r�1, donde � es un fa
torde propor
ionalidad y enton
es ~r�k = ~r�� � ~r�1 ; (7.116)donde ~r�1 es el gradiente dipolar unitario obtenido por medio de la e
ua
i�on (7.114) 
on� = 1 sobre la par
ela de paneles Ai~r�1 = �32Ai nsXe=1(ne � re) ; (7.117)el 
ual es ortogonal a la 
omponente tangen
ial( ~r�1; ~r�k) = 0 . (7.118)Reemplazando e
ua
i�on (7.116) en (7.118) hallamos� = ( ~r�; ~r�1)( ~r�1; ~r�1) (7.119)que es v�alida si y solo si j ~r�1j 6= 0 (7.120)lo 
ual o
urre, por ejemplo, 
uando la par
ela de paneles Ai es plana, desde que todas lasnormales ne son la misma 
onstante n y enton
es~r�1 = �32Ain� nsXe=1 re ; (7.121)
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Figura 7.22: Malla de paneles perturbada sobre una esfera (dere
ha), histograma de las�areas elementales (izquierda).pero nsXe=1 re = 0 ; (7.122)desde que es una suma ve
torial 
errada. De todas maneras puede mostrarse que laforma fuerte es su�
iente para este 
aso ex
ep
ional. Una 
onse
uen
ia adi
ional delpro
edimiento seguido para eliminar la 
omponente esp�urea, es que disponemos la normaldebilitada ~n = ~r�1j ~r�1j si j ~r�1j 6= 0 . (7.123)Luego, las velo
idades dipolar y monopolar debilitadas las hallamos mediante( ~u� = � ~r�k~u� = �~n (7.124)siempre que la 
ondi
i�on (7.120) se veri�que.7.8.4 Ejemplo num�eri
oPara validar el m�etodo propuesto, hemos 
onsiderado el 
ujo alrededor de una esfera deradio R = 1 
on rapidez no perturbada U = 1. La solu
i�on anal��ti
a para la velo
idadsuper�
ial u(�) es (Streeter, 1961) u(�) = (3=2)U sin(�). El 
oe�
iente de presi�on Cp(�) =1�ju(�)j2=jU j2 resulta igual a Cp(�) = 1�(9=4) sin2(�); donde � = ar

os(z=R), ver �gura7.18. Para la solu
i�on num�eri
a hemos 
onsiderado dos mallas ambas 
on 972 panelestriangulares. La primera es bastante estru
turada y es mostrada en la �gura 7.20. En la�gura 7.21 mostrammos el 
oe�
iente de presi�on Cp(�) a lo largo del eje z obtenida 
onambas formula
iones, donde 
on la forma fuerte vemos una leve tenden
ia a la dispersi�on.
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Figura 7.23: Coe�
iente de presi�on Cp(z) para una malla de paneles no estru
turada sobreuna esfera: 
on una forma fuerte (izquierda) y 
on una forma debilitada (dere
ha).Mientras que en la segunda malla hemos agregado un peque~no ruido nodal 
on el objetode simular una malla no estru
turada, la 
ual es mostrada en la �gura 7.22. Esta mallaes obtenida de la primera mediante un ruido nodal "x = O(h) sumado a las 
oordenadasnodales, donde h es un di�ametro promedio de los paneles, y luego hemos re-proye
tadoa la esfera, veri�
ando que los paneles no 
olapsen. En la �gura 7.23 mostramos el
oe�
iente de presi�on Cp(�) a lo largo del eje z obtenido 
on ambas formula
iones, dondela tenden
ia a la dispersi�on de la forma fuerte se mani�esta 
laramente mientras que laforma debilitada se muestra mu
ho m�as estable.



Cap��tulo 8M�etodo de paneles extendido
8.1 ResumenDesarrollamos un m�etodo de elementos de paneles extendido, para el problema linealizadode la resisten
ia de ola, para el 
aso del bar
o lento, donde el patr�on de olas 
on sentidof��si
o es 
apturado mediante la estrategia 
l�asi
a de un esquema en diferen
ias 
uasi-Dawson, orientado 
ontra-
orriente.8.2 Introdu

i�onEn la formula
i�on poten
ial para el patr�on de olas generado por un bar
o lento surge unadi�
ultad rela
ionada 
on la presen
ia de una super�
ie libre 
on 
ondi
iones de borde
inem�ati
as y din�ami
as no lineales. La forma 
l�asi
a para tratar num�eri
amente los prob-lemas no lineales es resolver una se
uen
ia de problemas lineales, donde esperamos quesus solu
iones 
onvergan a la solu
i�on del problema original. En nuestro 
aso la posi
i�onde la super�
ie libre es tambi�en parte de las in
�ognitas del problema. A 
ontinua
i�on
onsideremos someramente el problema general y luego nos 
on
entraremos en el prob-lema linealizado, que lo resolveremos mediante un m�etodo de paneles extendido, en elsentido de ser una extensi�on del m�etodo de paneles est�andar para super�
ies �jas, de-sarrollado originalmente para la dis
retiza
i�on de la formula
i�on integral de Morino para
ujo poten
ial subs�oni
o.8.3 El m�etodo de Newton RaphsonRe
ordemos que en el m�etodo de paneles est�andar �uni
amente 
onsideramos super�
ies�jas. Por ello, si la posi
i�on de la super�
ie libre fuera 
ono
ida, enton
es podr��amos119



8.3. El m�etodo de Newton Raphson 120emplear este m�etodo para obtener el 
ampo poten
ial a partir de la resolu
i�on de unsistema algebrai
o lineal de la forma A� = C�, donde � es el ve
tor de los poten
iales deperturba
i�on en los 
entroides de los paneles, � es el ve
tor de los 
ujos de masa a trav�es delos paneles, A;C son las matri
es de in
uen
ia dipolar y monopolar entre todos paneles,respe
tivamente, donde ambas son en general llenas y no sim�etri
as. Como el ve
tor de
ujos � lo 
ono
emos a partir de la 
ondi
i�on de borde \
inem�ati
a" para la velo
idaden los borde de 
ujo, que en el 
ujo poten
ial signi�
a la 
ondi
i�on de resbalamiento(velo
idad normal nula), enton
es el problema num�eri
o se redu
e a resolver el sistemade e
ua
iones para el ve
tor poten
ial �. Ahora bien, en realidad no sabemos d�ondeest�a la super�
ie libre, por lo que tenemos un 
onjunto adi
ional de in
�ognitas dadas porlas eleva
iones � de los nodos pertene
ientes a la super�
ie libre, los 
uales ajustan suposi
i�on bajo la a

i�on del 
ampo gravitatorio terrestre de intensidad g. Pero adem�as, los
oe�
ientes de intera

i�on dependen de la geometr��a de los paneles, en sus distan
ias y�angulos de vistas relativos, de modo que el sistema previo deber��amos rees
ribirlo ahoraen la forma A(�)� = C(�)�(�), y tendremos que agregar la 
ondi
i�on de ajuste en laposi
i�on de la super�
ie libre, dada por la e
ua
i�on de Bernoulli (
ondi
i�on de bordedin�ami
a), que en forma dis
reta la podemos poner en la forma R(�; �) = 0. Ahora estase
ua
iones de�nen un sistema no lineal en el par f�; �g que debemos resolver 
on unm�etodo apropiado. A 
ontinua
i�on veremos dos op
iones para ello mediante el m�etodode Newton Raphson, primero en una versi�on dis
reta, y luego otra en el 
ontinuo.8.3.1 El m�etodo de Newton Raphson dis
retoDesde que la primera e
ua
i�on es lineal en �, un m�etodo iterativo simple basado en laitera
i�on de punto �jo podr��a ser la siguiente:1) Elegir un 
ampo de eleva
i�on ini
ial: �0, n 02) Computar el 
ampo poten
ial �n a partir de:A(�n)�n = C(�n)�(�n) (8.1)3) Computar la nueva posi
i�on de la super�
ie libre resolviendo para �n+1 a partir de:R(�n+1;�n) = 0 (8.2)4) Si no 
onverge: n n+ 1, volver a 2)Esta estrategia es simple e involu
ra s�olo peque~nas modi�
a
iones al 
�odigo de panelesest�andar, pero exhibe muy bajas tasas de 
onvergen
ia a�un para muy peque~nas eleva-
iones, en 
uyo 
aso el sistema es 
asi lineal. Enton
es, en primera instan
ia podr��amosproponer en su reemplazo un algoritmo basado en Newton Raphson, donde el 
�omputo
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Figura 8.1: M�etodo del 
ujo de transpira
i�on.de los in
rementos de f��n+1;��n+1g deber��an obtenerse de una e
ua
i�on matri
ial dela forma " A (�A=��)�(�R=��) (�R=��) #n "��n+1��n+1 # = � "A(�)� = C(�)�(�)R(�;�) #n (8.3)8.3.2 El m�etodo de Newton Raphson en el 
ontinuoOtra posibilidad es proponer un esquema de Newton Raphson para las \e
ua
iones del
ontinuo" y luego dis
retizar ese sistema. El sistema resultante es diferente del anterior,porque la dis
retiza
i�on y la solu
i�on de Newton-Raphson no 
onmutan, y nos muestra
iertas ventajas. Primero, la formula
i�on resultante es por lejos mu
ho m�as simple, 
omoluego veremos. Segundo, el n�umero de in
�ognitas en el sistema de Newton-Raphson\dis
reto" es 2np + nb donde np es el n�umero de paneles en la super�
ie libre y nb esel n�umero de paneles sobre la super�
ie mojada de la nave, mientras que en el sistemade Newton Raphson \en el 
ontinuo" el n�umero de in
�ognitas es simplemente np + nb.Desde que en general, np > nb y en un gran n�umero de 
asos np � nb, esta variante \enel 
ontinuo" permite un signi�
ativo ahorro en los re
ursos 
omputa
ionales, y es la queadoptaremos. Ahora supongamos un pro
eso iterativo donde en su etapa l disponemos elpar aproximado (�; �)l, para el poten
ial total � y para la eleva
i�on �. Como es usual enlos m�etodos iterativos, esperamos que el par de la itera
i�on siguiente (�; �)l+1 sea 
er
anoa (�; �)l, y esto nos permite introdu
ir la expansi�on a primer orden en los in
rementos( " = �l+1 � �l"� = � l+1 � � l . (8.4)Para ha
er primero Netwon Raphson en el 
ontinuo y luego dis
retizar, ne
esitamosobtener e
ua
iones lineales para el in
remento de poten
ial  , 
uando una peque~na per-turba
i�on en el in
remento de altura � en la super�
ie libre es produ
ida. Como ambasfun
iones �l+1;l son arm�oni
as, y 
on 
ondi
iones de borde tipo Neumann homog�eneas enlas super�
ies mojada de la nave y al in�nito, y esos bordes no 
ambian de posi
i�on 
on
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i�on en la super�
ie libre, es 
laro que esas e
ua
iones tambi�en se apli
an alin
remento  . Lo �uni
o que 
ambia es la posi
i�on de la super�
ie libre y para dar 
uentade ese 
ambio podemos introdu
ir un 
ujo de transpira
i�on �0 en la 
ondi
i�on de bordede la super�
ie libre, para el in
remento  , 
ujo asimilable tambi�en a una t�e
ni
a de ex-pansi�on asint�oti
a. Este 
ujo es un t�ermino fuente que se obtiene a partir de la itera
i�onanterior. Su nombre responde a una interpreta
i�on hidrodinami
ista, y lo podemos 
om-prender intuitivamente a partir de la �gura 8.1. Denotemos 
on ul la velo
idad en laitera
i�on l, 
orrespondiente a una posi
i�on de la super�
ie libre dada por � l. Enton
es,una peque~na perturba
i�on en la posi
i�on de la super�
ie libre �� la podemos simularagregando un 
ujo de emisi�on en aquellos puntos donde la nueva posi
i�on � l+1 = � l + �tiende a separarse de la vieja posi
i�on � l, mientras que tenemos que agregar un 
ujo desu

i�on en aquellos puntos donde � l+1 tiende a aproximarse a � l.8.4 M�etodo de panelesLa solu
i�on por paneles pro
ede en dos etapas prin
ipales. Primero resolvemos el problemade 
ujo b�asi
o. Segundo, resolvemos el problema de 
ujo perturbado en 
ada velo
idad.Para ambas etapas empleamos la misma malla de paneles, donde la por
i�on de super�
ielibre 
oin
ide 
on el plano de equilibrio hidrost�ati
o (plano z = 0). La malla de paneleses una poli�edri
a de 
aras planas �n = �p [ �b, donde �p es la submalla 
on np panelessobre una por
i�on �nita de la super�
ie libre �F , y �b es la submalla 
on nb paneles sobrela super�
ie mojada de la nave. El n�umero total de paneles a
tivos es n = np + nb yusualmente tendremos np � nb. La numera
i�on de los paneles ser�a 
orrelativa para un
�omodo tratamiento por sub-matri
es, 
omenzando 
on la super�
ie libre �p y luego 
onla nave �b. Empleamos una formula
i�on de paneles de bajo orden para ambos 
asos,
on 
olo
a
i�on en los 
entroides de los paneles para obtener un sistema de e
ua
ionesalgebrai
as linealizado, donde las matri
es del sistema son 
uadradas i) de dimensi�onN = n en el problema del 
ujo b�asi
o, y de dimensi�on N = n + 2ny en el problema de
ujo perturbado, 
on ny � n.8.4.1 M�etodo de paneles para el 
ujo b�asi
oEl sistema de e
ua
iones por el m�etodo de paneles para el 
ujo b�asi
o puede es
ribirse
omo H0�0 = b0, donde H0 es la matriz del sistema, �0 = ��0 es el ve
tor bipolarevaluado en los 
entroides de los n paneles, igual a menos el ve
tor de los poten
iales deperturba
i�on �0 = [�0(x1) �0(x2) ::: �0(xn) ℄T ; (8.5)
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tor fuente, donde el supra��ndi
e indi
a 
antidades aso
iadas 
on el 
ujob�asi
o. La matriz del sistema H0 es la suma H0 = 1=2I + A, de la matriz identidad Ies
aleada y la matriz de in
uen
ia bipolar A. El ve
tor fuente b0 = C�0, es el produ
tode la matriz de in
uen
ia monopolar C y el ve
tor de 
ujos�0 = [ �0(x1) �0(x2) ::: �0(xn) ℄T ; (8.6)obtenido por medio de la 
ondi
i�on de borde deslizante sobre las paredes s�olidas, dondela 
omponente normal de la velo
idad es nula, obteniendo �0(xj) = �uT0 (xj)n(xj) paraj = 1; 2; :::; n, donde n(xj) es el versor normal j orientado ha
ia la 
ara mojada. Lasmatri
es de in
uen
ia bipolar y monopolar Aij; Cij est�an dadas por las integrales desuper�
ieAij = 14� Z� d�j rTijnjr3ij and Cij = 14� Z� d�j 1jrijj para i; j = 1; 2; :::; n ; (8.7)donde rij = jxi � xjj es la distan
ia entre el 
entroide xi y el punto de integra
i�on xjsobre la super�
ie del panel j, y x = (x; y; z). El sistema matri
ial para el problema del
ujo b�asi
o puede des
omponerse 
omo"App ApbAbp Abb # "�0p�0b # = "Cpp CpbCbp Cbb # "�0p�0b # ; (8.8)donde Aii;Cii son los bloques de auto-in
uen
ia, Aij;Cij 
on i 6= j son los bloques dea
oplamiento.8.4.2 M�etodo de paneles para el 
ujo perturbadoPara el problema de 
ujo perturbado todas las super�
ies permane
en �jas, de modo queempleamos la misma malla y es
ribimos un sistema matri
ial similar"App ApbAbp Abb # "�p�b # = "Cpp CpbCbp Cbb # "�p�b # ; (8.9)la 
ondi
i�on de borde tipo Neumann es nula sobre la nave �b = 0 mientras que sobre lasuper�
ie libre �p = Dpp�p + f ; (8.10)donde Dpp = diag(Di), 
on Di = D(xi), es la matriz de super�
ie libre y fi = f(xi) es elve
tor forzante. Reemplazando �p y �b y reordenando" (App �CppDpp) Apb(Abp �CbpDpp) Abb # "�p�b # = "CppfCbpf # ; (8.11)en este sistema falta introdu
ir las 
ondi
iones de radia
i�on desde que sin las mismas (osin esquemas en 
ontra
orriente), el problema hidrodin�ami
o permane
e in
ompletamenteformulado.
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y

xFigura 8.2: Vista xy de la mitad superior de la malla M1 
on 37 � 14 paneles sobre lasuper�
ie libre de referen
ia, y 154 paneles sobre el 
as
o.
y

x

+L/2-L/2

+B/2

-B/2Figura 8.3: Vista xy de la malla M1.8.5 C�omputo de la matriz de inye

i�onLa matriz del sistema extendido matri
ialmente la es
ribimos 
omo la suma H = A+ Z,dondeH(n; n) es la matriz del sistema, A(n; n) es la matriz de in
uen
ia dipolar, Z = CDes la matriz de inye

i�on, produ
to de la matriz de in
uen
ia monopolar C(n; np) yde la matriz de super�
ie (ampliada) D(np; n), donde su 
olumna dj es nula 
uandoj > np. Sus dimensiones respe
tivas son las indi
adas donde np + nb = n. Las matri
esde in
uen
ia A;C, dipolar y monopolar respe
tivamente, son en general llenas y no
z

x+L/2-L/2

-H

O

Figura 8.4: Vista xz de la malla M1.
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Figura 8.5: Vista yz de la malla M1.
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resultados con:
M : 672 paneles
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3

Modelo Wigley 1805 A

Experimentos de Shearer
con modelo fijo
Calculo de Dawson
con 484 paneles

Figura 8.6: Curva de resisten
ia para el Wigley, por paneles y 
uasi-Dawson.sim�etri
as, mientras que la matriz de super�
ie D es rala. De todos modos, la presen
iade la matriz monopolar C ha
e que la matriz de inye

i�on Z resulte tambi�en llena y nosim�etri
a. Por otra parte, debemos tener presente que i) las matri
es de in
uen
ia A;Cson re-
al
uladas en 
ada estado de velo
idad, porque o
upan un espa
io de memoriarelativamente muy grande para su alma
enamiento en dis
o, 
omo se dis
uti�o en el 
ap��tulo7, ii) las matri
es D;Z dependen del fa
tor de velo
idad �. Por esas dos razones, todaslas matri
es involu
radas tienen que ser re-evaluadas para 
ada velo
idad. Ahora bien,el tiempo �C para 
omputar la matriz monopolar C es mu
ho mayor que el tiempo �Dne
esario para la matriz de super�
ie D, porque la matriz monopolar C, adem�as de llena,involu
ra fun
iones tras
endentes, mientras que la matriz de super�
ie D es muy rala yde naturaleza algebrai
a. Por estas dos razones, podemos aprove
har la ralidad de D pararedu
ir el tiempo de 
�omputo �Z del produ
to Z = CD. Para este �n, desarrollemos a
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ontinua
i�on un pseudo
�odigo, en el 
ual nos 
onviene 
on
ebir 
ada matriz gen�eri
a X
omo formada por ve
tores 
olumna xj, que es la forma b�asi
a de 
�omputo en panelesest�andar, orientada ha
ia las t�e
ni
as de ve
toriza
i�on/paraleliza
i�on. Para la 
olumnagen�eri
a hj de la matriz del sistema ampliado H = A+Z tendremos hj = aj + zj, dondej es el ��ndi
e para el panel fuente, esto es, nos paramos sobre 
ada panel j, le imponemos
arga de super�
ie dipolar/monopolar unitarias, y 
al
ulamos el 
ampo medido en todoslos 
entroides, obteniendo sus ve
tores 
olumna dipolar/monopolar aj; 
j. Mientras quepara la matriz de inye

i�on Z = CD es el produ
to[ z1 :: zi :: zn ℄ = [ 
1 :: 
j :: 
n ℄ = [d1 :: di :: dn ℄ (8.12)donde dj = 0 
uando j > np, porque abandonamos la \super�
ie libre", y hemoselegido 
onservar el ��ndi
e 
om�un j para las 
olumnas aj; 
j, porque resulta 
onveniente
al
ularlas en forma simult�anea en un 
ierto lazo j. De este modo as�� aprove
hamos tantolas opera
iones geom�etri
as rela
ionadas 
on el panel fuente j, 
omo as�� tambi�en opera-
iones tras
endentes 
omunes, donde 
j lo obtenemos de aj mediante algunas opera
ionesve
toriales adi
ionales. Mientras que el ��ndi
e i nos permite obtener 
ada 
olumna zi dela matriz produ
to Z, mediante la serie de produ
tos (matriz-ve
tor)zi = Cdi ; i = 1; 2; :::; n (8.13)Para evaluar 
ada uno de ellos 
onsideremos previamente el produ
to matriz-ve
tor gen�eri
oy =Wx = [w1:::wj:::wn℄x (8.14)donde x;y son unos ve
tores de entrada y de salida, respe
tivamente, W es una matrizdada. Este produ
to lo podemos evaluar ve
torialmente en las 
olumnas wj en la formay = w1x1 +w2x2 + ::: +wjxj + ::: +wnxn (8.15)Usemos este 
�omputo ve
torizado en 
ada 
olumna zizi = 
1d1k + 
2d2k + :::+ 
jdjk + :::+ 
ndnk ; i = 1; 2; :::; n (8.16)su pseudo
�odigo lo podr��amos es
ribir 
omo,do i = 1; 2; :::; nzi  0do j = 1; 2; :::; nobtain: 
j; djizi  zi + 
jdji
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i�on 127end jend iPero ha
erlo en ese orden no es 
onveniente, porque evaluamos toda la matriz C para
ada 
olumna zi; i = 1; 2; ::; n, de modo que en total la re
al
ular��amos n ve
es, y esto esinadmisible. Si probamos en invertir los lazos i; j tendremos,do j = 1; 2; :::; nobtain: 
jdo i = 1; 2; :::; nobtain: djizi  zi + 
jdjiend iend jAhora el 
osto es el 
�omputo reiterado de dji porque, en una 
on
ep
i�on por diferen-
ias �nitas, debemos re
omputar la estrella de 
oe�
ientes para el panel i en lugar delpanel fuente j, pero es un pre
io muy barato porque involu
ra un re
�al
ulo 
on muypo
os 
oe�
ientes. Por ejemplo, en el 
aso de 
uasi-Dawson, unos seis por 
ada i 
uandomu
ho. Es de
ir, la naturaleza muy rala de la matriz de super�
ie D 
omparada 
onla matriz monopolar llena C, justi�
a por lejos esta inversi�on de lazos. En resumen, unpseudo
�odigo para los m estados de velo
idad en donde para 
ada estado k 
omputamoss�olo una vez las matri
es de in
uen
ia A;C, y re
omputamos ns ve
es la matriz de super-�
ie D, donde ns es el n�umero de elementos de la estrella del operador derivada segundaadoptado (de bajo o alto orden) 
on ns � n, lo es
ribimos en la formado k = 1; 2; :::; mH 0s 0b bkdo j = 1; 2; :::; nobtain: aj; 
jhj  hj + ajdo i = 1; 2; :::; nsobtain: djihi  hi + 
jdjiend iend jsolve: Hs = b�k  s
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B y

x

η F =0.400n Modelo Wigley 1805 A

19  28' desde la
proa (analitico)Figura 8.7: Isol��neas de eleva
i�on � para Fn = 0:40 en la mallaM3 (punto B), por panelesy 
uasi-Dawson.end k8.6 Cuasi-Dawson en la matriz de super�
ieUna versi�on dis
reta para el operador es
alar rTu0uT0r la podemos obtener en difer-entes formas, por ejemplo, por diferen
ias o elementos �nitos o por nube de puntos, peroen 
ualquier 
aso, tendr�a una estrella de 
oe�
ientes 
ompa
ta, de modo que la matrizde super�
ie ser�a bastante rala. Luego, el 
osto 
omputa
ional de evaluar el produ
tomatri
ial CD 
on la matriz monopolar C densa, no ser�a tan 
ostoso si las opera
ionesson reordenadas 
onvenientemente, 
omo se dis
uti�o en el punto anterior. Los esquemasen 
ontra-
orriente, 
omo los de tipo 
uasi-Dawson, son usualmente introdu
idos en lamatriz de super�
ie libre Dpp. El m�etodo de Dawson para el operador de super�
ie Ddis
reto, en una formula
i�on en poten
ial, lo es
ribimos 
on un esquema en diferen
ias�nitas de quinto orden, no 
entrado y orientado 
ontra-
orriente. En una malla de paso
onstante hx, los 
oe�
ientes de la estrella respe
tiva sonD�i = 5�i � 14�i+1 + 14�i+2 � 6�i+3 + 1�i+42h2x (8.17)
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Figura 8.8: Isol��neas de eleva
i�on � para Froude Fn = 0:60 en la mallaM3 (punto D), porpaneles y 
uasi-Dawson.8.7 Ejemplo num�eri
oConsideramos el 
as
o Wigley, modelo 1805 A. La super�
ie para la mitad de su 
arenaest�a dada por (Dawson, 1977):y� = �(3=4)(1� x2=64)(1� 0:6x2=64)(1� z2) ; (8.18)donde �8 � x � +8 y �1 � z � 0. Adimensionalizando�� = �(1� �2)(1� 0:6�2)(1� �2) (8.19)donde � = 2x=L, � = 2y=B, � = z=H. Por ejemplo, para la E
. (8.18) tendremos: esloraL = 16, manga B = 3=2 y 
alado H = 1. Su se

i�on media ~S y su volumen ~V 
al
uladosen el sistema de 
oordenadas naturales ~O(�; �; �) son, respe
tivamente,~S = 2 Z 10 d��+(0; �) = 4=3 ; (8.20)~V = 2� 2 Z 10 d� Z 10 d��+(�; �) ; (8.21)introdu
iendo la E
. (8.19) resulta~V = (8=3) Z 10 d�(1� 1:6�2 + 0:6�4) (8.22)es de
ir, ~V = (8=3)(1� 16=30 + 6=50) = 352=225 : (8.23)
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η F =0.700n
Modelo Wigley 1805 A

19  28' desde la
proa (analitico)Figura 8.9: Isol��neas de eleva
i�on � para Froude Fn = 0:70 en la mallaM3 (punto E), porpaneles y 
uasi-Dawson.Para volver al sistema 
oordenado original O(x; y; z) empleamos tanto la ja
obiana planarJ22 = LB=2 
omo la tridimensional J33 = LBH=4, resultandoS = J22 ~S = (2=3)BH ; (8.24)V = J33 ~V = (88=225)LBH ; (8.25)y el 
oe�
iente de forma prism�ati
o Cp para esta 
arena ser�aCp = VSL = 4475 � 0:587 ; (8.26)que 
orresponde a una de las 
arenas ensayadas por Shearer (eg. ver Wehausen, 1973).Retornando a la E
. (8.18) vemos que su se

i�on media es S = 16 y su volumen V =704=75 � 9:3867.Para la solu
i�on num�eri
a por el m�etodo de paneles extendido, hemos 
onsiderado tresmallas M1, M2, M3, las 
uales son estru
turadas sobre la super�
ie libre de referen
ia,donde M1 = 37 � 14 + 154, M2 = 33 � 28 + 198 y M3 = 37 � 26 + 234 paneles. En las�guras 8.2, 8.3, 8.4 y 8.5, mostramos la malla M1. El 
oe�
iente de resisten
ia de olaCw es mostrado en la �gura 8.6 donde: 1) resultados num�eri
os de Dawson informados
on 484 paneles, 2) experimentos de Shearer sobre el modelo �jo, 3) los obtenidos pornosotros 
on paneles y esquema 
uasi-Dawson. Finalmente en las �guras 8.7, 8.8 y 8.9,hemos gra�
ado las isol��neas de eleva
i�on para los n�umeros de Froude F = 0:40; 0:60; 0:70,donde adem�as hemos mar
ado la envolvente te�ori
a de 19 grados 29 minutos (ar
sin(1=3))para una 
arga de presi�on puntual.



Cap��tulo 9Condi
i�on de frontera DNL porelementos �nitos
9.1 ResumenEn este 
ap��tulo mostramos una implementa
i�on por elementos �nitos de la 
ondi
i�onde frontera absorbente Dis
reta No-lo
al (DNL), la 
ual es derivada por una an�alisisdire
to de las e
ua
iones en diferen
ias 
on 
oe�
ientes 
onstantes, suponiendo que lamalla es estru
turada unidimensionalmente en la dire

i�on longitudinal. El empleo de unesquema 
entrado para el operador de super�
ie nos permite una dis
retiza
i�on 
ompletapor elementos �nitos. La resisten
ia de ola es luego 
al
ulada mediante balan
es de 
ujos,pro
edimiento que es m�as exa
to y garantiza resisten
ias positivas.9.2 C�al
ulo del arrastre por amplitud de olaEs bien sabido que, si despre
iamos los fen�omenos disipativos, produ
to de la vis
osidaddel 
uido, enton
es toda la energ��a entregada por la embar
a
i�on para ven
er el arrastrede ola, es emitida 
omo un tren de ondas por gravedad que se dirige 
orriente abajo. Este

dF dF'
P P'

Figura 9.1: Cuerpo sim�etri
o dis
retizado 
on malla sim�etri
a.131
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f

~ e ~ eikx -ikx

x2
x1Figura 9.2: E
ua
i�on de Helmholtz 1D. C�al
ulo de la poten
ia emitida por la fuente f .
ujo de energ��a se propaga sin amortiguarse y por lo tanto se plantea la posibilidad de
al
ular el arrastre de ola sobre el 
uerpo estimando este 
ujo de energ��a en alg�un planotransversal 
orriente abajo del 
uerpo. Experimentalmente, esta es la forma en que se
al
ula la 
omponente de ola de la resisten
ia total, ya que, apli
ando un dinan�ometroa la embar
a
i�on en un 
anal experimental, s�olo llega a estimarse la 
omponente totaldel arrastre de ola. Ahora bien, la integra
i�on dire
ta de las fuerzas de presi�on sobre el
as
o suele dar a ve
es resisten
ias negativas. Este no es un problema rela
ionado 
onla super�
ie libre, sino que in
luso su
ede para el problema de 
ujo b�asi
o 
on super�
ie�ja (el problema de \
uerpo doble" o \
on gravedad in�nita"). Como es bien sabido,la resisten
ia produ
ida para el problema del 
uerpo doble (sin super�
ie libre) debe sernula. Sin embargo, por errores de dis
retiza
i�on, esto resulta en un valor no nulo, quedisminuye al re�nar. Ahora supongamos que el 
uerpo es sim�etri
o, y la malla utilizadatambi�en es sim�etri
a (�gura 9.1). Enton
es, el 
ampo de poten
iales de perturba
i�ondis
reto resultante ser�a antisim�etri
o y por lo tanto el 
ampo de presiones ser�a sim�etri
o(siempre a nivel dis
reto). Enton
es, la 
omponente de presi�on dF sobre un panel P se
ompensar�a 
on la de su sim�etri
o P 0 y la fuerza resultante total ser�a nula, a pre
isi�onde la m�aquina. Pero si la malla utilizada no es sim�etri
a, las 
ontribu
iones sobre partes
orrespondientes del 
uerpo no se 
ompensan totalmente y esto resulta en un arrastreresultante no nulo. Ahora bien, si una dada malla (no sim�etri
a para una geometr��asim�etri
a) da un arrastre positivo, la misma malla invertida (x ! �x) dar�a el mismafuerza pero de sentido 
ontrario, de manera que esto demuestra que siempre en general seobtendr�an por integra
i�on dire
ta resisten
ias no nulas de uno u otro signo. Este he
hono es tan 
ono
ido, debido a que el 
ujo poten
ial se utiliza generalmente para 
al
ular lasustenta
i�on (lift) y los momentos aerodin�ami
os. Mostraremos a 
ontinua
i�on un ejemplomuy simple, en el 
ual 
ierta propiedad integral puede 
al
ularse a partir del 
ujo a trav�esde los 
ontornos.
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ia emitida en la e
ua
i�on de HelmholtzConsideremos la e
ua
i�on de las ondas (
uerda vibrante) 1D�;tt = 
2�;xx + f(x; t) para �1 < x <1 ; (9.1)donde � es el desplazamiento transversal de la 
uerda, 
 la velo
idad de propaga
i�on delas ondas y f(x; t) un t�ermino forzante. La poten
ia entregada por el dispositivo quegenera el t�ermino forzante f es W = Z +1�1 �;tf dx . (9.2)Si suponemos que la dependen
ia temporal de f es arm�oni
a, es de
ir,f(x; t) = Ref̂(x)ei!t ; (9.3)enton
es, es de suponer que para t!1, la solu
i�on ser�a tambi�en arm�oni
a�(x; t) = Re�̂(x)ei!t . (9.4)Reemplazando la expresi�on (9.3) y (9.4) en (9.1) se llega a la siguiente e
ua
i�on transfor-mada �̂;xx + k2�̂ = �
�2f̂ ; (9.5)donde k = !=
 es el n�umero de onda 
ara
ter��sti
o. Esta es la e
ua
i�on de Helmholtz. Laexpresi�on para la poten
ia disipada esW = Z +1�1 Rei!�̂ei!tRef̂ ei!t dx= 14 i! Z +1�1 (�̂ei!t � �̂e�i!t)(f̂ ei!t + f̂ e�i!t) dx ; (9.6)donde x denota el 
omplejo 
onjugado de x. Ahora bien, estamos interesados m�as bien enla poten
ia disipada promediada sobre un largo per��odo de tiempo, o lo que es equivalente,sobre un 
i
lo T = 2�=!, tendremoshW i = 1T Z t0+Tt0 W dt= 14 i! Z +1�1 1T Z t0+Tt0 (�̂f̂ e2i!t + �̂f̂ � �̂f̂ � �̂f̂e�2i!t) dt dx= 14 i! Z +1�1 (�̂f̂ � �̂f̂) dx = �14 i! Z +1�1 2iIm�̂f̂ dx = 12! Z +1�1 Im�̂f̂ dx . (9.7)En lo que sigue omitiremos, por 
omodidad, el a
ento 
ir
un
ejo para denotar la 
ompo-nente arm�oni
a. Ahora multipliquemos la e
ua
i�on de Helmholtz (9.5) por � e integremos
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i�on de Helmholtz 134sobre x en un volumen de 
ontrol x1 < x < x2. La parte imaginaria del miembro dere
honos da la poten
ia disipada, y trabajando sobre la parte dere
ha obtenemosZ x2x1 �f dx = �
2 Z x2x1 �(�;xx + k2�) dx= �
2 Z x2x1 (��;x �;x + k2� �) dx� 
2 � �;x���x2x=x1= �
2 Z x2x1 (�j�;xj2 + k2j�j2) dx� 
2 � �;x���x2x=x1 . (9.8)Pero la integral del miembro dere
ho es real, de manera quehW i = g(x2)� g(x1) ; (9.9)donde el 
ujo de energ��a g(x) est�a de�nido 
omog(x) = �12!
2 Im� �x ; (9.10)de manera que, podemos 
omputar la poten
ia total emitida hW i de dos maneras esen-
ialmente diferentes:� Por integra
i�on dire
ta, seg�un e
ua
i�on (9.1-e).� Por el balan
e de energ��a en el 
ontorno, seg�un e
ua
iones (9.9) y (9.10).Si tomamos los extremos x1;2 del volumen de 
ontrol, fuera de la regi�on donde f 6= 0,enton
es, � debe ser 
ombinai
�on lineal de una onda que va ha
ia la dere
ha y otra queva ha
ia la izquierda, �(x) = ( aeikx + be�ikx para x � x1 ;
eikx + de�ikx para x � x2 ; (9.11)y enton
es para x � x1 tendremosg(x) = �12!
2Im��x= �12!
2Im(ae�ikx + be+ikx)ik(aeikx � be�ikx)= �12!2
Rejaj2 � jbj2 + bae2ikx � bae�2ikx = 12!2
(jbj2 � jaj2) : (9.12)An�alogamente, para x � x2 g(x) = 12!2
(jdj2 � j
j2) . (9.13)Re
ordemos que e�ikx representa una onda que va ha
ia la dere
ha, y eikx una que va ha
iala izquierda. De manera que g(x) resulta ser el 
ujo neto de energ��a ha
ia la dere
ha.
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Ω

n̂

Γ1

Γ fondo

Γnave

Γnave, arriba

Γ2
z

xFigura 9.3: Des
rip
i�on geom�etri
a, vista lateral.Pero si imponemos 
ondi
iones de 
ontorno de radia
i�on en los dos l��mites x ! �1,enton
es debe ser b = 
 = 0 y, por lo tanto, de (9.9), (9.12), (9.13), 
on
luimos quehW i = 12!2
 (jbj2 + jdj2) ; (9.14)y es 
laro que hW i > 0. Volviendo a nuestro problema de resisten
ia de ola, vemosla utilidad de bus
ar una expresi�on integral 
omo la en
ontrada para la e
ua
i�on deHelmholtz que nos garanti
e resisten
ias positivas. Adem�as, 
omo es de esperar queel arrastre se 
on
entre en los modos transversales de fre
uen
ia m�as baja, el arrastreresultar�a ser el produ
to de la integral de una fun
i�on suave en el \plano de medi
i�on"(o, mejor di
ho, \de observa
i�on"). Esto sugiere que el 
�al
ulo ser�a mu
ho m�as pre
isoque una integra
i�on dire
ta de las fuerzas de presi�on sobre el 
as
o. Por otra parte, lossiguientes pare
en ser requisitos indispensables para poder utilizar tal esquema:� El esquema num�eri
o NO debe ser disipativo.� Las 
ondi
iones de 
ontorno deben ser los m�as absorbentes posibles.Estos requisitos son plenamente satisfe
hos por el m�etodo propuesto.9.4 Semidis
retiza
i�onSupongamos que el dominio de resolu
i�on es de la forma
 = f x tal que (y; z) 2 
yz y �1 < x < +1 g� 
bar
o ; (9.15)y 
yz es un dominio a
otado por en
ima por la super�
ie libre y por debajo por una 
urvadada. Las e
ua
iones son8>><>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �1 [ �bar
o ;�n�+ g�1�xi �u0iu0j�xj�� = r sobre �libre . (9.16)Estamos interesados en aquella parte del dominio 
1, jxj > L donde ya no existe 
bar
oy u0 es pr�a
ti
amente 
onstante e igual a U1î, de manera que las e
ua
iones en esta
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 ;�n� = 0 sobre �1 [ �bar
o ;�n�+K�1�xx� = 0 sobre �libre ; (9.17)donde K = g=U21 > 0 es el n�umero de onda. Ahora hagamos una semi-dis
retiza
i�on enlas 
oordenadas yz, es de
ir, pongamos�(x; y; z) = N
apaXj=1 �jNj(y; z) ; (9.18)donde las fNj(y; z)g son las fun
iones de interpola
i�on para la dis
retiza
i�on por elementos�nitos de 
yz y N
apa el n�umero de nodos en 
ada 
apa. Reemplazando esto en (9.17),pesando 
on fun
iones de peso iguales a las de interpola
i�on (m�etodo de Galerkin) eintegrando por partes llegamos aM�;xx �K�+ Z�libreNj ���n d� = 0 ; (9.19)donde �libre es la frontera superior de 
yz, en general de la forma�libre = f todo (y; z) tal que z = 0 y jyj < Ly=2 g ; (9.20)donde M, K son matri
es de masa y del operador de Lapla
e, respe
tivamente, para laregi�on bidimensional 
yz, dadas porMjk = Z
yz Nj(y; z)Nk(y; z) dy dz ; (9.21)Kjk = Z
yz ryzNj(y; z) � ryzNk(y; z) dy dz . (9.22)Reemplazando (��=�n) de (9.17) llegamos a(M�K�1Mlibre)�;xx �K� = 0 ; (9.23)donde Mlibre es una matriz de masa de la super�
ie libreMlibre;jk = Z�libre Nj(y; 0)Nk(y; 0) dy ; (9.24)donde M y Mlibre son matri
es de�nidas positivas, mientras que K es semide�nidapositiva. Si imponemos una 
ondi
i�on Diri
hlet de la forma � = 0 en alg�un punto de�libre para eliminar el modo r��gido � = 
te, enton
es K es de�nida positiva. El sistema(9.23) es un sistema de E
ua
iones Diferen
iales Ordinarias (EDO) de segundo orden,
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Figura 9.4: Des
rip
i�on geom�etri
a, vista en planta.homog�eneo 
on 
oe�
ientes 
onstantes. Su solu
i�on puede ser obtenida por los m�etodos
l�asi
os bus
ando solu
iones de la forma�(x) = �0e�x . (9.25)Reemplazando en (9.23) llegamos al siguiente problema de autovalores(�2 ~M�K)�0 = 0 ; (9.26)donde ~M =M�K�1Mlibre . (9.27)Ahora 
onsideremos el 
aso donde la super�
ie no es libre, es de
ir, eliminando el segundot�ermino en (9.17). Como 
onse
uen
ia, desapare
e el segundo t�ermino que 
ontiene aMlibre en (9.27) y ~M = M es de�nida positiva. Puede verse enton
es que �2 > 0, ypor lo tanto los autovalores son de la forma � = �a, 
on a real, enton
es las solu
iones(9.25) son exponen
iales 
re
ientes o de
re
ientes, lo 
ual 
orresponde al 
ar�a
ter el��pti
odel operador de Lapla
e. Ahora bien, debido al signo negativo que afe
ta a Mlibre en(9.27) vemos que esto tiene un efe
to desestabilizante y para valores de K su�
iente-mente grandes apare
eran autovalores �2 < 0 de manera que � = �ik 
on k real. Estosautovalores 
orresponden a las \ondas par�asitas" y, por lo tanto, a la genera
i�on de la\resisten
ia de ola". En este 
ap��tulo desarrollaremos una expresi�on que nos permita 
al-
ular la resisten
ia de ola, a partir de la amplitud de las olas aguas abajo en un 
ontextode m�etodo num�eri
o tipo elementos �nitos y diferen
ias �nitas, 
ontinuando lo dis
utidoen el 
ap��tulo 5.9.5 Resisten
ia de ola por 
ujo de momentoConsideremos el 
ujo alrededor de una embar
a
i�on 
omo se muestra en las �guras 9.3 y9.4. Suponemos que �ent/sal son planos x = 
te, �fondo es un plano z = 
te y �lat a y =
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te. En esta se

i�on no haremos ninguna suposi
i�on en lo que respe
ta a linealiza
iones yobtendremos una expresi�on para la resisten
ia de ola en la 
ual s�olo apare
en expresionesque pueden interpretarse 
omo el 
ujo de momento seg�un x a trav�es de super�
ies de
ontrol. Las e
ua
iones que rigen tal 
ujo poten
ial son8>>>>><>>>>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �bar
o + �SL + �fondo ;�n� = U1 sobre �ent/sal ;(1=2)�U2 + �g� = (1=2)�U21 sobre �SL ; (9.28)donde U2 = (r�)2. La resisten
ia de ola sobre la embar
a
i�on puede obtenerse 
omoFx = Z�bar
o+�bar
o,arriba pnxdS ; (9.29)donde dS es el diferen
ial de super�
ie sobre el 
uerpo y n̂ la normal interior a 
, p es lapresi�on y se obtiene de la e
ua
i�on de Bernoullip+ 12�(r�)2 + �gz = p1 + 12�U21 ; (9.30)de la 
ual (9.27.d) es un 
aso parti
ular en la super�
ie libre. Pero sobre la super�
ie del
uerpo no mojada debe ser p = p1 = presi�on atmosf�eri
a. Adem�asZ�bar
o+�bar
o,arriba p1nxdS = Z�bar
o+�bar
o,arriba(p1êx) � n̂dS= � Z�bar
o+�bar
o,arribar � (p1êx)dS = 0 ; (9.31)ya que p1 = 
te y �bar
o + �bar
o,arriba es una super�
ie 
errada. De manera queFx = Z�bar
o+�bar
o,arriba pnxdS � Z�bar
o+�bar
o,arriba p1nxdS= Z�bar
o(p� p1)nxdS ; (9.32)porque �bar
o+�bar
o,arriba es una super�
ie 
errada. Ahora bien, la super�
ie �ent/sal+�fon/lat+�SL+�bar
o es una super�
ie 
errada (el 
ontorno del dominio 
), de maneraque podemos apli
ar el teorema de la divergen
ia de la siguiente maneraZ�ent/sal+�fon/lat+�SL+�bar
o[(p� p1)êx℄ � n̂dS == Z
r � [(p� p1)êx℄ d
 = Z
 �p�x d
 . (9.33)
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xx=+Lx=-L

Figura 9.5: El 
ujo de momento G 
omo fun
i�on de x.Pero êx � n̂ = 0 en �fon/lat, y p = p1 en �SL de manera queFx = � Z�ent/sal(p� p1)nxdS + Z
 �p�x d
 . (9.34)Pero, de la e
ua
i�on de Bernoulli�p�x = ��x [p1 + 12�(U21 � U2)� �gz℄ = �12� ��xUiUi = ��Ui�Ui�x = ��Ui �2��x�xi= ��Ui �2��xi�x = ��Ui��Ux�xi = ���UiUx�xi = ��r � (UxU) ; (9.35)y enton
es Z
 �p�x d
 = �� Z
r � (UxU) d
= �� Z�ent/sal+�fon/lat+�SL+�bar
o UxU � n̂dS = �� Z�ent/sal U2xdS ; (9.36)ya que U � n̂ = 0 en todas las fronteras, menos �ent/sal y la normal a �ent/sal es êx.Finalmente, reemplazando en (9.34)Fx = � Z�ent/sal(p� p1 + �U2x)nxdS . (9.37)Esto puede ponerse tambi�en 
omoFx = G(xent)�G(xsal) ; (9.38)
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LyFigura 9.6: La super�
ie de salida �sal.donde G(x) puede ser 
laramente identi�
ado 
on el 
ujo total de momento que pasa atrav�es de la se

i�on �x, donde �x es la se

i�on del 
anal a x = 
te,G(x) = Z�x(p� p1 + �U2x) dz dy . (9.39)Ahora bien, manteniendo xent = 
te y variando xsal vemos que, 
omo Fx debe ser 
on-stante, enton
es G(x) debe ser 
onstante para xsal > L. El mismo razonamiento, indi
aque G(x) = 
te para xent < �L. De manera que G(x) debe tener un 
omportamiento
omo indi
a la �gura 9.5, es de
ir, el salto en G(x) al pasar de aguas abajo a aguas arribarepresenta la resisten
ia de ola sobre la embar
a
i�on.9.6 Versi�on linealizada del 
ujo de momentoBus
amos ahora una versi�on linealizada de (9.39), de tal manera que la integral sobre �xsea reemplazada por una sobre �0, que es aquella parte de �x por debajo de la super�
iede referen
ia z = 0. Por la e
ua
i�on de Bernoulli tendremosp� p1 + �U2x = 12�(U21 � U2)� �gz + �U2x= 12�(U21 + U2x � U2y � U2z )� �gz . (9.40)Ahora suponemos que x est�a su�
ientemente alejado de la embar
a
i�on 
omo para poderponer 8><>:Ux = U1 + uxUy = uyUz = uz ; (9.41)donde u2 = u2x + u2y + u2z � U21. Enton
esp� p1 + �U2x = 12�(2U21 + 2U1ux + u2x � u2y � u2z)� �gz =
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ujo de momento 141= 12�[2U1(U1 + ux) + u2x � u2y � u2z℄� �gz = 12�(2U1Ux + u2x � u2y � u2z)� �gz ; (9.42)y reemplazando en (9.39)G(x) = Z�x �12�(2U1Ux + u2x � u2y � u2z)� �gz� dS . (9.43)Consideremos la 
ontribu
i�on del primer t�ermino�U1 Z�x UxdS = U1 _M = 
te ; (9.44)que no depende de x ya que _M es el 
ujo m�asi
o a trav�es de �x. Lo mismo o
urre si
onsideramos la integral del t�ermino de presi�on hidrost�ati
a �gz integrado sobre aquellaparte �0 de la super�
ie de referen
ia z = 0 (ver �gura 9.6) esto da una 
onstanteindependiente de x. Ahora bien, 
omo en la expresi�on para la resisten
ia de ola (9.38)apare
en diferen
ias de G(x), una 
onstante es irrelevante y por lo tantoG(x) = 12� Z�x(u2x � u2y � u2z)dS � �g Z +Lyy=�Ly Z �z=0 z dz dy + 
te . (9.45)El segundo t�ermino representa la integral de la presi�on hidrost�ati
a sobre Æ� y puede serevaluado expl��
itamente 
omoZ +Lyy=�Ly Z �z=0 z dz dy = Z +Lyy=�Ly 12�2 dy . (9.46)Finalmente, suponiendo que estamos su�
ientemente lejos de la embar
a
i�on, � es su�-
ientemente peque~no de manera que podemos reemplazar la integral del primer t�erminoen (9.45) por la integral sobre el �area bajo la super�
ie de referen
ia. Con
retamente,bajo la aproxima
i�on de bar
o delgado de espesor O(�), tenemos que �; uj = O(�). Demanera queZ�x(u2x � u2y � u2z)dS = Z�0(u2x � u2y � u2z)dS + ZÆ�(u2x � u2y � u2z)dS= Z�0(u2x � u2y � u2z)dS +O(�3) . (9.47)Finalmente, la versi�on linealizada bus
ada esG(x) = 12� Z�0(u2x � u2y � u2z)dS � 12�g Z +Lyy=�Ly �2 dy + 
te . (9.48)N�otese que, de a
uerdo a lo dis
utido previamente, ambos t�erminos son O(�2), lo 
uales 
oherente 
on el he
ho bien 
ono
ido de que, en la aproxima
i�on de bar
o delgado laresisten
ia de ola es propor
ional al 
uadrado de la manga. Sin embargo, la expresi�on quehemos desarrollado aqu�� no es apli
able s�olo bajo la aproxima
i�on de bar
o delgado. Lasuposi
i�on u2 � U21 es v�alida tambi�en para bar
os an
hos, a una distan
ia su�
ientementelejos aguas abajo de la embar
a
i�on.
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a 1429.7 Implementa
i�on num�eri
aAhora apli
aremos la expresi�on (9.48) al sistema puesto en la forma (9.23) y subsiguientes.Re
ordemos que ux = ���x = N
apaXj=1 _�jNj(y; z) ;uy = ���y = N
apaXj=1 �j ��yNj(y; z) ;uz = ���z = N
apaXj=1 �j ��zNj(y; z) ; (9.49)de manera que podemos identi�
ar 
ada uno de los t�erminos en (9.48) 
omoZ�0 u2x dy dz = Z�0 ���x ���x dy dz= Z�0 264N
apaXj=1 _�jNj(y; z)375 264N
apaXk=1 _�kNk(y; z)375 dy dz= N
apaXj;k=1 _�j _�k Z�0 [Nj(y; z)Nx(y; z) dy dz℄ = N
apaXj;k=1 Mjk _�j _�k = _�TM _� . (9.50)Similarmente Z�0(u2y + u2z) dy dz = Z�0(ryz�) � (ryz�) dy dz= Z�0 264N
apaXj=1 �jryzNj(y; z)375 � 264N
apaXk=1 �kryzNk(y; z)375 dy dz= N
apaXj;k=1 �j�k Z�0[ryzNj(y; z)℄ � [ryzNx(y; z)℄ dy dz = �TK� ; (9.51)y Z +Lyy=�Ly �2 dy = (U1=g)2 Z +Lyy=�Ly " ���x �����z=0#2 dy = (U1=g)2 _�TMlibre _� . (9.52)Reemplazando estas expresiones en (9.48)G(x) = 12� h _�(M�K�1Mlibre) _�� �K�i+ 
te = 12� h _� ~M _�� �K�i+ 
te : (9.53)
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a 143Ahora bien, resolviendo el problema de autovalores (9.26, 9.27) y retomando la dis
usi�onen 
uanto al tratamiento de los modos hip�erboli
os y el��pti
os, podemos poner la solu
i�onaguas abajo de la embar
a
i�on (x > L) 
omo�(x) = Xj;elipaj�je��jx + Xj;hipe�j(bje+ikjx + 
je�ikjx) para x > L ; (9.54)mientras que aguas arriba (x < �L), se puede plantear un desarrollo similar pero sinmodos hiperb�oli
os y 
on los signos de las exponen
iales invertidos�(x) = Xj;elipaj�je+�jx para x < �L . (9.55)En ambas expresiones la suma sobre \j el��pti
o" signi�
a suma sobre los modos el��pti
os,esto es, 1 � j � Nhip y suma sobre \j hiperb�oli
o" signi�
a suma sobre los modoshiperb�oli
os, esto es Nhip+1 � j � N
apa. Los 
oe�
ientes en el desarrollo son aj; bj; 
j,y pueden obtenerse a partir del ve
tor � a trav�es de la matriz de 
ambio de base S, donde�j; kj se suponen reales y positivos. Por 
omodidad pondremos los modos hiperb�oli
os enforma de una sinusoide 
on una fase, es de
ir,�(x) = Xj;elipaj�je��jx + Xj;hipe bj�j sin(kjx+ 
j) . (9.56)Su derivada 
on respe
to a x es_� = � Xj;elip�jaj�je��jx + Xj;hipekjbj�j 
os(kjx + 
j) ; (9.57)y K� = Xj;elipajK�je��jx + Xj;hipe bjK�j sin(kjx + 
j)= Xj;elip�2jaj ~M�je��jx � Xj;hipek2j bj ~M�j sin(kjx + 
j) ; (9.58)donde hemos usado (9.25) y el he
ho que �2 = �k2j para los modos hiperb�oli
os. Comoes 
ono
ido, los autove
tores �j son ortogonales entre s�� 
on respe
to a la matriz demasa ~M. En los problemas usuales transmisi�on del 
alor o din�ami
a de estru
turas, ~Mes de�nida positiva, por lo tanto puede ser interpretada 
omo una m�etri
a, y vT ~Mw
omo un produ
to interno en IRN
apa, pero debemos re
ordar que en este problema~M es sim�etri
a pero no ne
esariamente de�nida positiva. Sin embargo la ortogonalidadentre los autove
tores del problema sigue siendo v�alida. Supongamos primero que no hayautovalores m�ultiples, es de
ir que todos los autovalores �2j de (9.25) son diferentes entres��. Enton
es K�j = �2j ~M�jK�k = �2k ~M�k . (9.59)
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a 144Multipli
ando la primera e
ua
i�on por �Tk y la segunda por �Tj�TkK�j = �2j�Tk ~M�j�Tj K�k = �2k�Tj ~M�ky restando la transpuesta de la segunda a la primera, re
ordando queK y ~M son sim�etri
as(�2j � �2k)�Tk ~M�j = 0 ; (9.60)pero, 
omo hemos supuesto que los autovalores son distintos,�Tk ~M�j = 0 . (9.61)Cuando hay dos autovalores m�ultiples, se demuestra que el subespa
io expandido por losautove
tores 
orrespondientes a un dado autovalor es invariante y por lo tanto se puedeelegir una base ortogonal dentro de ese subespa
io. Reemplazando (9.56, 9.57) en (9.53),todos los t�erminos 
ruzados desapare
en y�TK� = Xj;elip�2ja2je�2�jx(�Tj ~M�j)= � Xj;hipek2j b2j sin2(kjx+ 
j)(�Tj ~M�j)�T ~M� = Xj;elip�2ja2je�2�jx(�Tj ~M�j)+ Xj;hipe k2j b2j 
os2(kjx+ 
j)(�Tj ~M�j) ; (9.62)y reemplazando en (9.53)G(x) = 12� Xj;hipek2j b2j(�Tj ~M�j) + 
te= �12� Xj;hipe b2j(�Tj K�j) + 
te para x > L . (9.63)Esto 
omprueba la asevera
i�on que hab��amos he
ho despu�es de la e
ua
i�on (9.39), 
onrespe
to a que G deb��a ser 
onstante aguas abajo de la embar
a
i�on. Se puede mostrarde la misma forma, que G(x) = 
te para x < �L y por lo tanto,Fx = 12� Xj;hipe b2j(�Tj K�j) > 0 . (9.64)Ahora bien, 
ada uno de los t�erminos de la sumatoria en (9.63.b) es positivo ya que K(la matriz de ��yz del operador de Lapla
e en 2D) es de�nida positiva. Esto demuestraque esta forma de 
al
ular la resisten
ia de ola dar�a siempre un valor positivo.
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ientes bj 1459.8 C�omputo de los 
oe�
ientes bjResta expli
ar 
�omo obtener las amplitudes de los modos hiperb�oli
os bj a partir dela solu
i�on. Resolviendo el sistema de e
ua
iones se obtienen valores nodales de �j ytomamos los valores en dos 
apas adya
entes k y k + 1 en aquella regi�on k � M dondeya la solu
i�on es de la forma (9.54), pero en su versi�on dis
reta�k = Xj;elipaj�j(�j)k + Xj;hipe�j h
j(�j)+k + dj(�j)�ki ; (9.65)donde hemos vuelto a la forma exponen
ial 
ompleja. Los �j; �j en esta e
ua
i�on 
orre-sponden a 8<: �j = bj �qb2j � 1 para j elipti
o (jbjj > 1)�j = bj + iq1� b2j para j hiperb�oli
o (jbjj � 1; ) (9.66)y puede veri�
arse que �j es real y j�jj < 1 y �j es 
omplejo, 
on j�jj = 1. Enton
es,tomando la 
omponente k-�esima de apli
ar S�1 a (9.65) obtenemos(
j�+k + dj��k) = sk = 
omponente j de (S�1�k) ; (9.67)y tomando las e
ua
iones para k; k + 1, tenemos dos e
ua
iones 
on dos in
�ognitas para
j; dj " (�j)k (�j)�k(�j)k+1 (�j)�(k+1) # " 
jdj # = " sksk+1 # . (9.68)El determinante del sistema esdet " (�j)k (�j)�k(�j)k+1 (�j)�(k+1) # = (�j)�1 � �j= b� iq1� b2j � hb + iq1� b2ji = �2iq1� b2j 6= 0 ; (9.69)ya que jbjj < 1. Una vez hallados 
j; dj, la amplitud m�axima del modos bj, ne
esaria para
al
ular la resisten
ia de ola por (9.64) puede obtenerse deb2j = 
2j + d2j . (9.70)9.9 Solu
i�on num�eri
a del sistema de e
ua
ionesComo hemos visto las 
ondi
iones de 
ontorno absorbentes propuestas involu
ran, enel 
aso hiperb�oli
o, un pasaje de un 
ierto n�umero de e
ua
iones desde la frontera aguasabajo ha
ia la frontera aguas arriba. Esto tiene una 
onse
uen
ia pr�a
ti
a muy importante
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a del sistema de e
ua
iones 146desde el punto de vista de la resolu
i�on num�eri
a del sistema de e
ua
iones. Primero,veamos que el sistema puede ponerse en la forma2666666666666664
G1 G2 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 00 A �2B A0 G3 0 : : : 0 G4 G5

3777777777777775�
� 2666666664�

�(M+1)��M...�M�M+1
3777777775 = 2666666666664

0F�M+1...FM�100
3777777777775 . (9.71)

Re
u�erdese que suponemos Fj = 0 para jjj � M). Todas las matri
es en (9.71) son
uadradas de N
apa�N
apa. Los t�erminos G1;G2 surgen de (5.98.b) y (5.101.a). Agru-pando ambos 
onjuntos de e
ua
iones tenemos"�hip�elip #��(M+1) = " 0Nhip�N
apa�elip�elip #��M . (9.72)Pero teniendo en 
uenta (5.97) y (5.102)"�hip�elip # = " INhip�Nhip 0Nhip�Nelip0Nelip�Nhip INelip�Nelip #S�1 = IS�1 = S�1 ; (9.73)de manera que, multipli
ando toda la e
ua
i�on (9.72) a la dere
ha por S,��(M+1) = S " 0Nhip�N
apa�elip�elip #��M ; (9.74)de manera que podemos identi�
arG1 = I ; G2 = �S " 0Nhip�N
apa�elip�elip # . (9.75)Las �ultimas N
apa e
ua
iones se obtienen an�alogamenteG3 = " �hip0Nelip�N
apa # ; G4 = " 0Nhip�N
apa�elip�elip # ; G5 = " 0Nhip�N
apa�elip # .(9.76)
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a del sistema de e
ua
iones 147De la observa
i�on de la estru
tura en bloques del sistema se desprenden tres in
onvenientespara la resolu
i�on num�eri
a:� El bloque G3 en la esquina inferior izquierda ha
e imposible la resolu
i�on del sis-tema 
omo una matriz banda, sin embargo, usando un resolvedor que tenga en 
uentael per�l a
tivo de la matriz, esta modi�
a
i�on s�olo representa un in
remento en memoriadel orden de NhipNeq, donde Neq = 2(M + 1)N
apa es el n�umero total de e
ua
iones.Asint�oti
amente, esto no es de importan
ia ya que la memoria total requerida para alma-
enar la matriz es 2N
apaNeq. El 
o
iente entre ambos es Nhip=(2N
apa), pero 
omomen
ionamos anteriormente, el n�umero de autovalores hiperb�oli
os es igual al de nodos desuper�
ie, de manera que Nhip=N
apa � n�umero de nodos en profundidad, y enton
es,este in
remento se ha
e despre
iable a medida que se re�na;� El sistema deja de ser sim�etri
o, lo 
ual representa el doble de memoria requerida;� Los elementos diagonales de las e
ua
iones adi
ionales 
orrespondientes a los modoshiperb�oli
os (esto es, las Nhip primeras �las de la �ultima �la de bloques en (9.71) sonnulos, 
on lo 
ual es muy probable que aparez
an pivotes nulos durante el pro
eso defa
toriza
i�on, en el 
aso de resolver 
on un m�etodo tipo banda o de per�l a
tivo.Esta �ultima es la m�as severa de las restri

iones ya que, de no resolverla, invalida el usode m�etodos tipo banda o per�l a
tivo, y el 
osto 
omputa
ional ha
e el m�etodo inviable.Reordenar las e
ua
iones, pasando las e
ua
iones adi
ionales para los modos hiperb�oli
osa las primeras posi
iones, no resuelve el problema(N
apa)(Nhip)(N
apa)(N
apa):::(N
apa)(N
apa)(Nelip)
2666666666666666664
G1 G2 0 � � �0 �hip 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0� � � 0 A �2B A� � � 0 ��elip�elip �elip

3777777777777777775�
� 2666666664�

�(M+1)��M...�M�M+1
3777777775 = 2666666664F

�(M+1)F�M...FMFM+1
3777777775 . (9.77)Como las matri
es ya no son 
uadradas, los peque~nos n�umeros entre par�entesis a laizquierda indi
an el tama~no (n�umero de �las que 
ontiene el bloque). Las e
ua
iones
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i�on 148para los nodos interiores, las e
ua
iones N
apa < j � (M � 1)N
apa en (9.71), han sidodesplazadas Nhip posi
iones ha
ia abajo y por lo tanto sus elementos diagonales ya noest�an en la diagonal. Hemos 
onsiderado infru
tuosamente otras posibilidades en 
uantoa renumerar las e
ua
iones de forma de evitar los pivotes nulos.Para resolver este problema hemos ideado un pro
edimiento en el 
ual reemplazamoslas Nhip e
ua
iones adi
ionales para los modos hiperb�oli
os por otras tantas elegidas
onvenientemente. La solu
i�on para el sistema original se obtiene por superposi
i�on desolu
iones al sistema modi�
ado. Este m�etodo es muy e�
iente, ya que eligiendo 
onve-nientemente las nuevas e
ua
iones el sistema puede ser llevado a la forma sim�etri
a, lo
ual representa un ahorro signi�
ativo en memoria RAM. Sin embargo el nuevo sistema essingular para un 
ierto n�umero de valores del n�umero de Froude. Todo esto ser�a dis
utidoen las siguientes se

iones.9.10 Solu
i�on por superposi
i�onReemplazemos las Nhip e
ua
iones adi
ionales en (9.71) por�hip�M+1 = r.h.s. ; (9.78)esto es, arbitrariamente hemos pasado las 
ondi
iones adi
ionales sobre los modos hiperb�oli
osen la 
apa �M a la 
apa M +1. Ahora, supongamos que el nuevo sistema as�� modi�
adono es singular, y 
onsideremos el 
onjunto de las solu
ionesW ha
iendo variar r.h.s. sobretodo el espa
io IRNhip. La solu
i�on � al sistema original (9.71) pertene
e a di
ho 
on-junto, ya qye basta 
on 
onsiderar aquella solu
i�on que se obtiene 
uando reemplazamosr.h.s. por�hip�M+1. Ahora bien es sen
illo ver que los elementos de este 
onjunto debenser de la forma W =W0 + NhipXj=1 �jWj ; (9.79)donde W0 se obtiene poniendo r.h.s. = 0, y los Wj se obtienen su
esivamente el sis-tema para Nhip valores linealmente independientes de r.h.s. y nulo para el resto de lase
ua
iones. Por ejemplo, podemos poner r.h.s. = ej dondeej = [ 0 : : : 0 1 0 : : : 0 ℄T ; (9.80)
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i�on 149donde el 1 esta en la posi
i�on j. El sistema es enton
es
KW0 =

2666666666666664
00F�M+1...FM�100

3777777777777775 ; KWj = 2666666666664
0...0ej0Nelip�10

3777777777775 ; (9.81)
donde todos los ve
tores 0 son de N
apa � 1 salvo el expresamente indi
ado, mientrasque la matriz del sistema es

K =
2666666666666666664
I G2 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0: : : 0 A �2B A0 �hip 00 ��elip�elip �elip

3777777777777777775 . (9.82)
Para en
ontrar los 
oe�
ientes f�jg en (9.79) que determinan la solu
i�on � del sistemaoriginal, debemos imponer las 
ondi
iones adi
ionales que hab��amos relajadoQ� = 0 = QW0 +A� ; (9.83)donde Q es la matriz de Nhip �Neq que representa las 
ondi
iones adi
ionales sobre losmodos hiperb�oli
os Q = [ 0 �hip 0 : : : 0 ℄ ; (9.84)y A es una matriz 
uadrada de Nhip �Nhip dada porA = Q [W1 W2 : : : WM ℄ . (9.85)Resumiendo, el m�etodo 
onsiste en:1) armar el sistema modi�
ado (9.82);2) resolver (9.80) paraW0 y fWjgNhipj=1 . Esto involu
ra una fa
toriza
i�on de la matrizy Nhip retrosustitu
iones;3) armar la matriz de 
oe�
ientes A y el miembro dere
ho �QW0 del sistema redu
ido(9.83), apli
ando las e
ua
iones adi
ionales a 
ada uno de los Wj;
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Figura 9.7: Modos usados en la superposi
i�on para el Wigley.4) resolver el sistema redu
ido para hallar los 
oe�
ientes f�jg;5) armar la solu
i�on � por superposi
i�on, e
ua
i�on (9.79).N�otese que este m�etodo es apli
able en 
ualquier 
aso donde sea 
onveniente reem-plazar 
ierto n�umero redu
ido de e
ua
iones lineales por otro. Sin embargo, 
omo veremosm�as adelante, puede que el sistema modi�
ado puede ser singular, mientras que el originalno los sea, de tal manera que este re
urso debe ser utilizado 
on pre
au
i�on, 
omo veremosen el siguiente ejemplo simple. Por otra parte, 
abe men
ionar que todos estos problemasdesapare
en si se opta por un resolvedor iterativo, sin embargo, es bien 
ono
ido y as��tambi�en nosotros lo hemos 
omprobado que estos sistemas 
on super�
ie libre no son muyaptos para la resolu
i�on iterativa.9.11 Ejemplo sobre el m�etodo de superposi
i�onConsideremos el sistema Ax = b de 3� 3, 
onA = 2664 1 2 03 2 10 1 23775 ; b = 2664 121 3775 ; (9.86)
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Figura 9.8: Poten
ial sobre el plano de simetr��a.
uya solu
i�on es x = [ 1=3 1=3 1=3 ℄0. Queremos 
ambiar la ter
era �la por (1; 0; �2),de manera que el sistema modi�
ado sea ~Aw = ~b, 
on2664 1 2 03 2 11 0 �2 3775w = 2664 12
 3775 ; (9.87)manteniendo un miembro dere
ho indeterminado 
. La solu
i�on al sistema modi�
ado esde la forma w = w0 + 
w1, 
on~Aw0 = [ 1 2 0 ℄T =) w0 = [ 4=10 3=10 2=10 ℄~Aw1 = [ 0 0 1 ℄ =) w1 = [ 2=10 �1=10 �4=10 ℄ . (9.88)Ahora, apli
ando la �ultima e
ua
i�on del sistema original a la 
ombina
i�on introdu
ida,obtenemos [ 0 1 2 ℄w = 1 ; (9.89)[ 0 1 2 ℄0BB�2664 4=103=102=103775+ 
 2664 2=10�1=10�4=1037751CCA = 17=10� 9=10
 = 1 =) 
 = �1=3 ; (9.90)
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i�on a (9.86) esx = 2664 4=103=102=103775� 1=3 2664 2=10�1=10�4=103775 = 2664 1=31=31=33775 . (9.91)9.12 M�etodo de superposi
i�on sobre el WigleyConsideremos el 
as
o Wigley a Fr = 0:5. El 
�al
ulo se hizo sobre una malla estru
-turada de 51� 14� 14 nodos (longitud/profundidad/manga) y se en
ontraron 14 modoshiperb�oli
os, ya que 
omo men
ionamos, en general hay tantos modos 
omo nodos seg�unla manga haya. La solu
i�on W0 para el problema modi�
ado es la que se muestra en la�gura 9.8. La 
urva que se muestra el poten
ial sobre la l��nea ABCD que pasa por el
ostado del 
as
o. Vemos que es antisim�etri
a 
on respe
to a x = 0 y 
laramente no esla solu
i�on 
on sentido f��si
o que bus
amos, ya que posee olas tanto aguas arriba 
omoaguas abajo. En la �gura 9.7 vemos los modosWj usados para el 
�al
ulo de la resisten
iade ola. Han sido ordenados de a
uerdo al kj es de
ir, 
on respe
to al n�umero de onda.As�� j = 1 es el de mayor longitud de onda (menor kj) hasta llegar a j = 14 que es elde menor longitud de onda (mayor kj). En la �gura 9.8 se observa el poten
ial obtenidoluego de apli
ar el prin
ipio de superposi
i�on. Vemos que ahora s�� han sido eliminadaslas 
omponente ondulatorias aguas arriba. Al 
ostado de 
ada modo se puede observar la
ontribu
i�on a la resisten
ia de ola, es de
ir el por
entaje que representa 
ada modo enla suma (9.64). Finalmente, en la �gura 9.9 vemos las 
urvas de eleva
i�on de la super�
iepara l��neas aproximadamente paralelas a l��neas de 
oriente.9.13 Condi
ionamiento del sistema modi�
adoComo ya fue men
ionado, la validez del m�etodo de superposi
i�on se basa en que el sistemamodi�
ado no sea singular. Veremos que esto es as�� salvo para un 
onjunto dis
retode n�umeros de Froude. Esto se debe a que el problema modi�
ado es equivalente ala e
ua
i�on de Helmholtz 1D 
on 
ondi
iones tipo Diri
hlet o Neumann (dependiendode �) en los extremos. Este problema, 
omo es sabido, tiene un 
onjunto dis
reto defre
uen
ias propias, en las 
uales el sistema es singular. Consideremos la siguiente e
ua
i�onunidimensional: (�;xx + k2� = f(x) para 0 < x < 1 ;� = �x� = 0 en x = 0 . (9.92)Esta e
ua
i�on 
orresponde a una simpli�
a
i�on de la e
ua
i�on para 
ada uno de losmodos, una vez que el sistema de e
ua
iones es desa
oplado a trav�es de la matriz de
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Figura 9.9: Eleva
i�on de la super�
ie sobre (
uasi) l��neas de 
orriente.
j=0 2 31 N-1 N x
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f(x)

Figura 9.10: Des
rip
i�on del problema 1D para las e
ua
iones modales.
ambio de base S�1 
omo des
ripto en el 
ap��tulo 5. Dis
retizamos la e
ua
i�on dividiendoel intervalo [0; 1℄ en N intervalos 
on xj = jh, h = 1=N (ver �gura 9.10). Por simpli
idaddis
retizaremos por diferen
ias �nitas y supondremos que la fuente f es tipo es
al�on 
omose muestra en la �gura. Apli
ando los 
on
eptos que hemos desarrollado sobre los modoshiperb�oli
os, llegamos al siguiente 
onjunto de e
ua
iones8>><>>:�0 = 0 ;�1 = 0 ;[�j+1 � 2�j + �j�1℄h�2 + k2�j = fj para j = 1; : : : ; (N � 1) ; (9.93)
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ado 154que en forma matri
ial puede es
ribirse A� = f 
on
A = h�2

2666666666666664
1 0 � � ��2b 1 0 � � �1 �2b 1 0 � � �. . . . . . . . . . . .1 �2b 1 0 00 1 �2b 1 00 1 �2b 1

3777777777777775 ;
� = 2666664 �2�3...�N

3777775 ; f = 2666664 f1f2...fN
3777775 ; (9.94)
on b = 1� 12(kh)2. Para obtener un sistema sim�etri
o, modi�
amos el sistema elimi-nando temporariamente la e
ua
i�on �1 = 0 y agregando la siguiente en el extremo x = L�N�2 + (� � 2b)�N�1 = 
 ; (9.95)esta e
ua
i�on proviene de 
ombinar la e
ua
i�on interior 
orrespondiente al nodo N � 1�N�2 � 2b�N�1 + �Nh2 = 0 ; (9.96)sujeta 
on la 
ondi
i�on de 
ontorno \arbitraria"�N = ��N�1 � 
h2 . (9.97)Esta e
ua
i�on representa una 
ondi
i�on de 
ontorno tipo Diri
hlet �N = �
h2 para � = 0y de tipo Neumann (��=�n) � �h
 para � = 1. Para 0 < � < 1, esto representa una
ondi
i�on de tipo \mixta", intermedia entre las dos, 
 es una 
onstante a ser determinada.El sistema puede ser puesto en forma matri
ial 
omo~Aw = ~f ; (9.98)

~A = h�2
2666666666666664
�2b 1 0 � � �1 �2b 1 0 � � �. . . . . . . . . . . .1 �2b 1 0 00 1 �2b 1 00 1 �2b 10 1 �2b+ �

3777777777777775 ;
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Figura 9.11: N�umero de 
ondi
i�on para la e
ua
i�on modal 1D 
on el sistema original y elmodi�
ado 
on 
ondi
iones de 
ontorno Diri
hlet o Neumann aguas abajo.~fT = [ f1 f2 ...� 
 ℄ . (9.99)Como hemos visto, debemos resolver dos ve
es el sistema para w0;w1, es de
ir,~Aw0 = 2666664 f1f2...0
3777775 ; ~Aw1 = 2666664 00...


3777775 ; (9.100)y enton
es la solu
i�on ser�a � = w0 + 
w1 ; (9.101)la 
onstante 
 se determina imponiendo la 
ondi
i�on �1 = 0, es de
ir,� = w0 � (w0;1=w1;1)w1 ; (9.102)donde wj;k denota la 
omponente k de wj. Hemos resuelto el problema para N = 20para m�as de 1000 valores de k distribuidos logar��tmi
amente entre k = 0:1 y k = 41:687.Para 
ada valor de k hemos 
al
ulado el n�umero de 
ondi
i�on del sistema sin modi�
ar(9.93 y el del sistema modi�
ado (9.98, 
on � = 0 (Diri
hlet) y � = 1 (Neumann).
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Figura 9.12: Modos propios del problema 1D 
on 
ondi
iones de 
ontorno Diri
h-let/Diri
hlet.Los resultados se muestran en un gr�a�
o semi-logar��tmi
o en la �gura 9.11. Ambasversiones del sistema modi�
ado (
on � = 0; 1) se vuelven singulares para 
ierto 
onjuntodis
reto de n�umeros de onda k, mientras que el sistema original est�a \razonablemente" bien
ondi
ionado. Re
u�erdese que el operador de Lapla
e 1D tiene un n�umero de 
ondi
i�on/ h�2, en parti
ular para esta malla su n�umero de 
ondi
i�on es � 161:45. Estos n�umerosde onda, para los 
uales ambas versiones del sistema modi�
ado son singulares, 
oin
idensalvo errores de aproxima
i�on 
on los modos propios del problema para las 
ondi
ionesde 
ontorno 
orrespondientes. Por ejemplo, para � = 0 los modos propios se produ
en
uando un n�umero entero de semi-longitudes de onda entran en el dominio, es de
ir,1 = n� = n2�k =) k = n� para n = 1=2; 1; 3=2; ::: , ; (9.103)y los modos 
orrespondientes son n(x) = sin(2n�x) ; (9.104)mientras que para � = 1 (
ondi
i�on Neumann en x = 1) las singularidades se produ
en
uando un numero impar de 
uartos de longitudes de onda entran en el dominio n =1=4; 3=4; 5=4; :::. En el 
aso del 
ujo 
on super�
ie libre el par�ametro k debe asimilarseal n�umero de onda 
ara
ter��sti
o del 
ujo K = g=U21 / Fr�2, y este ejemplo nos permiteextraer las siguientes 
on
lusiones:� para 
ujo 2D (por ejemplo, el 
ilindro sumergido), es de esperar que el sistemamodi�
ado sea singular para un 
onjunto dis
reto de valores de Fr. Este 
onjunto deber��amantener, aproximadamente �Fr�2 = 
te, es de
ir que este 
onjunto deber��a ser m�asdenso ha
ia Froude bajos;
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Figura 9.13: Modos propios del problema 1D 
on 
ondi
iones de 
ontorno Diri
h-let/Neumann.� en 3D, 
ada modo hiperb�oli
o genera su propio 
onjunto de valores donde el sistemamodi�
ado es singular, de manera que es de esperar que �este sea m�as denso al re�nartransversalmente;� si bien el 
ambiar el valor de � altera la posi
i�on de los puntos singulares, la situa
i�onno mejora. Si bien hemos intentado evitar el problema de los modos singulares, pare
e serque el he
ho de \
ambiar de lugar" las 
ondi
iones de 
ontorno, lleva indefe
tiblemente ala apari
i�on de modos singulares;� en la pr�a
ti
a el problema de los modos singulares no ha o
asionado in
onvenientes.Hemos 
omputado los n�umeros de 
ondi
i�on para 
ada Fr en los diferentes problemas ysi bien presentan un 
omportamiento 
omo el des
ripto, es d���
il (a menos que se haganbarridos muy \�nos" en el n�umero de Froude) que se de en un punto tan 
er
a de unasingularidad 
omo para que el n�umero de 
ondi
i�on sea demasiado alto y esto afe
te lapre
isi�on de los resultados;� pare
e ser que aumentando la longitud del dominio de resolu
i�on ha
e m�as \denso" el
onjunto de puntos singulares. Esta es otra raz�on (adem�as del 
osto 
omputa
ional) paratratar de a
otar lo m�as posible la malla en la dire

i�on longitudinal (eje x). Re
ordemosque, bajo 
iertas 
ondi
iones, por ejemplo per�l delgado, el m�etodo propuesto da solu-
iones que son independientes del punto donde se 
orta la malla, mientras esto sea fuerade la zona donde se produ
e la perturba
i�on (la zona donde est�a el 
as
o).Para k � 40 existe una transi
i�on del sistema de e
ua
iones, por la 
ual los modospasan a ser evanes
entes en vez de os
ilatorios. Esto se 
ara
teriza porque las ra��
es de(9.93) pasan a ser de 
omplejas 
onjugadas 
on m�odulo unitario a reales. Esto o
urre
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Figura 9.14: Malla de elementos �nitos sobre el 
ilindro sumergido.
uando 1� 12(kh)2 < �1 =) k > 2h ; (9.105)que en este 
aso 
orresponde, efe
tivamente a k > 40. En este rango las e
ua
iones
ambian 
ompletamente de 
ar�a
ter y ambas versiones del sistema modi�
ado pasan atener un 
ondi
ionamiento muy bajo, mientras que el esquema original pasa a a tenerun n�umero de 
ondi
i�on que tiende r�apidamente a in�nito. Esto 
orresponder��en nuestroproblema a n�umeros de Froude muy bajos, donde algunos autovalores hiperb�oli
os pasana ser el��pti
os, sin embargo, en nuestro m�etodo este 
ambio de 
ar�a
ter no afe
tar��a, yaque autom�ati
amente, si un modo pasa de hiperb�oli
o a el��pti
o enton
es no se ha
e elpasaje de la 
ondi
i�on de 
ontorno de aguas abajo a aguas arriba.9.14 Forma sim�etri
a de las e
ua
ionesUna ventaja adi
ional de esta propuesta es que la matriz del sistema (9.82) puede ponerseen forma sim�etri
a, 
on el 
onsiguiente ahorro de 50 % de memoria RAM. Puede verseque las �uni
as partes no sim�etri
as del sistema son las primera y �ultima �las de bloques(N
apa e
ua
iones 
ada una) deK. Consideremos la primera �la. Como hemos visto, estorepresenta las e
ua
iones (9.72). Ahora bien, 
omo las e
ua
iones adi
ionales imponenque �hipw�M = 0, bien podemos reemplazar el bloque nulo en el miembro dere
ho por
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alar � > 0 de �hipw�M , de manera que el sistema modi�
ado sea"�hip�elip #w�(M+1) � " ��hip�elip�elip #w�M = 0 . (9.106)En estas expresiones wk representa el k-�esimo bloque de Nhip � 1 dentro del ve
tor W.Ahora, usando (9.73), S�1w�(M+1) = �0S�1w�M ; (9.107)�0 = " �INhip�Nhip 0Nhip�Nelip0Nelip�Nhip �elip # ; (9.108)donde �0 es una matriz diagonal, no-singular ya que � > 0 y los elementos diagonales de�elip son todos reales y positivos, ver e
ua
i�on (5.43). Multipli
amos ahora las e
ua
iones(9.107) por AS(�0)�1, de manera que el sistema resultante puede ponerse de la formaGw�(M+1) +Aw�M = 0 ; (9.109)donde G = AS(�0)�1S�1 . (9.110)Ahora 
onsideremos las e
ua
iones aguas abajo. Queremos obtener la misma estru
turaque en las 
ondi
iones aguas arriba, de manera que reemplazamos las e
ua
iones adi-
ionales modi�
adas (9.78) por�hipwM+1 � ��hipwM = r.h.s. . (9.111)Las e
ua
iones aguas abajo son ahora"�hip�elip #wM+1 � " ��hip�elip�elip #wM = " ej0Nelip�1 # . (9.112)La e
ua
i�on anterior es (a menos del miembro dere
ho que, por supuesto, es irrelevantepara la dis
usi�on de la simetr��a del sistema de e
ua
iones) id�enti
a a la (9.106) de maneraque ha
iendo las mismas opera
iones podemos llevarla aGwM+1 +AwM = �AS(�0)�1 " ej0Nelip�1 # . (9.113)El sistema resultante que reemplaza a (9.81, 9.82) es
KW0 =

2666666666666664
00F�M+1...FM�100

3777777777777775 ; KWj = 26666666664
0...0�AS(�0)�1 " ej0Nelip�1 #0

37777777775 ; (9.114)
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Figura 9.15: Resisten
ia de ola sobre un 
ilindro sumergido.
K =

2666666666666664
G A 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0: : : 0 A �2B A0 A G

3777777777777775 . (9.115)
Vemos que la estru
tura de la matriz es sim�etri
a. Como hemos men
ionado, A y B sonsim�etri
as si tanto el operador de Lapla
e en volumen 
omo el operador de super�
ie sondis
retizados por elementos �nitos (Galerkin) o diferen
ias �nitas 
entradas. De maneraque s�olo resta desmostrar que la matriz de absor
i�on en el 
ontornoG de�nida por (9.110)es sim�etri
a.9.15 Simetr��a de la matriz de absor
i�onPodemos ver que la matriz de difusi�on es sim�etri
a de dos maneras. Consideremos primerola expresi�on Af(A�1B) ; (9.116)donde f es 
ualquier fun
i�on polin�omi
a. Esta expresi�on es sim�etri
a, ya que si,f(x) = a0 + a1x + a2x2 + � � �+ amxm ; (9.117)enton
esAf(A�1B) = a0A+ a1A(A�1B) + a2A(A�1B)(A�1B) + � � �+ amA(A�1B)m
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Figura 9.16: N�umero de 
ondi
i�on para el problema del 
ilindro sumergido.= a0A+ a1B+ a2BA�1B+ � � � � � �+ amBA�1BA�1 � � �A�1B . (9.118)Pero 
ada uno de los t�erminos es sim�etri
o, por ejemplo,(BA�1B)T = BTA�TBT = BA�1B ; (9.119)de manera que Af(A�1B) es sim�etri
a. Ahora bien, gra
ias a la des
omposi
i�on (5.43)A�1B = SDS�1 ; (9.120)podemos poner Af(A�1B) = Af(SDS�1) = ASf(D)S�1 ; (9.121)donde f(D) = f(diag fbig) = diag ff(bi)g . (9.122)Como es bien 
ono
ido de la representa
i�on de fun
iones de matri
es. Si en
ontramosun polinomio tal que la imagen de los bi sea los elementos diagonales f
jgN
apaj=1 de �0, esde
ir, 
j = f(bj) ; j = 1; 2; :::; N
apa ; (9.123)donde los f
jg son evidentes de (9.108), es de
ir,
j = (� para 1 � j � Nhip ;�+;j)�1 para Nhip < j � N
apa ; (9.124)enton
es la demostra
i�on est�a 
ompleta. Pero la 
onstru

i�on de tal polinomio es bien
ono
ida (los llamados polinomios de Lagrange), mientras que el mapeo sea univaluado,esto es, 
j = 
k 
uando bj = bk. La demostra
i�on alternativa es puramente algebrai
a ynos basaremos en las expresiones que se obtienen para la semidis
retiza
i�on por elementos�nitos ~M�;xx �K� = 0 ; (9.125)



9.15. Simetr��a de la matriz de absor
i�on 162

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6

casco Wigley
calculo MEF

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06

0.8 1.0 1.2

Cw

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22

Figura 9.17: Curva de arrastre por MEF+DNL para el modelo Wigley.donde ~M = M �K�1Mlibre. Las matri
es M;Mlibre y K son de�nidas positivas pero~M obviamente no lo es. Obtengamos la dis
retiza
i�on 
ompleta por elementos �nitos.Dis
retizando en x~M�j+1 � 2�j + �j�1h2 +K�j+1 + 4�j + �j�16 = 0 ; (9.126)de donde salen las siguientes expresiones para A y B,A = h�2 ~M� 1=6K ; (9.127)B = �2h�2 ~M� 2=3K . (9.128)Ahora seanW y �00 las matri
es de autove
tores y autovalores que resuelven el siguienteproblema generalizado de autovalores~MW = KW�00 ; (9.129)donde W es no singular y �00 es diagonal. Como es bien sabido los autove
tores (las
olumnas de W) son ortogonales 
on respe
to a K y, normaliz�andolos,WTKW = I ; (9.130)A = KW(h�2�00 � 1=6I)W�1 ; (9.131)
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Figura 9.18: Resultados num�eri
os por MEF + DNL para el re
t�angulo de presi�on.B = �2KW(h�2�00 � 2=3I)W�1 ; (9.132)y A�1B = �2W(h�2�00 � 1=6I)�1W�1K�1 KW(h�2�00 � 2=3I)W�1= �2W [(h�2�00 � 1=6I)�1(h�2�00 � 2=3I)℄ W�1 . (9.133)Pero el t�ermino entre 
or
hetes es diagonal, de manera que podemos reemplazar a W
omo la matriz de 
ambio de base S en (9.109). Enton
esG = AW(�0)�1W�1 = KW(h�2�00 � 1=6I)W�1 W(�0)�1W�1G = KW(h�2�00 � 1=6I) (�0)�1W�1 ; (9.134)y GT =W�T (h�2�00 � 1=6I) (�0)�1WTKT . (9.135)Pero de 9.130 resulta WTKT =W�1 ; (9.136)W�T = KW . (9.137)De manera que GT = G.9.16 Ejemplos num�eri
os9.16.1 Cilindro sumergido en un 
analEste problema es 2D y 
onsiste en un 
ilindro sumergido a una profundidad f (referidaa su eje) de 4 ve
es su radio b (ver �gura 9.15). La profundidad del 
anal es H = 2f . La
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Figura 9.19: Resultados experimentales y semi-anal��ti
os para el re
t�angulo de presi�on.malla (ver �gura 9.14) es b�asi
amente una malla tipo \O" alrededor del 
ilindro 
on dos
apas adi
ionales estru
turadas a la entrada y a la salida. La malla b�asi
a 
ontiene 10elementos en la dire

i�on radial y 40 en la 
ir
unferen
ial. A esta malla b�asi
a se le hanagregado dos 
apas de elementos a la entrada y a la salida que es la parte \estru
turada"ne
esaria para apli
ar el m�etodo. El Fr se re�ere a la profundidad, es de
ir, Fr = U=pgfy el 
oe�
iente de arrastre ha sido adimensionalizado 
omoCw =  fb!3 Fx�U21b . (9.138)Es de
ir, 
omo en el 
aso del dipolo sumergido. El fa
tor (f=b)3 ha
e que la 
urva deresisten
ia de ola sea independiente del di�ametro del 
ilindro en el l��mite b=f � 1. La
urva de resisten
ia de ola es bastante similar a la del dipolo sumergido, las diferen
ias sedeben a que la profundidad est�a a
otada y a que el problema de dipolo 
orresponde a un
ilindro de di�ametro muy peque~no. El 
�al
ulo de la resisten
ia de ola se realiz�o para 500valores de Fr entre 0:5 < Fr < 1, y al mismo tiempo 
al
ulamos el n�umero de 
ondi
i�onde la matriz A (9.85) en el sistema de superposi
i�on (9.83) (ver �gura 9.16).Vemos que el n�umero de 
ondi
i�on presenta una serie de pi
os que indi
an un 
onjuntodis
reto de n�umeros de Froude para los 
uales el sistema se ha
e singular. A pesar de estola 
urva de resisten
ia de ola no presenta ning�un tipo de irregularidad, lo 
ual es una se~nalde que estos pi
os en el n�umero de 
ondi
i�on no llegan a afe
tar la pre
isi�on del m�etodo,al menos no dentro de los par�ametros en que hemos realizado el experimento (grado de
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Figura 9.20: Curva de resisten
ia de ola para una esfera sumergida H = 4R.re�namiento y tipo de la malla, rango de n�umeros de Froude, et
). Para n�umeros deFroude muy bajos (Fr < 0:6) el n�umero de 
ondi
i�on 
re
e y, a partir de 
ierto valorlos resultados dejan de tener sentido. Todav��a no tenemos una expli
a
i�on satisfa
toriapara este 
omportamiento, pero de todas formas debemos re
al
ar que los valores delrango de valores de Froude para los 
uales obtenemos resultados satisfa
torios 
on estem�etodo supera ampliamente el que se obtiene 
on los otros m�etodos 
on los que hemosexperimentado, fundamentalmente: paneles + 
uasiDawson y MEF + 
uasiDawson.9.16.2 Cas
o de la serie WigleyEn la �gura 9.17 vemos la 
urva de resisten
ia de ola obtenida 
on el m�etodo propuesto,la 
ual est�a en muy buena 
oin
iden
ia 
on los resultados reportados en la literatura.La malla 
onsisti�o de 50 � 13 � 13 = 8450 elementos. Vemos que el m�etodo propuestoreprodu
e muy bien el pi
o primario y los se
undarios. En ning�un 
aso el arrastre sevuelve negativo, por lo que hemos dis
utido previamente.9.16.3 Re
t�angulo de presi�on (hover
raft)Se trata de un 
aso espe
ial donde la perturba
i�on no es una embar
a
i�on sino unavaria
i�on de presi�on sobre la super�
ie libre. Esta perturba
i�on puede ser produ
ida,por ejemplo, por un hover
raft. Las e
ua
iones de gobierno linearizadas son:8>>>>><>>>>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �bar
o/lat ;�n�+K�1�xx� = (U1=�g)�x(�P ) sobre �libre ;
ondi
iones absorbentes DNL sobre �ent/sal ; (9.139)
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Figura 9.21: Curva de arrastre para dos esferas sumergidas R = 1=2; H = 2; D = 4.donde �P es 
onstante dentro de un re
t�angulo de an
ho B, de longitud L y nula fueradel mismo. Aqu�� hemos levantado la 
urva de arrastre para L=B = 3=2, para el 
ual
ontamos 
on resultados experimentales reprodu
idos por Wehausen (�gura 9.19). Estees un 
aso interesante porque es puramente 3D y no entra dentro de las teor��as, ni ladel bar
o esbelto ni la del bar
o delgado. Adem�as notemos que, 
omo en la 
ondi
i�on desuper�
ie libre entra la derivada longitudinal de �P , lo que 
orresponde a Æ-s de Dira
en la parte anterior y posterior del re
t�angulo. Como hemos visto en el 
ap��tulo 6 elarrastre es, b�asi
amente, propor
ional a la transformada de Fourier de �P . Ahora bien,
uanto m�as singular es la distribu
i�on de presi�on, m�as os
ilatoria es su transformada.Como l��mite, la transformada de una Æ de Dira
 es una exponen
ial 
ompleja de amplitud
onstante. Es de esperar que la 
urva de arrastre sea muy os
ilatoria para Fr ! 0.Efe
tivamente, esto es lo que se observa en los resultados tanto num�eri
os (�gura 9.18)
omo experimentales. La 
oin
iden
ia entre ambos es, adem�as, muy buena. N�otese 
omose resuelven los pi
os se
undarios en la 
urva de resisten
ia hasta Fr � 0:2. La mallaempleada fue de 30� 10� 15 = 4500 elementos en longitud-profundidad-transversal.9.16.4 Esferas sumergidasPrimero 
onsideramos una esfera de radio R = 1=2 sumergida a una profundidad deH = 2. La 
urva de arrastre es muy suave lo 
ual es t��pi
o de 
uerpos sumergidos y 
onun m�aximo 
er
a de Fr = 1. La malla fue de 3328 elementos, donde por simetr��a s�olo sedis
retizo una mitad (y � 0). Luego, modelamos dos esferas sumergidas donde valen lasmismas observa
iones, pero se desta
a un pi
o se
undario para Fr � 0:58.



Cap��tulo 10Condi
i�on de frontera DNL porpaneles
10.1 ResumenMostramos una implementa
i�on por paneles de la 
ondi
i�on de frontera absorbente Dis
-reta No-lo
al (DNL). El pro
edimiento num�eri
o implementado es una 
ombina
i�on delm�etodo de paneles est�andar, de la estrategia de las 
ondi
iones absorbentes Dis
retas No-lo
ales (DNL), y de una representa
i�on del poten
ial de ola asint�oti
o en 
orriente abajomediante serie de Fourier. El punto de partida ser�a la solu
i�on bidimensional del proble-ma linealizado de 
ujo poten
ial en aguas profundas y 
on una super�
ie libre, que ser�aadaptada para la representa
i�on de la solu
i�on tridimensional por superposi
i�on �nita deondas planas, en donde la malla de paneles en la super�
ie del 
ujo b�asi
o es estru
turadaen un 
ierto n�umero de bandas transversales, lo que nos fa
ilitar�a la introdu

i�on de unabase de Fourier �nita. Entre los ejemplos num�eri
os, mostramos la estela de un ferry enun dominio ampliado de aproximadamente quin
e esloras.10.2 Matriz de super�
ie libreComo men
ionamos en el 
ap��tulo 8, los esquemas en 
ontra-
orriente, 
omo los de tipo
uasi-Dawson, son usualmente introdu
idos en la matriz de super�
ie libre Dpp, en 
on-traste, en el m�etodo de paneles-Fourier podemos emplear un m�etodo de segundo ordenpara el operador dis
reto. Por ejemplo, 
onsideremos una malla estru
turada (xi; yj) so-bre la super�
ie libre, 
on nx � ny nodos y pasos de malla hx; hy, donde las velo
idadesson evaluadas en los nodos pero los poten
iales lo son en los 
entroides de los paneles. Si167
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Figura 10.1: Esquema des
riptivo para el problema de olas generadas por una embar-
a
i�on.adem�as u0 = (U; 0; 0), donde U � 
te, podemos estimar(Dpp�)i+1=2;j+1=2 � �U2g  �2��x2!i+1=2;j+1=2 ; (10.1)y emplear un esquema de segundo orden 
entrado, el 
ual no introdu
e un me
anismodisipativo equivalente en el m�etodo num�eri
o(�xx�)i+1=2;j+1=2 � h�2x ��i�1=2;j+1=2 � 2�i+1=2;j+1=2 � �i+1=2;j+1=2� . (10.2)
10.3 Flujo bidimensionalConsideremos primero un 
ujo bidimensional de izquierda a dere
ha 
on velo
idad noperturbada U , alrededor de un objeto de longitud 
ara
ter��sti
a L y situado en x = 0.Las e
ua
iones gobernantes para el poten
ial de ola �̂(x; z) pueden obtenerse en un modosimilar al de Stoker (1957, 
hap. 7)8>><>>:r2�̂ = 0 , en �1 < z � 0�̂;z + (U2=g)�̂;xx = 0 , sobre z = 0�̂ y �z�̂ a
otados , para todo y; z. ; (10.3)Su solu
i�on asint�oti
a 
orriente abajo y su�
ientemente lejos del 
uerpo, puede es
ribirse
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Figura 10.2: Curva de arrastre Cw en un 
ilindro 
ir
ular sumergido en posi
i�on horizontal,por paneles/Fourier.
omo una 
ombina
i�on lineal de senos y 
osenos en la dire

i�on de propaga
i�on x afe
tado
on una exponen
ial de
re
iente en la dire

i�on del 
alado z�̂(x; z) = AeKz sin(Kx) +BeKz 
os(Kx) para x > xw y z � 0 , (10.4)donde xw es una abs
isa su�
ientemente lejos del objeto, es de
ir, 0 < L < xw <1, A;Bson dos amplitudes arbitrarias las 
uales son determinadas a partir de las 
ondi
iones deborde, y K = g=U2 es el n�umero de onda aso
iado 
on la longitud de onda � = 2�K�1 =2�(U2=g).10.4 Flujo tridimensionalPara el 
aso tridimensional ne
esitamos obtener una solu
i�on asint�oti
a equivalente. Estopuede ha
er
e imponiendo 
ondi
iones de borde peri�odi
as en la dire

i�on de la manga, yes equivalente a una 
as
ada in�nita de objetos 
on disposi
i�on transversal a la 
orrientemedia. Enton
es, introdu
imos una serie �nita de Fourier en la banda �Ly=2 � y � Ly=2sobre una malla estru
turada de paneles en ny tiras transversales y 
onsideramos los nymodos de Fourier(Nq = 
os(kyqy) = 
os(2�qy=Ly) para q = 0; 2; :::; ny=2� 1Mq = sin(kyqy) = sin(2�qy=Ly) para q = 1; 2; :::; ny=2 (10.5)
on la 
ondi
i�on ny � 2, donde kyq es el n�umero de onda en la dire

i�on de la manga, yNq;Mq son los modos de Fourier 
oseno y seno, respe
tivamente. Esta base de Fourier
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Figura 10.3: Ensayo de la altura de ola 
onstante para el 
ilindro sumergido en posi
i�onhorizontal, por paneles/Fourier.
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Figura 10.4: Curva de arrastre para una esfera sumergida a H = 2R, por paneles/Fourier.�nita evaluada en las ordenadas yi de los 
entroides satisfa
e las rela
iones de ortogonal-idad, lo 
ual puede mostrarse por medio de una matriz modalW 
uadrada de dimensi�onny � ny obtenida por el algoritmo simpleAlgoritmo: matriz modal 
uadradado q = 1; 2; :::; ny=2k0y  2�(q � 1)=Lyk00y  2�q=Lydo i = 1; 2; :::; nyyi = (1=2 + i)hyWi;2q�1  
os(k0yyi)Wi;2q  sin(k00yyi)end do i, qSu primera 
olumna es el modo 
onstante +1, y la �ultima 
ontiene el modo �1 
on la
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-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25Figura 10.5: Malla de paneles suave y estru
turada sobre la super�
ie libre alrededor deun 
as
o Wigley (vista xy).m�axima fre
uen
ia admisible en la malla dis
reta. Con esta 
onstru

i�on para la matrizmodal W, luego de normalizar por 
olumnas, es no singular det(W ) 6= 0, y ortonormal,esto es, el produ
to de W 
on su traspuesta W0 es la matriz identidad I = WW0. Losny modos de Fourier nos permite es
ribir el poten
ial de ola asint�oti
o ~�(x; y; z) y suderivada par
ial respe
to de x, ~�(x; y; z) = �x~�, 
omo~�(x; y; z) = ny=2�1Xq=0 hAqekzqz sin(kxqx) +Bqekzqz 
os(kxqx)i 
os(kyqy)++ ny=2Xq=1 hCqekzqz sin(kxqx) +Dqekzqz 
os(kxqx)i sin(kyqy) (10.6)~�(x; y; z) = ny=2�1Xq=0 hAqkxqekzqz 
os(kxqx)� Bqkxqekzqz sin(kxqx)i 
os(kyqy)++ ny=2Xq=1 hCqkxqekzqz 
os(kxqx)�Dqkxqekzqz sin(kxqx)i sin(kyqy) (10.7)donde Aq; Bq; Cq; Dq son las 
onstantes de amplitud de los modos de Fourier, kxq; kyq sonlos n�umeros de onda en plano de equilibrio hidrost�ati
o y kzq es la atenua
i�on en 
aladode 
ada modo. Ahora, ne
esitamos una rela
i�on entre kxq; kyq y kzq.
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-20 -10 0 10 20Figura 10.6: Malla de paneles perturbada y estru
turada sobre la super�
ie libre alrededorde un 
as
o Wigley (vista xy).10.5 Rela
i�on de dispersi�onCon las suposi
iones geom�etri
as, el poten
ial de ola asint�oti
o ~�(x; y; z) lo hemos rep-resentado 
omo la superposi
i�on de ondas planas �q(x; y; z) en los planos z = 
te, 
onatenua
i�on exponen
ial en la dire

i�on del 
alado z � 0, esto es,~�(x; y; z) = ny=2Xq=0 Eq~�q(x; y; z) donde ~�q(x; y; z) = e{kxqx+{kyqy+kzqz ; (10.8)y Eq son 
iertas 
onstantes 
omplejas. Por superposi
i�on, 
ada onda viajera satisfa
e lae
ua
i�on de Lapla
e en el dominio 
 y la 
ondi
i�on linealizada de super�
ie libre sobrez = 0 ( �xx~�q + �yy ~�q + �zz ~�q = 0 en 
 ;K�z ~�q + �xx~�q = 0 sobre z = 0 . (10.9)A partir de las 
uales hallamos las rela
iones dis
retas8>><>>: kyq = 2�q=Lykxq = r1=2K2 + 1=2qK4 + 4K2k2yqkzq = k2xq=K para q = 0; 2; :::; ny=2 . (10.10)Estas pueden verse 
omo una \rela
i�on de dispersi�on" (desde que la 
oordenada x puede
onsiderarse 
omo una 
oordenada temporal) entre los n�umeros de onda 
artesianoskxq; kyq y la atenua
i�on en 
alado kzq de 
ada modo de Fourier.
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Figura 10.7: Curva de arrastre para el 
as
o Wigley para una malla suave y otra pertur-bada, seg�un un 
�al
ulo por paneles/Fourier.10.6 Condi
iones absorbentes DNL equivalentesConsideremos una por
i�on �nita de la super�
ie libre del 
ujo b�asi
o (el plano z = 0,dis
retizada 
on una malla estru
turada en np = nx � ny paneles, donde nx, ny son eln�umero de paneles en la dire

i�on de la eslora y de la manga, respe
tivamente, numeradosl = (i � 1)ny + j, para 1 � i � nx y 1 � j � ny. Introduz
amos una pared verti
al en
orriente abajo su�
ientemente lejos de la nave, a una abs
isa xw tal que 0 < L < xw <1,tambi�en dis
retizada 
on una malla estru
turada 
on nw = ny � nz paneles, donde nz esel n�umero de paneles en la dire

i�on del 
alado, mientras que la malla sobre la nave tienenb paneles y puede ser no-estru
turada, de modo que tenemos un n�umero total de panelesde n = np + nb + nw. El sistema matri
ial para el problema del 
ujo perturbado 
on estamalla \ampliada" es similar a la e
ua
i�on (8.9)2664 App Apb ApwAbp Abb AbwAwp Awb Aww 3775 2664 �p�b�w 3775 = 2664 Cpp Cpb CpwCbp Cbb CbwCwp Cwb Cww 3775 2664 �p0�w 3775 . (10.11)Introdu
iendo la e
ua
i�on (8.10) y reordenando2664 Âpp Apb ApwÂbp Abb AbwAwp Awb Aww 3775 2664 �p�b�w 3775 = 2664 Cpp CpwCbp CbwCwp Cww 3775 " f�w # ; (10.12)



10.6. Condi
iones absorbentes DNL equivalentes 174
Geometric scale

1.000

z

y

x

Figura 10.8: Malla de paneles sobre el 
as
o sin ap�endi
es de un modelo en es
ala redu
idade un velero.donde Âpp = App � CppDpp y Âbp = Abp � CppDpp. Ninguno de los ve
tores �w ni�w son 
ono
idos, de modo que el sistema es sub-determinado. Hallaremos una rela
i�onentre ambos mediante las 
ondi
iones de borde absorbentes. Primero, introdu
imos losny modos de Fourier sobre la pared verti
al�j = ~�j y �j = ~�j para j � np � nb = 1; 2; :::; nw ; (10.13)Como estas satisfa
en las e
ua
iones gobernantes des
artamos la �ultima �la de e
ua
iones(10.12). El 
onjunto de e
ua
iones remanentes las es
ribimos en forma desarolladanpXj=1 âij�j + np+nbXj=np+1 aij�j + nXj=np+nb+1 aij�j = npXj=1 
ijfj + nXj=np+nb+1 
ij�j ; (10.14)para i = 1; 2; :::; (np + nb), reemplazando a partir de las e
ua
iones (10.12) y (10.6, 10.7)npXj=1 âij�j + np+nbXj=np+1 aij�j + nXj=np+nb+1 ny=2Xq=1 (�ijqAq + �ijqBq + 
ijqCq + ÆijqDq) = npXj=1 
ijfj(10.15)para i = 1; 2; :::; (np + nb) donde tenemos np + nb + 2ny in
�ognitas, pero solo disponemosde np + nb e
ua
iones de 
olo
a
i�on, de modo que ne
esitamos agregar 2ny e
ua
ionespara las amplitudes de Fourier. En segundo lugar, introdu
imos 2ny 
ondi
iones de borde
inem�ati
as tanto 
orriente arriba 
omo 
orriente abajo. En 
orriente arriba imponemospendiente nula seg�un x en 
ada tira de paneles��i + �ny+i = 0 para i = 1; 2; ::; ny ; (10.16)
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Figura 10.9: Iso-eleva
i�on a 7 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.mientras que 
orriente abajo imponemos 
ompatibilidad entre el poten
ial de ola y suexpansi�on asint�oti
a en 
ada tira de paneles, en la interse

i�on entre la super�
ie libre yla pared verti
al�12�i�ny + 32�i � nXj=np+nb+1 ny=2Xq=1 ���qiAq + ��qiBq + 
�qiCq + Æ�qiDq� = 0 ; (10.17)para i� np + ny = 1; 2; :::; ny, donde los 
oe�
ientes ��qi, ��qi, 
�qi y Æ�qi son extrapola
ionesde �ijq, �ijq, 
ijq y Æijq a (xw; yi; 0), y adem�as hemos usado un esquema de extrapola
i�onsobre las dos �ultimas 
apas de paneles, desde que los poten
iales son evaluados en los
entroides de los paneles. En esta forma 
erramos el problema algebrai
o, desde queahora tenemos N = n + 2ny e
ua
iones e in
�ognitas. Hay n paneles a
tivos, 
omo �las ein
�ognitas de la e
ua
i�on matri
ial y 2ny e
ua
iones absorbentes, donde ny � n.10.7 Ejemplos Num�eri
os10.7.1 Cilindro sumergidoHemos 
onsiderdo un 
ilindro 
ir
ular sumergido en posi
i�on horizontal. La resisten
iade ola anal��ti
a por unidad de profundidad transversal WL esWL = 4�2g3�R4U4 e�2gf=U2 (10.18)
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Figura 10.10: Iso-eleva
i�on a 9 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.donde R es el radio del 
ilindro, f es la profundidad de su eje, g es la a
elera
i�on dela gravedad, U es la velo
idad no perturbada 
orriente arriba. En este 
aso el n�umerode Froude representativo es de�nido 
omo F = U=pgf . En la �gura 10.2 mostramosel 
oe�
iente de arrastre de ola anal��ti
o Cw en fun
i�on del n�umero de Froude F paraR = 0:1; f = 1; g = 3, el 
ual lo 
omparamos 
on la solu
i�on num�eri
a obtenida por elm�etodo de paneles extendido para dos mallados, i) la malla C1 
on 128� 3 paneles sobrela super�
ie libre, y 128 paneles sobre el 
ilindro, ii) la malla C2 
on 512 � 3 panelessobre la super�
ie libre y 128 paneles sobre el 
ilindro. Mientras que en la �gura 10.3mostramos el poten
ial de ola �w �  y el in
remento de altura � 
omo una fun
i�on de la
oordenada x paralela a la velo
idad externa impuesta, donde podemos 
onstatar que laaltura de ola num�eri
a no se amortigua apre
iablemente ha
ia 
orriente abajo, es de
ir,que se veri�
a el ensayo de la altura de ola 
onstante, introdu
ido en el 
ap��tulo 2.10.7.2 Esfera sumergidaSe trata de una esfera de radio R = 1 sumergida a una profundidad de H = 2R, 
onrespe
to al 
entro de la esfera. El n�umero de Froude est�a 
al
ulado 
on respe
to a laprofundidad, Fn = u=pgH, y la resisten
ia de ola Fx est�a adimensionalizada 
on elempuje W = �V , ver �gura 10.4. Podemos observar que la 
urva de resisten
ia es muysuave, lo 
ual es 
ara
ter��sti
o de los 
uerpos sumergidos, y se 
ompara razonablementebien 
on los resultados de Kim, reprodu
idos por Wehausen (�g.42, p�ag. 219). La 
urva
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Figura 10.11: Per�les de ola en [m℄ sobre el plano y = 1:22 [m℄ paralelo al plano de 
ruj��aa 7, 8, 9 y 10 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.presenta un m�aximo 
er
a de Fr = 0:9. El 
�al
ulo fue he
ho 
on paneles y 
ondi
i�onabsorbente por Fourier. La malla de paneles 
onsiste en 1216 paneles a
tivos (plano yesfera) m�as 512 pasivos (pared verti
al).10.7.3 Cas
o WigleyPara el 
as
o Wigley (modelo 1805) A (eg. Ref. 9 and 11), hemos 
onsiderado dosmallas de paneles las 
uales 
ubren: la super�
ie libre del 
ujo b�asi
o 
on 60� 16 = 960
uadril�ateros, el 
as
o mojado 
on 319 tri�angulos y una pared verti
al 
on 16� 8 = 128
uadril�ateros, de modo que son 1279 paneles a
tivos, 16 tiras en manga, 32 modos deFourier y 1311 in
�ognitas en total. La primera malla es suave (sobre la super�
ie libre)mientras que la segunda tiene un peque~no ruido en las 
oordenadas nodales dentro deuna peque~na ventana 
entrada en el 
as
o. El ruido lo hemos agregado 
on el prop�ositode estimar la sensibilidad del m�etodo a las mallas no estru
turadas. En la �gura 10.7mostramos las 
urvas de resisten
ia de ola obtenidas 
on el m�etodo propuesto para 61estados de velo
idad. A la izquierda �estas han sido resaltadas 
on 
ru
es, y est�an en
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150 mFigura 10.12: Esquema para la media
i�on en el 
anal.buen a
uerdo 
on los hallados en literatura (Wehausen, 1973), mientras que a la dere
hahemos gra�
ado ambas, donde la sensibilidad del m�etodo a la malla 
on ruido no es tanapre
iable.10.7.4 VeleroConsideramos el 
as
o de un velero sin ap�endi
es, por medio de un modelo en es
ala re-du
ida (1:3.5), ensayado en un 
anal de se

i�on de 12.3 [m℄ por 6.5 [m℄, donde el modelofue arrastrado desde su 
entro de su manga. El modelo no tiene ni quilla ni tim�on, sulongitud a nivel de 
ota
i�on es de 18.3 [m℄, un 
alado m�aximo de 0.9 [m℄ respe
to a la l��neade 
ota
i�on de referen
ia. El �uni
o 
aso 
onsiderado es 
on el 
as
o paralelo a la 
orrientemedia y trimado nulo, a las velo
idades equivalentes del prototipo up entre 7 � up � 10nudos. En la �gura 10.8 mostramos la malla del 
as
o sin ap�endi
es. En la genera
i�onde la malla sobre el 
as
o hemos empleado una interpola
i�on de los datos 
on suaviza
i�onmediante m��nimos 
uadrados, y nos ha bastado una �uni
a fun
i�on interpolante para lamitad sim�etri
a del 
as
o de�nida por el plano de 
ruj��a. Sobre esta super�
ie suave des-
ansan los nodos de la malla de paneles, siendo �esta una super�
ie poliedra 
on tri�angulosplanos. La zona de genera
i�on singular, donde tienden a deformarse ex
esivamente lospaneles obtenidos, la hemos ubi
ado en el fondo del 
as
o, lo m�as alejado posible de lazona de empalmes 
on la super�
ie libre. Los paneles los hemos dispuesto en la formam�as sim�etri
a posible, en este 
aso, simetr��a 
on respe
to al plano de 
ruj��a, de modo de
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Figura 10.13: Per�les de estela medidos 
ada 25 [m℄ en planos paralelos al de 
ruj��a, a 30nudos.redu
ir las 
omponenetes de fuerzas esp�ureas 
ausadas por la dis
retiza
i�on. En todos los
asos, las submallas de paneles en la super�
ie libre son estru
turadas, y 
ontornean losbordes de la interse

i�on de los 
as
os 
on el plano de equilibrio hidrost�ati
o. La mallade paneles 
ubre: la super�
ie libre del 
ujo b�asi
o 
on 140 � 24 = 3360 
uadril�ateros,la super�
ie mojada del 
as
o 528 tri�angulos y una pared verti
al 
on 24 � 24 = 576
uadril�ateros, de modo que tenemos 3888 paneles a
tivos, ny = 24 tiras en manga, 48modos de Fourier y 3936 in
�ognitas. En las �guras 10.9 y 10.10, mostramos las isol��neasde eleva
i�on esperables a 7 y 9 nudos equivalentes del prototipo obtenidas por el m�etodopropuesto. Finalmente, en la �gura 10.11 mostramos los per�les de ola en [mm℄, seg�unel plano y = 1:220 [m℄ paralelo al plano de 
ruj��a (de simetria verti
al-longitudinal delmodelo) para 
ada una de las velo
idades.10.7.5 Ferry de transporteConsideramos un ferry de transporte. Los ensayos de medi
i�on de alturas de olas adiferentes velo
idades se realizaron en un modelo en es
ala redu
ida 1:25, 
onstru��do en�bra de vidrio, donde se reprodujeron la 
u~na de popa, los skegs y los ori�
ios de las h�eli
estransversales de proa junto 
on sus rejillas. El modelo se lastr�o de modo de reprodu
ir eldesplazamiento, 
alado medio y trimado 
orrespondiente al buque real. Las dimensionesprin
ipales del buque real y del modelo son las siguientes:
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Figura 10.14: Per�les de estela medidos 
ada 25 [m℄ en planos paralelos al de 
ruj��a, a 40nudos.Desplazamiento 
on ap�endi
es [tnf-kgf℄ 1807.800 112.87Eslora entre perpendi
ulares [m℄ 110.000 4.400Manga de trazado [m℄ 14.696 0.588Calado medio [m℄ 2.375 0.095Asiento [m℄ 0.650 0.026Los ensayos en olas se realizaron en el Canal de \Din�ami
a del Buque" del CEHIPAR,
uya vasija es de 150 x 30 x 5 [m℄, dispone de un CPMC (Computarized Planar MotionCarriage) para el arrastre y 
ontrol del modelo. La profundidad del agua en los ensayos deoleaje fue de 5 [m℄, equivalentes a 125 [m℄ a es
ala real, por lo que se 
onsidera 
omo aguasprofundas, que es lo �uni
o que nos interesa aqu��. El modelo fue remol
ado por el 
arroen traye
torias re
til��neas mediante un sistema de remolque engan
hado en el bari
entrodel modelo, tal que permitia los movimientos de desplazamiento verti
al y de trimadodin�ami
o. Las medi
iones se efe
tuaron mediante tres sensores resistivos de eleva
i�on dela super�
ie del agua, situados en puntos �jos de la zona 
entral del 
anal, para evitarlas re
exiones en las paredes, en una misma l��nea transversal al 
anal separados por unadistan
ia de 2 [m℄ entre si (equivalentes a 50 [m℄ a es
ala real). Para 
ada velo
idad sehi
ieron 
uatro pasadas a distan
ias de 2, 3, 8 y 9 [m℄ entre la 
ruj��a del modelo y elsensor m�as pr�oximo, de este modo se midi�o la estela entre 50 y 325 [m℄ a es
ala real a
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Figura 10.15: Iso eleva
i�on por paneles/Fourier a 30 nudos.intervalos de 25 [m℄, en planos paralelos al de 
ruj��a. Las gr�a�
as de los per�les de estelamedidos por los sensores 
ada 25 metros en planos paralelos al de 
ruj��a son mostradas enlas �guras 10.13 y 10.14. Las super�
ies dis
retizadas 
omprenden: una por
i�on �nita delplano de equilibrio hidrost�ati
o, la super�
ie mojada hidrost�ati
a del 
as
o, y una paredverti
al aguas abajo de la nave. Los paneles son 
uadril�ateros tanto en el plano 
omo en lapared verti
al, y triangulares para el 
as
o mojado de la nave. Para el mallado del 
as
o sedispon��a de una 
ierta malla base ini
ial, propor
ionada por el 
onstru
tor, empero 
omono era ade
uada para paneles/Fourier, se opt�o por generar una nueva en donde se tomabanse

iones t��pi
as (planos de 
ubierta y de 
ruj��a), e interpolaban 
urvas suaves por m��nimos
uadrados, generalmente de ter
er y de segundo grado y o
asionalmente de primer grado.En base a estas 
urvas suaves se gener�o una malla suavizada, en el sentido de que los nodosde la super�
ie poli�edri
a de 
aras planas que la de�nen, des
ansan sobre una super�
iede interpola
i�on suave. Esta exigen
ia de suavidad en la posi
i�on de los nodos de la malla,es un detalle a los efe
tos de un mejor 
�al
ulo del 
oe�
iente de presi�on sobre la super�
iemojada del 
as
o, y por ende de la resisten
ia de ola. As��, en las �guras 10.15 y 10.16mostramos las isol��neas de eleva
i�on del agua a 30 y 40 nudos, respe
tivamente, donde laspor
iones de super�
ie libre mostradas han sido 
ubiertas 
on paneles. Una vez hallada lasolu
i�on en ese dominio m�as redu
ido, podemos 
ono
er el patr�on de olas aguas abajo y
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Figura 10.16: Iso eleva
i�on por paneles/Fourier a 40 nudos.detr�as de la pared verti
al, mediante un 
�al
ulo de pos-pro
esamiento, en el sentido de queel dato ini
ial es el poten
ial y su derivada halladas por paneles/Fourier en di
ha pared,luego en base a di
hos valores nos vamos propagando 
orriente abajo detr�as de la paredmediante la solu
i�on asint�oti
a y la rela
i�on de dispersi�on, donde �esta �ultima nos vin
ulalos n�umeros de onda en la super�
ie libre y el fa
tor de atenua
i�on en profundidad. Enlas �guras 10.17 y 10.18, mostramos los per�les de estela 
al
ulados num�eri
amente seg�unlas mismas l��neas de medi
i�on en el 
anal de experien
ias hidrodin�ami
as, las 
uales se
omparan razonablemente bien 
on gr�a�
as �ltradas y suavizadas de las medi
iones delos sensores. Notemos que en el 
�omputo num�eri
o de pos-pro
esamiento nos hemospodido alejar a una distan
ia de unas 15 esloras ha
ia 
orriente abajo de la nave, y deunas 3 esloras ha
ia sus 
ostados, 
on una razonable 
alidad en las estima
iones de losper�les, y a un 
osto de 
�omputo notoriamente menor que si hubi�eramos optado por unaestrategia dire
ta (y 
l�asi
a) de 
ubrir esa super�
ie 
on paneles. En las �guras 10.19 y10.20, mostramos las 
orrespondientes vista 3D de las estelas generadas por el ferry detransporte aguas abajo de la pared verti
al obtenidas por pos-pro
esamiento.
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Figura 10.17: Per�les de estela a 30 nudos obtenidos por pos-pro
esamiento.
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Figura 10.18: Per�les de estela a 40 nudos obtenidos por pos-pro
esamiento.
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Figura 10.19: Vista 3D de la estela del ferry a 30 nudos hasta 15 esloras 
orriente abajo.

Figura 10.20: Vista 3D de la estela del ferry a 40 nudos hasta 15 esloras 
orriente abajo.



Cap��tulo 11Ep��logoLos desarrollos originales m�as desta
ables son: iginales m�as desta
ables son:� Condi
i�on de frontera absorbente Dis
reta No-lo
al (DNL): es un pro
edimiento generalque permite introdu
ir el sentido de propaga
i�on 
on sentido f��si
o para el patr�on de olasgenerado por una nave emergida/sumergida. Matem�ati
amente se tradu
e en eliminar los\modos hiperb�oli
os" 
orriente arriba y retener los \modos el��pti
os" 
orriente abajo. Deesa forma se asegura la propaga
i�on de olas desde la fuente de perturba
i�on (la nave) ha
ia
orriente abajo. Este pro
edimiento i) es general 
on pres
inden
ia del m�etodo num�eri
oempleado en el problema dis
reto (por ejemplo, diferen
ias o elementos �nitas, paneles),ii) evita la estrategia de los esquemas 
on difusividad num�eri
a equivalente (o derivadas
ontra-
orriente). Introdu
ido en los 
ap. 5, 9 y 10.� C�al
ulo de la resisten
ia de ola en fun
i�on de la amplitud de ola lejana: exhibe la n��tidaventaja de entregar valores siempre positivos. Esto 
ontrasta 
on una integra
i�on dire
tade la presi�on sobre la super�
ie mojada de la nave, la 
ual no muestra esta propiedadpara Froude muy peque~nos, defe
to bastante 
ono
ido en literatura, 
omo lo men
ionaRaven (1996) en su an�alisis del m�etodo de Dawson.Mientras que en un segundo plano podemos ubi
ar:� Condi
i�on de super�
ie libre linealizada para el problema de 
ujo perturbado a partirdel problema del 
ujo b�asi
o donde la super�
ie libre es el plano de equilibrio hidrost�ati
o.Su m�erito es que 
ondu
e a un operador de�nido positivo, de modo que su implementa
i�onpor elementos �nitos, 
on 
iertas pre
au
iones en los extremos 
orriente arriba y abajo,
ondu
e a una matriz sim�etri
a y banda. Introdu
ido en el 
ap. 4.� El ensayo de altura de ola 
onstante: re
ono
erlo 
omo un ensayo de valida
i�on paralos m�etodos num�eri
os en el problema de resisten
ia de ola. Introdu
ido en el 
ap. 2.� Planteamiento in
ompleto de la formula
i�on poten
ial (en el sentido de Birkhoof): elsistema de e
ua
iones 
on 
ujo poten
ial y sin 
ondi
iones expl��
itas de radia
i�on (a nivel185



186del 
ontinuo) no 
aptura el sentido de propaga
i�on de las olas 
on signi�
ado f��si
o. Parasuperarlo re
ono
emos al menos dos estrategias generales: mediante esquemas difusivostipo 
uasi-Dawson o por 
ondi
iones absobentes. Dis
utido en el 
ap. 3.� Resisten
ia de ola negativa: hemos dado una justi�
a
i�on 
uando se la obtiene porintegra
i�on de la presi�on sobre la super�
ie mojada del 
as
o y para Froude muy bajos.Este efe
to esp�ureo es fre
uentemente informado en literatura, pero in
ompletamenteatribu��do a la omisi�on de t�erminos no lineales. Dis
utido en el 
ap. 9.� Esquema de Newton-Raphson para las e
ua
iones del 
ontinuo y luego su dis
retiza
i�on:exhibe al menos dos ventajas. Primero, la formula
i�on resulta mu
ho m�as simple que ala inversa. Segundo, el n�umero de in
�ognitas en sistema de Newton Raphson \dis
reto"se dupli
a en la super�
ie libre, porque se 
al
ulan simult�aneamente tanto los poten
iales
omo las alturas, mientras que \en el 
ontinuo" es simplemente el n�umero de elementos,porque las alturas es un 
�al
ulo diferido. Como el n�umero de elementos sobre la super-�
ie suele ser mu
ho mayor que el del la nave, la variante \en el 
ontinuo" permite unsigni�
ativo ahorro en los re
ursos 
omputa
ionales. Desarrollado en el 
ap. 8.� C�omputo debilitado del 
oe�
iente de presi�on: apto en parti
ular para paneles y mallasno estru
turadas, superando la degrada
i�on de su forma fuerte, men
ionada en la tesis deMâ�tre (1988). Desarrollado en el 
ap. 7.� Integra
i�on anal��ti
a de las matri
es de in
uen
ia dipolar y monopolar: espe
���
o en elm�etodo de elementos de borde/paneles 3D, aunque sigue 
er
anamente la propuesta deMedina/Liggett (1988). Su ventaja evita introdu
ir un error de 
onsisten
ia ini
ial en elproblema num�eri
o, m�as o menos pronun
iado. Desarrollado en el 
ap. 7.Finalmente, 
omo problemas abiertos men
ionamos los siguientes:� Intera

i�on vis
osa/inv��s
ida: para 
ompletitud de un 
�odigo orientado a hidrodin�ami
anaval, deber��a a
oplarse un 
�al
ulo de la 
apa l��mite a la solu
i�on inv��s
ida, en parti
ular
uando el Froude es muy redu
ido o 
uando los efe
tos vis
osos resultan preponderantes.� Extensi�on de las 
ondi
iones absorbentes a mallas 3D 
ompletamente generales.� Condi
i�on de super�
ie libre linealizada para el 
ujo perturbado 
uando en el 
ujob�asi
o la super�
ie libre no 
oin
ide 
on el plano de equilibrio hidrost�ati
o.� Efe
tos hidrodin�ami
os de segundo orden: en parti
ular 
�al
ulo de eventuales fuerzasde sustenta
i�on, de arrastre indu
ido, y de interferen
ia hidrodin�ami
as, o
asionadas porsuper�
ies 
on aptitud portante, por ejemplo, en quillas relativamente altas.



Ap�endi
e ANota
i�on y nomen
latura
Letras griegas:� = uT1x + � = poten
ial total� = poten
ial de perturba
i�on� = densidad bipolar (salto pot.)� = densidad monopolar (
ujo) ; � = poten
ial de ola y altura de ola�;� = ve
tores bipolar y monopolar� = super�
ie de borde
 = volumen de 
ujo� = densidad del 
uidoLetras latinas:Fn = U=pgL = n�umero de FroudeRn = UL=� = n�umero de ReynoldsU = rapidez no perturbadaL;B;H = eslora, manga y 
aladoFw = fuerza de resisten
ia de olaCw = 
oe�
iente de resisten
ia de olaA;C = matri
es bipolar y monopolarD = matriz de super�
ieH = matriz del sistemab = ve
tor fuente del sistema linealn = n�umero de paneles a
tivosny = n�umero de tiras en mangaN = n�umero de in
�ognitasn = versor normal 187



188t = versor tangen
ialK = g=U2 = n�umero de ondakx; ky = n�umero de onda planokz = atenua
i�on en 
aladop = presi�on hidrost�ati
ag = a
elera
i�on de la gravedadSupra��ndi
es:0 = 
ujo poten
ial b�asi
o1 = 
ujo poten
ial perturbadoSub��ndi
es:0 = 
ujo poten
ial b�asi
o1 = 
ondi
iones no perturbadas
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