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ResumenSe presenta una ondii�on de frontera absorbente Disreta No-Loal (DNL) para elproblema de la resistenia de ola en baros. Esta ondii�on es ompletamemte absorbenteen el sentido de que la solui�on es independiente de la posii�on del borde orriente aba-jo y es no loal en el sentido de que representa matries llenas que onetan todas lasin�ognitas en dos apas onseutivas en los planos de entrada y de salida. La misma esimplementada en dos formas prinipales: por un modelo de elementos �nitos, y por unmodelo de paneles (o de elementos de borde). La implementai�on por elementos �nitos esobtenida a partir de un an�alisis direto de las euaiones en diferenias resultantes, asum-iendo que la malla es unidimensionalmente estruturada (en la direi�on longitudinal),mientras que la implementai�on por paneles est�a aoplada on una desomposii�on �nitade Fourier, sobre un borde arti�ial orriente abajo, dando un problema equivalente quees resuelto en un dominio aotado. En este aso el arrastre es omputado mediante lal�asia integrai�on de la presi�on sobre el aso mojado en ondiiones hidrost�atias, y lasalturas de ola en la super�ie libre orriente abajo del borde arti�ial son obtenidas omoun proedimiento de pos-proesamiento. La ondii�on de borde absorbente DNL muestratres aspetos. Primero, en ontraste on los m�etodos uasi-Dawson evita el empleo devisosidades num�erias en la disretizai�on, de modo que un esquema de segundo ordenentrado puede emplearse en el operador de super�ie libre. Segundo, asimismo permiteonsiderar regiones m�as reduidas para la super�ie libre, on el onseuente ahorro enlos reursos omputaionales. Terero, el uso de un esquema entrado para el operadorde super�ie libre permite una disretizai�on ompleta por elementos �nitos, donde elarrastre es luego omputado por un balane de ujo, el ual es m�as exato y garantizaresistenias positivas. Los resultados num�erios inluyen la estela de un ferry a quineesloras.



AbstratAn absorbing Disrete Non-Loal (DNL) boundary ondition for the wave-resistaneproblem in ships is presented. This boundary ondition is ompletely absorbing in thesense that the solution is independent of the position of the downstream boundary andis nonloal in the sense that it represents full matries onneting all the unknowns attwo onseutive layers at the inlet and outlet planes. It is implemented in two prini-pal ways: a �nite element model and a panel (or boundary element) model. The �niteelement implementation is derived from straightforward analysis of the resulting onstant-oeÆients di�erene equations, assuming that the mesh is one-dimensional strutured (inthe longitudinal diretion). The panel implementation is oupled with a �nite Fourier-deomposition over an arti�ial downstream boundary, yielding an equivalent problemthat is solved in a bounded domain. In this ase the drag is omputed by a lassialpressure integration over the stati wetted hull, and the wave-heights in downstream freesurfae of the arti�ial boundary is obtained as post-proessing proedure. The absorb-ing boundary DNL ondition shows three aspets. First, in ontrast to the Dawson-likemethods, the DNL ondition avoids the use of numerial visosities in the disretization,so that a seond entered sheme an be used for the free surfae operator. Seond, thisboundary ondition allows to onsider smaller free surfae regions, with the omputerresoures saves involves. Third, the use of a entered sheme for the free surfae operatorallows a full element element disretization, and the drag is then omputed by a momen-tum ux balane whih is more aurate and guarantees positive resistanes. Numerialresults inluding the wave-pattern for a ferry along �fteen ship-lengths.
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Cap��tulo 1Introdui�on
1.1 Resistenia de olaLa resistenia de ola se re�ere al siguiente aspeto en el problema de avane de baros enel mar. Una embarai�on que avanza on veloidad onstante en un mar almo, perturbala posii�on de la super�ie libre del agua, generando un patr�on de olas estaionario quese propaga orriente abajo, formando la l�asia estela, y llev�andose una ierta poteniame�ania que debe suplir la nave. Ese patr�on de olas es la omposii�on de al menos dossistemas de olas transversales divergentes, generados en forma independiente en la proa yen la popa de la nave, omo se muestra en la �gura 1.1, y en primera aproximai�on est�anen razonable auerdo on la teor��a de Kelvin de una perturbai�on puntual viajera sobreuna super�ie libre de un l��quido. Ahora bien, uando la veloidad de la nave ambia elpatr�on de olas global se altera, debido a que las olas de proa y de popa inter�eren entresi en forma onstrutiva o destrutiva seg�un la veloidad. Como resultado �nal de estainterferenia de naturaleza ondulatoria, la urva de resistenia al avane en funi�on dela veloidad, presenta una serie de m�aximos y m��nimos variable seg�un el tipo de navey de dif��il predii�on te�oria para las embaraiones reales. Este efeto peuliar en laresistenia al avane debido al patr�on de olas, ha dado lugar a distinguir en ella una iertaresistenia de ola y aqui nos interesar�a su predii�on num�eria mediante los reursos dela me�ania omputaional de los medios ontinuos.1.2 Modelos matem�atios para la resistenia de olaLa omponente de ola distinguida en la resistenia al avane nos permite de�nir el prob-lema de la resistenia de ola. Su tratamiento te�orio fue iniiado en su momento porMithell, y una exposii�on detallada puede enontrarse en Wehausen (1973). Empero,1
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Figura 1.1: Patrones de olas generadas por un baro.dado que el modelo matem�atio en su forma general ha resultado muy ompliado parapermitir una solui�on direta por m�etodos anal��tios e inluso semianal��tios, la tarea delos matem�atios e hidrodinamiistas se ha orientado al desarrollo de simpli�aiones, demodo de obtener una serie de problemas que fueran tanto lo su�ientemente aproximadosomo pr�atios, omo para que fueran �utiles en ingenier��a hidronaval. As��, la prinipalsimpli�ai�on introduida ha sido alguna forma de linealizai�on en las ondiiones de bor-de a imponer en la super�ie libre, motivada por suposiiones aera de las dimensionesrelativas del aso y/o su veloidad de avane, dando lugar a un onjunto amplio de lin-ealizaiones posibles, hoy l�asias. As��, antes de la irrupi�on de los ordenadores digitales,las m�as onoidas eran aquellas apliables a: baros esbeltos (slender ships), baros del-gados (thin ships), baros planos (at ships) y baros r�apidos (fast ships) (Ogilvie 1977,Raven 1996), pero ninguno de ellos hab��an resultado su�ientemente representativos parabaros de las dimensiones relativas y/o de las veloidades que usualmente se enuentranen proyeto naval.1.3 Modelos num�erios en hidrodin�amia navalLos m�etodos aproximados de naturaleza anal��tia y semi anal��tia permiten hallar solu-iones aproximadas del problema de la resistenia de ola s�olo en asos muy simples, yno resultan ni apliables ni su�ientemente representativos para las neesidades mediasde proyetos en ingenier��a naval. Esto es as�� porque los proyetos en su gran mayor��a seorientan haia el denominado baro lento (slow ship), esto es, una nave que se desplazaa veloidades relativamente bajas y onstituye un aso asi intratable sin la asistenia



1.3. Modelos num�erios en hidrodin�amia naval 3de los m�etodos num�erios de un mayor nivel de omplejidad. As��, graias al auge de losordenadores digitales y de la me�ania omputaional, se ha posibilitado el desarrollo deteor��as y m�etodos num�erios orientados haia el problema del baro lento, v�alidas en unsentido asint�otio. De todos los m�etodos num�erios de �omputo on apliabilidad pr�atiasobresale la familia de m�etodos que llamamos omo uasi Dawson (Dawson, 1977), prop-uesta que ha mostrado ser en los hehos bastante pr�atia y exible, onvirti�endose enuna herramienta est�andar en �alulo industrial (Raven, 1996). Diho enfoque onstituyenuestro punto de partida, no obstante es neesario menionar otras l��neas de investigai�ona�nes.Mientras Chapman [16℄ ofree un estado del arte de las estrategias num�erias en elproblema de super�ie libre espe���amente relaionada en baros, Lugt [42℄ lo hae te-niendo en uenta los ujos vortiosos hidronavales, mientras que Euvard [21℄ hae lopropio en hidrodin�amia naval transitoria. Estudios matem�atios de las ondiiones ab-sorbentes en la simulai�on de la frontera abierta para olas de super�ie libre son dadospor Romate [63℄, Israeli/Orzag [29℄, Yen/Hall [78℄, mientras que su apliai�on num�eriaon un m�etodo de paneles es propuesta por Broeze/Romate [12℄. La resistenia de olaprediha por una extensi�on no lineal de la teor��a de Ogilvie 2D para baros lentos, y aprox-imada mediante representaiones asint�otias, en partiular para semiesferas sumergidas yilindros, y on ejemplos num�erios que inluyen asos de la serie Wigley y de la Serie60, es dada por Baba/Hara [5℄. Variantes de los m�etodos de paneles 3D (o de singular-idades) para la linealizai�on de Neumann-Kelvin pueden hallarse en Daube/Dulieu [18℄,en Guevel/Delhommeau/Cordonnier [25℄, y para los movimientos de baros 3D, en Chang[15℄. Modelos de interai�on visosa/inv��sida para simulai�on de las apas l��mites y este-las vortiosas de baros son propuestas por Tahara/Stern/Rosen [70℄, mientras que paradise~no naval �esta es propuesta por Larson/Broeber/Kim/Zhang [38℄. Formulaiones po-teniales 3D, on soluiones por el M�etodo de Diferenias Finitas (MDF) se pueden hallaren Ohring [54,55℄, von Kerzek/Salvesen [74℄, mientras que soluiones por el M�etodo deElementos Finitos (MEF) son propuestas por Oomen [56℄, Korving/Hermans [34℄, y porambos m�etodos por Yen/Lee/Akai [78℄. Finalmente una formulai�on euleriana 3D, onsoluiones por multigrillas es dada por Farmer/Martinelli/Jameson [22℄. Esquemas paratransitorios 3D son dados por Ohring/Telste [55℄ y por Pot/Jami [58℄. C�alulos de lasfuerzas hidrodin�amias no lineales sobre uerpos otantes son dados por Nihols/Hirt[52℄, mientras que en uerpos sumergidos por Wu [77℄. Tuk [71℄ lo hae para un ilindrosumergido, y Korving [33℄ lo hae sobre una distribui�on de presi�on m�ovil sobre una super-�ie libre. Una predii�on de los movimientos 3D del baro por diferenias �nitas es dadapor Chan [14℄. Una estrategia de simulai�on num�eria visosa mediante i) Navier Stokes



1.4. Desripi�on de esta tesis 43D m�as pseudo inompresibilidad y mediante diferenias �nitas es dada por Liu/Ikehata[41℄ en el aso de olas de super�ie generadas por un uerpo de formas arbitrarias, ii)Navier Stokes promediadas 3D en r�egimen transitorio y tambi�en por diferenias �nitases dada por Alessandrini/Delhommeau [2℄. Estudios matem�atios sobre la no linealidadgeom�etria en el m�etodo de elementos de borde/paneles (BEM) son dados por Ligget [39℄,y �nalmente sobre soluiones fundamentales en problemas on super�ie libre son dadospor Karageorghis [31℄.En la etapa fundamental de los m�etodos uasi Dawson, se implementa un esquema endiferenias �nitas a lo largo de las l��neas de orriente, orientado haia orriente arriba, dealto orden pero inompleto, donde la terera derivada de la veloidad es desartada. Laorientai�on haia orriente arriba es neesaria para introduir una asimetr��a en el modelonum�erio, que en un ontexto mas amplio de la uido-din�amia omputaional se la re-onoe omo una t�enia de derivada ontra-orriente (upwind tehnique), y da uenta delsiguiente heho f��sio simple: la transmisi�on de la informai�on de una perturbai�on pro-duida en el interior de un uido en movimiento se propaga orriente abajo. A pesar de losm�eritos de la familia uasi Dawson menionamos algunos inonvenientes: i) nos restringeen la super�ie libre al empleo de las mallas estruturadas t��pias en diferenias �nitas,siendo en prinipio bastante dif��il su extensi�on a las mallas no estruturadas t��pias enelementos �nitos; ii) su naturaleza de alto orden e inompleta di�ulta la formulai�on delsistema algebraio de euaiones. Por ejemplo, en elementos �nitos se deber��an hallar susequivalentes debilitados, on expresiones algebraias sumamente elaboradas; iii) obsureebastante la f��sia del problema de propagai�on de las olas de super�ie gravitaionales.De heho en su publiai�on original Dawson dio poa o ninguna justi�ai�on a la raz�onde ser del esquema, el ual fue obtenido por una serie de detallados ensayos num�eriossistem�atios, no obstante trabajos posteriores han aportado algunas alaraiones (Raven,1996).1.4 Desripi�on de esta tesisEl prinipal objetivo de investigai�on de esta tesis es superar algunas de las di�ultades dela familia uasi Dawson mediante su reemplazo por una ondii�on de frontera absorbenteDisreta No-Loal (DNL), de un modo su�ientemente general para su adaptai�on on losprinipales m�etodos empleados en uido din�amia omputaional. Adem�as nos permitir�adesarrollar un esquema de �omputo alternativo para la resistenia de ola basado en lasamplitudes de las olas orriente abajo, en una posii�on relativamente erana a la nave.Este enfoque presenta la ventaja adiional de brindar siempre una resistenia de ola



1.4. Desripi�on de esta tesis 5positiva. En esta tesis s�olo emplearemos una linealizai�on partiular en las ondiionesde borde sobre la super�ie libre, de igual orden omparada on la de un baro delgadoen su manga respeto a la eslora. El esp��ritu del desarrollo y presentai�on de los temas esla de haerla lo m�as autoontenida posible. Su organizai�on y exposii�on es la siguiente.En el ap��tulo 2 damos un ontexto uidodin�amio en el ual podemos ubiar laresistenia de ola, y un raonto del m�etodo experimental para su determinai�on.En el ap��tulo 3 exponemos la formulai�on del problema de la resistenia de ola delim-itado. Reurrimos a la interai�on visosa/inv��sida para la desripi�on del ujo, y nosrestringimos a su parte inv��sida mediante un modelo potenial. En el modelo potenialformulado en primera instania mostramos dos di�ultades intr��nsias, una dada por lapresenia de ondiiones de borde no lineales en la super�ie libre tanto inem�atia o-mo din�amia, que omplian notoriamente ualquier intento de resolui�on del problema,mientras que la segunda se re�ere a que sin ondiiones de radiai�on, por lo menos anivel del ontinuo, resulta un problema hidrodin�amio inompletamente formulado en elsentido de Birkho� [9℄, dado que no inorpora el sentido de propagai�on haia orrienteabajo. Finalmente introduimos el ensayo de la altura de ola onstante.En el ap��tulo 4 desribimos tres linealizaiones b�asias: baro esbelto (slender ship),baro delgado (thin ship) y baro lento (slow ship). Luego desarrollaremos una linealizai�onde las ondiiones de borde (inem�atia y din�amia) en la super�ie libre para el �ultimoaso.En el ap��tulo 5 haemos un an�alisis de la ondii�on de frontera absorbente DisretaNo-Loal (DNL). Para tal �n, empezamos on un problema senillo 1D en el ontinuo,donde distinguimos los asos \el��ptio" e \hiperb�olio". Luego pasamos a su versi�ondisretizada mediante diferenias �nitas y su extensi�on a sistemas. A ontinuai�on damosla expresi�on general para la semi-disretizai�on en x, el aso mixto, y el aso disreto onvarios nodos en profundidad. Luego mostramos la apliai�on de la t�enia desarrollada enensayos de validai�on, entre ellos el dipolo sumergido y una distribui�on de presi�on suaveloalizada, en primer lugar on mallas uniformes donde se observa que la solui�on num�eriaresulta invariante on la ubiai�on de la absisa elegida para la ondii�on absorbente. Ensegundo lugar, en una malla irregular se muestra que las olas no presentan efetos de unaamortiguai�on num�eria esp�urea.En el ap��tulo 6 tratamos un m�etodo para el �alulo de la resistenia de ola, mediantetransformada de Fourier, que emplearemos para hallar soluiones para los asos simplesde validai�on.En el ap��tulo 7 onsideramos el m�etodo de elementos de borde est�andar, en el sentidode que en una primera etapa suponemos que no existe super�ie libre, por lo que solamente



1.4. Desripi�on de esta tesis 6neesitamos resolver el problema de Neumann exterior para el laplaiano, donde toda lasuper�ie de borde del dominio exterior a la nave es onoida, e inluye una frontera alin�nito. Como �uniamente nos interesa el aso tridimensional (3D), el dominio exteriorresulta simplemente onexo. Para el �alulo del potenial optamos por la formulai�onintegral de Morino/Mâ�tre [43℄. La disretizai�on la haemos por el m�etodo de elementosde borde/paneles, en donde empleamos un m�etodo num�erio de bajo orden on posteriorintegrai�on anal��tia para las matries de inuenia monopolar y dipolar.En el ap��tulo 8 vemos un m�etodo de elementos de borde para ujos uasi-2D, exten-dido para inluir la ondii�on linealizada sobre la super�ie libre, en donde la derivadasobre la misma es aproximada on un esquema ontra-orriente de quinto orden para elpotenial de ola (uasi-Dawson).En el ap��tulo 9 implementamos la ondii�on de frontera absorbente Disreta No-Loal(DNL) mediante el m�etodo de elementos �nitos, on la ual reuperamos un esquema desegundo orden entrado y as�� obviamos la t�enia ontra-orriente uasi Dawson en lasuper�ie libre. El esquema es evaluado en la super�ie libre de referenia, mientras queel omportamiento de la solui�on lejana, tanto en orriente arriba omo en orriente aba-jo, la expresamos mediante la introdui�on de las ondiiones absorbentes. Veremos queesta t�enia pertene a una segunda familia de m�etodos que subsanan el planteamien-to hidrodin�amio inompleto, en donde para la super�ie libre se onserva la simetr��anum�eria natural.En el ap��tulo 10 mostramos una implementai�on por paneles, la ual es una ombi-nai�on del M�etodo de los Elementos de Borde/paneles (MEB) est�andar, de la estrategiageneral de las ondiiones absorbentes Disretas No-loales (DNL), y de la representai�ondel potenial de ola asint�otio orriente abajo mediante serie de Fourier �nita. El puntode partida ser�a la solui�on 2D del problema linealizado de ujo potenial on una super-�ie libre y sin fondo, y admitiremos que su aproximai�on 3D es representable por unasuperposii�on �nita de ondas planas. Adem�as supondremos que en el extremo orrienteabajo la malla de super�ie, orientada haia el m�etodo de paneles, es estruturada en unn�umero �nito de bandas transversales, lo que nos failitar�a la introdui�on de una basede Fourier �nita. Como emplearemos la ondii�on de borde absorbente DNL otra vezpodremos aproximar la derivada en la super�ie libre on un esquema entrado de segun-do orden. Entre los ejemplos num�erios, mostramos la estela de un ferry en un dominioampliado de aproximadamente quine esloras.Finalmente, en el ap��tulo 11 damos el ep��logo de la tesis y resumimos los desarrollosm�as sobresalientes, menionando posibles trabajos de trabajos de investigai�on futuros.



Cap��tulo 2Contexto uidodin�amio
2.1 ResumenSe expone un ontexto uido din�amio para el problema de la resistenia de ola, sobreembaraiones de super�ie. La desripi�on omprende: i) terminolog��a naval b�asia,ii) desripi�on de fen�omenos \vortiosos navales", iii) relaiones entre aerodin�amia ehidrodin�amia naval: ternas de referenia, desomposiiones de fuerzas hidrodin�amias,y super�ies portantes/no portantes, iv) omponentes en la resistenia al avane desde elpunto de vista del proyeto naval, v) y medii�on experimental de la resistenia de ola.2.2 Contexto naval2.2.1 De�niionesEl buque onsta de una aja estana de forma adeuada al prop�osito de dise~no llamadaaso, sobre el ual se erige una superestrutura (West, 1967; Mandelli, 1986). La parte
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Figura 2.1: Sei�on transversal del aso de un buque.7



2.2. Contexto naval 8
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Figura 2.2: Dimensiones de dise~no.del aso que est�a sumergida es la arena y el resto que emerge es la obra muerta. Con-strutivamente el aso tiene un ierto espesor, pero para su representai�on en �alulo seonsidera una super�ie de dise~no, es deir, sin espesor, la ual tiene usualmente un �unioplano de simetr��a, longitudinal-vertial, llamado plano de ruj��a. En los asos en que lapopa y la proa son iguales, tambi�en existe otro plano de simetr��a, transversal-vertial, porejemplo, en los baros doble proa y en los \ferry-boats". El plano de onstrui�on es elplano horizontal sobre el ual puede onsiderarse apoyada la super�ie de dise~no. Parala representai�on de la super�ie de dise~no del aso se emplean b�asiamente los planosde ruj��a y de onstrui�on. La intersei�on de ambos planos es la l��nea de onstrui�ono l��nea base. En la �gura 2.1 mostramos el signi�ado de los t�erminos: manga, puntal,vuelta de bao, astilla muerta, pantoque y franobordo. El alado (draft) H es la distaniavertial desde la quilla hasta la l��nea de arga de agua, y puede ser referida a la mitadde la nave, o haia proa, o haia popa. Nosotros lo entenderemos simplemente omo lam�axima. La eslora L es, en t�erminos generales, la longitud de la nave. Empero, siendovariable la forma de la proa y de la popa, es neesario onsiderar varias esloras, ver �gura2.2. La perpendiular de proa es siempre la indiada, la de popa puede variar ligeramenteseg�un su forma, pero en el aso de la popa ruero, muy usada atualmente, se la tomaen el eje de la meha del tim�on. La distania entre perpendiulares de proa y popa es laeslora entre perpendiulares. Todas las dimensiones mostradas son llamadas dimensionesde dise~no o dimensiones moldeadas. El arrufo es la urvatura de la ubierta en el sentidode la eslora, es deir, la elevai�on de la ubierta sobre la horizontal que pasa por su puntom�as bajo, medida a proa o a popa. La sei�on transversal del buque en el punto mediode la eslora entre perpendiulares es la sei�on media. La sei�on maestra es la m�aximasei�on transversal y normalmente oinide o es muy pr�oxima a la sei�on media. Lamanga B es el anho m�aximo. Finalmente, el desplazamiento WD es el peso en toneladasdel volumen de agua VD desplazada por la arena, y es igual al peso total del la nave.



2.2. Contexto naval 92.2.2 Coe�ientes de formaEn el proyeto naval se usan extensivamente los oe�ientes de forma, los uales permitenla omparai�on entre buques de tama~nos muy diferentes. Consideremos la parte sumergidade la nave, es deir, su arena, la ual puede onsiderarse insripta en un paralelep��pedouyas aristas son la eslora L, la manga B y el alado H. El volumen de la arena VD ser�aalgo menor que el del paralelep��pedo, debido al a�namiento de la arena. Entones, sede�ne omo oe�iente total o oe�iente de bloque al oienteKb = volumen de la arenavolumen del paralelep��pedo = VDLBH : (2.1)Por otra parte, la l��nea de otai�on enierra una super�ie insripta en el ret�angulo delados L y B, de �area Af . Entones, se de�ne el oe�iente de otai�on al oienteKf = �area de otai�on�area del ret�angulo = AfLB : (2.2)Asimismo, el volumen de la arena puede onsiderarse insripto en un ilindro uya basees la sei�on maestra de la arena y su altura es la eslora. Si el �area de la sei�on maestraes Am, se de�ne omo oe�iente prism�atio o oe�iente longitudinal al oienteKp = volumen de la arenavolumen del ilindro = VDAmL : (2.3)Finalmente, la super�ie de la sei�on maestra puede onsiderarse insripta en el ret�angulode lados B y H. Entones, se de�ne omo oe�iente de la sei�on maestra al oienteKm = �area de la sei�on maestra�area del ret�angulo = VDBH : (2.4)De esta manera, disponemos de uatro oe�ientes que permiten de�nir la forma de laarena, su otai�on y su sei�on maestra, por ejemplo, un Kb peque~no india una arena�na. Adem�as notemos que se veri�a la relai�on Kb = KpKm. Los valores de proyetode estos oe�ientes dependen del tipo de nave aunque se pueden aotar en los siguientesintervalos: 0:49 � Kb � 0:80; 0:70 � Kf � 0:74; 0:64 � Kp � 0:80 y 0:76 � Km � 0:99.2.2.3 Movimientos y osilaiones del buqueEn el mar, el buque est�a sometido onstantemente a una serie de fuerzas (por ejemplo,debidas a olas, vientos y orrientes marinas), las uales tratan de alterar su posii�on deequilibrio. Diho equilibrio es restableido por la aparii�on de fuerzas reativas, originandoas�� las osilaiones. Dejemos de lado la traslai�on ausada por la veloidad de avane(onstante) del buque. Para el an�alisis de su movimiento instant�aneo, podemos onsiderar
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Figura 2.3: Grados de libertad seg�un terna �ja a la nave.al buque omo un uerpo r��gido on seis grados de libertad (Newman, 1978; Mandelli,1986), donde las tres omponentes de traslai�on son: \avane", deriva y \alzada" (surge,sway and heave), paralelos a la eslora, a la manga y al alado, respetivamente, mientrasque las tres omponentes de rotai�on paralelas a los mismos ejes son: rolido, abeeo ygui~nada (roll, pith and yaw), respetivamente, ver �gura 2.3. Las uatro omponentesm�as importantes son: los de deriva y gui~nada, por su inuenia en el rumbo del buque, ylos de rolido y abeeo, por su inuenia sobre las ondiiones marineras del buque y elbienestar de la tripulai�on.2.3 V�orties estaionarios en baros de super�ieSi bien no es nuestro inter�es un �alulo que tenga en uenta los v�orties generados porel avane estaionario de un baro, haremos una desripi�on ualitativa de los mismos(Lugt [42℄). Los asos de las embaraiones de super�ie pueden produir b�asiamenteuatro tipos notables de v�orties: de popa, de proa, de fondo, y de ollar (bilge, stern,bow and neklae vorties), uya produi�on e intensidad depende tanto de la geometr��ade la super�ie mojada omo de su movimiento relativo al ujo. Los v�orties de fondo seforman en la quilla, que es una super�ie on bordes agudos, tanto en su zona de proa porel movimiento de avane, omo en su zona de popa por un ujo asendente seundario(Taigori, 1967), donde suelen observarse dos sistemas de v�orties que rotan en sentidosopuestos (ver �gura 2.4). Los v�orties de popa muestran un ierto pareido on los defondo de popa, y se forman en las regiones donde la super�ie del aso pasa de onvexoa �onavo, Lug [42℄, donde la formai�on de vortiidad se debe a la separai�on del ujo



2.3. V�orties estaionarios en baros de super�ie 11
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concava del cascoFigura 2.5: V�orties de popa (por onavidad del aso).tanto en la quilla omo en el fondo de la nave, y su equivalente aerodin�amio es el v�ortiede fuselaje en los llamados \uerpos sustentadores" (ver �gura 2.5). Los v�orties de proade un baro ompleto (full ship) son algo semejantes a los \v�orties de ollar" (neklaevorties) que se produen en las esquinas de una super�ie s�olida, pero a diferenia de quela ola de proa es la que determina la forma de super�ie libre en esa zona (ver �gura 2.6).Los v�orties enollados (neklae vorties) se forman detr�as de la nave, donde la rotura deola se produe por generai�on de una super�ie vortiosa que se propaga en la direi�ondel ujo. Para altos Froude los v�orties se extienden longitudinalmente bien lejos orrienteabajo, mientras que para bajos Froude se produe una rotura de ola, formando un v�ortietransversal a los primeros (ver �gura 2.7).
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Figura 2.7: V�orties enollados (por rotura de olas).2.4 Relaiones entre aero/hidro din�amiaB�asiamente, podemos ategorizar a las relaiones entre aerodin�amia e hidrodin�amianaval omo de dos tipos (Lugt [42℄): problemas hidronavales bastante pareidos a susequivalentes aerodin�amios y problemas hidronavales sin equivalentes aerodin�amios. Mu-hos de ellos responden al primer tipo, sin embargo, debido al peso relativo diferente enlos efetos de ujo, las aproximaiones que son admisibles en unos pueden no serlo ensus ontrapartes. Por ejemplo, dependiendo de su loalizai�on, la separai�on de la apal��mite puede produir un efeto sensible sobre la sustentai�on de un ala, mientras quesu equivalente detr�as de un baro puede ser un efeto seundario para la e�ienia dela propulsi�on. Por otra parte, los problemas hidronavales sin equivalentes aerodin�amiosse relaionan on el heho de que un baro opera a veloidades relativamente muy bajassobre una super�ie libre de un uido pr�atiamente inompresible, a diferenia de unavi�on que se mueve en el aire a veloidades sub o super s�onias. Aunque ambos om-parten iertas propiedades, por ejemplo, las ondiiones de borde en la super�ie libre delagua y en la onda de hoque del avi�on supers�onio son no lineales y sus posiiones noson onoidas a priori, presentan, empero, efetos distintivos. Por ejemplo, problemas deujo exlusivamente de inter�es naval son: formai�on del patr�on de olas en la super�ielibre del agua, interai�on (propulsi�on-aso-tim�on), avitai�on, y movimiento de rolido



2.5. Fuerzas aero/hidro din�amias 13de la nave (alrededor de su eje longitudinal).2.5 Fuerzas aero/hidro din�amiasPara el an�alisis de las fuerzas de naturaleza hidrodin�amias sobre una nave tendremos pre-sente que en general pueden haber tanto super�ies sustentadoras omo no sustentadoras(o portantes y no portantes). Por ejemplo, en el aso de un velero omo el mostrado en la�gura 2.8, podemos distinguir los siguientes omponentes de la nave: el aso, la quilla,el bulbo, y el tim�on, en donde quilla es relativamente muy alta. En prinipio solamente�esta y el tim�on pueden produir sustentai�on induida, uando la posii�on relativa de lanave no presenta un plano de simetr��a que ontenga a la veloidad de avane us. Por estemotivo, resumimos a ontinuai�on algunas propiedades aero/hidro din�amias de ada tipode super�ie.
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Figura 2.8: Subestruturas prinipales en un velero y su aptitud para generar sustentai�oninduida.2.5.1 Ternas seg�un el ujo y seg�un el objetoLas fuerzas y momentos que at�uan sobre un objeto sumergido en un ujo (Abraham,1967) son referidas usualmente a dos ternas artesianas on origen om�un oinidenteon el barientro del objeto: i) una terna seg�un el ujo, que es usada para los �aluloshidrodin�amios, donde el eje x es paralelo al ujo no perturbado, el eje z antiparalelo alampo gravitatorio g, y el eje y es perpendiular a los anteriores, en la seuenia (x; y; z),ii) otra terna seg�un el objeto, que es usada en �alulos estruturales, donde el eje x esparalelo al eje longitudinal del objeto (o l��nea de empuje), y usualmente esta terna oinideon los ejes prinipales de ineria del objeto.



2.6. Super�ies sustentadoras 142.5.2 Fuerzas seg�un ujo y seg�un objetoComo el objeto est�a inmerso en un ujo real, el movimiento relativo entre objeto y u-ido produe tanto un ampo de presi�on normal omo un ampo de tensiones de ortetangenial a la super�ie mojada, uya suma es la fuerza resultante FR sobre el objetoque at�ua en un punto llamado entro de presi�on. En general, la fuerza resultante FRest�a inlinada tanto on respeto a la nave omo respeto al ujo, y por ello suele de-somponerse (ver �gura 2.9): i) seg�un la terna del ujo, on una fuerza de sustentai�on yotra de arrastre, perpendiular y paralela a la veloidad no perturbada, respetivamente(para �alulos hidrodin�amios); ii) seg�un la terna del objeto, on una fuerza normal y otratangenial, perpendiular y paralela al eje longitudinal del objeto (para �alulos estru-turales). Usualmente en lugar del entro de presi�on se emplea el entro hidrodin�amio,que es el punto donde el momento M de las fuerzas aero/hidro din�amias es onstantepara todo �angulo de ataque �.
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aerodinamico mas una cuplaFigura 2.9: Desomposii�on de la fuerza resultante seg�un, i) terna del ujo (�aluloshidrodin�amios), ii) terna del objeto (�alulos estruturales).2.6 Super�ies sustentadoras2.6.1 Coe�ientes aero/hidro din�amiosLas arater��stias aero/hidro din�amias de las super�ies portantes (aptas para generaruna sustentai�on apreiable) son resumidas por los oe�ientes: de sustentai�on CL =FL=q, de arrastre CD = FD=q, y de momento CM = M=q, y por el �angulo de ataque �,donde q = 0:5�0u20S es una fuerza de referenia, S es la super�ie mojada, y t es la longitudde la uerda. El oe�iente de sustentai�on CL es una funi�on mon�otona del �angulo deataque � desde ero hasta un ierto valor r��tio llamado �angulo de entrada en p�erdida(ver �gura 2.10), donde la sustentai�on ae y el arrastre se inrementa, abruptamente.



2.7. Super�ies no sustentadoras 152.6.2 Arrastre de per�l e induidoEn general, el arrastre para super�ies portantes se lo divide en: i) arrastre del per�lD0, ii) y en el arrastre induido Di, donde el primero es debido fundamentalmente a lafrii�on super�ial, mientras que el arratre induido es un efeto netamente tridimensionaldel ujo. El arrastre induido es un efeto de orden superior que aompa~na a la susteni�oninduida, siendo un efeto netamente tridimensional del ujo sobre super�ies portantes�nitas, y es nulo s�olo uando la relai�on de aspeto � = B=L es in�nita o uando lasustentai�on es nula, mientras que en una super�ie portante on relai�on de aspeto�nita, la irulai�on alrededor de la super�ie rea intensos v�orties que se desprendenorriente abajo (�gura 2.11), y que orresponden a un ujo transversal alrededor de laspuntas, desde la zona de mayor presi�on haia la de menor presi�on. Esto ausa unaorriente induida desendente ui que se suma al ujo no perturbado u0, dando unaveloidad efetiva u on un �angulo de ataque induido �0 � (ui=u0), que redue el �angulode ataque iniial (geom�etrio). La sustentai�on FL es un poo menor, y el arrastre induidoes aproximadamente Di = FL tan�0 � FL(ui=u0).2.7 Super�ies no sustentadorasEn las super�ies no portantes se observa un arrastre par�asito suma de dos omponentes,un arrastre peliular (o friional) y un arrastre de forma. El arrastre par�asito peliulares debido a las tensiones de orte en las apas de ujo inmediatamente eranas al objeto,y siempre es proporional al �area mojada. Mientras que el arrastre par�asito de forma esdebido a la perturbai�on sobre el ujo reada por el objeto, y es una funi�on de su forma(aguda u obtuso) y posii�on relativa. De este modo, el arrastre par�asito puede variardesde arrastre peliular puro a un arrastre de forma puro, omo lo es en el aso de unaplaa paralela y perpendiular al ujo, respetivamente. Luego, un uerpo on formasaero/hidro din�amias es un objeto on arrastre par�asito de forma muy reduido, es deir,
debajo del angulo de
desprendimiento

arriba del angulo de
desprendimientoFigura 2.10: Punto de entrada en p�erdida para una super�ie sustentadora.



2.8. Resistenia al avane y potenia de proyeto 16que produe muy poa perturbai�on sobre el ujo inidente.En los uerpos on aras agudas los oe�ientes de arrastre son independientes deln�umero de Reynolds Rn, y la mayor parte de la resistenia es debida a la diferenia depresi�on entre las super�ies frontal y trasera al ujo. Mientras que en los uerpos onaras redondeadas (por ejemplo, esferas, ilindros y elipsoides), los oe�ientes de arrastredependen sensiblemente del n�umero de Reynolds Rn, de la rugosidad super�ial y el gradode turbulenia del ujo. Por ejemplo, tanto una esfera omo un ilindro experimentanuna s�ubdita redui�on en el arrastre uando el n�umero de Reynolds supera un iertovalor r��tio. La raz�on de este omportamiento es que a bajas veloidades, el ujo en laapa l��mite es maradamente laminar, pero �este se desprende de la esfera en la misma arafrontal (a unos 83 grados), y una estela amplia se tradue en un arrastre intenso, mientrasque a altas veloidades, la apa l��mite se vuelve turbulenta, llega energ��a adiional delujo externo y se separa rei�en en la ara posterior al ujo (ver �gura 2.12).Finalmente el arrastre total del ujo sobre dos objetos, o dos sub-omponentes deun mismo objeto relativamente pr�oximos, es generalmente mayor que la suma de susomponentes individuales. Este inremento (positivo/negativo) es onoido omo arrastrede interferenia.2.8 Resistenia al avane y potenia de proyetoEn los proyetos navales, la resistenia al avane de una nave de super�ie omprendela suma de uatro resistenias notables, o de primer orden (West, 1967) dadas por: 1)el arrastre de ola, 2) el arrastre peliular, 3) el arrastre de forma, 4) y el arrastre delviento. Mientras que usualmente se onsideran efetos seundarios, o de orden superior, lasresistenias ausadas por: 5) el arrastre induido, 6) y el arrastre par�asito. A diferenia de
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Figura 2.12: Capas l��mites sobre una esfera: laminar y turbulenta.los baros de super�ie, para un submarino sumergido s�olo son signi�ativas la resisteniade forma y la resistenia peliular, donde a bajas veloidades �este requiere una poteniapropulsiva omparativamente mayor que la de un baro on igual superfie mojada, peroa altas veloidades, uando la resistenia de ola del baro es alta, el submarino requierede una potenia onsiderablemente menor que la del baro de super�ie. Pasemos ahoraa desribir ada una de las resistenias onsideradas en el proyeto de las embaraionesde super�ie.2.8.1 Arrastre de olaEl arrastre de ola es un efeto de primera importania, est�a relaionado on la exitai�onde un patr�on de olas estaionario sobre la super�ie libre del agua que se alejan detr�asde la nave haia orriente abajo, la onoida estela del baro. Cl�asiamente sabemos quesi la intensidad del ampo gravitatorio g fuera in�nita, diho patr�on de olas super�ialesdesapareer��a, y debido a esta dependenia de su existenia on la presenia de un ampogravitatorio, tambi�en se las reonoe brevemente omo olas por gravedad (gravity waves).La onseuenia pr�atia fundamental reside en que la potenia me�ania que este patr�onde olas se lleva orriente abajo debe ser suplida en �ultima instania por la planta motrizde la embarai�on (las velas en aso de veleros), ver �gura 2.13. La experienia ingenierilindia que usualmente representa desde un 10 % a un 60 % de la resistenia global alavane en aguas tranquilas. Si bien resulta despreiable a muy bajas veloidades, reemuy r�apidamente on la veloidad y para baros r�apidos (por ejemplo fragatas) dominasobre la omponente visosa. El arrastre de ola es adem�as notoriamente muy sensible a laforma y detalles del aso y sus ap�endies, por lo que f�ailmente es afetada por ambiosde dise~no relativamente peque~nos, y �esta ha sido una raz�on poderosa para justi�ar sudistini�on omo omponente notable. Adem�as es una funi�on preponderante del n�umero
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gFigura 2.13: Arrastre de ola y su relai�on on la irradiai�on de potenia llevada por elpatr�on de olas haia orriente abajo de la nave.de Froude Fn = u=pgL. Un baro genera al menos dos patrones de ola distintivos, unoen la proa y el otro en la popa. Asimismo surgen otros patrones adiionales ausados porabruptos ambios de sei�on. Estos patrones de olas individuales se ombinan para formarun patr�on de olas resultante de la nave. Cuando la veloidad de avane ambia se alterala interferenia onstrutiva/destrutiva, que es de naturaleza ondulatoria, por lo que laurva de resistenia en funi�on de la veloidad no es mon�otona, presentando una seriede m�aximos y m��nimos orrespondientes a las interferenias onstrutivas/destrutivasdel patr�on de olas. El proedimiento de dise~no es estimar una veloidad de ruerodel baro tal que se ubique en uno de estos m��nimos loales. Adem�as Takao (Olgivie,1977) observa que, i) las olas a lo largo de la nave se amortiguan m�as r�apidamente queualquier predii�on te�oria, y es m�as pronuniado uanto menor es la veloidad, ii) si seobservan dos longitudes de onda a lo largo del aso, entones el n�umero de Froude esaproximadamente Fn = 0:3.Para reduir la resistenia de ola en naves relativamente grandes, se emplea on muybuen �exito la oloai�on del bulbo de proa, el ual genera una ola seundaria que anelaparialmente el sistema de olas primarias generadas por la nave. Un buen dise~no deber��aser tal que: 1) inremente la veloidad en un 5 %, 2) inremente la apaidad de argoen un 5 % sin inrementar la arga sobre el eje de propulsi�on, 3) reduza el onsumo deombustible en un 5-10 % sin desmejorar la relai�on veloidad/apaidad.Tradiionalmente el arrastre de ola se la ha estimado y reduido en laboratorio me-diante ensayos sobre modelos en esala, en donde la teor��a india que en primera aprox-imai�on, los patrones de ola del modelo y prototipo resultar�an geom�etriamente seme-jantes, si se veri�a la igualdad de sus n�umeros de Froude, on independenia del n�umerode Reynolds. Como los ensayos experimentales son relativamente lentos y ostosos derealizar, se ha propuesto una interai�on de ensayos laboratorio/ num�erio, en dondeen la etapa de ensayo en laboratorio sobre los modelos se tiene presente la informai�onestimativa de los ensayos num�erios efetuados sobre omputadores digitales.



2.8. Resistenia al avane y potenia de proyeto 192.8.2 Arrastre peliularEl arrastre peliular es un efeto de primera importania, y es una onseuenia �uniay exlusiva de la visosidad del uido. Se lo obtiene por integrai�on de las tensionestangeniales �0 = �0(x), sobre la super�ie mojada de la nave �S (Shlihting, 1955),Df = Z�S d� �0 sin(�) ; (2.5)donde � es el �angulo omprendido entre el versor normal n a la super�ie y la veloidaddel uido u. La experienia india que aumenta aproximadamente on el uadrado de laveloidad. En un buen dise~no deber��a variar gradualmente a lo largo del aso, empero,indeseables fen�omenos de separai�on pueden oasionar un s�ubito y notable aumento desu valor.El arrastre peliular se mani�esta en el ujo debajo de la nave, por el desarrollo de unaapa l��mite a lo largo del aso, y por la presenia de zonas on ujo separado y de unaestela, donde la energ��a turbulenta es generada y disipada. El inremento de su magnitudse debe prinipalmente a la rugosidad super�ial del aso y sus ap�endies, que inluye,entre otras ausas, las imperfeiones de forma, las abezas de los remahes, los ordonesde las soldaduras, y las pinturas marinas rugosas. Asi, los experimentos han mostradoque el arrastre peliular en una embarai�on puede i) dupliarse en un a~no si la nave pasala mayor parte del tiempo en el mar, ii) tripliarse en un verano para una nave atraadaen puerto (Landweber). Debido a los tama~nos usuales de las embaraiones, el n�umerode Reynolds es maradamente muy alto, y el ujo es asi siempre netamente turbulento,exepto por ejemplo, en los veleros.2.8.3 Arrastre de forma (o de presi�on)El arrastre de forma (o de presi�on) es un efeto de primera importania, y es una onse-uenia de la perturbai�on sobre el ujo ausada por la nave. Depende sensiblemente dela forma y posii�on relativa de la nave al ujo, y es posible reduirlo mediante redise~no.Su valor est�a dado por la integral de la presi�on sobre la super�ie mojada de la nave �s,Dp = Z�S d� p os(�) ; (2.6)donde p es la presi�on sobre la super�ie mojada �s. Cuando el n�umero de ReynoldsRn es elevado, el arrastre de forma Dp resulta proporional al uadrado de la rapidezno perturbada U2, porque la diferenia de presi�on sobre las super�ie del uerpo sonproporionales a �U2. Finalmente, en una nave anha avanzando en forma paralela alujo medio, el arrastre de forma es de mayor importania relativa, mientras que en unanave delgada lo es el arrastre peliular.



2.8. Resistenia al avane y potenia de proyeto 202.8.4 Arrastre del vientoEl arrastre del viento Rv es oasionado por la presi�on que ejere el viento sobre la pori�onemergida del aso y su superestrutura, y se la puede estimar on Rv = 0:002B2u2, dondeB es la eslora, y u la veloidad relativa de la nave al viento. Usualmente es menor al 3 %de la resistenia total, pero en ondiiones de tormenta puede ser 10 vees superior. Porejemplo, un baro a 10 nudos la resistenia del viento es apenas un 3 % de su resisteniatotal, pero a 20 nudos trepa a un 23 %. En la �gura 2.14 mostramos ualitativamente
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Figura 2.14: Resistenia del viento sobre una nave.el omportamiento del oe�iente de resistenia al viento Cw = Fw=qS, donde Fw es laresistenia del viento (transversal y longitudinal de la nave), q = 0:5�au2 es la presi�ondin�amia del aire, S es la m�axima �area transversal equivalente de la nave. Para nuestrahip�otesis de mar tranquilo el arrastre del viento resulta despreiable.2.8.5 Arrastre par�asitoEl arrastre par�asito es otro efeto seundario, y es una onseuenia de los efetos deinterferenia entre los diferentes omponentes de ujo y/o de la nave, es deir, un efetode aoplamiento entre sub-partes. Consideremos brevemente el aso de interferenia entrelos efetos del movimiento de la nave y los omponentes de ujo. Las olas de super�iepor gravedad ausadas por objetos m�oviles, se produen siempre que tengamos: i) dosuidos uniformes pero on densidades diferentes, tales que de�nan una interfase; ii) unaperturbai�on viajera en la inmediata veindad de la super�ie libre, ya sea emergida,otando, o sumergida, por ejemplo, una aeronave en vuelo rasante, un baro o submarino(sumergido) en movimiento; iii) y la presenia de un ampo gravitatorio. Los fen�omenosque intervienen en ada aso son muy ompliados en sus omponentes y resultan engeneral aoplados.



2.9. Fuerza generalizada de presi�on 21Por ejemplo, onsideremos el aso de un aeronave volando muy era sobre la super�iedel mar. Para volar, las alas del avi�on generan una fuerza sustentadora dirigida haiaarriba, inrementando la presi�on debajo de ellas, y omo est�an muy era de la super�ielibre, ese inremento de presi�on afeta el ampo de la presi�on atmosf�eria sobre la misma,generandose tambi�en un patr�on de olas, a pesar de que el avi�on no tiene un ontatodireto on la super�ie del agua. Algo pareido suede en el aso del submarino. Enlos tres asos, las perturbaiones m�oviles experimentan una fuerza de arrastre debido alpatr�on de olas emitido por ellas, por lo que deben suministrar una potenia adiionalpara ompensarla, aunque, laro est�a, las magnitudes e importania relativa son muydiferentes en ada aso. En las naves de super�ie se puede presentar el arrastre par�asitopor interferenia entre algunos omponentes sumergidos de la nave, por ejemplo en elaso de los veleros, la interferenia entre la quilla y el tim�on, donde ambas en general sonsuper�ies sustentadoras. Otra posibilidad es la presenia de otras naves relativamenteeranas. En lo que sigue despreiaremos este potenial efeto.2.9 Fuerza generalizada de presi�onEn �alulo hidronaval suele onsiderarse (Newman, 1977) una fuerza generalizada de pre-si�on F on seis omponentes, tres de traslai�on (F1; F2; F3), y tres de momento seg�un unaterna loal (F4; F5; F6), dada porFi = Z� d� pni para i = 1; 2; :::; 6 ; (2.7)on (n1; n2; n3) = n̂, y (n4; n5; n6) = x̂�n̂; donde � es la super�ie mojada de la nave, p esla presi�on, n̂ es el versor normal de la super�ie mojada de la nave dirigida haia el agua,y x es el vetor posii�on. La presi�on p la obtenemos de la euai�on de Bernoulli, y puedeser separada en una omponente hidrost�atia y en otra hidrodin�amia. La omponentehidrost�atia puede analizarse sustituyendo p = �g�z, donde las �unias omponentes nonulas son i = 3; 4; 5 (Newman, 1977). Mientras que la omponente hidrodin�amia laobtenemos introduiendo el ampo de veloidades u(x) en la euai�on de Bernoulli, dondedebido a la usual simetr��a de la nave on respeto al plano medio vertial longitudinal(plano y = 0), las �unias ontribuiones no nulas son para i = 1; 3; 5. La omponenteF3 de alzada (heave) y la F5 de abezeo (pith) son ompensadas por el asentamiento yel equilibrado estaionario de la nave (sinkage and trim), las uales modi�an la posii�onde equilibrio hidrost�atio de la nave. Mientras que la omponente estaionaria F1 es laresistenia global al avane, que es ompensada por la propulsi�on de la nave.



2.10. Dise~no hidrodin�amio del aso y ap�endies 222.10 Dise~no hidrodin�amio del aso y ap�endiesDebido a la muy alta sensibilidad que exibe el arrastre de ola, on la forma y detallesdel aso y sus ap�endies, a�un on ambios de dise~no relativamente peque~nos, una de lastareas b�asias de proyeto en ingenier��a naval es el dise~no hidrodin�amio del aso y susap�endies, en donde se adopta la forma hidrodin�amia de la super�ie en ontato onel agua m�as apropiada para las ondiiones de ujo medias de proyeto. Por ap�endiesentendemos todos aquellos elementos adiionales al aso inmersos en el ujo, omo porejemplo, la quilla, el bulbo y el tim�on en el aso de un velero de ompetii�on. Por formahidrodin�amia entendemos una super�ie en la ual no se produe separai�on del ujoinidente, y aunque en prinipio es una funi�on del n�umero de Reynolds Rn porque laseparai�on a bajos Reynolds podr��a desapareer a altos Reynolds, aqu�� la asimilamospara ondiiones medias de proyeto naval. La alidad de la forma hidrodin�amia m�asapropiada la entendemos en relai�on a su sensible efeto sobre la resistenia al avane queexperimentar�a la embarai�on. La resistenia global al avane en el aso de los barosmerantes determina en una gran propori�on la potenia de la planta motriz de la nave ypor ende la tasa de onsumo del ombustible, uno de los fatores de primera importaniaen la eonom��a del transporte naviero omerial de argas. Mientras en el aso de losveleros la potenia para ontrarrestarla que pueden entregar las velas bajo ondiionesnominales de viento resulta prontamente aotada. Por otra parte, la experienia ingenierilindia que esta resistenia global al avane es determinada fundamentalmente por fuerzasde naturaleza hidrodin�amia, las uales dependen sensiblemente de la forma elegida parala super�ie mojada del aso y sus ap�endies. En ualquier aso, la disminui�on desu magnitud en ualquiera de sus omponentes onstituye una de las tareas b�asias delproyeto naval. Sin embargo diha disminui�on resulta una tarea ompliada prinipal-mente por i) las restriiones impuestas por neesidades pr�atias tales omo dimensionesreglamentarias, peso bruto y peso neto, ostos de ontrui�on y tenolog��a industrialdisponible por la empresa onstrutora; ii) las pautas de dise~no reomendadas por tipo deuso de la nave, estabilidad y maniobrabilidad, por ejemplo, nave merante, rompehielo,fragata o velero; iii) y la amplia variedad en las ondiiones meteorol�ogias, tales omovientos, mareas y tempestades mar��timas, las uales exigen un substanial aumento dela potenia motriz demandada (uando �esta exista), omparada on la demandada enmar almo. En prinipio, una menor resistenia global al avane se alanzar��a medianteel dise~no del aso y sus ap�endies para el mejor rendimiento promedio en el rango deoperaiones onsideradas en el proyeto, pero esto usualmente no es posible debido a i)la di�ultad de uanti�ar todos las variables y par�ametros involurados, ii) los reduidosplazos de tiempo impuestos en las liitaiones industriales. Para sortear esta di�ultad, el



2.11. Medii�on experimental de la resistenia de ola 23proedimiento pr�atio para embaraiones autopropulsadas es onsiderar separadamentela resistenia en mar tranquilo y en mar agitado. Donde la resistenia en mar tranquilonos representa una ota inferior en la potenia requerida, y adem�as permite estableer unaveloidad de ruero reomendada. Luego, el efeto del mar agitado se lo aproxima me-diante una resistenia de olas agregada. Un proedimiento pareido se emplea en veleros,pero laro est�a se onsidera una veloidad nominal de viento on mar tranquilo. De loanterior justi�amos nuestra restrii�on al �alulo de la fuerza global en mar tranquilo.2.11 Medii�on experimental de la resistenia de ola2.11.1 Resistenia residualEn ingenier��a marina, es usual ombinar la resistenia de ola y la resistenia de presi�on enun �unio t�ermino, llamado resistenia residual, el ual se supone aproximadamente omouna funi�on del n�umero de Reynolds. La ombinai�on no es leg��tima pero es pr�atiaporque freuentemente la resistenia de forma es un 2-3 % de la resistenia total, demodo que la resistenia peliular es la �unia a onsiderar omo funi�on del Reynolds.Entones, usando los oe�ientes de frii�on medidos sobre un modelo en esala reduida, yalulando el �area A de su super�ie mojada, podemos obtener la resistenia peliular. Porejemplo, Shoenherr da la siguiente f�ormula aproximada (West, 1967), para la resisteniapeliular Ff de una plaa suave, Ff = 0:5f��Au2, donde �; u son la densidad y laveloidad del ujo, respetivamente, f es un oe�iente adimensional funi�on del n�umerode Reynolds f = f(Rn), � es un oe�iente de rugosidad super�ial. El �area de lasuper�ie mojada A puede hallarse por integrai�on o mediante la f�ormula aproximadade Taylor A = KpWDL, donde 15 � K � 16 es un oe�iente adimensional, WD es eldesplazamiento del baro [tn℄, L es la eslora a nivel del agua. De este modo la funi�onprimaria de un modelo de ensayo, es determinar la resistenia residual, donde el modeloes ensayado al mismo Froude pero no al mismo Reynolds del prototipo, y la resisteniapeliular del modelo es obtenida por �alulo y se la resta de la resistenia total (medidaexperimentalmente), para obtener la resistenia residual, y �esta es gra�ada en formaadimensional en funi�on del Froude.Analizemos on un mayor nivel de detalle este proedimiento. En el proedimientoexperimental l�asio (Wehausen, 1973) onsideremos una embarai�on avanzando en unmar almo, donde despreiamos la presi�on de vapor y la tensi�on super�ial. En talesondiiones, se de�ne la resistenia global al avane omo el oienteRG = W=U ; (2.8)
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Figura 2.15: Coe�iente de resistenia para una plaa plana [Wehausen, 1973 (�g.23)℄.donde U es su rapidez de avane onstante, yW es la potenia que debe entregar la plantamotriz de la nave para poder mantener la veloidad estaionaria. Supondremos que lanave pertenee a una ierta familia de baros geom�etriamente semejantes entre si, y enprinipio la resistenia global al avane suponemos que es una funi�on RG(L; U; g; �; �),donde L es la eslora, g es la aelerai�on de la gravedad, �; � son la densidad y la visosi-dad inem�atia del agua, respetivamente. Podemos reesribirla en forma adimensionalmediante el oe�iente de resistenia global al avaneCG = RG�U2L2=2 = f  UpgL; UL� ! = f(Fn;Rn) ; (2.9)donde Fn = U=pgL es el n�umero de Froude, y Rn = UL=� es el n�umero de Reynolds.En la pr�atia usualmente tenemos que 0:1 < Fn < 0:5, mientras que para un baromerante t��pio Fn < 0:3. Por otra parte el valor de Rn depende del tama~no, porejemplo, en los ensayos on modelos: i) de 5 pies 1� 106 � Rn � 2� 106, ii) de 20 pies8� 106 � Rn � 20� 106, iii) de 500 pies 1� 109 � Rn � 2� 109. Podemos ver que CGrepresenta una super�ie en el plano (Fn;Rn) que ser�a distintiva para la familia de baroselegida. Ahora supongamos que los experimentos son realizados on un �unio modelo, endonde pr�atiamente solo podremos modi�ar el intervalo de veloidades U en un iertorango. Siendo Fn = 1pgLU = �U ! U = ��1Fn ; (2.10)Rn = L� U = L� ��1Fn = L�qgLFn = g1=2L3=2� Fn = �Fn . (2.11)En tal aso nos estaremos moviendo en el plano (Fn;Rn) a lo largo de la reta Rn = �Fn,on � = g1=2L3=2=�, siendo g; � pr�atiamente onstantes. Los ensayos son tales que la es-lora del modelo Lm es muho menor que la del prototipo Lp, por lo que ser�a �m � �p, y los
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Figura 2.16: Coe�iente de resistenia para modelo Wigley 1805 A (equiv. modelo 2891)[Wehausen, 1973 (�g.20)℄.valores sobre el modelo estar��an relativamente lejos de los orrespondientes al prototipo.En tal aso, los resultados sobre el modelo no nos podr��an dar informai�on on�able aer-a del prototipo. Este problema fue superado en su momento a partir de la hoy llamadasuposii�on de Froude, la ual fue sugerida por observaiones experimentales, y postulaque si efetuamos los ensayos on modelos de diferente tama~no, pero perteneientes auna misma familia de asos geom�etriamente semejantes, y tales que el n�umero U=pgLse mantenga onstante en los ensayos, entones los patrones de olas observados si ser�ansemejantes. Esta suposii�on equivale a desomponer el oe�iente de resistenia globalCG omo la suma CG(Fn;Rn) = CR(Fn) + CF (Rn) ; (2.12)por lo que en el plano (CG; Rn), las urvas on Fn = te estar�an todas a una mismadistania entre si, y que las urvas � = te son todas ongruentes, esto es, una de ellasse obtiene a partir de la siguiente mediante un deslizamiento a lo largo de las urvas deFn = te. Por esto los ensayos sobre modelos se haen para igual Froude y no paraigual Reynolds, relativamente m�as dif��iles de realizar. Luego, el oe�iente de resisteniaglobal del prototipo se lo puede estimar on (CG � CF )p = (CG � CF )m. Si ahora imag-inamos desomponer CG en dos omponentes obtenidas por integrai�on sobre el asomojado de las omponentes normal n y tangenial t de la tensi�on super�ial, tendremosCG(Fn;Rn) = Cn(Fn;Rn) + Ct(Fn;Rn), y si admitimos que la omponente tangenialest�a determinada primordialmente por la visosidad del agua, y que la omponente nor-



2.11. Medii�on experimental de la resistenia de ola 26mal lo est�a por el efeto de la gravedad (omo resultado del patr�on de olas), entonesCn(Fn;Rn) � Cn(Fn) y Ct(Fn;Rn) � Ct(Rn). A ontinuai�on, la fuerza tangenial lapodemos aproximar por la fuerza tangenial sobre una plaa plana de igual longitud L y�area mojada S igual a la del aso mojadoCF (Rn) = R(plaa plana)�U2S=2 . (2.13)Luego, el oe�iente de resistenia residual que ombina la resistenia de ola y de presi�onen �unio t�ermino es de�nido omo Cr(Fn) = CG � CF , donde suponemos aproximada-mente que es s�olo una funi�on del n�umero de Froude. Muhas r��tias y re�namiento seha heho y se puede haer on respeto a estas de�niiones, pero ello esapa a nuestrosobjetivos, remitiendo al letor interesado al trabajo de Wehausen para m�as detalles.2.11.2 Gr�a�as experimentalesEnsayos on modelo �jo o on trimado libreNotemos que en las gr�a�as experimentales de la resistenia de ola en funi�on del Froudese espei�a si el modelo ensayado es i) mantenido en posii�on �ja (model �xed), ii) o si es\libre para trimar" (model free to trim), esto es, se le permite rotar libremente alrededorde un eje horizontal transversal al aso, de modo de reuperar su estabilidad longitudinal.Otro tipo de ensayos posible es on \trimado y hundimiento" (sinkage and trim), dondeadem�as de la estabilidad longitudinal (trimado), se tiene en uenta el hundimiento relativouando se lo arga (sinkage).Coe�iente irular de FroudeAdem�as del oe�iente de resistenia residual, en las gr�a�as experimentales �guran otrasde�niiones. Una de ellas es el denominado Coe�iente Cirular de Froude Cw, freuente-mente usado en Gran Breta~na, y de�nido omoCw = RR0 ; R0 = �250�
eqU2 ; (2.14)donde 
eq = V 2=3 es una sei�on equivalente obtenida del volumen total de la pori�onsumergida del aso (usualmente sin ap�endies), � es la densidad del agua, y U es larapidez no perturbada.Plaa plana vertialEsta puede verse omo la validai�on experimental natural de haer para las teor��as delbaro delgado. Por ejemplo, las experienias de Weinblum/Kendrik/Todd (Wehausen,
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Figura 2.17: Coe�iente de resistenia para modelo Wigley 2892 [Wehausen, 1973 (�g.20)℄.1973), para una plaa on B=L = 0:0265, B=H = 0:186, Kb = Kp = 0:825, donde B;L sonla manga y la eslora, respetivamente, Kb; Kp son los oe�ientes de bloque y prism�atios,respetivamente, el auerdo entre teor��a y experimento resulta remarablemente bueno(�gura 2.15).Casos de la serie Wigley y de la serie 60Los asos de la serie Wigley son \asos matem�atios", en el sentido de que no se usanindustrialmente, s�olo en ensayos de laboratorio de validai�on y ajuste de los m�etodos de�alulo. Sus super�ies est�an dadas por expresiones anal��tias relativamente simples, dela forma 8>><>>: y = �0:32[1 + os(�x=8)℄[1 + os(5�z=8)℄y = �1:33 os(�x=16)y = �b(1� z2) os(�x=16)℄ . (2.15)Un aso de la serie Wigley es muy estilizado tanto en alado omo en manga, por loque produir�a una perturbai�on muy suave en el ujo, y lo podemos onsiderar omo un\aso tipo Mihell" (Stoker, 1957). En las �guras 2.16 y 2.17, mostramos los oe�ientesde resistenia (peliular, residual, y de ola) para los modelos 1850 A � Modelo 2891,y Modelo 2892, obtenidos por Shearer, tanto en posii�on �ja (model �xed), omo librepara \trimar" (free to trim). Se pueden observar la presenia de m�aximos y m��nimosseundarios relativos en la omponente de ola, los uales son una onseuenia de losefetos de interferenia onstrutiva y destrutiva entre los patrones de olas generados enla popa y en la proa del modelo. A diferenia de la serie Wigley, los asos de la Serie 60
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Figura 2.18: Coe�iente de resistenia para asos de la Serie 60 (CB = 0:60) [Wehausen,1973 (�g.9)℄.si son usados industrialmente. Por ejemplo, la urva de arrastre para un aso de dihaserie on oe�iente de bloque Kb = 0:60 y prism�atio Kp = 0:614 es mostrado en la�gura 2.18.



Cap��tulo 3El problema de la resistenia de ola
3.1 Delimitai�on del problemaSe expone una delimitai�on del problema a onsiderar donde i) para la desripi�on del ujoelegimos la estrategia omputaional por interai�on visosa/inv��sida, ii) analizamos laship�otesis neesarias para poder elegir un modelo potenial, iii) formulamos las euaionesde ujo potenial on una super�ie libre en el ontinuo, iv) justi�amos por qu�e elsistema de euaiones est�a inompletamente formulado, v) menionamos dos estrategiasde resolui�on, una l�asia en el sentido de introduir una asimetr��a en el modelo num�erio,mediante t�enias de derivada lateral no entradas, y la otra es una alternativa medianteondiiones absorbentes, vi) �nalmente introduimos el ensayo de altura de ola onstante.Para delimitar el problema de la resistenia de ola onsideremos el ujo alrededorde una embarai�on en aguas tranquilas, en donde supondremos que el mar se extiendeilimitadamente en su super�ie libre, es in�nitamente profundo y posee propiedades f��siasuniformes. La embarai�on avanza on rapidez uniforme en el tiempo, y en prinipio, enl��nea reta. A�un en tal idealizai�on podemos identi�ar los siguientes fen�omenos de ujo:un patr�on de olas resultante generado por la nave, resistenia induida, orrientes enremolino y estela detr�as de la nave, usualmente rotura de olas, efetos de avitai�on, avees formai�on de espuma, y los efetos de la tensi�on super�ial. Todos estos fen�omenos seenuentran aoplados entre si, y son parialmente gobernados por leyes f��sias diferentes,on distintas esalas de tiempo y longitud. Para su predii�on se requieren modelosmatem�atios que ubran uno o m�as de ellos. Empero para el tratamiento de la omponentede ola omitimos los aoplamientos ausados por:1) los efetos de la resistenia induida, aunque una aproximai�on de su efeto sobrela super�ie libre es fatible mediante una adaptai�on de los proedimientos usados enaeron�autia. Estos efetos se presentar�an en asos de maniobra partiulares, por ejemplo,29
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Figura 3.1: Patrones olas y regiones para la interai�on visosa / inv��sida.en el aso de veleros uando los �angulos de deriva � y de esora � son ambos no nulos;2) las orrientes en remolino ausadas por la propulsi�on, que afetan tanto la predii�onde las olas en la zona del yugo de popa, omo el equilibrado de la nave;3) los efetos de la avitai�on en el agua. Reordemos que la avitai�on es la formai�onde burbujas de vapor en el interior de un l��quido uando se produen fuertes reduionesen la presi�on (a temperatura onstante). Su efeto m�as perniioso es la destrui�on de laparedes en ontato on el ujo, debida a pios de presi�on, por lo que se le presta espeialateni�on en la industria;4) los efetos de la rotura de olas, el ual muestra poa inidenia sobre el omportamientoglobal del ujo, y dista todav��a de una desripi�on f��sia y matem�atia satisfatoria;5) los efetos de las formai�on de burbujas por las mismas razones del punto anterior,aunque de inter�es para su detei�on eletr�onia o para un mejor tratamiento de la inter-sei�on de la super�ie libre on la del aso;6) �nalmente los efetos de la tensi�on super�ial, por ser insigni�antes para naves aesala ompleta.Como resultado de las simpli�aiones introduidas, el problema delimitado en prini-pio ondue a un problema de ujo visoso on densidad uniforme, debajo de una embar-ai�on que avanza generando un patr�on de olas haia orriente abajo, sobre una super�ielibre de relativa gran extensi�on omparada on la eslora de la nave, en ondiiones esta-ionarias en el tiempo, sin aoplamientos signi�ativos on los otros fen�omenos de ujo.



3.2. Interai�on visosa/inv��sida 313.2 Interai�on visosa/inv��sidaEn uidodin�amia omputaional est�a bien estableido la posibilidad de emplear difer-entes niveles din�amios en la aproximai�on de la desripi�on de un ujo (Hirsh, 1992).Para iertos asos de ujo partiulares se puede emplear el nivel din�amio de aproximai�ondado por la interai�on visosa / inv��sida, que en opini�on de Hirsh es lo m�as notable enme�ania de uidos desde las euaiones de Navier Stokes. La desripi�on por interai�onvisosa / inv��sida se basa en los fen�omenos experimentales observados uando el n�umerode Reynolds es su�ientemente alto, donde se puede onebir al ujo omo dividido enregiones, on un grado de aoplamiento entre ellas variable seg�un el problema y las ondi-iones de ujo, donde el ujo en ada regi�on muestra un ierto omportamiento aparenteglobal distintivo. Asi, en el problema de la resistenia de ola, podemos distinguir tresregiones notables de ujo (�gura 3.1) i) regi�on 1: es la zona de ujo externa de naturalezaaparentemente inv��sida y omprende una gran pori�on relativa del ujo; ii) regi�on 2: esla zona de ujo interno de naturaleza netamente visosa (disipativa), omprende una apal��mite y una estela vortiosa desprendida, de tama~no relativamente peque~no, iii) regi�on3: es la zona de ujo de aoplamiento entre las dos anteriores.La prinipal interai�on entre los ujos de ada zona proviene de los efetos de de-splazamiento de las l��neas de orriente que ondue a uerpos equivalentes m�as anhos quelos originales y que en general, terminan por ser semi in�nitos. Esto onlleva un ambioen la distribui�on de presiones sobre el uerpo y el proeso se realimenta. Si bien la apli-ai�on tradiional de estos m�etodos se limita a situaiones donde la interai�on es d�ebil,esto es, uando el ujo es no separado y los gradientes de presi�on normales a la super-�ie mojada son d�ebiles, desarrollos posteriores han permitido su extensi�on a problemasdonde la interai�on es fuerte. La subregi�on inv��sida est�a delimitada en parte por la apal��mite, uyo espesor es desonoido al iniio porque el �omputo visoso / inv��sido tieneque empezar on el �omputo del ampo de presi�on. Al prinipio la frontera del subujoinv��sido se toma diretamente sobre las paredes s�olidas, lo ual resulta razonablementejusti�able en base al espesor delgado de la apa l��mite, luego se resuelven las euaionesde la apa l��mite, resultando un primer espesor, y se empieza a iterar.Dos regiones on un aoplamiento notable son los ujos en la zona de proa y en lazona de popa, de naturaleza muy ompleja, donde poo es lo que se onoe. Por ejemplo,reientes experimentos referidos a los efetos de esala en los patrones de olas eranossugieren una dependenia on el n�umero de Reynolds Rn en el patr�on de olas de proa,tanto en amplitud omo en el �angulo de divergenia (Tahara/Stern/Rosen, 1992). En loque sigue no las tendremos en uenta porque requieren de un estudio muy partiular.Desde un punto de vista matem�atio la interai�on visosa / inv��sida puede asimi-



3.3. Exigenias en el mallado 32larse a un problema de expansiones singulares. Reordemos que si una ierta euai�ondiferenial y sus ondiiones de borde dependen de un par�ametro ", el problema de per-turbai�on es en general de�nido omo el problema de hallar su solui�on para peque~nosvalores de " a partir de la solui�on onoida para " = 0. En un problema de perturbai�onregular, el orden de la euai�on y el n�umero de las ondiiones de borde permaneen �jasdurante el proedimiento. En ambio, en un problema de perturbai�on singular, el ordende la euai�on disminuye para " = 0, y onseuentemente algunas de las ondiiones deborde tienen que ser eliminadas. Ahora bien, en el aso de un ujo visoso inompresiblese distinguen dos asos l��mites seg�un que el n�umero de Reynolds sea muy bajo o muyalto. Para bajos n�umeros de Reynolds, las perturbaiones singulares de primer orden delas euaiones de Navier-Stokes en las regiones de ujo exterior/interior orresponden alos ujos de Oseen/Stokes, respetivamente, donde por exterior/interior entendemos laszonas de ujo lejana/erana a la pared s�olida, respetivamente. En ambio, para altosn�umeros de Reynolds, las perturbaiones singulares de primer orden de las euaiones deNavier-Stokes en las regiones de ujo exterior/interior onduen a las euaiones de ujoinv��sido y de la apa l��mite, respetivamente. Las primeras resultan de despreiar lost�erminos visosos, y al haerlo baja el orden de las euaiones en un grado, por lo queuna de las ondiiones de borde tiene que ser omitida. Mientras que las segundas son delmismo orden que las de Navier-Stokes, por lo que el n�umero de ondiiones de borde seonserva.Asi, para n�umeros de Reynolds su�ientemente altos los efetos visosos s�olo prevaleendentro de la apa l��mite de espesor variable Æ, la ual empalma el ampo de veloidad enel ujo on la ondii�on de adherenia en la pared, mientras que el ujo exterior a esaapa es pr�atiamente inv��sido. A primer orden en Æ la presi�on dentro de la apa l��mite esigual a la del ujo exterior, y el ujo exterior inv��sido no es afetado apreiablemente porlos efetos visosos (Shmitt/Shneider, 1989). Adem�as en el aso l��mite en que Rn!1la regi�on de reirulai�on degenera en una apa vortiosa que se origina en los bordesagudos del objeto y es una super�ie libre a trav�es de la ual la presi�on es ontinua.3.3 Exigenias en el malladoPor otra parte, si bien no es ompletamente l��ito desaoplar los efetos visosos de losefetos del patr�on de olas, ambos fen�omenos por separado muestran esalas de tiempoy de longitud muy diferentes entre s��, por lo que imponen exigenias muy dis��miles enlos m�etodos num�erios a emplear i) el ujo visoso es un fen�omeno on esalas de lon-gitud relativamentes peque~nas, y exige una buena resolui�on en los detalles del aso y
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Figura 3.2: Sistema de referenia artesiano.sus ap�endies, a �n de lograr una aeptable aproximai�on para los muy altos gradienteseranos a los mismos; ii) en ontraposii�on, el patr�on de olas es un fen�omeno de es-alas de longitud relativamente grandes, omparables on la eslora de la nave, y exigeuna extensi�on relativamente grande para pori�on de la super�ie libre a onsiderar. Porestas dos razones, para que una malla 3D orientada a un m�etodo num�erio basado en unaformulai�on visosa sea ingenierilmente aeptable para el problema delimitado, en prin-ipio debe ser i) relativamente re�nada en las eran��as de la nave, para una razonableaproximai�on de los muy altos gradientes de veloidad; ii) pero adem�as debe extendersebastante en la pori�on de la super�ie libre onsiderada. Ambas ondiiones simult�aneasonduen a que el n�umero de nodos/elementos a manipular pueda resultar bastante en-gorroso, tanto en pre-proesamiento, proesamiento y pos-proesamiento, asi omo en laidenti�ai�on y depurai�on de los errores introduidos en el �alulo pr�atio.La interai�on visosa / inv��sida nos sugiere la estrategia de dividir el problemaen dos, en donde en el problema inv��sido se resuelve el patr�on de olas on euaionessimpli�adas y sobre una extensi�on relativamente grande de la pori�on de la super�ielibre onsiderada, mientras que en el problema visoso se resuelve el ujo visoso en lainmediata veindad de la nave, on una malla menos extendida. En lo que sigue nosrestringiremos a una estrategia para la resolui�on inv��sida.
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3.4. Apliabilidad de la inompresibilidad 343.4 Apliabilidad de la inompresibilidadVeamos antes si la inompresibilidad del agua en este problema resulta apliable. Deimosque un uido se omporta omo si fuera inompresible uando los inrementos en ladensidad loal del uido debido a los inrementos de presi�on resultan despreiables, ypara ello (Bathelor, 1974) se deben umplir que (u=)2 � 1, y gL=2 � 1, donde es la rapidez de propagai�on del sonido en el uido, g es la aelerai�on de la gravedad,u = maxt;x j�u(x; t)j es la m�axima variai�on temporal y espaial de la veloidad en laregi�on de ujo, y L es una longitud arater��stia del problema. En prinipio, uando nose umple la primera ondii�on debemos onsiderarlo omo un problema de la din�amia degases, y uando no se umple la segunda ondii�on, omo uno de meteorolog��a din�amia,y en la pr�atia usual la m�as importante es la primera. Introduiendo los n�umeros deMah Mn = u=, y de Froude Fn = u=pgL, las podemos re-esribir(Mn2 = (u=)2 � 1(Mn=Fn)2 = (pgL=)2 � 1 . (3.1)En nuestro aso,  � 1470 [m=s℄ para agua a 15 [C0℄, g = 9:81 [m=s2℄, la eslora de la navela podemos aotar en L < 300 [m℄. Para aotar u tendremos presente que las veloidadesde avane de las embaraiones usuales son relativamente muy reduidas, y que tambi�enlo ser�an las del patr�on de olas, de modo que podemos estimar u < 40 [nudos℄ � 21 [m=s℄,donde el fator de onversi�on de unidades es1 nudo = 1 milla marina por hora � 1850 metros1 hora � 0:51 [m=s℄; (3.2)tendremos Mn2 = (u=)2 � (21 [m=s℄)=(1470 [m=s℄)2 � 2� 10�4 � 1 ; (3.3)(Mn=Fn)2 = (qgL=)2 = (q9:81 [m=s2℄ 300 [m℄=(1470 [m=s℄))2 � 0:0014� 1 ;(3.4)vemos que ambas ondiiones se umplen fuertemente, y en onseuenia es aeptablesuponer la inompresibilidad del agua para este problema, que matem�atiamente equivalea r � u = 0. Finalmente, omo el ujo externo es inv��sido e inompresible, su veloidadu se puede expresar en la forma u = r�+r�A, donde � es un ampo potenial esalarde�nido a menos de una onstante arbitraria, A es un ampo potenial vetorial de�nidoa menos de un vetor onstante.
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Figura 3.4: Simetr��as en el versor normal n.3.5 Apliabilidad de la apa l��miteLa l�asia aproximai�on de la apa l��mite es una onseuenia de la observai�on experi-mental de Prandtl, donde en un ujo visoso inompresible, sin separai�on y para altosn�umeros de Reynolds se pueden distinguir subregiones de ujo donde los efetos visososest�an on�nados y resultan predominantes. Estas subregiones tienen un espesor relativoÆ=L � 1=pRn, peque~nos para n�umeros de Reynolds muy altos (Rn � 1), y se disponensobre las paredes s�olidas tanto de los uerpos inmersos omo las que delimitan el ujo.Cada una de �estas onstituye una apa l��mite del ujo, mientras que la subregi�on de ujorestante se omporta pr�atiamente omo inv��sida. En los ujos en donde las regioneson efetos visosos predominantes permaneneen on�nadas junto a las paredes s�olidas,se die que no hay desprendimiento de la apa l��mite, y el �alulo de la presi�on puedeindependizarse del �alulo de la veloidad visosa. Esta ondue a la aproximai�on de laseuaiones de la apa l��mite. Sus euaiones son una notoria simpli�ai�on de las eua-iones de Navier Stokes, y son relativamente m�as senillas de resolver, siendo eranas alas euaiones difereniales, en derivadas pariales, de segundo orden parab�olias.En nuestro aso, tanto porque la visosidad del agua es muy reduida omo por lasveloidades y longitudes que intervienen los n�umeros de Reynolds resultan muho mayoresque la unidad Rn� 1. Por ejemplo, en la medii�on experimental de la resistenia de olasobre modelos, hemos menionado que 1�106 < Rn < 2�109, y ree on el aumento de laesala, por lo que en nuestro problema las apas l��mites ser�an en general muy delgadas. Enontraposii�on, en el ujo real se observa un ujo separado en la zona del yugo de popa dela nave, lo que sumado a las orrientes de torbellino de la propulsi�on, hae que el fen�omenoresultante sea de naturaleza muy ompliada. En primera aproximai�on lo supondremosdespreiable. En onlusi�on, supondremos que las apas l��mites se mantienen delgadas, ydespreiaremos los efetos de separai�on de ujo en la zona de la popa de la nave.



3.6. Apliabilidad de la irrotaionalidad 363.6 Apliabilidad de la irrotaionalidadPara la regi�on inv��sida se puede optar por la resolui�on direta de las euaiones de Euler,pero bajo ondiiones partiulares de ujo �estas se pueden simpli�ar a las euaiones delpotenial. Las de Euler resultan m�as generales y ontemplan parialmente la preseniade los efetos ausados por la vortiidad, donde deimos parialmente por lo siguiente.La vortiidad es de�nida omo ! = r� u, y su euai�on on efetos visosos se la puedeobtener de la de Navier Stokes suponiendo que: la visosidad del uido es uniforme,la fuerza de masa es onservativa y la densidad es barotr�opia � = f(p) (s�olo funi�onde la presi�on p). La euai�on resultante se la puede esribir omo �t! + (u � r)! =(! � r)! + ��2!, donde el primer t�ermino del miembro dereho es el distintivo de lavortiidad. Cuando la visosidad � es ero el t�ermino visoso � �2! es nulo. Por otraparte, el teorema de irulai�on de Kelvin establee que en un ujo inv��sido, barotr�opioy on fuerzas de masa onservativas, la irulai�on �(t) de la veloidad u alrededor deuna l��nea uida errada � es temporalmente invarianted�dt = 0 donde � = I� u � dl . (3.5)En partiular, si en alg�un instante t0 sabemos que el ujo es irrotaional, entones enel futuro (t > t0) tambi�en lo ser�a. Pero el t�ermino visoso de la euai�on desongela lal��nea vortiosa de la l��nea de uido, separ�andolas, y representa la difusi�on de la vortiidada trav�es del uido, oasionando un orrimiento de las l��neas vortiosas a trav�es de lasl��neas de uido. Entones, si bien la vortiidad no puede rearse en el interior del ujo,s�� puede dispersarse en su interior, y la modi�ai�on de su intensidad s�olo puede darsepor difusi�on visosa. Existen diversos meanismos para la generai�on de la vortiidad,siendo el m�as onoido la presenia de una pared s�olida donde el ujo visoso se adhierea ella, aunque otra posibilidad algo mas sutil (Bathelor, 1974) es la presenia de unasuper�ie libre, en donde la presi�on es onstante y las tensiones tangeniales son nulas.Nosotros supondremos irrotaionalidad en el ujo inv��sido, porque asumiremos que seumplen las siguientes ondiiones 1) la visosidad del agua es muy peque~na, por loque la difusi�on vortiosa es despreiable; ii) el ujo inidente es irrotaional en todoinstante; iii) la vortiidad engendrada en la super�ie libre es onvetada por el ujo enla direi�on tangenial a la super�ie libre haia aguas abajo, y resulta despreiable; iv)la posii�on relativa de la nave on respeto al ujo inidente es tal que los efetos desustentai�on hidrodin�amia oasionados por una irulai�on sobre partes de la nave sonnulos o despreiables, lo que implia que los �angulos de deriva y de esora son nulos omuy reduidos. Luego, la veloidad inv��sida se redue al gradiente esalar u = r�, y laeuai�on de onservai�on de masa se redue a la euai�on de Laplae �� = 0.



3.7. Formulai�on potenial para la resistenia de ola 373.7 Formulai�on potenial para la resistenia de olaPor lo argumentado en los puntos previos, el problema de la resistenia de ola lo asimilamosa un problema de ujo inv��sido, inompresible e irrotaional, alrededor de una nave queavanza en la super�ie libre de un uido inm�ovil, on veloidad uniforme us. El r�egimen deujo ser�a estaionario y no desprendido, y las propiedades f��sias del agua ser�an uniformes,no hay orrientes en su interior ni inuenia de vientos de super�ie, ni otros efetosseundarios (super�ies vortiosas, orrientes en torbellino, resistenia induida, burbujaso rotura de olas). Como el problema desripto resulta invariante bajo una transformai�ongalileana, es equivalente onsiderar al barientro de la nave inm�ovil, y suponer al ujoavanzando en la direi�on opuesta on veloidad u1 = �us orriente arriba. Entones,onsideramos una nave que avanza a veloidad onstante en un anal de sei�on onstanteel ual, por simpliidad, lo supondremos omo un ret�angulo de profundidad H y anhoLy, ver �gura (3.3). El uido a ser modelado oupa la regi�on 
 la ual es limitada por:las paredes del anal (laterales y del fondo) �C , los bordes de entrada/salida �I=O, lasuper�ie mojada de la nave �S y la super�ie libre �F . El eje x es paralelo a la veloidadno perturbada u1 orriente arriba, el eje z positivo haia arriba y el eje y tal que resulteuna terna dereha en la seuenia (x; y; z). El ampo potenial de veloidades u est�a dadopor u = r�, donde � es el potenial total, el ual satisfae la euai�on de Laplae enla regi�on de ujo 
 y puede desomponerse omo � = u1x + � donde x = (x; y; z) esel vetor posii�on y � es el potenial de perturbai�on. La posii�on de la super�ie libre�F est�a dada por la funi�on univaluada z = �(x; y), donde � es la elevai�on (on signo)de la super�ie libre respeto al plano de referenia z = 0 el ual es tambi�en el plano deequilibrio hidrost�atio.3.7.1 Condii�on de borde inem�atiaLa ondii�on de borde inem�atia es lade resbalamiento �n� = 0 sobre las paredes delanal, fondo y super�ie libre. Alternativamente, pueden onsiderarse tambi�en el asade imponer ondiiones de borde Dirihlet en el fondo � = U1x. Las omponentesartesianas de la normal en la super�ie libre z = �(x; y) las expresamos a partir delproduto vetorial n = r;u � r;v, donde r = (x; y; �) es el vetor posii�on y u; v sonlas oordenadas param�etrias de la super�ie, que aqui se reduen a u � x, v � y.Tendremos r;u = (1; 0; �x) y r;v = (0; 1; �y), resultando n = [��;x;��;y; 1℄. Luego, laondii�on inem�atia en la super�ie libre la podemos re-esribir en sus omponentesartesianas omo ��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F . (3.6)



3.8. Di�ultades intr��nseas 383.7.2 Condii�on de borde din�amiaTanto la euai�on de Laplae omo las ondiiones de borde inem�atias ser��an su�ientessi la posii�on de la super�ie libre � fuera onoida a priori, pero �este no es aso, debemosagregar un ondii�on adiional. Esto es heho por medio de la euai�on de Bernoullip� + 12 jr�j2 + gz = C en 
 , (3.7)la ual relaiona la presi�on p, la veloidad r� y la altura z, donde � es la densidaddel uido. Despreiamos la presi�on de vapor y la tensi�on super�ial de vapor del agua,entones el equilibrio me�anio de la interfase aire/agua ondue a que la presi�on p es lamisma en ambas aras e igual a la presi�on atmosf�eria patm, la ual supondremos tambi�enomo onstante. Entones p = patm y en in�nito orriente arriba patm=�+1=2u21+0 � C,donde sin p�erdida de generalidad adoptamos patm = 0.3.7.3 Condiiones de radiai�onLas \ondiiones de radiai�on" deber��an permitir, b�asiamente, el ujo de energia en laforma de olas radiantes que se propagan orriente abajo �O. En ontraste, no deben haberolas orriente arriba �I de modo que imponemos simplemente que el potenial deber��aaproximarse al no perturbado alli. Notemos que el diferente tratamiento en �I y en �Oes el �unio elemento que puede romper la simetr��a x! �x, y asegurar un patr�on de olasorreto. Otra forma es haerlo a nivel disreto mediante la adii�on de un meanismodisipativo o on t�enias de derivadas ontra-orriente, en uyo aso las podemos obviara nivel del ontinuo.3.7.4 Sistema de euaiones gobernantesLas euaiones gobernantes para el par solui�on f�; �g del modelo de ujo potenial sonresumidas omo: 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �S + �C ;� = (u21 � jr�j2) =(2g) sobre �F ;��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F ;ondiiones de radiai�on sobre �I=O . (3.8)

3.8 Di�ultades intr��nseasEl problema potenial, a nivel del ontinuo y sin ondiiones expl��itas de radiai�on, exibedos di�ultades intr��nseas:



3.8. Di�ultades intr��nseas 393.8.1 No linealidad inem�atia y din�amiaLa posii�on de la super�ie libre � es desonoida a priori, donde las ondiiones deborde a imponer sobre ella, tanto la inem�atia omo la din�amia son no lineales. Estoonstituye una formidable ompliai�on para los m�etodos de solui�on, y ha onduido aldesarrollo de una extensa familia de m�etodos tantos linealizados omo no lineales, los quese traduen luego en m�etodos semianal��tios y num�erios espe���os, omo por ejemplo,el �odigo lineal DAWSON (1989) y el no lineal RAPID (1996) desarrollados en MARIN(Maritime Researh Institute Netherlands) detallados en la tesis de Raven (1996).3.8.2 Problema hidrodin�amio inompletoEl sistema de euaiones gobernante del par solui�on f�; �g dado por la euai�on deonservai�on de masa m�as las ondiiones de borde inem�atia y din�amia ondue a unproblema hidrodin�amio inompletamente formulado, en el sentido de Birkhoof, porque nodetermina un��voamente el ujo alrededor de la nave, y esto puede evideniarse mediantelas siguientes onsideraiones de simetr��a. Para ello, onsideremos un uerpo sim�etriobajo la operai�on geom�etria de reexi�on on respeto al plano x = 0, por ejemplo, unelipsoide sumergido, y sea (�; �) un par solui�on del sistema8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�;xx + �;yy + �;zz = 0 en 
 ;nx�;x + ny�;y + nz�;z = 0 sobre �S ;nx�;x + ny�;y + nz�;z = (u1; n̂) sobre �1 ;� = (u21 � jr�j2)=(2g) sobre �F ;��;x�;x � �;y�;y + �;z = 0 sobre �F . (3.9)

Podemos mostrar que el problema resulta invariante bajo una simetr��a de reexi�on onrespeto al plano x = 0. Efetivamente, onstruyamos el par (�0; � 0) en la forma(�0(x; y; z) = ��(�x; y; z)� 0(x; y) = +�(�x; y) ; (3.10)resulta que este par es tambi�en solui�on de las euaiones anteriores. Para mostrar-lo, introduzamos por onvenienia los puntos gen�erios P = (x; y; z), Q = (�x; y; z),sim�etrios seg�un x, y onsideremos las siguientes simetr��as.Simetr��as en el versor normalPara las simetr��as en el versor normal n = (nx; ny; nz) en las super�ies de borde �nitas,tengamos presente la �gura 3.4 y onsideremos separadamente, la super�ie del uerpo z =f(x; y) y la super�ie libre � 0(x; y). Por onstrui�on, la super�ie del uerpo z = f(x; y)
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Figura 3.5: Simetr��as en la veloidad u.es sim�etria bajo la reexi�on on respeto al plano x = 0, es deir, f(x; y) = f(�x; y). Sunormal evaluada en P es n̂P = [�f;x �f;y 1 ℄TP ; (3.11)donde [:::℄T denota vetor olumna (en notai�on matriial), el supra��ndie T denota latraspuesta, mientras que evaluada en Q esn̂Q = [�f;x �f;y 1 ℄TQ = [+f;x �f;y 1 ℄TP . (3.12)En ambio, la super�ie libre � 0 en general no ser�a sim�etria on respeto al plano x = 0,esto es, � 0(x; y) 6= � 0q(�x; y). Su normal evaluada en P esn̂0P = [�� 0;x �� 0;y 1 ℄TP . (3.13)Por onstrui�on � 0(x; y) = �(�x; y), yn̂0P = [+�;x ��;y 1 ℄TQ ; (3.14)es deir, tanto en la super�ie del uerpo omo en la super�ie libre tendremos[ +n0x(P ) n0y(P ) n0z(P ) ℄T = [�nx(Q) ny(Q) nz(Q) ℄T ; (3.15)esto es, el ampo de normales es antisim�etrio en su omponente nx y sim�etrio en susomponentes ny; nz.Simetr��as en la veloidadPara las simetr��as en la veloidad u = (ux; uy; uz), en partiular, en las super�ies deborde �nitas, ahora tengamos presente la �gura 3.5. La veloidad para �0(P ) evaluadaen P es u0P = [�0;x +�0;y +�0;z ℄TP ; (3.16)



3.8. Di�ultades intr��nseas 41introduiendo la de�nii�on de �0(P )u0P = [�;x ��;y ��;z ℄TQ ; (3.17)pero la veloidad para �(Q) esuQ = [�x� ; �y� ; �z�℄Q ; (3.18)entones gen�eriamente para la veloidadhu0x ; u0y ; u0ziP = [ux ; �uy ; �uz℄Q para P;Q 2 (
 [ �) ; (3.19)esto es, el ampo de veloidad es sim�etrio en su omponente ux y antisim�etrio en susomponentes uy; uz, y el m�odulo resulta invariantejr�0(P )j2 = jr�(Q)j2 para P;Q 2 (
 [ �) . (3.20)Entones, las ondiiones de borde inem�atias para �0(P ) las podemos expresar en fun-i�on de las orrespondientes a la original �(Q)n0xu0x + n0yu0y + n0zu0zjP � �nxux � nyuy � nzuzjQ = 0 . (3.21)Simetr��a en la alturaAn�alogamente, la elevai�on � 0(x; y) la expresamos en funi�on de la elevai�on orrespondi-ente a la original �(�x; y) � 0(x; y) = 12g �u21 � jr�(P )j2� ; (3.22)mientras que la elevai�on �(x; y) est�a dada por�(x; y) = 12g �u21 � jr�(Q)j2� ; (3.23)omo jr�0(P )j2 = jr�(Q)j2, onluimos que � 0(x; y) � �(�x; y).Simetr��a en la euai�on diferenialFinalmente, la euai�on diferenial para �0(P ) la podemos expresamos en funi�on de laorrespondiente a la solui�on �(Q)+�0;xxjP + �0;yyjP + �0;zzjP = ��;xxjQ � �;yyjQ � �;zzjQ = 0 para P;Q 2 
. (3.24)
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Figura 3.6: La derivada lateral orriente arriba desarta las soluiones no f��sias, en lasuales el patr�on de olas se propaga orriente arriba.Antisimetr��a de la resistenia de olaComo onlusi�on de lo anterior, si en el problema original hallamos el par solui�onf�(x; y; z); �(x; y; z)g, entones el par reejado f��(x; y; z); �(�x; y; z)g es tambi�en solu-i�on. Pero en tal aso, la resistenia de ola en la solui�on reejada es de igual m�odulopero de sentido ontrario al del sistema original. Para mostrar este resultado, empeemosteniendo en uenta que la resistenia de ola puede hallarse a partir de la integrai�on dela fuerza de presi�on sobre la super�ie mojada de la nave, proyetada en la direi�on x,F 0x = Z� d� p0(x)(n̂0; x̂) = Z� d� p0(x)n0x(x) . (3.25)Ahora bien, el ampo de presi�on p0(x) es sim�etrio, p0(P ) = p(Q), mientras que el am-po de las normales n0x(x) es antisim�etrio en su omponente nx, es deir, n0x = �nx,en onseuuenia F 0x = �Fx. De ese modo se abren dos posibilidades para el par solu-i�on f�; �g: o bien es sim�etrio y la resistenia de ola entones resulta nula, o bien noes un��voo. Desartada la primera posibilidad, onluimos que la nuestra de�nii�on delproblema hidrodin�amio es inompleta. Entones, debemos imponer alguna otra ondii�onadiional para seleionar las soluiones on sentido f��sio, y que entre otras onsidera-iones, aquellas en que la resistenia de ola resulte positiva, esto es, su orientai�on es lamisma que la del ujo exterior, y el patr�on de olas debe propagarse orriente abajo.3.9 T�enias de derivada ontra-orrienteLa di�ultad hallada es pareida a la enontrada en el ujo trans�onio uando el n�umero deMah es superior al r��tio, en donde tambi�en se presentan una multipliidad de soluioneson ondas de hoque tanto de expansi�on omo de ompresi�on. La solui�on f��siamenteaeptable es aquella sin ondas de hoque on expansi�on, y adem�as la tasa de generai�on deentrop��a es estritamente positiva en todo el ujo (proeso termodin�amio irreversible).En la irreversibilidad partiipan una serie de fen�omenos, entre ellos, los de naturaleza
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Figura 3.7: Las soluiones f��siamente admisibles y la derivada lateral ontra-orriente,muestran una erana analog��a en aerodin�amia trans�onia.disipativa y difusiva. Para superar la di�ultad hallada en el aso del ujo trans�onio, sesuele utilizar el artilugio de agregar una difusividad num�eria al sistema de euaiones,que es equivalente al uso de esquemas en diferenias �nitas orientadas orriente arriba, oderivadas ontra-orriente. Algo equivalente se suele haer para el problema de olas debaros. De heho la etapa fundamental del m�etodo de Dawson de�ne una t�enia muypartiular de haerlo, exlusiva para este problema, y ni siquiera en el �odigo no linealRAPID (Raven, 1996) se ha implementado una forma substanialmente mejor de haerlo.3.10 El ensayo de la altura de ola onstanteDebido a que el patr�on de olas se propaga en un �unio sentido haia orriente abajo,haemos la siguiente observai�on de lo que suede en las ondiiones inem�atias lejanas.Como en la super�ie libre orriente arriba no llega ning�un patr�on de olas generadas porla nave, la veloidad total debe tender a la del ujo exterior no perturbado, o lo quees equivalente, la veloidad de perturbai�on r� tiende a ero, mientras que en orrienteabajo se observa la presenia de un patr�on de olas estaionario aotado, y en onseuenia,la veloidad de perturbai�on r� es no nula, es deir( jr�j2 ! 0 para jxj ! 1� ;jr�j2 < A para jxj ! 1+ ; (3.26)donde 0 < A <1 es una onstante positiva aotada. Este par de ondiiones inem�atiaspara la super�ie libre en orriente arriba y abajo, las podemos asimilar omo equivalentesa una ondii�on de radiai�on, en el sentido de que imponen una orientai�on privilegiadapara la radiai�on de la potenia, dado que el patr�on de olas se est�a llevando haia orri-ente abajo una ierta potenia me�ania, que es suplida en de�nitiva por la planta motrizde la embarai�on. Podemos inferir entones, la presenia de ondas viajeras estaionar-ias en nuestro problema. Ahora, si la irradiai�on de potenia es onstante en el tiempo
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Figura 3.8: El ensayo de la altura de ola onstante permite desartar los asos sobredifu-sivo y subdifusivo.(ondiiones estaionarias), y en ausenia de efetos f��sios de naturaleza disipativa i) en3D aunque el frente de ondas se va ampliando en aguas abajo, las amplitudes de olas semantienen onstantes en una ierta norma asoiada on la energ��a, ii) en 2D (frente deanho onstante) no hay otra posibilidad de disipai�on de potenia, por lo que las ampli-tudes de olas deber�an mantenerse onstantes en orriente abajo. El aso 2D nos sugiereun m�etodo para la validai�on del esquema num�erio, ya que su alidad se puede estimarpor inspei�on de las amplitudes de olas, las uales deben mantenerse aproximadamenteonstantes en orriente abajo, relativamente lejos de la perturbai�on, veri�ai�on que po-dr��amos denominar omo un ensayo de la altura de ola onstante. Aunque sin llevarloa la ategor��a de ensayo b�asio, el trabajo de Dawson (1977), de heho, lo emple�o paraseleionar un esquema muy partiular para el operador disreto sobre la super�ie li-bre, que en una formulai�on en veloidades, ondue un esquema en diferenias �nitas deuarto orden, ontra-orriente, donde la terera derivada de la veloidad es desartada.Por ejemplo, en la �gura 3.8 onsideramos un ilindro irular de radio R, sumergido auna profundidad f en un ujo uniforme on veloidad no perturbada U y en posii�onhorizontal, on tres posibilidades en la altura de ola: onstante, sobreamotiguada y sub-amortiguada, siendo aeptable �uniamente el primero aso. La relativa failidad de haereste ensayo 2D (o uasi 2D) y la laridad que transmite el resultado en el omportamien-to de la altura de ola, justi�a reonoerlo omo un ensayo b�asio de validai�on para elesquema num�erio en la super�ie libre.



Cap��tulo 4Linealizaiones en la super�ie libre
4.1 ResumenSe expone una linealizai�on del problema de la resistenia de ola mediante t�enias deperturbai�on usadas en me�ania de uidos, obteniendo un sistema de euaiones lineal-izadas para el inremento del par solui�on (potenial-altura). La desripi�on omprende:i) un resumen de parametrizaiones en el problema de baros: baro esbelto (slendership), baro delgado (thin ship), y baro anho (thik ship), on sus problemas de ujob�asio respetivos: sobre un \alambre" reto horizontal, sobre una plaa plana vertial,y sobre el baro on gravedad in�nita, ii) una linealizai�on para el baro anho a partirde la solui�on del ujo b�asio (o l��mite), en el ual la posii�on de la super�ie libre ini-ial oinide on el plano de equilibrio hidrost�atio (sin olas), y ser�a luego empleada enap��tulos posteriores.4.2 Parametrizai�on en el problema delimitadoAdaptemos algunos oneptos l�asios de la teor��a de las perturbaiones empleados enla me�ania de uidos (van Dyke, 1975). Consideremos el ujo potenial alrededor deuna nave de eslora L y manga B, on veloidad no perturbada en el in�nito orrientearriba u1 = �us, bajo la ai�on de un ampo gravitatorio de intensidad uniforme g.Para su desripi�on asint�otia podemos introduir tres par�ametros: la relai�on de esbeltez�B = B=L, la relai�on de alado �H = H=L, y el n�umero de Froude Fn = u1=pgL.Suponemos que en prinipio el par solui�on f�; �g depender�a de estos par�ametros, es deir,f�(x; �B; �H ; Fn); �(x; �B; �H ; Fn)g, lo ual nos ondue a tres lases de linealizaionesb�asias: uando tanto la relai�on de esbeltez �B omo la de alado �H son muho menoresque la unidad, tendremos las del baro esbelto (slender ship); uando solo lo sea la relai�on45
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Figura 4.2: Flujo b�asio para el baro delgado visto omo el ujo alrededor de una plaaplana.de esbeltez �B, tendremos las del baro delgado (thin ship), y �nalmente uando solo losea el n�umero de Froude Fn, tendremos las del baro anho (thik ship).4.2.1 Flujo b�asio para el baro esbeltoEn el baro esbelto (slender ship), tanto la relai�on de esbeltez �B omo la relai�on dealado �H son muho menores que la unidad, esto es, 0 � �B; �H � 1. Su problema deujo b�asio se puede obtener tomando el l��mite para �B; �H ! 0, on eslora L �ja. Enel l��mite, el baro degenera en un \alambre", pero en prinipio el problema resulta malformulado (Ogilvie, 1977), por lo que su solui�on requiere de un estudio adiional.4.2.2 Flujo b�asio para el baro delgadoEn ambio, en el baro delgado (thin ship) s�olo la relai�on de esbeltez �B es muho menorque la unidad, esto es, 0 � �B � 1. Su problema de ujo b�asio resulta relativamentesimple de obtener, tomando el l��mite para �B ! 0, on eslora L �ja y manga B ! 0. Enel l��mite, el baro degenera en una plaa vertial, ver �gura 4.2, donde las ondiiones de
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Figura 4.3: Flujo b�asio para el baro lento visto omo el ujo bajo aelerai�on gravitatoriain�nita.borde se imponen en ambas aras de la plaa.4.2.3 Flujo b�asio para el baro lentoEn ambio, si el n�umero de Froude Fn es muho menor que la unidad, esto es, Fn� 1,diremos que es un baro lento. A diferenia de los asos anteriores, la de�nii�on delproblema de ujo b�asio para el baro lento resulta en prinipio m�ultiple, en el sentidode que lo podemos obtener en diferentes formas, modi�ando los par�ametros (L; u1; g)que �guran en el n�umero de Froude de modo de tomar un l��mite para Fn ! 0. Comonos interesa resolver aproximadamente nuestro problema para una embarai�on de formageom�etria dada no alteraremos ni la relai�on de esbeltez �B ni la de alado �H . Por lo quenos queda libre solamente los par�ametros (u1; g), y resulta plausible de�nirlo tomando ellimite parial g !1, obteniendo de ese modo una notable simpli�ai�on geom�etria, enla ual la super�ie libre �(x; y) oinide on el plano z = 0. Este resultado es inmediatopor inspei�on de la ondii�on din�amia en la super�ie libre �F , euai�on 3.8.d.Es deir, en tal ujo b�asio desaparee el patr�on de olas, omo se muestra en la�gura 4.3. Aunque pareza quiz�as un tanto arti�ial, este problema de ujo b�asio esrelativamente muho m�as f�ail de resolver, y es onoido en la espeialidad on diversosnombres, los m�as difundidos son \ujo on una pared r��gida" (rigid wall ow) y \ujodel uerpo doble" (double body ow). En este �ultimo aso, es equivalente al ujo obtenidoal onsiderar la imagen espeular del dominio de ujo on respeto al plano z = 0, endonde el uerpo doble omprender�a la pori�on mojada de la nave y su imagen espeularal menionado plano, omo se muestra en la �gura 4.4. Luego de resolver el problemade ujo b�asio, restauramos la intensidad de la gravedad g a su valor original, entonesse formar�a un patr�on de olas detr�as de la nave. Para bajas veloidades de avane de la
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Figura 4.4: Equivalenia entre ujo on gravedad in�nita y el ujo del uerpo doble.nave, o lo que es equivalente, para bajos n�umeros de Froude, el patr�on de olas ser�a de am-plitudes medias relativamente peque~nas, y podemos onsiderarlo omo una perturbai�ondel problema b�asio sin olas. En base a alg�un proedimiento sistem�atio de perturbai�onalulamos orreiones al ujo b�asio, en donde en la primera etapa implia una lin-ealizai�on. En la amplia gama de posibilidades para las linealizaiones del baro lento,en las ondiiones inem�atia y din�amia de la super�ie libre, podemos menionar laspropuestas por Baba/Takekuma (1975), Newman (1976), Dawson (1977), Eggers (1983),Brandsma/Hermans (1985), y la de Nakos (1990), analizadas en detalle en la tesis deRaven (1996).4.3 Expansi�on en el baro delgado y lentoVeamos a ontinuai�on solamente el aso del baro delgado y lento. Este aso es uno de losm�as senillos para empezar on una expansi�on, porque suponemos que la perturbai�on enel ujo oasionada por la veloidad y por la forma de la nave es peque~na. Una reduidaveloidad de avane u1, que equivale a un reduido n�umero de Froude de la nave, nospermite introduir una expansi�on en el potenial �, que junto on una gran esbeltez �Ben el aso, nos permiten obtener una ondii�on linealizada de super�ie libre ombinada(din�amia + inem�atia), debida a Kelvin. Como el potenial de perturbai�on � es aprox-imadamente proporional a la rapidez no perturbada u1 (o equivalentemente al Froude),si �esta es peque~na, entones � tambi�en lo ser�a, por lo que podemos haer una expansi�onasint�otia a primer orden en " � Fn, es deir � =  ", de modo que en el potenial totaltendremos � = uT1x+ ", uyo gradiente es r� = u1+r ", y el uadrado de su m�oduloes jr�j2 = ju1j2 + 2(uT1r )"+ jr j2"2 . (4.1)
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U

Figura 4.5: Veloidad transversal despreiable en baro delgado.La altura � a primer orden estar�a dada por� = 12g �u21 � jr�j2� = �1g n(uT1r )"� jr j2"2o = �1g (uT1r )"+O("2) ; (4.2)pero u1 = u1x̂, de modo que, uT1r ) = u1�x , y entones una expansi�on asint�otia dela altura � para el baro lento la esribimos en la forma� = �u1g � �x "+O("2) ; (4.3)y en forma adimensional ~� = �Fn2� ~ �~x +O("2) ; (4.4)donde ~ =  =u1L, ~� = �=L, ~x = x=L. Ahora hallemos una �unia ondii�on de bordelinealizada (inem�atia y din�amia). La ondii�on de borde inem�atia sobre super�ielibre es ����x ���x � ���y ���y + ���x = 0 ; (4.5)donde las omponentes artesianas de la veloidad expandidas son���x = u1 + � �x " ; ���y = 0 ; ���z = � �z " ; (4.6)mientras que para las derivadas en la super�ie libre expandidas tendremos���x = �u1g �2 �x2 "+O("2) ; (4.7)���y = �u1g ��y � �x "+O("2) . (4.8)Hagamos ahora otra suposii�on adiional. Si ahora solo admitimos un baro lento ydelgado, entones, omo adem�as el aso es delgado (�B peque~no), el ampo de veloidades



4.4. Expansi�on en el baro anho y lento 50es asi uniforme seg�un la direi�on x no perturbada, por lo que las derivadas transversalesal ujo son despreiables, omo se desprende de la observai�on de la �gura 4.5, es deir,��y � �x = 0 +O(�B) ; (4.9)agrupando los t�erminos en igual potenias de " obtenemos la l�asia ondii�on ombinadade super�ie libre linealizada (inem�atia + din�amia) debida a Kelvin u21g �2 �x2 + � �z ! "+O("2) +O(�B) = 0 ; (4.10)haemos notar que �esta es v�alida s�olo para el baro lento y delgado, donde "; �B sonpeque~nos, K = g=u21 es el n�umero de onda arater��stio. Para el ujo b�asio de la plaaplana �B = 0, �esta se redue a una de O("; 0).4.4 Expansi�on en el baro anho y lentoEn una etapa gen�eria k de un proeso de perturbai�on en nuestro problema tendremos elpar solui�on f�k; �kg, potenial y elevai�on, respetivamente. Aqui k = 0 orresponde alproblema de ujo b�asio y k = 1 orresponde al ujo perturbado. Con el objeto de obtenerel par solui�on f�1; �1g hagamos la expansi�on asint�otia f�1; �1g = f�0 +  "; �0 + �"g, aprimer orden en ", on " = Fr y 0 < " � 1 para el baro lento, donde f ; �g es el parsolui�on (inremental) ompuesto por el potenial de ola  y la altura de ola �. Ambospoteniales �0;1 son arm�onios ��0;1 = 0 en sus respetivos dominios 
0;1, y tambi�enasumimos que las elevaiones �0;1 son univaluadas y su�ientemente peque~nas, por lo queel par solui�on (inremental) f" ; "�g = f�1 � �0 ; �1 � �0g es tambi�en peque~no uando" � 1. A ontinuai�on, las ondiiones de borde inem�atias y din�amias, linealizadassobre la super�ie libre del ujo b�asio, ser�an expresadas en t�erminos del par solui�onf ; �g.4.4.1 Condii�on de borde din�amia linealizadaEn las etapas 0; 1 (ujos b�asio y perturbado, respetivamente) tendremos los potenialestotales �0;1 = uT1x + �0;1 y los gradientes r�0;1 = u1 + r�0;1. Los m�odulos de losgradientes y su diferenia sonjr�0;1j2 = u21 + 2uT1r�0;1 + jr�0;1j2 ; (4.11)jr�1j2 � jr�0j2 = 2uT1 �r�1 �r�0�+ �jr�1j2 � jr�0j2� . (4.12)



4.4. Expansi�on en el baro anho y lento 51Expandiendo �1 a primer orden en " tendremosr�1 = r�0 +r " ; (4.13)y entones jr�1j2 � jr�0j2 = 2r�0Tr "+ jr j2"2 ; (4.14)introduiendo (4.14) en (4.12)jr�1j2 � jr�0j2 = 2(u1 +r�0)Tr "+O("2) = 2uT0r "+O("2) ; (4.15)Ahora, las euaiones de Bernoulli en las etapas 0; 1 son12 jr�0;1j2 + g�0;1 = 12u21 + r0;1 sobre �0;1 ; (4.16)donde r0;1 son los residuos 0; 1, desde que en el proeso asint�otio suponemos que laondii�on din�amia no se umple exatamente, y en tal aso nos dar�a un t�ermino fuentepara las euaiones perturbadas. Ahora, su diferenia es12 njr�1j2 � jr�0j2o + g ��1 � �0� = (r1 � r0) sobre �0;1 ; (4.17)introduiendo (4.15) y la primera expansi�on �" = �1 � �0, tendremosuT0r "+ g�"+O("2) = �r ; (4.18)donde �r = r1 � r0. Dado que u0 es evaluado en �0 y r�0;1 lo son en �0;1, deber��amosonoer la loalizai�on de las dos super�ies de borde �0;1, pero podemos introduir unproedimiento simpli�ado por medio de un �alulo de transferenia (van Dyke, 1975).Para onsiderar solamente super�ies de borde onoidas transferimos todas las variablesde ujo a la super�ie de referenia �0, entones �1(x0) � �1(x) y  1(x0) �  1(x) m�ast�erminos O("), esto es, un simple desplazamiento de borde. Luego, todos los t�erminos enla euai�on (4.18) son evaluados en �0 y obtenemosg� = �uT0r +�r sobre z = 0 . (4.19)4.4.2 Condii�on de borde inem�atia linealizadaLa super�ie libre base �0 es el plano z = 0, mientras que la perturbada �1 puede esribirseomo z = "�(x; y), y ser�a erana a la primera para " su�ientemente peque~no. Sobreel plano z = 0 tendremos que su versor normal n(x) = (0; 0; 1) es onstante, y sobre laperturbada ser�a n(x0) = (�"�;x;�"�;y; 1), a primer orden en ". Luego, su ambio puedeesribirse omo Æn(x) = n(x0)� n(x) = (�"�;x;�"�;y; 0) +O("2) ; (4.20)



4.4. Expansi�on en el baro anho y lento 52donde x0 2 �1 y x 2 �0. Para la transferenia de su gradiente onsideramosr�1(x0) = r�1(x) +rrT�1(x)n(x)�" ; (4.21)introduiendo (4.13) y suponiendo que rrT�0;1 son sim�etrios, podemos esribirrT�1(x0) = rT�0(x) +rT (x)"+ nT (x)rrT�0(x)�"+O("2) . (4.22)La ondii�on de borde inem�atia en la super�ie libre �1 del ujo perturbado esrT�1(x0)n(x0) = 0 sobre �1 ; (4.23)donde el versor normal es n(x0) = n(x) + Æn(x) . (4.24)Introduiendo las expresiones perturbadas (4.22) y (4.24) en (4.23)rT�1n = rT�0n+rT n"+rT�0Æn + nT (rrT�0)n�"+O("2) . (4.25)donde los miembros izquierdos y derehos son evaluados sobre x0 2 �1 y x 2 �0, respe-tivamente. Por otra parte, la veloidad de borde en el ujo b�asio est�a ontenida por elplano z = 0 y entones rT�0n = 0. AhorarT�0Æn = �"�;x�0;x � "�;y�0;y +O("2) ; (4.26)Para el �ultimo t�ermino, podemos esribir nT (rrT�0n) = nT t, dondeti = �2�0�xi�xj nj = ��xi  ��0�xj nj! para i; j = 1; 2; 3 ; (4.27)donde hemos empleado la onveni�on de Einstein de la suma sobre los ��ndies repetidos yhemos tenido en uenta que n(x) = (0; 0; 1) es un vetor onstante, de modo que se puedereduir a ��xi  ��0�xj nj! = " ��x ��0�z ; ��y ��0�z ; ��z ��0�z # . (4.28)La omponente z del ampo de veloidades de borde u0z = �z�0 sobre todo el plano z = 0es nula, luego �x(u0z) = �y(u0z) = 0 sobre z = 0 y��xi  ��0�xj nj! = "0 ; 0 ; �2�0�z2 # sobre z = 0 . (4.29)Agrupando estos resultados pariales tendremos" � �n + ��2�0�z2 � ���x ��0�x � ���y ��0�y !+O("2) = 0 . (4.30)



4.4. Expansi�on en el baro anho y lento 53Como �0 es arm�onia en 
0 tendremos �zz�0 = ��xx�0 � �yy�0, y��n + �x ���x�0�+ �y ���y�0� = 0 sobre z = 0, a primer orden. (4.31)De este modo, obtenemos la ondii�on de borde inem�atia linealizada sobre el plano deequilibrio hidrost�atio dada por�n = rT (u0�) sobre z = 0 ; (4.32)
Γ0 ( z = 0 )

Γ1

n

u0

x

y
z

OFigura 4.6: Interpretai�on f��sia del ujo normal a la super�ie libre iterada �0.Su interpretai�on f��sia puede ser la siguiente. Consideremos el teorema de la diver-genia para la veloidad modi�ada w = �u0Z
 d
 (r �w) = Z� d� (w;n) (4.33)donde 
;� son el volumen de la regi�on y su super�ie de borde, respetivamente. Suexpresi�on en oordenadas artesianasZ
 dxdydz(�xwx + �ywy + �zwz) = Z�(wxdydz + wydzdx + wzdxdy) = Qn (4.34)donde Qn es el ujo neto de w a trav�es de la super�ie errada �. Como wz = 0 sobre elplano z = 0, onsideremos su equivalente plano (on profundidad z unitaria)Z
 dxdy(�xwx + �ywy) = Z�(wxdy + wydx) = Qn (4.35)Como la ondii�on de borde linealizada �n en la super�ie de equilibrio hidrost�atio (z =0) es proporional a la divergenia del ampo planarw, entones tambi�en es equivalente alujo neto Qn de la veloidad modi�ada w a trav�es de ualquier urva errada ontenidaen diho plano, ver �gura 4.6.



4.4. Expansi�on en el baro anho y lento 544.4.3 Formulai�on para el potenial de perturbai�onEl sistema de euaiones linealizadas para el par solui�on f ; �g es:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
� = 0 en 
 ;�n = 0 sobre �S + �C ;g� = �uT0r +�r sobre z = 0 ;�n = rT (u0�) sobre z = 0 ;ondiiones de radiai�on sobre �I=O . (4.36)

donde u0 = u1 + r�0 es ampo de veloidad de borde sobre el plano de equilibriohidrost�atio z = 0, �0 es el potenial de perturbai�on del ujo b�asio, y �r = r1 � r0es el deremento del residuo de la ondii�on de borde din�amia entre los ujos b�asio yperturbado. A ontinuai�on, en el problema de ujo perturbado imponemos que dihoresiduo sea nulo, es deir, r1 � 0, y entones�n = �1grTu0uT0r � 1grTu0r0 sobre z = 0 . (4.37)El residuo iniial r0 es hallado a partir de la euai�on de Bernoulli (on � = 1)12 jr�0j2 + g�0 = 12u21 + r0 sobre z = 0 ; (4.38)donde �0 = uT1x+�0 es el potenial total del ujo b�asio, donde la super�ie libre oinideon el plano de equilibrio hidrost�atio �0 = z = 0, y entones, r0 = 1=2 (u20 � u21), dondeu20 = jr�0j2, luego�n = �1grTu0uT0r � 12grTu0(u20 � u21) sobre z = 0 ; (4.39)esta es una ondii�on de borde tipo Neumann no homog�enea sobre el plano z = 0, la ualpuede a su vez interpretarse omo un \ujo de transpirai�on" �0 � �n que inyetamospara simular el desplazamiento de la super�ie libre:8>><>>:�0 = D + fD = �1=g rTu0uT0rf = �1=(2g) rTu0(u20 � u21) sobre z = 0 . (4.40)



Cap��tulo 5Condiiones absorbentes
5.1 ResumenSe propone una ondii�on absorbente para el problema de ujo potenial on super�ielibre que evita el artilugio de las derivadas ontra-orriente (upwind). El m�etodo se basaen suponer que a partir de ierta oordenada jxj > L, la malla es estruturada unidimen-sionalmente (ver �gura 5.1). Si adem�as la veloidad no perturbada u0 es onstante y elt�ermino fuente, proporional a la derivada de la arga de presi�on, es nulo para jxj > L ,entones puede alularse en forma errada la expresi�on asint�otia de la solui�on disretaen base a un problema de autovalores para los grados de libertad en ada apa (slab) denodos de la parte estruturada. La ondii�on absorbente se basa en �jar a ero aquellosgrados de libertad que orresponden a modos que reen para x! �1 en x = �L.5.2 Problema 1D de un solo grado de libertadEmpezemos por un aso muy simple unidimensional(��;xx + k� = w 1 < x < +1 ;� = 0 jxj ! 1 . (5.1)Suponemos que w es de soporte ompato, esto es, w = 0 para jxj > L. Entones, parax > L, tenemos que la euai�on es homog�enea y por lo tanto la solui�on general puedebusarse en la forma de una exponenial � � e�x. Reemplazando en la euai�on diferenialobtenemos la euai�on arater��stia ��2 + k = 0. Consideremos por separado los asosk > 0 y k < 0.
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Figura 5.1: Malla no estruturada seg�un yz y estruturada seg�un x.5.2.1 Caso \el��ptio" (k > 0)Con k > 0, esta euai�on representa la transferenia de alor 1D on enfriamiento tipoNewton y � = �pk, de manera que las soluiones independientes son dos exponenialesuna reiente y otra dereiente,� = aepkx + be�pkx para x > L . (5.2)Pero para satisfaer la ondii�on al in�nito (5.1.b) debe ser a = 0 y entones�(x) = be�pkx ! �0(x) = �bpke�pkx = �pk�(x) para x > L . (5.3)Esto nos sugiere que �0 +pk� = 0 para x = L ; (5.4)es un buen andidato para ser ondii�on absorbente. An�alogamente, puede verse que laondii�on absorbente en x = �L es�0 �pk� = 0 para x = �L . (5.5)Debemos ahora demostrar que (5.1.a), (5.4), (5.5) son buenas ondiiones, es deir, danun problema bien planteado y tal que la solui�on � oinide on la restrii�on del problemain�nito a jxj < L. A ontinuai�on demostraremos esto. Sea �P una solui�on partiularen jxj < L es deir que satisfae��P;xx + k�P = w para jxj < L ; (5.6)



5.2. Problema 1D de un solo grado de libertad 57sin satisfaer neesariamente las ondiiones de ontorno. Esta solui�on puede enon-trarse, por ejemplo imponiendo �P = �0P = 0 en x = �L e integrando la euai�ondiferenial ordinaria haia las x reientes hasta x = L. Esribamos entones a � omo� = �P + �H . (5.7)Entones �H debe satisfaer la euai�on homog�enea��H;xx + k�H = 0 para jxj < L ; (5.8)�0H �pk�H = �(�0P �pk�P ) para x < �L . (5.9)Pero entones �H debe tener la forma general�H = a epkx + b e�pkx ; (5.10)de manera quepk(ae+pkL � be�pkL) +pk(ae+pkL + be�pkL) = (RHS)� ; (5.11)donde (RHS)� son los miembros derehos respetivos, y se reduen simplemente a( 2pkae+pkL = (RHS)+ ;�2pkbe�pkL = (RHS)� . (5.12)Por lo tanto, la solui�on es �unia. Ahora bien, la solui�on � del problema in�nito re-stringida a jxj < L satisfae, por lo que vimos, las ondiiones para � y por lo tantooinide on �esta. En onlusi�on: Las ondiiones halladas (5.4), (5.5) son absorbentesen el sentido de que apli�andolas en x = �L se obtiene la misma solui�on que para elproblema no-aotado.5.2.2 Caso \hiperb�olio" (k < 0)En este aso la solui�on a la euai�on es de la forma,� = a ospkx+ b sinpkx ; (5.13)y ya no podemos usar el argumento de que alguno de los t�erminos diverge para busarla ondii�on absorbente. Sin embargo, si � representa aqu�� el potenial en el aso delujo potenial on super�ie libre, la f��sia del problema india que, si el uido se estamoviendo de izquierda a dereha, entones(�! 0 para x! �1 ;j�j <1 para x! +1 . (5.14)



5.3. Extensi�on al aso disreto del aso el��ptio 58Sea �P una solui�on partiular a (5.1.a). Esta solui�on partiular puede ser enontradaimponiendo valores de �P y �0P en un punto dado e integrando la euai�on diferenialhaia x reientes y dereientes. La solui�on general es de la forma� = �P + e ospkx + f sinpkx ; (5.15)pero w � 0 para jxj > L, de manera que �P admite una expansi�on omo (5.13),�P = � ospkx + d� sinpkx para �x > L . (5.16)Entones � = (� + e) ospkx + (d� + f) sinpkx . (5.17)Ahora bien, las ondiiones de ontorno orriente arriba (5.14) imponen quee = �� ^ f = �d� ; (5.18)de manera que � � 0 para x < �L. Entones la ondii�on absorbente f��siamente apropi-ada para el aso hiperb�olio es� = �;x = 0 para x = �L . (5.19)Notemos la asimetr��a en uanto a que se deben imponer dos ondiiones de ontorno aguasarriba pero ninguna aguas abajo.5.3 Extensi�on al aso disreto del aso el��ptioConsideremos ahora la versi�on disreta del problema anterior��j+1 + 2�j � �j�1h2 + k�j = wj . (5.20)Suponemos que wj es nulo para j � M = L=h, entones para j � M la euai�onhomog�enea es ��j+1 + 2�j � �j�1 + kh2�j = 0 . (5.21)Ese tipo de euai�on en diferenias la podemos resolver proponiendo soluiones de la forma�j � �j, que reemplazando da la euai�on arater��stia�2 � 2b�+ 1 = 0 ; donde b = 1 + 12kh2 > 1 . (5.22)Sus ra��es son �� = b�pb2 � 1 = 1 + 12kh2 �s(1 + 12kh2)2 � 1 . (5.23)



5.3. Extensi�on al aso disreto del aso el��ptio 59Notemos que sus ra��es son reales y adem�as �+ > 1, pero puede verse que �+�� = 1 demanera que 0 < �� < 1. Ahora bien, la solui�on para j > M es de la forma�j = A�j+ +B�j� = A�j+ +B��j+ ; (5.24)pero omo queremos que la solui�on sea aotada para j !1 debe ser�j = B��j+ ; (5.25)de manera que �M+1 � ��1+ �M = 0 (5.26)paree ser una ondii�on absorbente disreta. Tambi�en la podemos reesribir omo�M+1 � �Mh + 1� ��1+h �M = 0 ; (5.27)y puede verse que haiendo un desarrollo en serie de potenias de h��1+ = �� = 1 + 12kh2 �s�1 + 12kh2�2 � 1 = 1 + 12kh2 ; (5.28)�skh2 + (12kh2)2 = 1 + 12kh2 �pkhs1 + 14kh2 = 1�pkh+O(h2) ; (5.29)es deir 1� ��1+h = pk +O(h) ; (5.30)de manera que (5.27) es equivalente a (5.4) a primer orden en h. Similarmente, la ondii�onabsorbente para j ! �1 es ��(M+1) � ��1+ ��M = 0 ; (5.31)podemos ver que las ondiiones de ontorno absorbentes (5.27) y (5.31) son tales que i)la solui�on aotada oinide on la solui�on no aotada para todo jjj < M , ii) la solui�onno depende del punto M donde se impone la ondii�on de ontorno independientementede la ondii�on de ontorno empleada en el otro extremo.Para jjj < M ambas soluiones oinidenEn forma similar al aso ontinuo, podemos ontruir una solui�on partiular que satis-fae (5.20) pero no las ondiiones de ontorno. Esto se hae poniendo valores arbitrariosde ��(M+1) y ��M y resolviendo (5.20) para �j+1 en t�erminos de �j y �j�1 hasta �M .La diferenia de la solui�on on las ondiiones absorbentes debe ser solui�on de la ver-si�on homog�enea de (5.20) y por lo tanto debe ser de la forma A�j+ + B��j+ . Imponiendolas ondiiones de ontorno absorbentes sale un sistema lineal diagonal en a y b, on lo



5.4. Extensi�on a sistemas en el aso el��ptio 60ual la solui�on es �unia. Luego, la solui�on al problema in�nito satisfae las ondiionesdel sistema aotado on ondiiones de ontorno absorbentes, de lo ual se onluye elenuniado.La solui�on no depende del borde absorbente elegidoMostremos que la solui�on no depende del punto en donde se impone la ondii�on deontorno, que por brevedad podremos llamarlo omo \borde absorbente". Sean �(1;2) lassoluiones al problema disreto on ondii�on Dirihlet en j = �M y ondii�on absorbenteen j =M1;2 8>>><>>>:h�2 h��(k)j+1 + 2�(k)j � �(k)j�1i+ k�(k)j = wj ;�(k)�M = 0 ;�(k)Mk+1 = ��1+ �(k)Mk . (5.32)Asumimos queM2 > M1 y queremos mostrar que �(1) oinide on la restrii�on de �(2) a�M � j �M1. Ahora bien, �(2) satisfae la ondii�on de ontorno en �M y la euai�on(5.32.a) en �M + 1 � j � M1 � 1, de manera que es su�iente mostrar que satisfae laondii�on absorbente en j = M1 para as�� onluir que satisfae las mismas ondiionesde �(1) y por lo tanto oiniden. Como w = 0 para j �M1 entones debe ser de la forma(5.24), pero la ondii�on de ontorno absorbente impone A = 0, por lo que �j es de laforma (5.25) y es laro que satisfae la ondii�on de ontorno tambi�en en j =M1.5.4 Extensi�on a sistemas en el aso el��ptioPor ejemplo, sea resolver 8>><>>:�� = 0 en �H � y � 0 ;�n� = w en y = 0 ;� = 0 en y = �H ; (5.33)en una malla homog�enea on nodos (xj; yl) de la forma(xj = jh para �1 � j � 1 ;yl = �lh para 0 � l � lmax . (5.34)La euai�on para el nodo interior (j; l), para 1 � l � (M � 1) es�j;l+1 � 2�jl + �j;l�1h2 + �j+1;l � 2�jl + �j�1;lh2 = 0 . (5.35)Para la ondii�on de ontorno en la super�ie, usamos una disretizai�on de primer ordenpara �n� y queda �j0 � �j1 = wjh . (5.36)



5.4. Extensi�on a sistemas en el aso el��ptio 61Puede mostrarse que agregando un t�ermino de orrei�on se obtiene una aproximai�on desegundo orden para la ondii�on de ontorno. La euai�on orregida es��j0 � �j1h + 12h�j+1;0 � 2�j0 + �j�1;0h2 = wj . (5.37)Ahora llamemos �j a un vetor que ontiene todos los poteniales de los nodos en laolumna j �j = [�j0 �j1 ::: �j;M�1 ℄T . (5.38)Entones el sistema (5.35), (5.37), puede reesribirse omoA�j+1 � 2B�j +A�j�1 = Fj ; (5.39)donde A = diag�12 ; 1; : : : ; 1� ; (5.40)
B = 2666666664 1 �12 0 � � ��12 2 �12 0 � � �0 �12 2 �12 0 � � �... � � � 0 �12 2

3777777775 ; Fj = 2666664 hwj0...0
3777775 . (5.41)Multipliando (5.39) por A�1�j+1 � 2A�1B�j + �j�1 = A�1Fj . (5.42)Esto sugiere busar una desomposii�on de la forma~B = A�1B = S D S�1 ; D = diag fbig . (5.43)Esto siempre es posible ya que A�1B es equivalente a una matriz sim�etria y de�nidapositiva. Efetivamente seaA1=2 = diag n1=p2; 1; : : : ; 1o ; (5.44)entones ~B = A�1=2(A�1=2BA1=2)A1=2 . (5.45)Pero la matriz produto A�1=2BA�1=2 es sim�etria y de�nida positiva, y A1=2 es la matrizde equivalenia. Puede mostrarse tambi�en que los fbig son todos bi > 1 y asumimos queest�an ordenados b1 < b2 < ::: < bn. Si haemos el ambio de variableUj = S�1�j ; (5.46)



5.4. Extensi�on a sistemas en el aso el��ptio 62entones la euai�on para Uj se obtiene multipliando (5.42) por S�1S�1�j+1 � 2(S�1 ~BS) (S�1�j) + S�1�j�1 = SA�1Fj = ~Fj ; (5.47)Uj+1 � 2DUj +Uj�1 = ~Fj ; (5.48)pero omo D es diagonal obtenemos para ada modo l un esquema en difereniasuj+1l � 2blujl + uj�1l = ~f jl . (5.49)Sea M tal que w = 0 para jjj � M , entones ~f jl = 0 para todo l y para jjj � M . Paraenontrar la solui�on de la euai�on homog�enea proponemos ujl de la formaujl = (�l)j . (5.50)Puede verse que los bl son todos positivos y bl > 1 de manera que vale el razonamientode antes y para ada l hay �l� reales y positivos tales que�l+�l� = 1 ^ �+ > 1 ^ �� < 1 ; (5.51)la ondii�on absorbente en j =M esuM+1l = (�+)�1uMl ; (5.52)o sea UM+1 = ��1UM ; (5.53)y volviendo a la base original (variable �)�M+1 = (S��1S�1)�M ; (5.54)es deir �M+1 = C�M ; (5.55)donde C es la matriz de la ondii�on absorbente. N�otese que en general C ser�a llena. Lamisma ondii�on resulta ser absorbente para j ! �1��(M+1) = C��M . (5.56)El an�alisis anterior es v�alido en el aso en que la malla sea no estruturada seg�un y (en elaso 1D ser��a uando �y 6= te) ya que las euaiones pueden seguir poni�endose omo en(5.39) pero ahora on A y B no exatamente omo en (5.40), (5.41). De todas formas losautovalores fbig de ~B siguen veri�ando las relaiones (5.51) y todo el an�alisis permaneev�alido. En el aso 3D, la malla puede ser ompletamente no estruturada en el plano yz.



5.5. Expresi�on general para semidisretizai�on en x 63A diferenia on el aso estruturado, o tambi�en si usamos elementos �nitos en vez dediferenias �nitas, entones A puede no ser diagonal. De todas formas el uso de A1=2 ess�olo a �nes de demostrar el ar�ater sim�etrio y de�nido positivo de ~B. De~BS = SD ! ~B = A�1B ; (5.57)sigue que ~B = SDS�1 ! D = S�1 ~BS = diag(di) ; (5.58)por lo tanto, si v es un autovetor de ~B asoiado al autovalor e, entones ~Bv = ev, y enonseuenia ( ~B)v = (A�1)v = ev ; (5.59)es deir, que en la implementai�on num�eria lo �unio neesario es enontrar los autovaloresy autovetores del problema de autovalores generalizado Bv = eAv.5.5 Expresi�on general para semidisretizai�on en xVeremos ahora omo surge la expresi�on de tipo (5.39) en un ontexto m�as general. Paraesto, onsideremos que primero disretizamos en las oordenadas yz, on lo ual se obtieneun sistema de Euaiones Difereniales Ordinarias en x, el ual es luego disretizado.Consideraremos por separado el aso de diferenias �nitas y de elementos �nitos.5.5.1 Diferenias �nitasPodemos poner �� = �;xx +�yz� . (5.60)Consideremos que semi-disretizamos seg�un yz el laplaiano por diferenias �nitas y sea� el vetor de valores nodales K� = �G(x) ; (5.61)donde G(x) es el t�ermino fuente relaionado on la ondii�on de ontorno en la super�ielibre y �K la matriz del laplaiano bidimensional, de manera que K es de�nida positiva.Entones, reemplazando en (5.60)�;xx �K� = �G(x) . (5.62)Ahora disretizando por diferenias �nitas la derivada segunda seg�un x�j+1 � 2�j + �j�1�x2 �K� = �Gj ; (5.63)



5.6. El aso mixto 64lo ual puede ser puesto en la forma (5.39) onA = I ; B = �I+ 12�x2K� ; (5.64)por lo tanto los autovalores de B son reales positivos y mayores que la unidad.5.5.2 Elementos �nitosLa disretizai�on en yz da M�;xx �K� = G(x) ; (5.65)donde ahora aparee la matriz de masa M. Disretizando en xM�j+1 � 2�j + �j�1�x2 �K�j+1 + 4�j + �j�16 = Gj ; (5.66)de manera que A =M� 16�x2K ; B =M + 13�x2K . (5.67)Los bi son entones, los autovalores del siguiente problema�M+ 13�x2K�w = b�M� 16�x2K�w . (5.68)Ahora sean w y � > 0 solui�on del l�asio problema de autovalores generalizadoKw = �Mw ; (5.69)entones w es tambi�en autovetor del problema (5.68) y el autovalor orrespondiente esb = 1 + (1=3)�x2�1� (1=6)�x2� > 1 . (5.70)5.6 El aso mixtoHasta ahora hemos enontrado una forma sistem�atia de desarrollar ondiiones de on-torno absorbentes basada en enontrar una expresi�on general para la solui�on de laeuai�on homog�enea para x > L (x < L) e imponiendo a ero aquellos modos que divergenhaia x! +1 (x� ! +1). Ahora veremos que, inluso en una aproximai�on muy ru-da, el problema de ujo potenial on super�ie libre se arateriza por tener soluionespropias en la forma de osenos y senos, adem�as de las exponeniales habituales. Comoestas soluiones no se anulan ni divergen en ninguna de las direiones, ya no podemos



5.6. El aso mixto 65apliar el riterio habitual para obtener la ondii�on de ontorno. Por lo tanto debe-mos primero estudiar omo se deben tratar estos modos hiperb�olios. Las euaiones degobierno son (�� = 0 para y < 0 ;�;n +K�1�;xx = Ug (�p);x en y = 0 . (5.71)Consideremos ahora una semi-disretizai�on seg�un y on �y = te. Sea yj = �j�y,j = 0; 1; : : : ; Q y que �j(x) � �(x; yj). La aproximai�on a (5.71.a) es�j+1 � 2�j + �j�1�y2 + �j;xx = 0 . (5.72)Para (5.71) podemos aproximar �n� por una aproximai�on de primer orden en �y deen-trada �0 � �1�y +K�1�0;xx = w ; (5.73)donde w = U=g(�p);x, pero en realidad es simple desarrollar una aproximai�on de se-gundo orden en �y, si onsideramos una aproximai�on entrada para �n� on un nodo�tiio y�1 = �y e imponiendo la euai�on interior tambi�en para j = 0. De�namos unnodo �tiio ubiado por enima de la super�ie libre en y�1 = �y. Entones podemosaproximar la ondii�on de super�ie libre usando una aproximai�on de segundo ordenpara la derivada entrada ��1 � �12�y + ~K�1�0;xx = w ; (5.74)pero hemos agregado una in�ognita de manera que debemos agregar una euai�on paralo ual agregamos la euai�on para los nodos anteriores para j = 0��1 � 2�0 + �1�y2 + �0;xx = 0 . (5.75)Despu�es de eliminar la in�ognita orrespondiente al nodo �tiio queda una euai�onsimilar �0 � �1�y + ~K�1�0;xx = w ; (5.76)donde ~K�1 = 1=K � �y=2 es un valor orregido para K�1. Esta simple modi�ai�on essu�iente para reuperar el orden O(�y2) de la aproximai�on. De todas formas quere-mos realar que esto no es importante en uanto a la disusi�on sobre las ondiionesabsorbentes.En una aproximai�on muy ruda, supongamos que onsideramos s�olo dos puntos en ladisretizai�on vertial, un nodo en la super�ie libre, on potenial �0 y otro sumergidoen y1 = ��y on potenial �1. El sistema (5.72), (5.76) puede ponerse omo�;xx +A� = F ; (5.77)



5.6. El aso mixto 66on � = "�0�1 # ; F = " ~Kw0 # ; (5.78)A = " ~K=�y � ~K=�y�2=�y2 1=�y2 # . (5.79)Proponiendo soluiones de la forma � = �0e�x llegamos a una euai�on arater��stia dela forma det(A� �I) = �2 � ( ~K=�y + 1=�y2)�� ~K=�y3 = 0 . (5.80)Pero el disriminante de su solui�on� = ~K=�y + 1=�y2)2 + 4 ~K=�y3 > 0 ; (5.81)por ser positivo las dos soluiones son reales. Pero omo el t�ermino independiente esnegativo, entones una ra��z es positiva �1 > 0 y la otra es negativa �2 < 0. Esto ourresiempre en 2D inluso uando se onsideren m�as grados de libertad en profundidad: todoslos modos son el��ptios menos uno que es hip�erbolio. En 3D hay un modo hiperb�olio porada nodo de super�ie. Ahora seaA = S�S�1 ; � = diag f�1; �2g ; (5.82)la desomposii�on en autovetores de A, entones haiendo el ambio de variables U =S�1�, el sistema queda U;xx +�U = ~F ; (5.83)on ~F = S�1F. Como � es diagonal, el sistema se desaopla en dos euaiones esalares(u1;xx + �1u1 = ~f1 ;u2;xx + �2u2 = ~f2 . (5.84)Ahora bien, omo �2 < 0 las soluiones de (5.84) para jxj > L, donde w � 0, son de laforma u2 = ae+k2x + be�k2x ; (5.85)donde k2 = p��2. Usando los mismos argumentos anteriores, enontramos que la ondi-i�on absorbente es u2;x � k2u2 = 0 en x = �L ; (5.86)pero para u1 la solui�on general para jxj > L es de la formau1 = � os k1x+ d� sin k1x para �x > L ; (5.87)
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Figura 5.2: Coe�iente de arrastre de ola para el dipolo sumergido.on k1 = p�1, y debemos apliar lo disutido para modos hiperb�olios, y las ondiionesde ontorno apropiadas son u1 = u1;x = 0 en x = �L . (5.88)Ahora, para poner las ondiiones de ontorno absorbentes en t�erminos de las variablesoriginales �0, �1, reordemos que U = S�1� para poneru1 = [ 1 0 ℄ U = [ 1 0 ℄ S�1� = wT1 � . (5.89)Del mismo modo u2 = wT2�, on(wT1 = [ 1 0 ℄ S�1 ;wT2 = [ 0 1 ℄ S�1 ; (5.90)y las ondiiones de ontorno absorbentes son(wT1 � = wT1 �;x = 0 en x = �L ;wT2 �;x � k2wT2 � = 0 en x = �L . (5.91)N�otese la asimetr��a: ahora hay 3 ondiiones de ontorno orriente arriba y una solaorriente abajo.
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Figura 5.3: Coe�iente de arrastre de ola para una arga parab�olia de presi�on loalizada.5.7 El aso disreto on varios nodos en profundidadConsideremos ahora una malla 2D o 3D pero de tal forma que los ortes transversales yzde la malla son id�entios, y sea �j el vetor de poteniales en la j-�esima apa de nodos.Una vez disretizado por MEF o MDF el sistema de euaiones disreto puede ponerseomo en (5.39) on A y B dados. La transformai�on (5.42) y la desomposii�on (5.43)siguen siendo v�alidas, pero ahora un ierto n�umero Nhip de autovalores bi ser�a menor que1 mientras que el resto ser�a mayor que 1( 0 < bi < 1 1 � i � Nhip ;1 < bi Nhip + 1 � i � Napa ; (5.92)donde Napa es el n�umero total de nodos en el orte (apa) bi-dimensional. Haiendo elambio de variables (5.27) obtenemos una serie de euaiones de la formauj+1l � 2blujl + ujl�1�x2 + �lujl = fl . (5.93)Para los modos el��ptios Nhip + 1 � l � Napa, los autovalores � de la euai�on ara-ter��stia son reales y mayores o menores que la unidad omo en (5.51) de manera que laondii�on absorbente en j =M es omo en (5.52)uM+1l = (�+)�1 uMl Nhip + 1 � l � Napa . (5.94)
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Figura 5.5: Uso de la ondii�on absorbente on mallas que no son estruturadas en ladirei�on x.Sin embargo, estas ondiiones se aproximan exponenialmente a la ondii�on absorbente,mientras que (5.98) pueden apliarse tan era omo se quiera de la perturbai�on mien-tras que se est�e fuera de la misma. Para los modos hiperb�olios debemos imponer dosondiiones aguas arribaul�(M+1) = ul�M = 0 Nhip + 1 � l � Napa ; (5.100)pero an�alogamente (5.95), (5.97) podemos poner8<:�hip��(M+1) = 0�hip��M = 0 ; (5.101)donde �hip = h INhip�Nhip 0Nhip�Nelip i S�1 . (5.102)
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Figura 5.6: Elevai�on de la super�ie libre. Las olas no se amortiguan on el m�etodopropuesto, y pasan el ensayo de la altura de ola onstante.5.8 Ejemplos num�erios5.8.1 Arrastre de ola para el dipolo sumergidoEn la �gura 5.2 vemos el resultado de apliar el m�etodo propuesto para obtener el ar-rastre de ola sobre un dipolo sumergido a una profundidad f unitaria. El dipolo puedeinterpretarse omo el ampo produido por un ilindro de radio in�nitesimal b � f y laarga de presi�on que produe es deduida en el ap��tulo 6 (euai�on 6.65)�p(x) = �Uu = �2�U2b2 Re( 1(x + if)2) . (5.103)La simulai�on num�eria se realiz�o on una malla de 2� 240� 20 elementos triangulares,240 en la direi�on x y 20 en la direi�on y, on longitud variable en profundidad. A �nde obtener una mejor aproximai�on, los elementos en profundidad tienen un �y 10 veesmayor que en la super�ie �yfondo=�ysup = 10. Se us�o la ondii�on absorbente expliadaen aguas abajo (5.98), mientras que aguas arriba se us�o la absorbente aproximada (5.99.b)en vez de la absorbente exata (5.98), adem�as de las (5.101) orrespondientes a los modoshiperb�olios. La ventaja es que ahora (5.101.a) en onjuni�on on (5.99.b) dan ��(M+1) =
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Figura 5.7: Amplitud de la ola para el problema de la arga parab�olia de presi�on loal-izada.0. La malla ubre el ret�angulo jxj < 6, �3 < y < 0, y se alul�o el arrastre de ola para0:3 � Fr � 1:15, mostrada en la �gura 5.2, omparada on la expresi�on exata para elarrastre de ola sobre un dipolo que es deduida en el ap��tulo 6, euai�on (6.70),Cw = 4�2 Fr�6 e�2=Fr2 ; (5.104)donde Fr = U=pgf es el n�umero de Froude. El aso del dipolo es interesante porque laarga de presi�on equivalente no se anula para jxj ! 1 y esto es lo que ourre on losasos reales. Vemos que de todas formas la ondii�on absorbente es apliable.5.8.2 Carga de presi�on parab�olia loalizadaOtro ejemplo es el de una arga de presi�on on distribui�on parab�olia y de soporteompato: �p = ( 1� (x=a)2 para jxj < a ;0 para jxj > a . (5.105)El oe�iente de arrastre de ola anal��tio tambi�en es deduido en el ap��tulo 6, euai�on(6.74) Cw = 16(Ka osKa� sinKa)2(Ka)3 ; (5.106)



5.8. Ejemplos num�erios 73donde el n�umero de Froude Fr = U=pga est�a basado en el semianho a de la arga. Enla �gura 5.3 podemos observar el resultado por MEF para a = 1 on la t�enia propuestasobre una malla de 2 � 80� 10 elementos triangulares, �x = te, �yfondo=�ysup = 10,que ubre la regi�on �6 < x < 2, �3 < y < 0.5.8.3 Absisa asi indiferente en la ondii�on absorbenteLa arga parab�olia de presi�on loalizada es un aso interesante porque al ser �p = 0 parajxj > a, podemos aerar la frontera aguas abajo tan era omo queramos, en tanto noentremos en la regi�on jxj < 1 donde el t�ermino fuente (� (�p);x) es no nulo. Como en losasos anteriores, en aguas arriba usamos la ondii�on de ontorno absorbente aproximada,de manera que all�� no podemos aerar la frontera arbitrariamente. Para veri�ar esto,alulamos la arga parab�olia loalizada a Fr = 0:8 on dos mallas. La primera tiene2 � 80 � 10 elementos triangulares, 80 apas equiespaiadas �x = 0:1 = te seg�un x y10 apas re�nadas haia la super�ie �yfondo=�ysup.libre = 10, ubriendo �6 < x < 2,�3 < y < 0. La segunda onsiste en agregar 40 apas m�as de nodos seg�un x a la primeramalla hasta x = 6. En ambos asos se impuso las mismas ondiiones de ontornoanteriores, es deir la absorbente (5.98) aguas abajo, mientras que aguas arriba se us�ola absorbente aproximada (5.99.b) en vez de la absorbente exata (5.98) adem�as de la(5.101) orrespondiente a los modos hiperb�olios. En la �gura 5.4 vemos el potenial enla super�ie libre versus x para los dos asos. Ambos oiniden a preisi�on de m�aquina, as��omo tambi�en oiniden los oe�ientes de arrastre de ola alulados on ambas mallas.5.8.4 Mallas no uniformesEl objetivo de este ejemplo es demostrar que, si bien el algoritmo fue dise~nado paramallas uniformes, lo �unio neesario es tener varias apas de elementos iguales tanto en lafrontera aguas abajo omo aguas arriba, pero que en la zona intermedia la malla puede serompletamente irregular. En la �gura 5.5 vemos la elevai�on de la super�ie libre para elaso de la arga parab�olia de presi�on loalizada a Fr = 1:4 on dos mallas de 2� 80� 10elementos triangulares entre �6 � x � 2. La primera malla es uniforme, on �x = tey �y variable seg�un y pero no seg�un x. La segunda malla fue generada a partir de laprimera agregando una perturbai�on aleatoria a los nodos interiores de la malla anteriorpara generar una malla iregular. Se dejaron 5 apas de elementos uniformes tanto a laentrada omo a la salida. En diha �gura se muestra la malla irregular y la elevai�onde potenial obtenida por ambas mallas, las uales no se llegan a distinguir entre si. Ladiferenia en elevai�on es menor en valor absoluto a 10�3. En uanto al arrastre de ola,



5.8. Ejemplos num�erios 74el resultado on la malla irregular es Cw = 0:2104 ontra 0.2099 para la malla irregular,mientras que el valor te�orio es de 0.2240. Puede deirse que la variai�on es despreiableon respeto al error de disretizai�on.5.8.5 Las olas no se amortiguanPara los autovalores hiperb�olios bi < 1 y puede omprobarse que las ra��es � de laeuai�on arater��stia orrespondiente (5.22) son de m�odulo unitario, on lo ual su am-plitud no deae. Esto india que on la ondii�on de ontorno absorbente propuesta, alno ser neesario agregar t�erminos ontraorriente, las olas aguas abajo no sufren amor-tiguai�on num�eria. En la �gura 5.6 mostramos la elevai�on � produida por una arga depresi�on loalizada on a = 1 y Fr = 0:5, obtenido en una malla de 2� 160� 10 elementostriangulares uniformes. A simple vista, podemos veri�ar que las olas aguas abajo de laperturbai�on pr�atiamente no se amortiguan, por lo que el esquema num�erio propuestopasa el ensayo de la altura de ola onstante introduido en el ap��tulo 3. Hemos vistoque, en la regi�on donde ya no hay arga de presi�on, la expresi�on para los vetores de po-tenial en ada olumna j tiene los t�erminos sinusoidales de los modos hiperb�olios, m�ast�erminos exponeniales que deaen haia al in�nito aguas abajo. Su�ientemente lejos dela perturbai�on los poteniales nodales, y por lo tanto la elevai�on, ser�an de la forma�j � �1 sin(Knumxj + ') ; (5.107)donde eiKnum�x = �Nhip es el (�unio ya que estamos en 2D) autovalor hip�erbolio, y 'es una fase arbitraria. Pero puede verse entones ques�2j + � �j+1 � �j�1sinKnum�x�2 = te = �1 . (5.108)En la �gura 5.7 podemos ver omo var��a esta antidad y omprobar que efetivamentese aproxima a una onstante para x ! +1. Esto muestra que el m�etodo propuesto noexhibe ning�un tipo de amortiguamiento num�erio.



Cap��tulo 6C�alulo anal��tio por Fourier
6.1 C�alulo de la altura de olaNos onentramos en un �alulo anal��tio de la resistenia de ola en algunos asos simplesmediante la transformada de Fourier. Estos asos simples son de naturaleza bidimensionaly los empleamos para validai�on de los �odigos num�erios. Para tal �n, onsideremos elsistema de euaiones gobernantes linealizado para el potenial (de perturbai�on) �(x; z)(�;xx + �;zz = 0 en z < 0 ;�;z +K�1�;xx = (�P );x U=(�g) en z = 0 . (6.1)on �1 < x <1, donde K = g=U2 es el n�umero de onda arater��stio, U la rapidez noperturbada, � la densidad y g la aelerai�on de la gravedad. El eje x es paralelo a la ve-loidad no perturbada U y el eje z positivo haia arriba. Proponemos una desomposii�onen ondas planas en la forma �(x; z) = Z 1�1 �̂(k; z)eikx dk ; (6.2)�P (x; 0) = Z 1�1 d�P (k; 0)eikx dk : (6.3)Derivando �P (x; 0) on respeto a x��P�x = Z 1�1(ik)d�P (k; 0)eikx dk ; (6.4)reemplazando (6.2) en la euai�on de Laplae (6.1.a) resultad2�̂dz2 � k2�̂ = 0 para z � 0 ; (6.5)uya solui�on es �̂(k; z) = Cejkjz para z � 0 . (6.6)75
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Figura 6.1: El n�uleo S(k) tienen un orte de rami�ai�on sobre el eje imaginario y dospolos aislados en k = �K.Reemplazando (6.2) y (6.4) en la ondii�on de super�ie libre (6.1.b) tendremosd�̂dz �K�1k2�̂� ikU�g d�P = 0 para z � 0 ; (6.7)y teniendo en uenta (6.6) resulta�̂(k; z) = iUk�g(jkj �K�1k2)d�P (k; z) ejkjz : (6.8)Introduiendo (6.8) en (6.2), tendremos para z = 0�(x; 0) = Z 1�1 ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k; 0)eikx dk ; (6.9)donde d�P (k; 0) = 12� Z 1�1�P (x; 0)e�ikx dx ; (6.10)es anal��tia en todo el plano omplejo k, de modo que podemos entones onsiderar a(6.9) omo una integral de l��nea en diho plano. El fator eikx tambi�en es anal��tio en elmismo plano, mientras que para el n�uleo S(k) = ikU=(jkj � K�1k2) debemos primerode�nir omo extendemos jkj a todo el plano omplejo k. Una forma natural de haerlo esjkj = (+k si Re(k) > 0 ;�k si Re(k) < 0 . (6.11)De esta forma jkj tiene un orte de rami�ai�on (branh-ut) en todo el eje imaginario.Entones, el n�uleo S(k) tambi�en tiene un orte de rami�ai�on sobre el eje imaginario yadem�as dos polos aislados en k = �K, ver �gura 6.1. Ahora bien, el amino de integrai�onpara (6.10) es el eje real y por lo tanto pasa por los dos polos de manera que debemosde�nir �omo onsideramos los residuos en los mismos. Si onsideremos que el amino pasa
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Figura 6.2: Camino de integrai�on P� que deja a los polos a la izquierda.por el medio del polo, y adem�as �P es sim�etria, entones � ser�a sim�etria y sabemos que�este es un resultado inorreto, por lo ual tomemos un amino de integrai�on P� quedeja a los polos a la izquierda, ver �gura 6.2. En primer lugar onsideremos el valor de laintegral para x < 0. En tal aso, deformemos el dominio de integrai�on P� a un aminoP�(�Æ) ompuesto de uatro subaminos P�(�Æ) = BC + CO + OC 0 + C 0B0, ver �gura 6.3,donde notemos que tambi�en inluimos el amino COC 0 para rodear al orte. Tendremos�(x) = ZP�(�Æ) H dk = ZBC+C0B0 H dk + ZCO+OC0H dk = �1(x) + �2(x) ; (6.12)donde H(k) = ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k)eikx . (6.13)La ontribui�on de los dos segmentos BC;C 0B0, donde k00 = Im(k) < �Æ, esjeikxj = e�jk00jjxj < e�Æjxj ; (6.14)de manera que tomando el l��mite para x ! 1, la ontribui�on de la primera integraltiende a ero, en la forma �1(x) < C1e�Æjxj. Por otra parte, la ontribui�on de la segundaintegral la podemos estimar omo �2(x) < C2Æ, debido a la euai�on (6.9), de modo que�(x) � C1e�Æx + C2Æ ; (6.15)tomando Æ = jxj�1=2 tendremos �(x) ! 0 para x ! �1. Ahora, onsideremos el asox > 0. El amino es el P�(+Æ), ver �gura 6.4. Como es usual en la teor��a de variableompleja, las ontribuiones alrededor de los polos son equivalentes al residuo en losmismos. Por otra parte, la ontribui�on en los aminos ABO y OB0A0 pueden estimarseomo antes, de modo que tienden a ero para x ! +1. La ontribui�on de los residuosson ZP(+K)+P(�K) H(k) dk = 2�iRes fH(k);+Kg+ 2�iRes fH(k);�Kg . (6.16)
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Figura 6.3: Camino de integrai�on P�(�Æ) on los polos a la izquierda y para x < 0.En un entorno de k = +K, el polo proviene del denominador (jkj � K�1k2) el ual lore-esribimos omo jkj �K�1k2 = �(k=K)(k �K) ; (6.17)y entonesRes fH(k);+Kg = ikU�g(�k=K)d�P (k)eikx�����k=K = � iKU�g d�P (K)eiKx . (6.18)An�alogamente, alrededor del polo k = �Kjkj �K�1k2 = (�k=K)(k +K) ; (6.19)y Res fH(k);�Kg = ikU�g(�k=K)d�P (k)eikx�����k=�K = � iKU�g d�P (�K)e�iKx ; (6.20)de manera que �(x) = A [�P (K)eiKx +�P (�K)e�iKx℄ : (6.21)donde A = 2�KU=(�g) = 2�=(�U). Resumiendo, la solui�on para un amino omo elP� es de la forma (ver �gura 6.2)�(x) = ( 0 para x! �1 ;2A Ref�P (K)eiKxg para x! +1 . (6.22)Como �P (x) es real entones �P (�K) = �P (�K). Por el ontrario, si us�aramos unamino que deja a los polos a la dereha, entones la solui�on ser��a�(x) = ( 2A Ref�P (K)eiKxg para x! �1 ;0 para x! +1 . (6.23)
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Figura 6.4: Camino de integrai�on P�(+Æ) on los polos a la izquierda y para x > 0.Sabemos que la solui�on on sentido f��sio es la que orresponde al primer aso, es deir,alrededor del amino P�,�(x) = ZP� ikU�g(jkj �K�1k2)d�P (k)eikx dk . (6.24)La elevai�on � la obtenemos de� = �Ug ���x = �4��gRe[iKd�P (K)eiKx℄ = 4��U2 Im[�P (K)eiKx℄ . (6.25)y la amplitud de la ola es �� = 4��U2 jd�P (K)j para x!1 . (6.26)Ahora, en uanto al �alulo de la resistenia de ola, esta laro que de (6.22) onoemos laamplitud de la ola para x!1, y sabemos bien que a partir de esto podemos alular laresistenia de ola, sin interesar el detalle del per�l de elevai�on en la zona de transiente.Sin embargo, llegaremos a esta misma onlusi�on pero a partir de una dedui�on basadapuramente en el desarrollo de la expresi�on (6.23).6.2 C�alulo de la resistenia de olaLa resistenia de ola por unidad de �area transversal se puede alular a partir de laexpresi�on Fx = Z 1�1�P ���x dx = Z 1�1�P ��x" 1�g�P � Ug ���x# dx . (6.27)Pero la ontribui�on del primer t�ermino es nuloZ 1�1�P ��P�x dx = Z 1�1 12 ��P 2�x dx = 12�P 2����+1�1 = 0 ; (6.28)



6.2. C�alulo de la resistenia de ola 80desde que suponemos que �P tiene soporte ompato, de modo queFx = �Ug Z 1�1�P �2��x2 dx . (6.29)Pero de (6.23) �2��x2 = ZP� F (k)d�P (k)eikx dk ; (6.30)donde F (k) = (ik)3U�g(jkj �K�1k2) ; (6.31)reemplazando d�P por su transformada inversa de Fourierd�P = 12� Z 1�1�P (x)e�ikx dx ; (6.32)tendremos �2��x2 = Z 1�1G(x� x0)�P (x0) dx0; (6.33)donde G(�) = 12� ZP� F (k)eik� dk . (6.34)Ahora mostremos que si desomponemos G = Gs+Ga, donde Gs; Ga son sus omponentessim�etria y antisim�etria, respetivamene, entones la parte antisim�etria no ontribuyeen el �alulo de la resistenia de ola. Efetivamente de (6.28)Fx = �Ug Z 1�1�P �2��x2 dx= �Ug Z 1�1 Z 1�1�P (x)G(x� x0)�P (x0) dx dx0= �Ug � Z 1�1 Z 1�1�P (x)Gs(x� x0)�P (x0) dx dx0++ Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0� . (6.35)Pero, interambiando las variables de integraion x y x0 en el t�ermino que involura Gavemos que Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 == Z 1�1 Z 1�1�P (x0)Ga(x0 � x)�P (x) dx0 dx == � Z 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 ; (6.36)desde Ga(��) = �Ga(�), de modo queZ 1�1 Z 1�1�P (x)Ga(x� x0)�P (x0) dx dx0 � 0 ; (6.37)



6.2. C�alulo de la resistenia de ola 81y entones s�olo la parte sim�etria Gs es relevante para el �alulo de la resistenia de olaFx = �Ug Z 1�1 Z 1�1�P (x)Gs(x� x0)�P (x0) dx dx0 : (6.38)Por otra parte, la parte sim�etria Gs la obtenemos omoGs(�) = G(�) +G(��) ; (6.39)donde G(�) est�a de�nido por (6.34) y onseuentementeG(��) = 12� ZP� F (k)e�ik� dk : (6.40)Con el ambio de variables u = �k tendremos8>>>>><>>>>>: dk = �du ;F (�k) = F (u) ;exp(�ik�) = exp(iku) ;RP� = � RP+ ; (6.41)y entones G(��) = 12� ZP+ F (k)eik� dk ; (6.42)reemplazando obtenemos la integral de ontornoG(�) = 12� Z� F (k)eik� dk ; (6.43)donde � es el amino neto ompuesto por � = �++�� y ��son peque~nos ��rulos alrededorde ada polo. Ahora, a partir del teorema del residuoGs(�) = i2(F+ + F�) ; (6.44)donde F� = Res nF (k)eik�;�Ko : (6.45)Sabemos que eik� es anal��tia en �K y entonesRes nF (k)eik�;�Ko = eiK�Res fF (k);�Kg ; (6.46)y adem�as, omo F (k) tiene polos aislados en �K, el residuo puede expresarse de la formaRes fF;�Kg = limk!�K(k �K)F (k) ; (6.47)pero on el ambio de variable u = �k y observando de (6.30) que F es antisim�etria,esto es, F (�u) = �F (u), tendremosRes fF;�Kg = limk!�K(k +K)F (k) ; (6.48)



6.2. C�alulo de la resistenia de ola 82Res fF;�Kg = lim�u!�K(�u+K)F (�u) ; (6.49)Res fF;�Kg = limu!K(u�K)F (u) ; (6.50)y entones Res fF;�Kg = Res fF;+Kg ; (6.51)de manera que el t�ermino sim�etrio Gs puede esribirse omoGs(�) = i Res fF;+Kg os(K�) ; (6.52)donde solo nos resta evaluar expl��itamente el residuoRes fF;Kg = limk!K(k �K) (ik)3U�g(jkj �K�1k2) ; (6.53)Res fF;Kg = limk!K(k �K) (ik)3U�g(�k=K)(k �K) ; (6.54)o sea Res fF;Kg = iK3U�g = iK2�U : (6.55)Reemplazando obtenemos Gs(�) = �K2�U os(k�) : (6.56)Insertando este resultado en (6.38)Fx = K2�g Z 1�1�P (x)�P (x0) osK(x� x0) dx dx0 : (6.57)Ahora bien, omo sin(K�) es antisim�etria, podemos reemplazar el oseno por la expo-nenial ompleja Fx = K2�g Z 1�1�P (x)�P (x0)eiK(x�x0) dx dx0 ; (6.58)es deir Fx = 4�2K2�g d�P (K)d�P (K) ; (6.59)Fx = 4�2K2�g jd�P (K)j2 ; (6.60)donde d�P (K) = 12� Z 1�1�P (x)e�iKx dx : (6.61)Finalmente, esto puede ponerse en t�erminos de la amplitud de la ola �� (6.26) omoFx = 14�g��2 : (6.62)el ual es un resultado bien onoido (eg. Landweber, pp. 13.28).



6.3. Dipolo sumergido 836.3 Dipolo sumergidoEl potenial omplejo produido por un dipolo ubiado a una profundidad f on respetoa la super�ie z = 0 es �(t) = U2b 1t+ if + 1t� if ! ; (6.63)donde t = x + iz es la variable ompleja, U2b es la intensidad del dipolo, por el ual unilindro de radio b puede reemplazarse por un dipolo de intensidad U2b. La veloidad esw = u� iv = d�dt = �U2b 1(t + if)2 + 1(t� if)2! : (6.64)Para el �alulo de la resistenia de ola nos interesa el valor en el plano z = 0,�P (x) = �Uu = ��U2b2 " 1(x + if)2 + 1(x� if)2 # ; (6.65)de manera que su transformada esd�P (k) = ��U2b22� Z 1�1 " 1(x+ if)2 + 1(x� if)2# e�ikx dx : (6.66)Obviamente podemos onsiderar a esta expresi�on omo una integral sobre el plano om-plejo. Ahora bien, para k < 0 onsideremos un amino P donde sobre una reta ABtendremos z = Im(t) = te > 0 entonesje�iktj = e�jkjz ; (6.67)y por lo tanto la integral tiende a ero para z !1. Entonesd�P (k) = �i�U2b2Res( e�ikt(t� if)2 ; if) = �i�U2b2Res(e�ik(t�if)(t� if)2 ekf ; if)= �i�U2b2ekfRes(e�ik��2 ; 0) = �i�U2b2ekfRes(1� ik� + � � ��2 ; 0)= �i�U2b2ekf(�ik) = ��U2b2kekf : (6.68)Como �P es real y par, entones debe ser d�P (k) real y par, de manera que la expresi�onpara la transformada para todo k esd�P (k) = �U2b2jkje�jkjf ; (6.69)reemplazando en (6.57) y adimensionalizando por �U2bCw = 1�U2b 4�2K2�g �2U4b4K2e�2Kf = 4�2  bf !3  fK�1!3 e�2f=K�1 ; (6.70)



6.4. Carga de presi�on parab�olia loalizada 84que es la l�asia expresi�on (Lamb 1945, Landweber 1961) para el oe�iente de arrastre deola de un ilindro de radio b, dispuesto en posii�on horizontal en una orriente uniforme develoidad no perturbada U , y sumergido a una profundidad f , on respeto a la super�iede equilibrio hidrost�atio uando no hay olas, donde K = g=U2 es el n�umero de ondaarater��stio.6.4 Carga de presi�on parab�olia loalizadaConsideremos una distribui�on de presi�on suave y de soporte ompato de la forma�P = (�P [1� (x=a)2℄ si jxj < a ;0 si jxj > a . (6.71)Su transformada de Fourier esd�P (k) = �4a�P ka os ka� sin ka(ka)3 ; (6.72)y la resistenia de ola resulta ser, reemplazando en (6.57),Fx = 16(Ka)2�P 2�g �Ka osKa� sinKaKa3 �2 : (6.73)De�nimos un oe�iente de resistenia de ola onCw = Fx12�U2 2a = 16(�P �)2 (Ka osKa� sinKa)2(Ka)3 ; (6.74)donde �P � = �P=(�ga). Notemos que de�niendo al n�umero de Froude omo Fr =U=pga, entones Ka = 1=Fr2.



Cap��tulo 7M�etodo de paneles est�andar
7.1 Introdui�onDado que el M�etodo de Elementos Finitos (MEF) es relativamente bien onoido, pero elM�etodo de los Elementos de Borde/paneles (MEB) es quiz�as un poo menos difundido, eneste ap��tulo haremos una exposii�on de su formulai�on para el problema del ujo b�asioo problema est�andar 3D, donde el problema de ujo lo hemos reduido a su m�as simplenivel de desripi�on, dado por el ujo exterior a un objeto sin super�ies libres, dondesupondremos que el uido es inv��sido e inompresible, mientras que el ujo es irrotaional,subs�onio y estaionario. Matem�atiamente se redue al problema de Neumann exteriorpara el laplaiano del potenial de veloidades, el ual es equivalente a la formulai�onintegral de Morino basada en la terera identidad de Green para el laplaiano. Estaformulai�on de Morino es una euai�on integral de segunda espeie sobre las super�ies dedisontinuidad del ujo, en donde partiipan dos iertos tipos de densidades super�ialesde arga, de una apa (monopolar o 1-polar), y de dos apas (dipolar o 2-polar). Laprimera de ellas es onoida por la introdui�on de las ondiiones de borde, mientras quela segunda de ellas es la solui�on a busar de la euai�on integral. Su disretizai�on lahaemos mediante un m�etodo de paneles de bajo orden (geom�etrio y funional) en el ual,i) la super�ie la aproximamos mediante una poli�edria o malla, donde sus aras planasson los paneles y sus v�erties son los nodos, ii) mientras que las dependenias funionaleslas aproximamos on funiones onstantes a trozos, mediante densidades super�iales dearga monopolar/dipolar onstantes sobre ada panel. Una ventaja de esta doble elei�ones que nos permite la integrai�on exata de los oe�ientes de inuenia 1-polar y 2-polar. A ontinuai�on, mediante oloai�on por puntos en los entroides de los paneles,onstruimos un sistema de euaiones algebraias lineales, en general denso y no sim�etrio,donde la matriz del sistema es uadrada y de dimensi�on igual al n�umero de paneles85



7.1. Introdui�on 86presente, sistema que podemos resolver, en prinipio, tanto on m�etodos diretos omoiterativos. Una vez obtenida la solui�on dipolar proedemos al �alulo de la veloidad,donde onsideramos una forma debilitada para el �omputo del oe�iente de presi�on enlos v�erties de la poli�edria, apto para mallas super�iales no estruturadas.Como es onoido, los problemas de ujo alrededor de objetos pueden ser modeladosmatem�atiamente mediante euaiones en derivadas pariales de variada omplejidad, lasuales pueden ser resueltas en forma aproximada por una extensa variedad de m�etodosnum�erios. Esta resolui�on aproximada permite obtener valores de los par�ametros deinter�es para el �alulo y dise~no ingenieril, tal que sean razonablemente representativasde los orrespondientes valores del ujo real. Las euaiones que en de�nitiva son em-pleadas aproximan las euaiones de ujo mas ompletas, porque tarde o temprano iertost�erminos son ignorados o reemplazados por aproximaiones que se justi�an o no por pos-teriores validaiones experimentales. Su elei�on representa una solui�on de ompromisom�ultiple entre diversos fatores pudiendo itar, entre otros, grado de detalle aeptado en ladesripi�on f��sia del ujo, di�ultades matem�atias tanto en el ontinuo omo num�erias,relai�on osto/bene�io, reursos omputaionales disponibles, y exigenias pr�atias dela industria.Por otra parte, los m�etodos num�erios usados para la resolui�on aproximada de losproblemas de los medios ontinuos, pueden ser lasi�ados en tres grandes grupos prini-pales dados por los m�etodos: de las Diferenias Finitas (MDF), de los Elementos Finitos(MEF) y de los Elementos de Borde (MEB). En prinipio y en sus formas mas b�asias, losm�etodos en diferenias �nitas y en elementos �nitos son de disretizai�on en todo el volu-men del ujo, mientras que el de elementos de borde, lo es solamente sobre sus super�iesde disontinuidad.7.1.1 Algunos requisitos pr�atiosAhora bien, iertos problemas de ujo aero/hidro din�amios, muestran iertas peuliari-dades que los distinguen de otros tipos de problemas de la me�ania de los medios on-tinuos:1) Las formas de las super�ies aero/hidrodin�amias bajo ujo freuentemente son muyompliadas; por ejemplo, las super�ies de ujo en los aviones y baros, o el de una h�elie.Por esto, los m�etodos aproximados de bajo nivel en la desripi�on geom�etria puedenllegar a ser insu�ientes, donde los detalles geom�etrios son pr�atiamente olapsados paraobtener otra on formas muy rudimentarias, omo por ejemplo, las teor��as del per�l/barodelgado, donde los detalles de interai�on entre sus omponentes se degradan hasta asiperderse. Pero el otro extremo dado por aquellos m�etodos uyos ostos omputaionales



7.1. Introdui�on 87reen r�apidamente on la omplejidad del ujo pueden llegar a ser prohibitivos en larelai�on osto/bene�io o inneesariamente ostosos omparados on otras variantes.2) Las antidades de ujo resultan muy sensibles a los peque~nos detalles de las formasde super�ies del objeto inmerso en el ujo, y/o en la posii�on relativa de sus subompo-nentes, por lo que la diferenia entre una buena y un mala super�ie aero/hidro din�amiapuede resultar bastante sutil. As�� un m�etodo �util en la pr�atia deber��a ser apaz depoder disriminar entre formas de super�ie un tanto similares, por ejemplo, una mejordisposii�on relativa del tim�on de una embarai�on para disminuir la resistenia de ola.3) Los resultados del �alulo sobre la super�ie del objeto suelen ser de inter�es prinipalpara los ingenieros de dise~no, por lo menos en un ierto onjunto de asos de �omputo,por lo que el onoimiento de todo el ampo de ujo podr��a representar, tanto omo unierto desperdiio en el n�umero de operaiones efetuadas en obtener informai�on que ende�nitiva no es aprovehada, omo la imposii�on no estritamente neesaria de exigirnosreursos omputaionales relativamente importantes.4) Un requerimiento om�un en todos los problemas es que la preparai�on de los datosy la posterior interpretai�on de los resultados resulte una tarea pr�atia, minimizandolos riesgos de errores, y maximizando la failidad en su detei�on y eliminai�on. Porejemplo, es relativamente muho m�as f�ail y m�as r�apido veri�ar una aeptable alidadde un mallado super�ial sobre un objeto on formas muy ompliadas, que haerlo paraun mallado volum�etrio equivalente.7.1.2 Coe�iente de presi�onEn partiular, una magnitud muy sensible a los detalles de forma de las super�ies es eloe�iente de presi�onCp, presi�on ejerida por el ujo sobre la super�ie del objeto, y es unamagnitud de inter�es para el dise~no ingenieril, donde su suavidad depende de la ontinuidadde la derivada del tensor de urvatura de la super�ie. Esto resulta un problema sutil,pero on efetos notables en los resultados que les interesan a los hidrodinamiistas, ydepende sensiblemente del uidado en el tratamiento de las super�ies disretizadas. Sumagnitud se puede obtener a partir del ampo de veloidad sobre las mismas. En losm�etodos de bajo orden, el potenial se suele obtener en los entroides de los paneles, queser�a nuestro aso. Una opi�on para alular el ampo de veloidad es llevar de algunaforma los poteniales alulados en los entroides a los nodos, para �nalmente evaluar laveloidad por elemento, on una interpolai�on tipo elementos �nitos. Por ejemplo, en latesis de Mâ�tre se meniona un proedimiento en base al teorema de Stokes para haereste �alulo, aunque �nalmente opta por un proedimiento distinto en base a un esquemaen diferenias �nitas, el ual funiona bien s�olo para mallas estruturadas y altamente



7.1. Introdui�on 88regulares. Mostraremos que los resultados alanzados mediante el empleo del teoremade Stokes en una forma l�asia, tambi�en son s�olo razonables para esos mismos tipos demallas, volvi�endose inaeptables para mallas no estruturadas. Por ello, proponemos unaforma debilitada del teorema de Stokes, la ual permite superar este problema.7.1.3 Mallas estruturadas y no estruturadasReordemos que las mallas estruturadas son t��pias en esquemas por diferenias �nitas,mientras que las mallas no estruturadas son t��pias tanto en paneles omo en elementos�nitos. A nivel industrial, las no estruturadas son las preferidas en el trabajo otidi-ano por una serie de razones pr�atias, en donde on ierta freuenia se nos presentangeometr��as tridimensionales muy ompliadas, por lo que debemos invertir un apreiabletiempo relativo en su generai�on, depurai�on de errores y mejoras en su alidad.Gr�a�amente resulta inmediato omprender u�ando tendremos unas u otras, omo lopodemos ver en la �gura 7.1 en una versi�on bidimensional. Podremos deir que una mallaestruturada tiene en ada punto interior Ri el mismo n�umero de elementos (o paneles) asu alrededor, mientras que en una malla no estruturada ese n�umero es variable, y usual-mente sus elementos resultan relativamente distorsionados. Si el generador no prev�e unontrol en el grado de distorsi�on m�axima admisible, �este puede resultar exesiva en algunoselementos/paneles, y nos puede introduir efetos esp�ureos indeseables en las magnitudesomputadas. Por eso tratamos tanto de disminuir ese grado de distorsi�on durante la gen-erai�on, omo la de desarrollar equemas num�erios robustos ante esto. Por otra parte,para la validai�on de los esquemas num�erios de �alulo, es reomendable inluir una es-timai�on de su robustez frente a fuertes distorsiones (o geometr��as patol�ogias), omo porejemplo, mallas estruturadas y no estruturadas de p�esima alidad. Para ello, a veesnos resulta �omodo el artilugio de emplear mallas fuertemente distorsionadas, a partir deuna malla estruturada iniial, mediante un ruido aleatorio a sus oordenadas nodales,omo luego veremos en un �alulo del oe�iente de presi�on.7.1.4 M�etodo de panelesDentro del m�etodo de elementos de borde podemos distinguir el m�etodo de paneles, alual lo podemos reonoer omo una espeializai�on para iertos problemas de ujo po-tenial 3D, de apliai�on pr�atia en �alulo aeron�autio, hidrome�anio o hidronaval.Este m�etodo ha probado tener una versatibilidad remarable y se ha onstituido en unaherramienta est�andar en este ampo, donde la mayor��a de las divisiones de �alulo en lasempresas e institutos emplean, entre otros reursos, un �odigo omputaional basado en
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E (P) = E (Q)E (R ) = cteiFigura 7.1: Malla estruturada (izq.), no estruturada (der.)alguna de sus variantes. Por ejemplo en el �area aeron�autia podemos menionar Boe-ing (Tinoo/Rubbert/Johnson), M Donnell Douglas (Hess/Smith), British Aerospae(Hunt), mientras que en el �area hidronaval, los �odigos SQUASH (Tahara/Stern/Rosen),DAWSON y RAPID (MARIN). Mientras que algunas de sus l��neas de investigai�on son(Morino, 1985): ujos subs�onios y supers�onios estaionarios (Morino, Hess, Tinoo,Rubbert); ujos subs�onios y supers�onios no estaionarios (Yates,Giesing, Rowe, Freed-man); ujos trans�onios estaionarios (Nixon, Kerlik, Boppe,Sloo�); ujos trans�oniosno estaionarios (Yates, Caradonna, Tseng); y an�alisis de estela (Kandil, Sipi, Morino).7.1.5 Variables primitivas esalares o vetorialesEntre las variantes del m�etodo de paneles, menionamos:i) dos opiones para las variables primitivas (o prinipales de �alulo), donde la primeraes direta mediante magnitudes vetoriales, por ejemplo la veloidad (Mraek/Kim/Mook,Pellone), mientras que la segunda es indireta mediante magnitudes esalares, por ejem-plo, on el potenial de veloidad (Morino, Hess, Rubbert). Una di�ultad de las mag-nitudes vetoriales es que son de un orden mayor que sus equivalentes esalares, por loque su tratamiento matem�atio es m�as elaborado, y pueden ser m�as sensibles a los efe-tos esp�ureos de la disretizai�on geom�etria, mientras que en las magnitudes esalaresneesitaremos en alg�un momento alular su gradiente;ii) dos opiones para la aproximai�on y disretizai�on de las super�ies geom�etrias.La primera es de bajo orden, en donde la super�ie del panel es simplemente un plano, porlo que bastan los v�erties del panel para su de�nii�on (paneles planos). La segunda opi�ones de alto orden, donde la super�ie del panel es al menos una super�ie de segundo orden,por ejemplo, un hiperboloide, y en onseuenia neesitamos introduir nodos adiionalesinteriores, adem�as de los v�erties (paneles alabeados). Entones, la super�ie aproximantetotal es una poli�edria de aras planas o alabeadas (malla) donde ada ara es un panel



7.2. Formulai�on de Morino/Mâ�tre 90(plano o alabeado), mientras que ada v�ertie (y eventual punto interior) es un nodo. Enla pr�atia, los paneles m�as usuales son los uadril�ateros y los tri�angulos, tanto planosomo alabeados;iii) dos opiones para la aproximai�on y disretizai�on de las dependenias funionales.La primera es de bajo orden mediante funiones onstantes a trozos, lo que nos failita eltratamiento de las integrales, y en partiular permite una evaluai�on anal��tia, al preio dere�nar onvenientemente uando los gradientes super�iales resulten intensos. La segundaopi�on es de alto orden, para lo ual neesitamos un ierto n�umero de puntos adiionales,que si bien nos permite un menor grado de re�namiento relativo para el mismo gradode aproximai�on, involura pr�atiamente una integrai�on num�eria, introduiendo de esemodo un error de onsistenia iniial.En base a un riterio de simpliidad y de onsistenia iniial, optaremos por vari-ables primitivas esalares, mediante la formulai�on de Morino/Mâ�tre, por super�iespoli�edrias planas, y por dependenias funionales onstantes por panel, de modo deenarar una integrai�on anal��tia, on una posterior oloai�on en los entroides de lospaneles.7.2 Formulai�on de Morino/Mâ�treVeamos ahora la formulai�on de Morino seg�un Mâ�tre (1988), para el ujo potenialalrededor de un objeto on formas hidrodin�amias, es deir, no separado. Mâ�tre observaque la propuesta original de Morino no presta ateni�on a la eventual inuenia de unpotenial interior y para ello obtiene una versi�on levemente diferente.7.2.1 Euai�on integralEl potenial total de veloidades �(x) del ujo, l�asiamente lo podemos desomponer enla suma �(x) = �0(x)+�(x), donde �0(x) es el potenial no perturbado, impuesto por unampo exterior dado, y �(x) es el potenial de perturbai�on originado por la presenia delobjeto. La pared mojada del objeto bajo ujo nos permite de�nir una super�ie errada�, y supondremos que es �nita y suave por partes, omo lo esquematizado en la �gura7.2. Como la super�ie � es errada, podemos distinguir los dominios de ujo interior 
iy exterior 
e, tales que
e \ 
i = ; ^ 
e [ � [ 
i = R3 ; (7.1)Desde un punto de vista hidrodinamiista, sabemos que la super�ie mojada � es imper-meable al ujo exterior, a partir de este heho podemos imaginar que en prinipio, la zona
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Figura 7.2: Geometr��a para la formulai�on de Morino/Mâ�tre.interior del objeto, podr��a onebirse omo una zona de ujo interno, esto es, sin ontatoon el ujo exterior. Si ese fuera el aso, tendremos dos ujos (exterior e interior) dondeada uno de ellos tendr�a asoiado un potenial de veloidades, de modo que el potenialtotal de perturbai�on ser�a en prinipio �(x) = �e(x) + �i(x) para x 2 R3, donde �e;i(x)son los poteniales originados en los dominios exterior e interior, respetivamente, dondepara el potenial exterior �e(x) s�olo admitimos funiones on tendenia asint�otia O(1=r)j�e(x)j < Cjxj ; jxj ! 1 ; (7.2)Ahora, desde un punto gen�erio x 2 R3 ubiado en ualquier regi�on del espaio, esribamosla terera identidad de Green para ada funi�on �e;i(x) en ada dominio de ujo 
e;i, onsuper�ie de borde om�un � y on normales opuestas ni = �ne. Para el dominio interior
i tendremosZ
i d
u � 1jx� uj��i � �i� 1jx� uj� = Z� d�y ( 1jx� yj ��i�ni (y)� �i(y) ��ni 1jx� yj) (7.3)donde u 2 
i es el punto de integrai�on ubiado en el dominio interior, y 2 � es el puntode integrai�on de la integral de super�ie. Mientras que para el dominio exterior 
e ser�aZ
e d
v � 1jx� vj��e � �e� 1jx� vj� = Z� d�y � 1jx� yj ��e�ni (y) � �e(y) ��ne 1jx� yj� (7.4)donde v 2 
e es el punto de integrai�on ubiado en el dominio exterior, y 2 � es elpunto om�un en la super�ie. Pero las funiones �i;e son arm�onias, por lo menos en susdominios respetivos, (��i(u) = 0 para u 2 
i ;��e(v) = 0 para v 2 
e ; (7.5)



7.2. Formulai�on de Morino/Mâ�tre 92teniendo en uenta estas dos ondiiones, sumando miembro a miembro, y adoptando un�unio sentido para la normal, orientada haia el ujo exterior, n = ni = �ne tendremos� Z
i d
u�i(u)� 1jx� uj � Z
e d
(v)�e(v)� 1jx� vj == Z� d�y 1jx� yj (��e�n (y)� ��i�n (y))� Z� d�y n�i(y)� �e(y)o ��n 1jx� yj . (7.6)En esta suma hagamos dos onsideraiones: i) introduimos las densidades super�ialesde arga �(y), �(y), dipolar y monopolar, respetivamente, donde la densidad monopolar�(y) da uenta de la diferenia en la derivada normal de los poteniales, evaluadas enambas aras de la super�ie �,�(y) = ��e�n � ��i�n ; y 2 � ; (7.7)mientras que la densidad dipolar �(y) da uenta de la diferenia en los valores de lospoteniales, evaluados en ambas aras de la misma,�(y) = �i(y�)� �e(y+) ; y 2 � ; (7.8)ii) por otra parte, un �alulo l��mite (Hunt, Mâ�tre, Wrobel) nos muestra que para super-�ies suavesZ
i d
u�i(u)� 1jx� uj = �i�i(x) = 8>><>>: 0 para x 2 
e ;2��i(x) para x 2 � ;4��i(x) para x 2 
i ; (7.9)y Z
e d
v�i(v)� 1jx� vj = �e�e(x) = 8>><>>: 4��e(x) para x 2 
e ;2��e(x) para x 2 � ;0(x) para x 2 
i ; (7.10)por lo que la suma integral se redue a��i�i(x)��e�e(x) = Z� d�y 1jx� yj�(y)� Z� d�y ��n 1jx� yj�(y) . (7.11)Para el problema del ujo externo, los valores usuales para el potenial interior son �i =0; �1; te, y en trabajos aeron�autios itados por (Broeze/Romate, 1992), se onluye quela primera opi�on mediante un m�etodo de paneles de bajo orden ondue a resultados deexatitud omparable a los obtenidos on los de alto orden, para la misma densidad enlos puntos de ontrol. Como ese ser�a nuestro aso, entones, en lo que sigue, nos resultar�asu�iente onsiderar para el dominio de ujo interior 
i, la funi�on id�entiamente nula,en donde desde el punto de vista hidrodinamiista, la podemos onebir omo una zona



7.2. Formulai�on de Morino/Mâ�tre 93de ujo muerto (on veloidad nula), en onseuenia, �i(x) � 0 para x 2 
i [ � y��e�e(z) � 2��e(z) para z 2 �. La euai�on integral reordenada y reduida es12�(z) + 14� Z� d�y ��n 1jz� yj�(y) = 14� Z� d�y 1jz� yj�(y) para z 2 � ; (7.12)donde el punto de medii�on z est�a sobre la super�ie de integrai�on �. Esta es la formu-lai�on integral de Morino en la versi�on de Mâ�tre.7.2.2 Condii�on de borde eranaEn la euai�on integral de Morino/Mâ�tre a�un no hemos expliitado la ondii�on de bordesobre la super�ie �. Esto lo haemos on la ayuda de la integral monopolar. Para este �ndesompongamos la veloidad u(x) en una omponente no perturbada u0(x), impuestapor el ujo externo, m�as otra de perturbai�on up(x), generada por la presenia del objetou(x) = u0(x) + up(x). Su proyei�on normal un(z) a la super�ie � esun(z) = (u0;n) + (up;n) para z 2 � ; (7.13)donde (up;n) � ��e=�n es la veloidad normal de perturbai�on evaluada en la araexterior. Para ujo inv��sido la super�ie � es impermeable y deslizante a la veloidadresultante u(z), por lo que un(z) = 0 para z 2 �, y teniendo en uenta que on potenialinterior nulo �i � 0, la densidad monopolar �(z) se redue a�(z) = ��e�n = (�u0;n) para z 2 � . (7.14)Esto es un valor presripto en general no nulo para la densidad 1-polar �(z), y es unaondii�on de Neumann no homog�enea para �e en el borde �. Desde un punto de vistahidrodinamiista, es asimilable tambi�en a un ujo de transpirai�on que inyetamos en lasuper�ie � para forzar el umplimiento de la ondii�on de ujo \inem�atia" disponibleen ujo potenial, esto es, el resbalamiento (o la no impenetrabilidad) del ujo en lasparedes mojadas del uerpo. De ahora en adelante, pondremos diretamente � � �e.Esta opi�on para la formulai�on integral y la inorporai�on de las ondiiones de borde hasido propuesta en forma general por Morino (Morino, 1973), y en forma independiente porJohnson, Bristow, y es resulta apropiada para problemas de ujo potenial exterior quese extienden al in�nito on tendenia asint�otia O(1=r). La podemos tambi�en reonoeromo una formulai�on indireta mixta, en el sentido de que haemos uso simult�aneo delas dos densidades de arga �; �, dipolar y monopolar, respetivamente. Esto ontrastaon otras que solamente emplean exlusivamente una sola de las dos densidades, anulandola restante, lo ual introdue una limitai�on de representai�on.
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Figura 7.3: Paneles no admisibles: on hueos (izq.), sobre-enimados (entr.). Panelesadmisibles (der.).En resumen, en la formulai�on integral de Morino/Mâ�tre, tendremos sobre la super�-ie � dos ampos super�iales de arga dados por, i) la densidad monopolar �(z) onoidapor introdui�on de las ondiiones de borde \inem�atias", ii) la densidad dipolar �(z)que es la solui�on de la euai�on integral.7.3 Disretizai�on por panelesEl m�etodo de elementos de borde BEM/paneles est�andar es un m�etodo num�erio desolui�on de las euaiones integrales de borde, basado en un proedimiento sistem�atiode disretizai�on on tres etapas de aproximai�on: geom�etria, funional, y de la mismaeuai�on integral.7.3.1 Disretizai�on geom�etria sistem�atiaPara una aproximai�on de la super�ie geom�etria �, lo mas simple es mediante un es-quema de bajo orden para una representai�on geom�etria aproximada, mediante panelesplanos poligonales. Mediante ellos podemos ubrir aproximadamente la super�ie datomediante una super�ie poli�edria �E de E paneles, tal que(� � �1 [ �2 [ ::: [ �e [ ::: [ �E ;�i \ �j = ; para i; j = 1; 2; ::; E, on i 6= j. ; (7.15)donde �e es la super�ie del panel gen�erio e de ontorno Le en la super�ie poli�edria,tales que i) no se sobre-enimen entre si, ii) no existen hueos entre ellos (ver �gura 7.3).En las apliaiones pr�atias, usualmente nos bastan paneles triangulares o uadril�ateroson np = 3; 4 v�erties o nodos, respetivamente.Los uadril�ateros son aptos para super�ies planas, mientras que su uso en super�iesfuertemente alabeadas requiere de alg�un uidado partiular porque, omo una onseuen-ia esp�urea del m�etodo de disretizai�on, puede sueder que algunos de ellos no resulten
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Figura 7.4: Mallado super�ial sobre una esfera on paneles triangulares.exatamente planos. Para veri�ar su planaridad, tendremos que inluir un ensayo, omopor ejemplo, veri�ar si el uarto nodo pertenee al plano de�nido por los tres nodosrestantes del panel, orrigiendo en aso ontrario. Por otra parte, los paneles triangu-lares no pueden experimentar ese potenial efeto esp�ureo en la generai�on, porque suplanaridad est�a autom�atiamente asegurada y nos ahorramos la veri�ai�on. Por estemotivo, usualmente los preferiremos en las super�ies muy alabeadas. Como un ejemplode mallado triangular sobre una esfera la mostramos en la �gura 7.4.En forma an�aloga al M�etodo de los Elementos Finitos (MEF), en la de�nii�on de lamalla debemos generar una lista de oordenadas de los nodos y una lista de onetividadde los mismos. En la primera almaenamos las oordenadas geom�etrias de todos losnodos (o v�erties) de la poli�edria, mientras que en la segunda almaenamos la lista denodos asoiados a ada panel. Si la t�enia de oloai�on por puntos no hae uso deestos nodos, omo lo es en nuestro aso, podemos admitir en prinipio, la presenia denodos superpuestos, es deir, no neesitamos el onepto de ontiguidad de los paneles,omo en el aso de MEF. Esto nos otorga una mayor exibilidad a la hora de generarla malla, por ejemplo, podemos haer primero iertas submallas por separdo, y luegolas \pegamos" diretamente sin �ltrar los nodos rotulados on diferente n�umero y onid�entias oordenadas geom�etrias, donde todas las normales deben apuntar haia el ujo.La importania de la orientai�on orreta se relaiona on los �angulos de vista relativosentre paneles.



7.3. Disretizai�on por paneles 967.3.2 Disretizai�on funional sistem�atiaPara una disretizai�on funional sistem�atia en las densidades de arga super�ial �; �dipolar y monopolar, respetivamente, otra vez lo m�as simple es on un esquema funionalde bajo orden, donde suponemos ada para f�j; �jg es onstante en ada panel j y losextraemos fuera de sus operadores integrales respetivos,12�(z) + nXj=1 �j4� Z�j d�y ��ny 1jz� yj = nXj=1 �j4� Z�j d�y 1jz� yj para z 2 �n . (7.16)7.3.3 Disretizai�on de la euai�on integralLa euai�on integral anterior es v�alida, en prinipio, para ualquier punto z 2 �p, dondetenemos n in�ognitas, por lo que nos basta generar n euaiones para las densidadesdipolares �, y lo mas simple es una t�enia de oloai�on por puntos zi, en donde forzamosel umplimiento de la euai�on integral12�(zi)+ nXj=1 �j4� Z�j d�y ��ny 1jzi � yj = nXj=1 �j4� Z�j d�y 1jzi � yj para i = 1; 2; ::n ; (7.17)donde �(zi) = �i � �i es la densidad dipolar de arga, �(zi) = �i � �i es la densidadmonopolar de arga, ambos onstantes por panel. Este es un proedimiento bastantedifundido en los m�etodos de paneles, b�asiamente por razones de osto de CPU en laevaluai�on de la matriz del sistema, y por su�ienia en la alidad de la solui�on num�eriaobtenida, omo luego veremos. Los puntos de oloai�on zi los elegimos en los entroidesde los paneles, los uales no pueden oinidir entre ellos (zi 6= zj), dado que resultar��auna sistema de euaiones algebraias singular. Esta eventualidad puede darse i) uandodisretizamos pares de super�ies relativamente muy pr�oximas, por ejemplo, super�iesalares muy delgadas, ii) uando empleamos paneles triangulares planos on muy bajadensidad de re�namiento, puede sueder que el generador de malla deje en las esquinasde una super�ie alar paneles on dos de sus aristas en el borde. Para detetar la segundaontingenia, resulta reomendable interalar previamente un ensayo de distania entreentroides no nula para todos ellos. Por ejemplo, en la �gura 7.5 vemos un ejemplo delsegundo aso, donde reordemos se trata de un per�l on espesor. Un posterior empleo delteorema de la divergenia 2D nos permitir�a reemplazar las integrales de super�ie sobreada panel, por sus integrales de l��nea equivalentes efetuadas sobre el per��metro de losmismos. De esta forma, las expresiones anal��tias obtenidas resultan solamente singularespara puntos ubiados sobre diho per��metro por lo que nos resultar�a admisible emplearlos entroides omo posteriores puntos de oloai�on.



7.4. Matries dipolar A y monopolar C 97
correccion

Figura 7.5: Generai�on esp�urea en los extremos de una super�ie delgada: matriz singularporque los paneles sombreados tienen entroides oinidentes (izq.), no singular (der.).7.4 Matries dipolar A y monopolar CLa euai�on de oloai�on nos permite introduir las matries dipolar y monopolar, A;C,respetivamente, de inuenia re��proa entre todos los paneles, y de�nidas porAij = 14� Z�j d�y ��ny 1r ; Cij = 14� Z�j d�y 1r para i; j = 1; 2; :::; n ; (7.18)donde r = jzi � yj es la distania relativa entre el punto de oloai�on zi y el punto deintegrai�on variable y 2 �j sobre la super�ie del panel plano j, de �area �j. Una inter-pretai�on f��sia de estas matries de inuenia n-polares: A (dipolar) y C (monopolar),puede desribirse de la sigiente manera (�gura 7.6): 1) ada olumna aj de la matrizde inuenia dipolar A, representa el potenial medido en todos los entroides, uandotodos los paneles exepto el j est�an \desargados", mientras que este �ultimo soporta elpar de arga dipolar/monopolar f�j; �jg = f1; 0g. 2) ada olumna j de la matriz deinuenia monopolar C representa el potenial medido en todos los entroides, uandotodos los paneles exepto el j est�an \desargados", mientras que este �ultimo soporta elpar de arga dipolar/monopolar f�j; �jg = f0; 1g.Pero una interpretai�on m�as �util en el aso de la matriz dipolar A, es que representalos �angulo de vista entre todos los paneles (Mikhlin, Stratton), y en onseuenia, i)omo ada par de paneles pueden estar en ualquier posii�on relativa entre si, en generaltendremos que Aij 6= Aji, esto es, el par i; j no neesariamente se ven on el mismo �angulode vista, ii) en una super�ie plana los paneles no se ven entre si exepto a si mismos, porlo que en este aso muy partiular, la matriz dipolar A se redue a una forma diagonal,en donde Aii = 1=2.
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Figura 7.6: Interpretai�on f��sia de los poteniales 1-polar 1 y 2-polar.7.5 Sistema matriial de euaionesEl sistema algebraio de euaiones lo podemos reesribir omonXj=1Hij�j = bi para i = 1; 2; :::; n (7.19)donde Hij = 1=2Iij + Aij es la matriz del sistema, Iij es la matriz identidad, Aij es lamatriz dipolar, bi es el vetor fuente o de arga dado porbi = nXj=1Cij�j para i = 1; 2; :::; n ; (7.20)donde Cij es la matriz monopolar, �j es el vetor de ujos impuestos por la ondii�on dedeslizamiento �j = (�u0;nj). De esta forma el m�etodo de paneles est�andar nos ondue alsistema matriial de euaiones H� = b donde su t�ermino fuente est�a dado por b = C�.7.6 Integral anal��tia de la matriz monopolar CProedamos ahora al �alulo anal��tio del oe�iente monopolar Cij, para un panel planopoligonal de n lados, ubiado en una posii�on relativa arbitraria en 3D, y de�nido por laintegral ~Cij = ZSj dS 1r (7.21)donde ~Cij = Cij=4�, Sj es la super�ie del panel j, r = jy � xij es la distania entre elpunto de oloai�on xi y el punto de integrai�on variable y sobre la super�ie del panel j(ver �gura 7.7).
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Figura 7.7: Terna loal p; q; � seg�un el lado Lk.7.6.1 Funi�on auxiliar monopolar VNuestra estrategia onsiste en preguntarnos si es posible enontrar una funi�on V (R; �)tal que su laplaiano bidimensional �pqV sobre la super�ie del panel sea igual a 1=r, esdeir, �pqV = 1r ; (7.22)donde r = pR2 + �2, R = pp2 + q2, entones, ser�a posible failitar la integrai�on medi-ante el artilugio de onvertir la integral de super�ie a su integral de l��nea equivalente,dada por el teorema de la divergenia 2D~Cij = ZSj �pqV dSpq = ZLj(rpqV;n)dL ; (7.23)donde n es el versor normal al ontorno Lj pero ontenido en el plano del panel, �pq es eloperador laplaiano en las oordenadas bidimensionales p; q loalizadas sobre la super�iedel mismo, V = V (R; �) es una funi�on su�entemente difereniable en R3, R = R(p; q)es la proyei�on del vetor posii�on r = y � xi sobre el plano que ontiene al panel, � esla distania entre el punto de oloai�on xi y diho plano, distania onstante durante laintegrai�on. Para hallar V (R; �) tenemos que resolver la euai�on diferenial dada por sulaplaiano bidimensional �pqV en las oordenadas polares R; �, on �V=�� = 0,1R ��R  R�V�R! = 1pR2 + �2 ; (7.24)integrando una vez, R�V�R = Z RpR2 + �2dR = qR2 + �2 + C ; (7.25)



7.6. Integral anal��tia de la matriz monopolar C 100sin p�erdida de generalidad podemos adoptar C = 0. Integrando por segunda vezV = Z pR2 + �2R dR ; (7.26)la ual admite la funi�on solui�onV (R; �) = qR2 + �2 + j�j ln"pR2 + �2 � j�jR # para R > 0 ; (7.27)donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R; � �nitos.7.6.2 Integral de l��nea monopolarLa integral de l��nea para el oe�iente monopolar ~Cij es igual a la suma de las ontribu-iones ~Ck del gradiente super�ial de la funi�on auxiliar monopolar, en ada lado Lk delpol��gono errado de m v�erties,~Cij = mXk=1 ~Ck ; ~Ck = ZLk(rpqV; n)dL ; (7.28)donde ada lado Lk est�a de�nido por el par de nodos a = mk, b = mk+1, en la seueniaerrada [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ del panel j. En las ondiiones supuestas V =V (R; �), on R = R(p; q) = pp2 + q2, donde � es un par�ametro onstante durante laintegrai�on sobre el panel.Para failitar el �alulo del aporte ~Ck de ada lado Lk, elegimos seguir la propuestade Medina/Liggett (1988), donde imponemos una rotai�on �nita al diedro planar p; q, demodo tal que el eje p sea paralelo al lado Lk que se eval�ua por turno. De este modo,resulta que q = te durante la integrai�on a lo largo de diho lado, siendo �uniamentefuni�on de la variable p (ver �gura 7.8). El gradiente de V sobre la super�ie del panel loexpresamos en la forma rpqV = �V�RrpqR ; (7.29)donde rpqR = �R�p êp + �R�q êq = 2p2pp2 + q2 êp + 2q2pp2 + q2 êq = R̂R ; (7.30)donde R̂ es el versor en la direi�on radial R, por lo querpqV = �V�RrpqR = �V�R R̂R ; (7.31)luego, la derivada de V en la direi�on del versor normal n ontenida en el plano del panella alulamos on (rpqV;n) = �V�R (R̂;n)R . (7.32)
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Figura 7.8: Plano p; q de la terna loal del lado Lk.Dada la partiular disposii�on del diedro loal p; q en la evaluai�on del lado gen�erio Lk,tenemos que (R̂;n) = �q = te, y�V�R 1R = 1pR2 + �2 + j�jhpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � j�jR2 . (7.33)La integral monopolar a lo largo del lado Lk la podemos esribir en la forma~Ck =M(pb; qb; �)�M(pa; qa; �) ; (7.34)donde pa, pb son las absisas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada om�unseg�un el diedro p; q paralelo a ada lado Lk de�nidos por los produtos esalarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.35)donde ta, na son los versores tangenial y normal del lado Lk ontenidos en el planodel panel j. Para el orreto sentido de integrai�on a lo largo del lado Lk, exigimos quena � ta = bj, donde bj es el versor binormal de la terna loal, normal a la super�ieplana del panel y orientado haia el dominio exterior 
e. De este modo, la terna loal enla seuenia (na; ta;bj) resulte dextr�ogira a lo largo de ada lado Lk del panel j. Mientrasque M(p; q; �) es la suma de funionesM(p; q; �) = �qM1 � j�jqM2 + j�jqM3 ; (7.36)donde M1 = Z dppR2 + �2 ; (7.37)M2 = Z dpR2 ; (7.38)



7.6. Integral anal��tia de la matriz monopolar C 102M3 = Z dphpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 ; (7.39)on R = R(p; q) = pp2 + q2. Evaluemos ada integral M1;M2;M3 por separado, siendoinmediatas las dos primerasM1 = Z dpqp2 + (q2 + �2) = ln �p +qp2 + (q2 + �2)� ; (7.40)M2 = Z dpp2 + q2 = 1q tan�1 "pq # . (7.41)Para resolver la integral restanteM3 = Z dphqp2 + (q2 + �2)� j�jiqp2 + (q2 + �2) ; (7.42)mediante el ambio de variable p = pq2 + �2 sinh � haemosdp = qq2 + �2 osh �d� ; sinh � = p=qq2 + �2 ; (7.43)luego p2 + (q2 + �2) = (q2 + �2)(sinh2 � + 1) ; (7.44)qp2 + (q2 + �2) = qq2 + �2 osh � . (7.45)Reemplazando en M3 M3 = Z d�pq2 + �2 osh � � j�j ; (7.46)la ual admite la funi�on solui�on M3 =M3(�; q; �)M3 = 2q tan�1 "pq2 + �2e� � j�jq # . (7.47)Para veri�ar esta funi�on solui�on podemos alular su derivada, la ual debe oinidiron el �ultimo integrando,�M3�� = 2q 11 + x2 �x�� ; x = pq2 + �2e� � j�jq ; (7.48)evaluando la derivada�x�� = pq2 + �2e�q ; x2 = (q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e�q2 ; (7.49)y la funi�on 11 + x2 = q2(q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e� + q2 ; (7.50)



7.6. Integral anal��tia de la matriz monopolar C 103reemplazando �M3�� = 2q q2(q2 + �2)e2� + �2 � 2j�jpq2 + �2e� + q2pq2 + �2e�q= 2(q2 + �2)e2� + (q2 + �2)� 2j�jpq2 + �2e�qq2 + �2e�= 2pq2 + �2e�pq2 + �2e� hpq2 + �2e� +pq2 + �2e�� � 2j�ji= 1pq2 + �2 (e� + e��) =2� j�j � 1pq2 + �2 osh � � j�j ; (7.51)derivada que reprodue el integrando. Ahora expresamos � = �(p) onsinh(�) = e� � e��2 = ppq2 + �2 = z ; (7.52)de donde e� � e�� = 2z ! e2� � 2ze� � 1 = 0 ; (7.53)y2 � 2zy � 1 = 0 ! y = z �pz2 + 1 ; (7.54)on e� = y dado por e� = ppq2 + �2 �s p2q2 + �2 + 1 ; (7.55)es deir e�qq2 + �2 = p�qp2 + q2 + �2 . (7.56)Adoptando la ra��z negativa, la terera integral monopolar M3 la podemos esribir omoM3 = 2q tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # ; (7.57)y la funi�on M(p; q; �) queda en primera instania omoM(p; q; �) = 2j�j tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q #��q ln �p+qp2 + (q2 + �2)�� j�j tan�1 "pq # . (7.58)Empero, el aporte por diferenia entre los v�erties (pb; qb), (pa; qa) de ada lado Lk parala funi�on tan�1(p=q) lo podemos esribir omotan�1 "pbqb #� tan�1 "paqa # = �b � �a = �k ; (7.59)
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Figura 7.9: Tri�angulo equil�atero on densidad monopolar unitaria (� = 1).donde �a es el �angulo del v�ertie (pa; qa), �b es el del v�ertie (pb; qb), �k es el �angulo devista del lado Lk, on signo y visto desde el origen O del diedro planar rotante p; q. Alsumar todos los ellos sobre el per��metro errado del panelnXk=1�k = �1 + �2 + :::+ �n � 0 . (7.60)Esto es, el aporte neto sobre todo el per��metro errado de la suma por diferenia de estafuni�on es nulo, y por lo tanto la omitiremos en la expresi�on de M(p; q; �). El origen O esla proyei�on del punto de observai�on xi en la super�ie del plano que ontiene al panelj, es �jo para la integrai�on a lo largo de todo el per��metro, y puede quedar loalizado enualquier posii�on �nita de diho plano.7.6.3 Resumen de �omputo de la matriz monopolarEn resumen, el oe�iente de inuenia monopolar ~Cij, entre el panel fuente j y el puntode oloai�on xi lo podemos alular omo la suma de los aportes ~Ck de ada lado Lk,~Cij = mXk=1 ~Ck ; ~Ck =M(pb; qb; �)�M(pa; qa; �) ; a = mk ; b = mk+1 ;(7.61)donde [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ es la seuenia errada de nodos asoiados on elpanel j, siendo pa, pb las absisas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb es la ordenadaom�un seg�un el diedro p; q paralelo a ada lado Lk y de�nidos por los produtos esalarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.62)
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Figura 7.10: Simetr��a del oe�iente monopolar on respeto al plano del panel.donde ta, na son los versores tangenial y normal del lado Lk ontenidos en el plano delpanel j. Con la funi�on M(p; q; �) dada porM(p; q; �) = 2j�j tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q #� q ln �p+qp2 + (q2 + �2)� ;(7.63)7.6.4 Simetr��a y ontinuidad monopolarConsideremos ahora al oe�iente monopolar ~Cij omo una funi�on del punto de obser-vai�on p; q; �. Por ejemplo, para un tri�angulo equil�atero de lado unitario on el eje �(normal a su super�ie) pasando sobre su entroide (�gura 7.9), podemos onluir queveri�a las siguientes propiedades l�asias (Brebbia, Mikhlin) del potenial de una apa(�gura 7.10): i) es una funi�on sim�etria de la distania � entre el punto de medii�on delpotenial al plano que ontiene al panel, esto es, ~C(p; q; �) = ~C(p; q;��), ii) las tangentesa la urva ~C(p; q; �) = f(�) en el origen � = 0 son �nitas y de signo opuesto, esto es,la derivada � ~C=�� (la omponente normal de la veloidad monopolar), presenta un salto�nito al atravesar el plano del panel. Mientras que en la �gura 7.11 mostramos la inten-sidad del oe�iente monopolar ~C(p; q; �) (para el mismo panel triangular), para puntos(p; q; �) sobre un plano � paralelo al del panel, para dos otas � diferentes.7.7 Integral anal��tia de la matriz dipolar APara un panel plano poligonal ubiado en una posii�on arbitraria en 3D, proedamos aun �alulo anal��tio del oe�iente dipolar ~Aij, de�nido por la integral,~Aij = ZSj d�y ��ny 1r ; (7.64)
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Figura 7.11: Intensidad del oe�iente monopolar en el plano �, para las otas: � = 0:01(izq.), � = 0:50 (der.).donde ~Aij = Aij=4�, Sj es la super�e del panel j, r = jy � xij es la distania entre elpunto de oloai�on xi y el punto de integrai�on variable y sobre la super�ie del panel,�n es la derivada seg�un la direi�on normal al panel n.7.7.1 Funi�on auxiliar dipolar WEl n�uleo �r�1=�n del oe�iente dipolar lo podemos expresar en la forma��n 1r = ��r 1r �r�n = �1r2 �r = � �r3 (7.65)Otra vez empleamos el mismo artilugio utilizado en el oe�iente monopolar: para failitarla integrai�on se busa una funi�on W (R; �) tal que su laplaiano bidimensional �pqWsobre la super�ie del panel sea igual al n�uleo polar ��=r3, es deir,�pqW = � �r3 ; (7.66)donde r = pR2 + �2, R = pp2 + q2, entones la integral de super�ie la reemplazamospor su integral de l��nea equivalente dada por el teorema de la divergenia 2D~Aij = ZSj �pqWdSpq = ZLj (rpqW;n)dL ; (7.67)donde n es el versor normal al ontorno Lj pero ontenido en el plano del panel, �pq es eloperador laplaiano en las oordenadas bidimensionales p; q loalizadas sobre la super�iedel mismo, W = W (R; �) es una funi�on su�ientemente difereniable en R3, R = R(p; q)es la proyei�on del vetor posii�on r = y � xi sobre el plano que ontiene al panel, � esla distania entre el punto de oloai�on xi y diho plano, distania onstante durante la



7.7. Integral anal��tia de la matriz dipolar A 107integrai�on. Para hallarW (R; �) resolvamos la euai�on diferenial dada por su laplaiano�pqW en las oordenadas polares R; �, on �W=�� = 0,1R ��R  R�W�R ! = � �fR2 + �2g3=2 ; (7.68)es deir R�W�R = �� Z RfR2 + �2g3=2dR ; (7.69)efetuando el ambio de variable � = �2 +R2 e integrando una vez, tendremosZ RfR2 + �2g3=2dR = Z d�2�3=2 = ���1=2 + C = �fR2 + �2g�1=2 + C ; (7.70)sin p�erdida de generalidad podemos adoptar C = 0, luegoR�W�R = �fR2 + �2g�1=2 ; (7.71)W = Z �RpR2 + �2dR ; (7.72)la ual admite la funi�on solui�onW (R; �) = �j�j ln "pR2 + �2 � j�jR # para R > 0 ; (7.73)donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R; � �nitos.7.7.2 Integral de l��nea dipolarLa integral de l��nea para el oe�iente dipolar ~Aij, es igual a la suma de las ontribuiones~Ak de ada lado Lk del pol��gono errado de m v�erties,~Aij = mXk=1 ~Ak ; ~Ak = ZSk(rpqW;n)dL ; (7.74)donde ada lado Lk est�a de�nido por el par de nodos a = mk, b = mk+1, en la seueniaerrada [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ del panel j. En las ondiiones supuestas W =W (R; �), on R = R(p; q) = pp2 + q2, donde � resulta un par�ametro onstante durantela integrai�on sobre el panel. Para failitar el �alulo del aporte ~Ak de ada lado Lk,empleamos el mismo proedimiento anterior, en donde haemos una rotai�on �nita aldiedro planar p; q, de modo tal que el eje p sea paralelo al lado Lk que se eval�ua porturno, de este modo resulta q = te durante la integrai�on a lo largo de diho lado, siendo�uniamente funi�on de la variable p. El gradiente de W sobre la super�ie del panel lopodemos expresar en la forma rpqW = �W�R rpqR ; (7.75)



7.7. Integral anal��tia de la matriz dipolar A 108donde rpqR = R̂=R. Es deir,rpqW = �W�R rpqR = �W�R R̂R . (7.76)La proyei�on del gradiente de W en la direi�on planar n est�a dada por(rpqW;n) = �W�R (R̂;n)R ; (7.77)dada la partiular disposii�on del diedro loal p; q en la evaluai�on del lado gen�erio Lkse tiene que (R̂;n) = �q = te, de donde(rpqW;n) = ��W�R qR ; (7.78)donde ��W�R = sg(�) RhpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � sg(�) 1R ; (7.79)tendremos entones(rpqW;n) = q sg(�) 1hpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 � q sg(�) 1R2 . (7.80)La integral dipolar a lo largo del lado Lk, puede esribirse en la formaAk = D(pb; qb; �)�D(pa; qa; �) ; (7.81)donde pa, pb son las absisas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada om�unseg�un el diedro p; q paralelo a ada lado Lk de�nidos por los produtos esalarespa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.82)donde ta, na son los versores tangenial y normal del lado Lk ontenidos en el plano delpanel j. Mientras que D(p; q; �) es la suma de funionesD(p; q; �) = q sg(�)D1 � q sg(�)D2 ; (7.83)on D1 = Z dphpR2 + �2 � j�jipR2 + �2 ; (7.84)D2 = Z dpR2 ; (7.85)donde R = R(p; q) = pp2 + q2. Evaluemos ada integral D1; D2 por separado. Laintegral D1 es id�entia a la monopolar M3 por lo queD1 = Z dphqp2 + (q2 + �2)� j�jiqp2 + (q2 + �2) ; (7.86)
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Figura 7.12: Tri�angulo equil�atero on densidad dipolar unitaria (� = 1).D1 = 2q tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # ; (7.87)La integral D2 es id�entia a la monopolar M2, donde onluimos que su suma a lo largodel per��metro errado del panel es nula.7.7.3 Resumen de �omputo de la matriz dipolarEn resumen, el oe�iente dipolar ~Aij entre el panel fuente j y el punto de oloai�on i,lo podemos omputar omo la suma de los aportes ~Ak de ada lado Lk,~Aij = mXk=1 ~Ak ; ~Ak = D(pb; qb; �)�D(pa; qa; �) ; a = mk ; b = mk+1 ; (7.88)donde [m1; m2; :::; mm; mm+1 = m1℄ es la seuenia errada de nodos asoiados on elpanel j, siendo pa, pb las absisas de los nodos a; b del lado Lk, qa = qb la ordenada om�unseg�un el diedro p; q paralelo a ada lado Lk de�nidos por los produtos esalares,pa = (xa � xi) � ta ; pb = (xb � xi) � ta ; qa = qb = (xa � xi) � na ; (7.89)donde ta, na son los versores tangenial y normal del lado Lk ontenidos en el plano delpanel j. Con la funi�on D(p; q; �) dada porD(p; q; �) = 2 sg(�) tan�1 "p� j�j � pp2 + q2 + �2q # . (7.90)
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Figura 7.13: Antisimetr��a del oe�iente dipolar on respeto al plano del panel.

Figura 7.14: Intensidad de la funi�on base dipolar en el plano �, para las otas: � = 0:01(izq.), � = 0:5 (der.).7.7.4 Simetr��a y ontinuidad dipolarConsideremos ahora al oe�iente dipolar ~Aij omo una funi�on del punto de observai�onp; q; �. Por ejemplo, para un tri�angulo equil�atero de lado unitario on el eje � (normal asu super�ie) pasando sobre su entroide (�gura 7.12). Podemos onluir que veri�a lassiguientes propiedades l�asias (Stratton, Vladimirov) del omportamiento del potenialde dos apas (ver �gura 7.13): i) es una funi�on antisim�etria de la distania � entreel punto de medii�on del potenial al plano que ontiene al panel, esto es, ~A(p; q; �) =� ~A(p; q;��), ii) las tangentes a la urva ~A(p; q; �) = f(�) en el origen � = 0 son �nitasy del mismo signo, esto es, la derivada � ~A=�� (la omponente normal de la veloidaddipolar), permanee ontinua al atravesar el plano del panel. En la �gura 7.14 mostramosel omportamiento del oe�iente dipolar ~A(p; q; �) (para el mismo panel triangular), parapuntos (p; q; �) sobre un plano � paralelo al del panel, para dos otas � diferentes.
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Figura 7.15: Parela de paneles Ai alrededor del nodo i.7.8 C�omputo del ampo super�ial de veloidadesEl ampo de veloidades u sobre la super�ie del objeto puede obtenerse medianteu = u1 + u� + u� ; (7.91)donde u� y u� son las veloidades dipolar y monopolar, respetivamente, que se obtienende (Mâ�tre, 1988) (u� = �r� ;u� = �n ; (7.92)donde � y � son las densidades dipolar y monopolar respetivamente, r es el gradientesuper�ial y n es el versor normal a la super�ie. La densidad dipolar � es halladaresolviendo el sistema lineal mientras que la densidad monopolar � es hallada mediante laondii�on de ujo deslizante � = (�u1;n). En lo que sigue onsideraremos un �omputonodal para la veloidad mediante promedios sobre la parela de paneles Ai adyaentes alnodo i, ver �gura 7.15. Mostraremos una forma fuerte (o l�asia) y otra d�ebil para lasveloidades de perturbai�on u� y u�, donde la forma d�ebil la desarrollaremos para panelestriangulares.7.8.1 Forma fuerte para las veloidades de perturbai�onUn promedio simple para ambas veloidades u� y u� lo podemos obtener mediante unpromedio pesado on la super�ie de la parela de paneles Ai alrededor del nodo i. Parala omponente monopolar esribimos~u� = npXe=1ue�Ae = npXe=1Ae ; (7.93)donde Ae es el �area del panel, np es el n�umero de paneles en la parela Ai yue� = �ene (7.94)
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Figura 7.16: Gradiente dipolar en el panel por medio del teorema de Stokes.
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Figura 7.17: Geometr��a para la funi�on de forma elemental N ei sobre un panel triangular.es la veloidad monopolar sobre el panel e, donde �e = (�u1;ne) es su densidad su-per�ial, y ne es su versor normal (onstante). En la misma manera tendremos para laomponente dipolar ~u� = npXe=1ue�Ae = npXe=1Ae ; (7.95)donde ue� = �r�e (7.96)es la veloidad dipolar promediada en el panel e (onstante) y r es el gradiente super�ial.Para su �omputo empleamos la siguiente forma vetorial del teorema de Stokes (Smirnov,1964) ZA(n�r�)dA = ZL �dL ; (7.97)donde L es el ontorno de una super�ie abierta A y n es su versor normal. Cuando elgradiente dipolar r� es onstante sobre la surper�ie A y el versor normal n tambi�en loes (panel plano), �esta se redue ar� = �nA � ZL �dL ; (7.98)
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Figura 7.18: Flujo potenial exterior a una esfera (izquierda), oe�iente de presi�onanal��tio (dereha).y sobre un panel e de ns lados, ver �gura 7.16, lo podemos disretizar omor�e = �neAe � nsXk=1 ~�kLk ; (7.99)donde Lk es el lado k y ~�k es alg�un valor medio, por ejemplo, podemos tomar~�k = ( (�e + �k)=2 promedio aritm�etio ;(�eAe + �kAk)=(Ae + Ak) promedio super�ial . (7.100)
7.8.2 Forma d�ebil para las veloidades de perturbai�onPara desarrollar una forma d�ebil para las veloidades promediadas ~u� y ~u� suponemossolo paneles triangulares e introduimos la funi�on de forma nodalNi = npXe=1N ei ; (7.101)para el nodo i, dondeN ei es la funi�on de forma elemental del panel triangular e perteneientea la parela Ai, elegida de tal modo queN ei (x) = ( 1 para x = xi ;0 para x = xe�1=2 + te� ; (7.102)donde � es un par�ametro libre y te = re=jrej ; (7.103)es el versor tangente del lado e opuesto al nodo i yre = xe+1=2 � xe�1=2 ; (7.104)
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Figura 7.19: Componente dipolar esp�urea r�? en la forma debilitada.es el vetor del lado, donde xe+1=2 y xe�1=2 son sus v�erties. Esto es, la funi�on de formaelemental N ei vale uno en el nodo i, nulo sobre el lado opuesto y on una dependenialineal entre ambos, de modo que su gradiente sobre el panel e es onstanterN ei = 1he se ; (7.105)donde he es la altura del panel, se es el versor ortogonal al normal y al tangenial, el uallo obtenemos on se = ne � te ; (7.106)de modo que los versores te; se;ne de�nen una terna en el lado loal, ver �gura 7.17. El�area del panel lo alulamos on Ae = heLe=2, donde Le = jrej es la longitud del ladoopuesto al nodo i y entones he = 2AeLe . (7.107)Introduiendo las euaiones (7.106) y (7.107) en (7.105) obtenemosrN ei = Le2Ae (ne � te) = ne � re2Ae ; (7.108)donde tambi�en re = Lete. Para obtener una forma d�ebil del gradiente dipolar empleare-mos la funi�on de forma nodal Ni onjuntamente on las t�enias de Galerkin est�andar(Zienkiewiz/Taylor, 1989) y para esto onsideremos el siguiente promedio ponderado~r� = ZAi Nir�dA = ZAi NidA ; (7.109)sobre la parela de paneles Ai. Integrando por partes el numerador tendremosZAi Nir�dA = � ZAi �rNidA ; (7.110)y disretizando sobre la parela de paneles Ai~� = � nsXe=1 ZAe �rN ei dA = nsXe=1 ZAe N ei dA . (7.111)
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Figura 7.20: Esfera on una malla estruturada (dereha), histograma de las �areas ele-mentales (izquierda).Como es onoido en elementos �nitos (Segerlind, 1976), para una funi�on de forma linealN ei de�nida sobre un elemento triangularZAe N ei dA = Ae3 ; (7.112)de modo que npXe=1 ZAe N ei dA = 13 npXe=1Ae = Ai3 ; (7.113)introduiendo (7.108) y (7.113) en (7.112) obtenemos la siguiente forma d�ebil para elgradiente dipolar ~r� = �32Ai nsXe=1�e(ne � re) . (7.114)
7.8.3 Componente dipolar esp�ureaEn general, la forma d�ebil del gradiente dipolar obtenida on la euai�on (7.114), adem�asde la omponente tangenial ~r�k sobre el plano nodal seante, paralelo al versor normalnodal, puede apareer una omponente esp�urea ~r�? perpendiular al mismo plano, ver�gura 7.19, de modo que ~r� = ~r�k + ~r�? . (7.115)Como s�olo la omponente tangenial ~r�k tiene signi�ado f��sio, entones debemos elimi-nar la omponente esp�urea ~r�?. Para esto, notemos que tambi�en estar�a presente uando
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Figura 7.21: Coe�iente de presi�on Cp(z) para una malla estruturada sobre una esfera:on una forma fuerte (izquierda) y on una forma debilitada (dereha).imponemos una densidad dipolar unitaria sobre la parela de paneles Ai y suponiendouna relai�on lineal entre ambos estados esribimos ~r�? = � ~r�1, donde � es un fatorde proporionalidad y entones ~r�k = ~r�� � ~r�1 ; (7.116)donde ~r�1 es el gradiente dipolar unitario obtenido por medio de la euai�on (7.114) on� = 1 sobre la parela de paneles Ai~r�1 = �32Ai nsXe=1(ne � re) ; (7.117)el ual es ortogonal a la omponente tangenial( ~r�1; ~r�k) = 0 . (7.118)Reemplazando euai�on (7.116) en (7.118) hallamos� = ( ~r�; ~r�1)( ~r�1; ~r�1) (7.119)que es v�alida si y solo si j ~r�1j 6= 0 (7.120)lo ual ourre, por ejemplo, uando la parela de paneles Ai es plana, desde que todas lasnormales ne son la misma onstante n y entones~r�1 = �32Ain� nsXe=1 re ; (7.121)
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Figura 7.22: Malla de paneles perturbada sobre una esfera (dereha), histograma de las�areas elementales (izquierda).pero nsXe=1 re = 0 ; (7.122)desde que es una suma vetorial errada. De todas maneras puede mostrarse que laforma fuerte es su�iente para este aso exepional. Una onseuenia adiional delproedimiento seguido para eliminar la omponente esp�urea, es que disponemos la normaldebilitada ~n = ~r�1j ~r�1j si j ~r�1j 6= 0 . (7.123)Luego, las veloidades dipolar y monopolar debilitadas las hallamos mediante( ~u� = � ~r�k~u� = �~n (7.124)siempre que la ondii�on (7.120) se veri�que.7.8.4 Ejemplo num�erioPara validar el m�etodo propuesto, hemos onsiderado el ujo alrededor de una esfera deradio R = 1 on rapidez no perturbada U = 1. La solui�on anal��tia para la veloidadsuper�ial u(�) es (Streeter, 1961) u(�) = (3=2)U sin(�). El oe�iente de presi�on Cp(�) =1�ju(�)j2=jU j2 resulta igual a Cp(�) = 1�(9=4) sin2(�); donde � = aros(z=R), ver �gura7.18. Para la solui�on num�eria hemos onsiderado dos mallas ambas on 972 panelestriangulares. La primera es bastante estruturada y es mostrada en la �gura 7.20. En la�gura 7.21 mostrammos el oe�iente de presi�on Cp(�) a lo largo del eje z obtenida onambas formulaiones, donde on la forma fuerte vemos una leve tendenia a la dispersi�on.
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Figura 7.23: Coe�iente de presi�on Cp(z) para una malla de paneles no estruturada sobreuna esfera: on una forma fuerte (izquierda) y on una forma debilitada (dereha).Mientras que en la segunda malla hemos agregado un peque~no ruido nodal on el objetode simular una malla no estruturada, la ual es mostrada en la �gura 7.22. Esta mallaes obtenida de la primera mediante un ruido nodal "x = O(h) sumado a las oordenadasnodales, donde h es un di�ametro promedio de los paneles, y luego hemos re-proyetadoa la esfera, veri�ando que los paneles no olapsen. En la �gura 7.23 mostramos eloe�iente de presi�on Cp(�) a lo largo del eje z obtenido on ambas formulaiones, dondela tendenia a la dispersi�on de la forma fuerte se mani�esta laramente mientras que laforma debilitada se muestra muho m�as estable.



Cap��tulo 8M�etodo de paneles extendido
8.1 ResumenDesarrollamos un m�etodo de elementos de paneles extendido, para el problema linealizadode la resistenia de ola, para el aso del baro lento, donde el patr�on de olas on sentidof��sio es apturado mediante la estrategia l�asia de un esquema en diferenias uasi-Dawson, orientado ontra-orriente.8.2 Introdui�onEn la formulai�on potenial para el patr�on de olas generado por un baro lento surge unadi�ultad relaionada on la presenia de una super�ie libre on ondiiones de bordeinem�atias y din�amias no lineales. La forma l�asia para tratar num�eriamente los prob-lemas no lineales es resolver una seuenia de problemas lineales, donde esperamos quesus soluiones onvergan a la solui�on del problema original. En nuestro aso la posii�onde la super�ie libre es tambi�en parte de las in�ognitas del problema. A ontinuai�ononsideremos someramente el problema general y luego nos onentraremos en el prob-lema linealizado, que lo resolveremos mediante un m�etodo de paneles extendido, en elsentido de ser una extensi�on del m�etodo de paneles est�andar para super�ies �jas, de-sarrollado originalmente para la disretizai�on de la formulai�on integral de Morino paraujo potenial subs�onio.8.3 El m�etodo de Newton RaphsonReordemos que en el m�etodo de paneles est�andar �uniamente onsideramos super�ies�jas. Por ello, si la posii�on de la super�ie libre fuera onoida, entones podr��amos119



8.3. El m�etodo de Newton Raphson 120emplear este m�etodo para obtener el ampo potenial a partir de la resolui�on de unsistema algebraio lineal de la forma A� = C�, donde � es el vetor de los poteniales deperturbai�on en los entroides de los paneles, � es el vetor de los ujos de masa a trav�es delos paneles, A;C son las matries de inuenia dipolar y monopolar entre todos paneles,respetivamente, donde ambas son en general llenas y no sim�etrias. Como el vetor deujos � lo onoemos a partir de la ondii�on de borde \inem�atia" para la veloidaden los borde de ujo, que en el ujo potenial signi�a la ondii�on de resbalamiento(veloidad normal nula), entones el problema num�erio se redue a resolver el sistemade euaiones para el vetor potenial �. Ahora bien, en realidad no sabemos d�ondeest�a la super�ie libre, por lo que tenemos un onjunto adiional de in�ognitas dadas porlas elevaiones � de los nodos perteneientes a la super�ie libre, los uales ajustan suposii�on bajo la ai�on del ampo gravitatorio terrestre de intensidad g. Pero adem�as, losoe�ientes de interai�on dependen de la geometr��a de los paneles, en sus distanias y�angulos de vistas relativos, de modo que el sistema previo deber��amos reesribirlo ahoraen la forma A(�)� = C(�)�(�), y tendremos que agregar la ondii�on de ajuste en laposii�on de la super�ie libre, dada por la euai�on de Bernoulli (ondii�on de bordedin�amia), que en forma disreta la podemos poner en la forma R(�; �) = 0. Ahora estaseuaiones de�nen un sistema no lineal en el par f�; �g que debemos resolver on unm�etodo apropiado. A ontinuai�on veremos dos opiones para ello mediante el m�etodode Newton Raphson, primero en una versi�on disreta, y luego otra en el ontinuo.8.3.1 El m�etodo de Newton Raphson disretoDesde que la primera euai�on es lineal en �, un m�etodo iterativo simple basado en laiterai�on de punto �jo podr��a ser la siguiente:1) Elegir un ampo de elevai�on iniial: �0, n 02) Computar el ampo potenial �n a partir de:A(�n)�n = C(�n)�(�n) (8.1)3) Computar la nueva posii�on de la super�ie libre resolviendo para �n+1 a partir de:R(�n+1;�n) = 0 (8.2)4) Si no onverge: n n+ 1, volver a 2)Esta estrategia es simple e involura s�olo peque~nas modi�aiones al �odigo de panelesest�andar, pero exhibe muy bajas tasas de onvergenia a�un para muy peque~nas eleva-iones, en uyo aso el sistema es asi lineal. Entones, en primera instania podr��amosproponer en su reemplazo un algoritmo basado en Newton Raphson, donde el �omputo
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Figura 8.1: M�etodo del ujo de transpirai�on.de los inrementos de f��n+1;��n+1g deber��an obtenerse de una euai�on matriial dela forma " A (�A=��)�(�R=��) (�R=��) #n "��n+1��n+1 # = � "A(�)� = C(�)�(�)R(�;�) #n (8.3)8.3.2 El m�etodo de Newton Raphson en el ontinuoOtra posibilidad es proponer un esquema de Newton Raphson para las \euaiones delontinuo" y luego disretizar ese sistema. El sistema resultante es diferente del anterior,porque la disretizai�on y la solui�on de Newton-Raphson no onmutan, y nos muestraiertas ventajas. Primero, la formulai�on resultante es por lejos muho m�as simple, omoluego veremos. Segundo, el n�umero de in�ognitas en el sistema de Newton-Raphson\disreto" es 2np + nb donde np es el n�umero de paneles en la super�ie libre y nb esel n�umero de paneles sobre la super�ie mojada de la nave, mientras que en el sistemade Newton Raphson \en el ontinuo" el n�umero de in�ognitas es simplemente np + nb.Desde que en general, np > nb y en un gran n�umero de asos np � nb, esta variante \enel ontinuo" permite un signi�ativo ahorro en los reursos omputaionales, y es la queadoptaremos. Ahora supongamos un proeso iterativo donde en su etapa l disponemos elpar aproximado (�; �)l, para el potenial total � y para la elevai�on �. Como es usual enlos m�etodos iterativos, esperamos que el par de la iterai�on siguiente (�; �)l+1 sea eranoa (�; �)l, y esto nos permite introduir la expansi�on a primer orden en los inrementos( " = �l+1 � �l"� = � l+1 � � l . (8.4)Para haer primero Netwon Raphson en el ontinuo y luego disretizar, neesitamosobtener euaiones lineales para el inremento de potenial  , uando una peque~na per-turbai�on en el inremento de altura � en la super�ie libre es produida. Como ambasfuniones �l+1;l son arm�onias, y on ondiiones de borde tipo Neumann homog�eneas enlas super�ies mojada de la nave y al in�nito, y esos bordes no ambian de posii�on on



8.4. M�etodo de paneles 122la perturbai�on en la super�ie libre, es laro que esas euaiones tambi�en se aplian alinremento  . Lo �unio que ambia es la posii�on de la super�ie libre y para dar uentade ese ambio podemos introduir un ujo de transpirai�on �0 en la ondii�on de bordede la super�ie libre, para el inremento  , ujo asimilable tambi�en a una t�enia de ex-pansi�on asint�otia. Este ujo es un t�ermino fuente que se obtiene a partir de la iterai�onanterior. Su nombre responde a una interpretai�on hidrodinamiista, y lo podemos om-prender intuitivamente a partir de la �gura 8.1. Denotemos on ul la veloidad en laiterai�on l, orrespondiente a una posii�on de la super�ie libre dada por � l. Entones,una peque~na perturbai�on en la posii�on de la super�ie libre �� la podemos simularagregando un ujo de emisi�on en aquellos puntos donde la nueva posii�on � l+1 = � l + �tiende a separarse de la vieja posii�on � l, mientras que tenemos que agregar un ujo desui�on en aquellos puntos donde � l+1 tiende a aproximarse a � l.8.4 M�etodo de panelesLa solui�on por paneles proede en dos etapas prinipales. Primero resolvemos el problemade ujo b�asio. Segundo, resolvemos el problema de ujo perturbado en ada veloidad.Para ambas etapas empleamos la misma malla de paneles, donde la pori�on de super�ielibre oinide on el plano de equilibrio hidrost�atio (plano z = 0). La malla de paneleses una poli�edria de aras planas �n = �p [ �b, donde �p es la submalla on np panelessobre una pori�on �nita de la super�ie libre �F , y �b es la submalla on nb paneles sobrela super�ie mojada de la nave. El n�umero total de paneles ativos es n = np + nb yusualmente tendremos np � nb. La numerai�on de los paneles ser�a orrelativa para un�omodo tratamiento por sub-matries, omenzando on la super�ie libre �p y luego onla nave �b. Empleamos una formulai�on de paneles de bajo orden para ambos asos,on oloai�on en los entroides de los paneles para obtener un sistema de euaionesalgebraias linealizado, donde las matries del sistema son uadradas i) de dimensi�onN = n en el problema del ujo b�asio, y de dimensi�on N = n + 2ny en el problema deujo perturbado, on ny � n.8.4.1 M�etodo de paneles para el ujo b�asioEl sistema de euaiones por el m�etodo de paneles para el ujo b�asio puede esribirseomo H0�0 = b0, donde H0 es la matriz del sistema, �0 = ��0 es el vetor bipolarevaluado en los entroides de los n paneles, igual a menos el vetor de los poteniales deperturbai�on �0 = [�0(x1) �0(x2) ::: �0(xn) ℄T ; (8.5)



8.4. M�etodo de paneles 123y b0 es el vetor fuente, donde el supra��ndie india antidades asoiadas on el ujob�asio. La matriz del sistema H0 es la suma H0 = 1=2I + A, de la matriz identidad Iesaleada y la matriz de inuenia bipolar A. El vetor fuente b0 = C�0, es el produtode la matriz de inuenia monopolar C y el vetor de ujos�0 = [ �0(x1) �0(x2) ::: �0(xn) ℄T ; (8.6)obtenido por medio de la ondii�on de borde deslizante sobre las paredes s�olidas, dondela omponente normal de la veloidad es nula, obteniendo �0(xj) = �uT0 (xj)n(xj) paraj = 1; 2; :::; n, donde n(xj) es el versor normal j orientado haia la ara mojada. Lasmatries de inuenia bipolar y monopolar Aij; Cij est�an dadas por las integrales desuper�ieAij = 14� Z� d�j rTijnjr3ij and Cij = 14� Z� d�j 1jrijj para i; j = 1; 2; :::; n ; (8.7)donde rij = jxi � xjj es la distania entre el entroide xi y el punto de integrai�on xjsobre la super�ie del panel j, y x = (x; y; z). El sistema matriial para el problema delujo b�asio puede desomponerse omo"App ApbAbp Abb # "�0p�0b # = "Cpp CpbCbp Cbb # "�0p�0b # ; (8.8)donde Aii;Cii son los bloques de auto-inuenia, Aij;Cij on i 6= j son los bloques deaoplamiento.8.4.2 M�etodo de paneles para el ujo perturbadoPara el problema de ujo perturbado todas las super�ies permaneen �jas, de modo queempleamos la misma malla y esribimos un sistema matriial similar"App ApbAbp Abb # "�p�b # = "Cpp CpbCbp Cbb # "�p�b # ; (8.9)la ondii�on de borde tipo Neumann es nula sobre la nave �b = 0 mientras que sobre lasuper�ie libre �p = Dpp�p + f ; (8.10)donde Dpp = diag(Di), on Di = D(xi), es la matriz de super�ie libre y fi = f(xi) es elvetor forzante. Reemplazando �p y �b y reordenando" (App �CppDpp) Apb(Abp �CbpDpp) Abb # "�p�b # = "CppfCbpf # ; (8.11)en este sistema falta introduir las ondiiones de radiai�on desde que sin las mismas (osin esquemas en ontraorriente), el problema hidrodin�amio permanee inompletamenteformulado.
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y

xFigura 8.2: Vista xy de la mitad superior de la malla M1 on 37 � 14 paneles sobre lasuper�ie libre de referenia, y 154 paneles sobre el aso.
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-B/2Figura 8.3: Vista xy de la malla M1.8.5 C�omputo de la matriz de inyei�onLa matriz del sistema extendido matriialmente la esribimos omo la suma H = A+ Z,dondeH(n; n) es la matriz del sistema, A(n; n) es la matriz de inuenia dipolar, Z = CDes la matriz de inyei�on, produto de la matriz de inuenia monopolar C(n; np) yde la matriz de super�ie (ampliada) D(np; n), donde su olumna dj es nula uandoj > np. Sus dimensiones respetivas son las indiadas donde np + nb = n. Las matriesde inuenia A;C, dipolar y monopolar respetivamente, son en general llenas y no
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Figura 8.4: Vista xz de la malla M1.
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Figura 8.5: Vista yz de la malla M1.
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M : 672 paneles
M 1122 paneles
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Modelo Wigley 1805 A

Experimentos de Shearer
con modelo fijo
Calculo de Dawson
con 484 paneles

Figura 8.6: Curva de resistenia para el Wigley, por paneles y uasi-Dawson.sim�etrias, mientras que la matriz de super�ie D es rala. De todos modos, la preseniade la matriz monopolar C hae que la matriz de inyei�on Z resulte tambi�en llena y nosim�etria. Por otra parte, debemos tener presente que i) las matries de inuenia A;Cson re-aluladas en ada estado de veloidad, porque oupan un espaio de memoriarelativamente muy grande para su almaenamiento en diso, omo se disuti�o en el ap��tulo7, ii) las matries D;Z dependen del fator de veloidad �. Por esas dos razones, todaslas matries involuradas tienen que ser re-evaluadas para ada veloidad. Ahora bien,el tiempo �C para omputar la matriz monopolar C es muho mayor que el tiempo �Dneesario para la matriz de super�ie D, porque la matriz monopolar C, adem�as de llena,involura funiones trasendentes, mientras que la matriz de super�ie D es muy rala yde naturaleza algebraia. Por estas dos razones, podemos aprovehar la ralidad de D parareduir el tiempo de �omputo �Z del produto Z = CD. Para este �n, desarrollemos a



8.5. C�omputo de la matriz de inyei�on 126ontinuai�on un pseudo�odigo, en el ual nos onviene onebir ada matriz gen�eria Xomo formada por vetores olumna xj, que es la forma b�asia de �omputo en panelesest�andar, orientada haia las t�enias de vetorizai�on/paralelizai�on. Para la olumnagen�eria hj de la matriz del sistema ampliado H = A+Z tendremos hj = aj + zj, dondej es el ��ndie para el panel fuente, esto es, nos paramos sobre ada panel j, le imponemosarga de super�ie dipolar/monopolar unitarias, y alulamos el ampo medido en todoslos entroides, obteniendo sus vetores olumna dipolar/monopolar aj; j. Mientras quepara la matriz de inyei�on Z = CD es el produto[ z1 :: zi :: zn ℄ = [ 1 :: j :: n ℄ = [d1 :: di :: dn ℄ (8.12)donde dj = 0 uando j > np, porque abandonamos la \super�ie libre", y hemoselegido onservar el ��ndie om�un j para las olumnas aj; j, porque resulta onvenientealularlas en forma simult�anea en un ierto lazo j. De este modo as�� aprovehamos tantolas operaiones geom�etrias relaionadas on el panel fuente j, omo as�� tambi�en opera-iones trasendentes omunes, donde j lo obtenemos de aj mediante algunas operaionesvetoriales adiionales. Mientras que el ��ndie i nos permite obtener ada olumna zi dela matriz produto Z, mediante la serie de produtos (matriz-vetor)zi = Cdi ; i = 1; 2; :::; n (8.13)Para evaluar ada uno de ellos onsideremos previamente el produto matriz-vetor gen�erioy =Wx = [w1:::wj:::wn℄x (8.14)donde x;y son unos vetores de entrada y de salida, respetivamente, W es una matrizdada. Este produto lo podemos evaluar vetorialmente en las olumnas wj en la formay = w1x1 +w2x2 + ::: +wjxj + ::: +wnxn (8.15)Usemos este �omputo vetorizado en ada olumna zizi = 1d1k + 2d2k + :::+ jdjk + :::+ ndnk ; i = 1; 2; :::; n (8.16)su pseudo�odigo lo podr��amos esribir omo,do i = 1; 2; :::; nzi  0do j = 1; 2; :::; nobtain: j; djizi  zi + jdji



8.5. C�omputo de la matriz de inyei�on 127end jend iPero haerlo en ese orden no es onveniente, porque evaluamos toda la matriz C paraada olumna zi; i = 1; 2; ::; n, de modo que en total la realular��amos n vees, y esto esinadmisible. Si probamos en invertir los lazos i; j tendremos,do j = 1; 2; :::; nobtain: jdo i = 1; 2; :::; nobtain: djizi  zi + jdjiend iend jAhora el osto es el �omputo reiterado de dji porque, en una onepi�on por diferen-ias �nitas, debemos reomputar la estrella de oe�ientes para el panel i en lugar delpanel fuente j, pero es un preio muy barato porque involura un re�alulo on muypoos oe�ientes. Por ejemplo, en el aso de uasi-Dawson, unos seis por ada i uandomuho. Es deir, la naturaleza muy rala de la matriz de super�ie D omparada onla matriz monopolar llena C, justi�a por lejos esta inversi�on de lazos. En resumen, unpseudo�odigo para los m estados de veloidad en donde para ada estado k omputamoss�olo una vez las matries de inuenia A;C, y reomputamos ns vees la matriz de super-�ie D, donde ns es el n�umero de elementos de la estrella del operador derivada segundaadoptado (de bajo o alto orden) on ns � n, lo esribimos en la formado k = 1; 2; :::; mH 0s 0b bkdo j = 1; 2; :::; nobtain: aj; jhj  hj + ajdo i = 1; 2; :::; nsobtain: djihi  hi + jdjiend iend jsolve: Hs = b�k  s
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19  28' desde la
proa (analitico)Figura 8.7: Isol��neas de elevai�on � para Fn = 0:40 en la mallaM3 (punto B), por panelesy uasi-Dawson.end k8.6 Cuasi-Dawson en la matriz de super�ieUna versi�on disreta para el operador esalar rTu0uT0r la podemos obtener en difer-entes formas, por ejemplo, por diferenias o elementos �nitos o por nube de puntos, peroen ualquier aso, tendr�a una estrella de oe�ientes ompata, de modo que la matrizde super�ie ser�a bastante rala. Luego, el osto omputaional de evaluar el produtomatriial CD on la matriz monopolar C densa, no ser�a tan ostoso si las operaionesson reordenadas onvenientemente, omo se disuti�o en el punto anterior. Los esquemasen ontra-orriente, omo los de tipo uasi-Dawson, son usualmente introduidos en lamatriz de super�ie libre Dpp. El m�etodo de Dawson para el operador de super�ie Ddisreto, en una formulai�on en potenial, lo esribimos on un esquema en diferenias�nitas de quinto orden, no entrado y orientado ontra-orriente. En una malla de pasoonstante hx, los oe�ientes de la estrella respetiva sonD�i = 5�i � 14�i+1 + 14�i+2 � 6�i+3 + 1�i+42h2x (8.17)
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Figura 8.8: Isol��neas de elevai�on � para Froude Fn = 0:60 en la mallaM3 (punto D), porpaneles y uasi-Dawson.8.7 Ejemplo num�erioConsideramos el aso Wigley, modelo 1805 A. La super�ie para la mitad de su arenaest�a dada por (Dawson, 1977):y� = �(3=4)(1� x2=64)(1� 0:6x2=64)(1� z2) ; (8.18)donde �8 � x � +8 y �1 � z � 0. Adimensionalizando�� = �(1� �2)(1� 0:6�2)(1� �2) (8.19)donde � = 2x=L, � = 2y=B, � = z=H. Por ejemplo, para la E. (8.18) tendremos: esloraL = 16, manga B = 3=2 y alado H = 1. Su sei�on media ~S y su volumen ~V aluladosen el sistema de oordenadas naturales ~O(�; �; �) son, respetivamente,~S = 2 Z 10 d��+(0; �) = 4=3 ; (8.20)~V = 2� 2 Z 10 d� Z 10 d��+(�; �) ; (8.21)introduiendo la E. (8.19) resulta~V = (8=3) Z 10 d�(1� 1:6�2 + 0:6�4) (8.22)es deir, ~V = (8=3)(1� 16=30 + 6=50) = 352=225 : (8.23)
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19  28' desde la
proa (analitico)Figura 8.9: Isol��neas de elevai�on � para Froude Fn = 0:70 en la mallaM3 (punto E), porpaneles y uasi-Dawson.Para volver al sistema oordenado original O(x; y; z) empleamos tanto la jaobiana planarJ22 = LB=2 omo la tridimensional J33 = LBH=4, resultandoS = J22 ~S = (2=3)BH ; (8.24)V = J33 ~V = (88=225)LBH ; (8.25)y el oe�iente de forma prism�atio Cp para esta arena ser�aCp = VSL = 4475 � 0:587 ; (8.26)que orresponde a una de las arenas ensayadas por Shearer (eg. ver Wehausen, 1973).Retornando a la E. (8.18) vemos que su sei�on media es S = 16 y su volumen V =704=75 � 9:3867.Para la solui�on num�eria por el m�etodo de paneles extendido, hemos onsiderado tresmallas M1, M2, M3, las uales son estruturadas sobre la super�ie libre de referenia,donde M1 = 37 � 14 + 154, M2 = 33 � 28 + 198 y M3 = 37 � 26 + 234 paneles. En las�guras 8.2, 8.3, 8.4 y 8.5, mostramos la malla M1. El oe�iente de resistenia de olaCw es mostrado en la �gura 8.6 donde: 1) resultados num�erios de Dawson informadoson 484 paneles, 2) experimentos de Shearer sobre el modelo �jo, 3) los obtenidos pornosotros on paneles y esquema uasi-Dawson. Finalmente en las �guras 8.7, 8.8 y 8.9,hemos gra�ado las isol��neas de elevai�on para los n�umeros de Froude F = 0:40; 0:60; 0:70,donde adem�as hemos marado la envolvente te�oria de 19 grados 29 minutos (arsin(1=3))para una arga de presi�on puntual.



Cap��tulo 9Condii�on de frontera DNL porelementos �nitos
9.1 ResumenEn este ap��tulo mostramos una implementai�on por elementos �nitos de la ondii�onde frontera absorbente Disreta No-loal (DNL), la ual es derivada por una an�alisisdireto de las euaiones en diferenias on oe�ientes onstantes, suponiendo que lamalla es estruturada unidimensionalmente en la direi�on longitudinal. El empleo de unesquema entrado para el operador de super�ie nos permite una disretizai�on ompletapor elementos �nitos. La resistenia de ola es luego alulada mediante balanes de ujos,proedimiento que es m�as exato y garantiza resistenias positivas.9.2 C�alulo del arrastre por amplitud de olaEs bien sabido que, si despreiamos los fen�omenos disipativos, produto de la visosidaddel uido, entones toda la energ��a entregada por la embarai�on para vener el arrastrede ola, es emitida omo un tren de ondas por gravedad que se dirige orriente abajo. Este
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Figura 9.1: Cuerpo sim�etrio disretizado on malla sim�etria.131



9.2. C�alulo del arrastre por amplitud de ola 132
f

~ e ~ eikx -ikx

x2
x1Figura 9.2: Euai�on de Helmholtz 1D. C�alulo de la potenia emitida por la fuente f .ujo de energ��a se propaga sin amortiguarse y por lo tanto se plantea la posibilidad dealular el arrastre de ola sobre el uerpo estimando este ujo de energ��a en alg�un planotransversal orriente abajo del uerpo. Experimentalmente, esta es la forma en que sealula la omponente de ola de la resistenia total, ya que, apliando un dinan�ometroa la embarai�on en un anal experimental, s�olo llega a estimarse la omponente totaldel arrastre de ola. Ahora bien, la integrai�on direta de las fuerzas de presi�on sobre elaso suele dar a vees resistenias negativas. Este no es un problema relaionado onla super�ie libre, sino que inluso suede para el problema de ujo b�asio on super�ie�ja (el problema de \uerpo doble" o \on gravedad in�nita"). Como es bien sabido,la resistenia produida para el problema del uerpo doble (sin super�ie libre) debe sernula. Sin embargo, por errores de disretizai�on, esto resulta en un valor no nulo, quedisminuye al re�nar. Ahora supongamos que el uerpo es sim�etrio, y la malla utilizadatambi�en es sim�etria (�gura 9.1). Entones, el ampo de poteniales de perturbai�ondisreto resultante ser�a antisim�etrio y por lo tanto el ampo de presiones ser�a sim�etrio(siempre a nivel disreto). Entones, la omponente de presi�on dF sobre un panel P seompensar�a on la de su sim�etrio P 0 y la fuerza resultante total ser�a nula, a preisi�onde la m�aquina. Pero si la malla utilizada no es sim�etria, las ontribuiones sobre partesorrespondientes del uerpo no se ompensan totalmente y esto resulta en un arrastreresultante no nulo. Ahora bien, si una dada malla (no sim�etria para una geometr��asim�etria) da un arrastre positivo, la misma malla invertida (x ! �x) dar�a el mismafuerza pero de sentido ontrario, de manera que esto demuestra que siempre en general seobtendr�an por integrai�on direta resistenias no nulas de uno u otro signo. Este hehono es tan onoido, debido a que el ujo potenial se utiliza generalmente para alular lasustentai�on (lift) y los momentos aerodin�amios. Mostraremos a ontinuai�on un ejemplomuy simple, en el ual ierta propiedad integral puede alularse a partir del ujo a trav�esde los ontornos.



9.3. Potenia emitida en la euai�on de Helmholtz 1339.3 Potenia emitida en la euai�on de HelmholtzConsideremos la euai�on de las ondas (uerda vibrante) 1D�;tt = 2�;xx + f(x; t) para �1 < x <1 ; (9.1)donde � es el desplazamiento transversal de la uerda,  la veloidad de propagai�on delas ondas y f(x; t) un t�ermino forzante. La potenia entregada por el dispositivo quegenera el t�ermino forzante f es W = Z +1�1 �;tf dx . (9.2)Si suponemos que la dependenia temporal de f es arm�onia, es deir,f(x; t) = Ref̂(x)ei!t ; (9.3)entones, es de suponer que para t!1, la solui�on ser�a tambi�en arm�onia�(x; t) = Re�̂(x)ei!t . (9.4)Reemplazando la expresi�on (9.3) y (9.4) en (9.1) se llega a la siguiente euai�on transfor-mada �̂;xx + k2�̂ = ��2f̂ ; (9.5)donde k = != es el n�umero de onda arater��stio. Esta es la euai�on de Helmholtz. Laexpresi�on para la potenia disipada esW = Z +1�1 Rei!�̂ei!tRef̂ ei!t dx= 14 i! Z +1�1 (�̂ei!t � �̂e�i!t)(f̂ ei!t + f̂ e�i!t) dx ; (9.6)donde x denota el omplejo onjugado de x. Ahora bien, estamos interesados m�as bien enla potenia disipada promediada sobre un largo per��odo de tiempo, o lo que es equivalente,sobre un ilo T = 2�=!, tendremoshW i = 1T Z t0+Tt0 W dt= 14 i! Z +1�1 1T Z t0+Tt0 (�̂f̂ e2i!t + �̂f̂ � �̂f̂ � �̂f̂e�2i!t) dt dx= 14 i! Z +1�1 (�̂f̂ � �̂f̂) dx = �14 i! Z +1�1 2iIm�̂f̂ dx = 12! Z +1�1 Im�̂f̂ dx . (9.7)En lo que sigue omitiremos, por omodidad, el aento irunejo para denotar la ompo-nente arm�onia. Ahora multipliquemos la euai�on de Helmholtz (9.5) por � e integremos



9.3. Potenia emitida en la euai�on de Helmholtz 134sobre x en un volumen de ontrol x1 < x < x2. La parte imaginaria del miembro derehonos da la potenia disipada, y trabajando sobre la parte dereha obtenemosZ x2x1 �f dx = �2 Z x2x1 �(�;xx + k2�) dx= �2 Z x2x1 (��;x �;x + k2� �) dx� 2 � �;x���x2x=x1= �2 Z x2x1 (�j�;xj2 + k2j�j2) dx� 2 � �;x���x2x=x1 . (9.8)Pero la integral del miembro dereho es real, de manera quehW i = g(x2)� g(x1) ; (9.9)donde el ujo de energ��a g(x) est�a de�nido omog(x) = �12!2 Im� �x ; (9.10)de manera que, podemos omputar la potenia total emitida hW i de dos maneras esen-ialmente diferentes:� Por integrai�on direta, seg�un euai�on (9.1-e).� Por el balane de energ��a en el ontorno, seg�un euaiones (9.9) y (9.10).Si tomamos los extremos x1;2 del volumen de ontrol, fuera de la regi�on donde f 6= 0,entones, � debe ser ombinai�on lineal de una onda que va haia la dereha y otra queva haia la izquierda, �(x) = ( aeikx + be�ikx para x � x1 ;eikx + de�ikx para x � x2 ; (9.11)y entones para x � x1 tendremosg(x) = �12!2Im��x= �12!2Im(ae�ikx + be+ikx)ik(aeikx � be�ikx)= �12!2Rejaj2 � jbj2 + bae2ikx � bae�2ikx = 12!2(jbj2 � jaj2) : (9.12)An�alogamente, para x � x2 g(x) = 12!2(jdj2 � jj2) . (9.13)Reordemos que e�ikx representa una onda que va haia la dereha, y eikx una que va haiala izquierda. De manera que g(x) resulta ser el ujo neto de energ��a haia la dereha.



9.4. Semidisretizai�on 135
Ω

n̂

Γ1

Γ fondo

Γnave

Γnave, arriba

Γ2
z

xFigura 9.3: Desripi�on geom�etria, vista lateral.Pero si imponemos ondiiones de ontorno de radiai�on en los dos l��mites x ! �1,entones debe ser b =  = 0 y, por lo tanto, de (9.9), (9.12), (9.13), onluimos quehW i = 12!2 (jbj2 + jdj2) ; (9.14)y es laro que hW i > 0. Volviendo a nuestro problema de resistenia de ola, vemosla utilidad de busar una expresi�on integral omo la enontrada para la euai�on deHelmholtz que nos garantie resistenias positivas. Adem�as, omo es de esperar queel arrastre se onentre en los modos transversales de freuenia m�as baja, el arrastreresultar�a ser el produto de la integral de una funi�on suave en el \plano de medii�on"(o, mejor diho, \de observai�on"). Esto sugiere que el �alulo ser�a muho m�as preisoque una integrai�on direta de las fuerzas de presi�on sobre el aso. Por otra parte, lossiguientes pareen ser requisitos indispensables para poder utilizar tal esquema:� El esquema num�erio NO debe ser disipativo.� Las ondiiones de ontorno deben ser los m�as absorbentes posibles.Estos requisitos son plenamente satisfehos por el m�etodo propuesto.9.4 Semidisretizai�onSupongamos que el dominio de resolui�on es de la forma
 = f x tal que (y; z) 2 
yz y �1 < x < +1 g� 
baro ; (9.15)y 
yz es un dominio aotado por enima por la super�ie libre y por debajo por una urvadada. Las euaiones son8>><>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �1 [ �baro ;�n�+ g�1�xi �u0iu0j�xj�� = r sobre �libre . (9.16)Estamos interesados en aquella parte del dominio 
1, jxj > L donde ya no existe 
baroy u0 es pr�atiamente onstante e igual a U1î, de manera que las euaiones en esta



9.4. Semidisretizai�on 136regi�on del dominio son8>><>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �1 [ �baro ;�n�+K�1�xx� = 0 sobre �libre ; (9.17)donde K = g=U21 > 0 es el n�umero de onda. Ahora hagamos una semi-disretizai�on enlas oordenadas yz, es deir, pongamos�(x; y; z) = NapaXj=1 �jNj(y; z) ; (9.18)donde las fNj(y; z)g son las funiones de interpolai�on para la disretizai�on por elementos�nitos de 
yz y Napa el n�umero de nodos en ada apa. Reemplazando esto en (9.17),pesando on funiones de peso iguales a las de interpolai�on (m�etodo de Galerkin) eintegrando por partes llegamos aM�;xx �K�+ Z�libreNj ���n d� = 0 ; (9.19)donde �libre es la frontera superior de 
yz, en general de la forma�libre = f todo (y; z) tal que z = 0 y jyj < Ly=2 g ; (9.20)donde M, K son matries de masa y del operador de Laplae, respetivamente, para laregi�on bidimensional 
yz, dadas porMjk = Z
yz Nj(y; z)Nk(y; z) dy dz ; (9.21)Kjk = Z
yz ryzNj(y; z) � ryzNk(y; z) dy dz . (9.22)Reemplazando (��=�n) de (9.17) llegamos a(M�K�1Mlibre)�;xx �K� = 0 ; (9.23)donde Mlibre es una matriz de masa de la super�ie libreMlibre;jk = Z�libre Nj(y; 0)Nk(y; 0) dy ; (9.24)donde M y Mlibre son matries de�nidas positivas, mientras que K es semide�nidapositiva. Si imponemos una ondii�on Dirihlet de la forma � = 0 en alg�un punto de�libre para eliminar el modo r��gido � = te, entones K es de�nida positiva. El sistema(9.23) es un sistema de Euaiones Difereniales Ordinarias (EDO) de segundo orden,
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Figura 9.4: Desripi�on geom�etria, vista en planta.homog�eneo on oe�ientes onstantes. Su solui�on puede ser obtenida por los m�etodosl�asios busando soluiones de la forma�(x) = �0e�x . (9.25)Reemplazando en (9.23) llegamos al siguiente problema de autovalores(�2 ~M�K)�0 = 0 ; (9.26)donde ~M =M�K�1Mlibre . (9.27)Ahora onsideremos el aso donde la super�ie no es libre, es deir, eliminando el segundot�ermino en (9.17). Como onseuenia, desaparee el segundo t�ermino que ontiene aMlibre en (9.27) y ~M = M es de�nida positiva. Puede verse entones que �2 > 0, ypor lo tanto los autovalores son de la forma � = �a, on a real, entones las soluiones(9.25) son exponeniales reientes o dereientes, lo ual orresponde al ar�ater el��ptiodel operador de Laplae. Ahora bien, debido al signo negativo que afeta a Mlibre en(9.27) vemos que esto tiene un efeto desestabilizante y para valores de K su�iente-mente grandes apareeran autovalores �2 < 0 de manera que � = �ik on k real. Estosautovalores orresponden a las \ondas par�asitas" y, por lo tanto, a la generai�on de la\resistenia de ola". En este ap��tulo desarrollaremos una expresi�on que nos permita al-ular la resistenia de ola, a partir de la amplitud de las olas aguas abajo en un ontextode m�etodo num�erio tipo elementos �nitos y diferenias �nitas, ontinuando lo disutidoen el ap��tulo 5.9.5 Resistenia de ola por ujo de momentoConsideremos el ujo alrededor de una embarai�on omo se muestra en las �guras 9.3 y9.4. Suponemos que �ent/sal son planos x = te, �fondo es un plano z = te y �lat a y =



9.5. Resistenia de ola por ujo de momento 138te. En esta sei�on no haremos ninguna suposii�on en lo que respeta a linealizaiones yobtendremos una expresi�on para la resistenia de ola en la ual s�olo apareen expresionesque pueden interpretarse omo el ujo de momento seg�un x a trav�es de super�ies deontrol. Las euaiones que rigen tal ujo potenial son8>>>>><>>>>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �baro + �SL + �fondo ;�n� = U1 sobre �ent/sal ;(1=2)�U2 + �g� = (1=2)�U21 sobre �SL ; (9.28)donde U2 = (r�)2. La resistenia de ola sobre la embarai�on puede obtenerse omoFx = Z�baro+�baro,arriba pnxdS ; (9.29)donde dS es el diferenial de super�ie sobre el uerpo y n̂ la normal interior a 
, p es lapresi�on y se obtiene de la euai�on de Bernoullip+ 12�(r�)2 + �gz = p1 + 12�U21 ; (9.30)de la ual (9.27.d) es un aso partiular en la super�ie libre. Pero sobre la super�ie deluerpo no mojada debe ser p = p1 = presi�on atmosf�eria. Adem�asZ�baro+�baro,arriba p1nxdS = Z�baro+�baro,arriba(p1êx) � n̂dS= � Z�baro+�baro,arribar � (p1êx)dS = 0 ; (9.31)ya que p1 = te y �baro + �baro,arriba es una super�ie errada. De manera queFx = Z�baro+�baro,arriba pnxdS � Z�baro+�baro,arriba p1nxdS= Z�baro(p� p1)nxdS ; (9.32)porque �baro+�baro,arriba es una super�ie errada. Ahora bien, la super�ie �ent/sal+�fon/lat+�SL+�baro es una super�ie errada (el ontorno del dominio 
), de maneraque podemos apliar el teorema de la divergenia de la siguiente maneraZ�ent/sal+�fon/lat+�SL+�baro[(p� p1)êx℄ � n̂dS == Z
r � [(p� p1)êx℄ d
 = Z
 �p�x d
 . (9.33)
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Figura 9.5: El ujo de momento G omo funi�on de x.Pero êx � n̂ = 0 en �fon/lat, y p = p1 en �SL de manera queFx = � Z�ent/sal(p� p1)nxdS + Z
 �p�x d
 . (9.34)Pero, de la euai�on de Bernoulli�p�x = ��x [p1 + 12�(U21 � U2)� �gz℄ = �12� ��xUiUi = ��Ui�Ui�x = ��Ui �2��x�xi= ��Ui �2��xi�x = ��Ui��Ux�xi = ���UiUx�xi = ��r � (UxU) ; (9.35)y entones Z
 �p�x d
 = �� Z
r � (UxU) d
= �� Z�ent/sal+�fon/lat+�SL+�baro UxU � n̂dS = �� Z�ent/sal U2xdS ; (9.36)ya que U � n̂ = 0 en todas las fronteras, menos �ent/sal y la normal a �ent/sal es êx.Finalmente, reemplazando en (9.34)Fx = � Z�ent/sal(p� p1 + �U2x)nxdS . (9.37)Esto puede ponerse tambi�en omoFx = G(xent)�G(xsal) ; (9.38)
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LyFigura 9.6: La super�ie de salida �sal.donde G(x) puede ser laramente identi�ado on el ujo total de momento que pasa atrav�es de la sei�on �x, donde �x es la sei�on del anal a x = te,G(x) = Z�x(p� p1 + �U2x) dz dy . (9.39)Ahora bien, manteniendo xent = te y variando xsal vemos que, omo Fx debe ser on-stante, entones G(x) debe ser onstante para xsal > L. El mismo razonamiento, indiaque G(x) = te para xent < �L. De manera que G(x) debe tener un omportamientoomo india la �gura 9.5, es deir, el salto en G(x) al pasar de aguas abajo a aguas arribarepresenta la resistenia de ola sobre la embarai�on.9.6 Versi�on linealizada del ujo de momentoBusamos ahora una versi�on linealizada de (9.39), de tal manera que la integral sobre �xsea reemplazada por una sobre �0, que es aquella parte de �x por debajo de la super�iede referenia z = 0. Por la euai�on de Bernoulli tendremosp� p1 + �U2x = 12�(U21 � U2)� �gz + �U2x= 12�(U21 + U2x � U2y � U2z )� �gz . (9.40)Ahora suponemos que x est�a su�ientemente alejado de la embarai�on omo para poderponer 8><>:Ux = U1 + uxUy = uyUz = uz ; (9.41)donde u2 = u2x + u2y + u2z � U21. Entonesp� p1 + �U2x = 12�(2U21 + 2U1ux + u2x � u2y � u2z)� �gz =



9.6. Versi�on linealizada del ujo de momento 141= 12�[2U1(U1 + ux) + u2x � u2y � u2z℄� �gz = 12�(2U1Ux + u2x � u2y � u2z)� �gz ; (9.42)y reemplazando en (9.39)G(x) = Z�x �12�(2U1Ux + u2x � u2y � u2z)� �gz� dS . (9.43)Consideremos la ontribui�on del primer t�ermino�U1 Z�x UxdS = U1 _M = te ; (9.44)que no depende de x ya que _M es el ujo m�asio a trav�es de �x. Lo mismo ourre sionsideramos la integral del t�ermino de presi�on hidrost�atia �gz integrado sobre aquellaparte �0 de la super�ie de referenia z = 0 (ver �gura 9.6) esto da una onstanteindependiente de x. Ahora bien, omo en la expresi�on para la resistenia de ola (9.38)apareen diferenias de G(x), una onstante es irrelevante y por lo tantoG(x) = 12� Z�x(u2x � u2y � u2z)dS � �g Z +Lyy=�Ly Z �z=0 z dz dy + te . (9.45)El segundo t�ermino representa la integral de la presi�on hidrost�atia sobre Æ� y puede serevaluado expl��itamente omoZ +Lyy=�Ly Z �z=0 z dz dy = Z +Lyy=�Ly 12�2 dy . (9.46)Finalmente, suponiendo que estamos su�ientemente lejos de la embarai�on, � es su�-ientemente peque~no de manera que podemos reemplazar la integral del primer t�erminoen (9.45) por la integral sobre el �area bajo la super�ie de referenia. Conretamente,bajo la aproximai�on de baro delgado de espesor O(�), tenemos que �; uj = O(�). Demanera queZ�x(u2x � u2y � u2z)dS = Z�0(u2x � u2y � u2z)dS + ZÆ�(u2x � u2y � u2z)dS= Z�0(u2x � u2y � u2z)dS +O(�3) . (9.47)Finalmente, la versi�on linealizada busada esG(x) = 12� Z�0(u2x � u2y � u2z)dS � 12�g Z +Lyy=�Ly �2 dy + te . (9.48)N�otese que, de auerdo a lo disutido previamente, ambos t�erminos son O(�2), lo uales oherente on el heho bien onoido de que, en la aproximai�on de baro delgado laresistenia de ola es proporional al uadrado de la manga. Sin embargo, la expresi�on quehemos desarrollado aqu�� no es apliable s�olo bajo la aproximai�on de baro delgado. Lasuposii�on u2 � U21 es v�alida tambi�en para baros anhos, a una distania su�ientementelejos aguas abajo de la embarai�on.



9.7. Implementai�on num�eria 1429.7 Implementai�on num�eriaAhora apliaremos la expresi�on (9.48) al sistema puesto en la forma (9.23) y subsiguientes.Reordemos que ux = ���x = NapaXj=1 _�jNj(y; z) ;uy = ���y = NapaXj=1 �j ��yNj(y; z) ;uz = ���z = NapaXj=1 �j ��zNj(y; z) ; (9.49)de manera que podemos identi�ar ada uno de los t�erminos en (9.48) omoZ�0 u2x dy dz = Z�0 ���x ���x dy dz= Z�0 264NapaXj=1 _�jNj(y; z)375 264NapaXk=1 _�kNk(y; z)375 dy dz= NapaXj;k=1 _�j _�k Z�0 [Nj(y; z)Nx(y; z) dy dz℄ = NapaXj;k=1 Mjk _�j _�k = _�TM _� . (9.50)Similarmente Z�0(u2y + u2z) dy dz = Z�0(ryz�) � (ryz�) dy dz= Z�0 264NapaXj=1 �jryzNj(y; z)375 � 264NapaXk=1 �kryzNk(y; z)375 dy dz= NapaXj;k=1 �j�k Z�0[ryzNj(y; z)℄ � [ryzNx(y; z)℄ dy dz = �TK� ; (9.51)y Z +Lyy=�Ly �2 dy = (U1=g)2 Z +Lyy=�Ly " ���x �����z=0#2 dy = (U1=g)2 _�TMlibre _� . (9.52)Reemplazando estas expresiones en (9.48)G(x) = 12� h _�(M�K�1Mlibre) _�� �K�i+ te = 12� h _� ~M _�� �K�i+ te : (9.53)



9.7. Implementai�on num�eria 143Ahora bien, resolviendo el problema de autovalores (9.26, 9.27) y retomando la disusi�onen uanto al tratamiento de los modos hip�erbolios y el��ptios, podemos poner la solui�onaguas abajo de la embarai�on (x > L) omo�(x) = Xj;elipaj�je��jx + Xj;hipe�j(bje+ikjx + je�ikjx) para x > L ; (9.54)mientras que aguas arriba (x < �L), se puede plantear un desarrollo similar pero sinmodos hiperb�olios y on los signos de las exponeniales invertidos�(x) = Xj;elipaj�je+�jx para x < �L . (9.55)En ambas expresiones la suma sobre \j el��ptio" signi�a suma sobre los modos el��ptios,esto es, 1 � j � Nhip y suma sobre \j hiperb�olio" signi�a suma sobre los modoshiperb�olios, esto es Nhip+1 � j � Napa. Los oe�ientes en el desarrollo son aj; bj; j,y pueden obtenerse a partir del vetor � a trav�es de la matriz de ambio de base S, donde�j; kj se suponen reales y positivos. Por omodidad pondremos los modos hiperb�olios enforma de una sinusoide on una fase, es deir,�(x) = Xj;elipaj�je��jx + Xj;hipe bj�j sin(kjx+ j) . (9.56)Su derivada on respeto a x es_� = � Xj;elip�jaj�je��jx + Xj;hipekjbj�j os(kjx + j) ; (9.57)y K� = Xj;elipajK�je��jx + Xj;hipe bjK�j sin(kjx + j)= Xj;elip�2jaj ~M�je��jx � Xj;hipek2j bj ~M�j sin(kjx + j) ; (9.58)donde hemos usado (9.25) y el heho que �2 = �k2j para los modos hiperb�olios. Comoes onoido, los autovetores �j son ortogonales entre s�� on respeto a la matriz demasa ~M. En los problemas usuales transmisi�on del alor o din�amia de estruturas, ~Mes de�nida positiva, por lo tanto puede ser interpretada omo una m�etria, y vT ~Mwomo un produto interno en IRNapa, pero debemos reordar que en este problema~M es sim�etria pero no neesariamente de�nida positiva. Sin embargo la ortogonalidadentre los autovetores del problema sigue siendo v�alida. Supongamos primero que no hayautovalores m�ultiples, es deir que todos los autovalores �2j de (9.25) son diferentes entres��. Entones K�j = �2j ~M�jK�k = �2k ~M�k . (9.59)



9.7. Implementai�on num�eria 144Multipliando la primera euai�on por �Tk y la segunda por �Tj�TkK�j = �2j�Tk ~M�j�Tj K�k = �2k�Tj ~M�ky restando la transpuesta de la segunda a la primera, reordando queK y ~M son sim�etrias(�2j � �2k)�Tk ~M�j = 0 ; (9.60)pero, omo hemos supuesto que los autovalores son distintos,�Tk ~M�j = 0 . (9.61)Cuando hay dos autovalores m�ultiples, se demuestra que el subespaio expandido por losautovetores orrespondientes a un dado autovalor es invariante y por lo tanto se puedeelegir una base ortogonal dentro de ese subespaio. Reemplazando (9.56, 9.57) en (9.53),todos los t�erminos ruzados desapareen y�TK� = Xj;elip�2ja2je�2�jx(�Tj ~M�j)= � Xj;hipek2j b2j sin2(kjx+ j)(�Tj ~M�j)�T ~M� = Xj;elip�2ja2je�2�jx(�Tj ~M�j)+ Xj;hipe k2j b2j os2(kjx+ j)(�Tj ~M�j) ; (9.62)y reemplazando en (9.53)G(x) = 12� Xj;hipek2j b2j(�Tj ~M�j) + te= �12� Xj;hipe b2j(�Tj K�j) + te para x > L . (9.63)Esto omprueba la aseverai�on que hab��amos heho despu�es de la euai�on (9.39), onrespeto a que G deb��a ser onstante aguas abajo de la embarai�on. Se puede mostrarde la misma forma, que G(x) = te para x < �L y por lo tanto,Fx = 12� Xj;hipe b2j(�Tj K�j) > 0 . (9.64)Ahora bien, ada uno de los t�erminos de la sumatoria en (9.63.b) es positivo ya que K(la matriz de ��yz del operador de Laplae en 2D) es de�nida positiva. Esto demuestraque esta forma de alular la resistenia de ola dar�a siempre un valor positivo.



9.8. C�omputo de los oe�ientes bj 1459.8 C�omputo de los oe�ientes bjResta expliar �omo obtener las amplitudes de los modos hiperb�olios bj a partir dela solui�on. Resolviendo el sistema de euaiones se obtienen valores nodales de �j ytomamos los valores en dos apas adyaentes k y k + 1 en aquella regi�on k � M dondeya la solui�on es de la forma (9.54), pero en su versi�on disreta�k = Xj;elipaj�j(�j)k + Xj;hipe�j hj(�j)+k + dj(�j)�ki ; (9.65)donde hemos vuelto a la forma exponenial ompleja. Los �j; �j en esta euai�on orre-sponden a 8<: �j = bj �qb2j � 1 para j eliptio (jbjj > 1)�j = bj + iq1� b2j para j hiperb�olio (jbjj � 1; ) (9.66)y puede veri�arse que �j es real y j�jj < 1 y �j es omplejo, on j�jj = 1. Entones,tomando la omponente k-�esima de apliar S�1 a (9.65) obtenemos(j�+k + dj��k) = sk = omponente j de (S�1�k) ; (9.67)y tomando las euaiones para k; k + 1, tenemos dos euaiones on dos in�ognitas paraj; dj " (�j)k (�j)�k(�j)k+1 (�j)�(k+1) # " jdj # = " sksk+1 # . (9.68)El determinante del sistema esdet " (�j)k (�j)�k(�j)k+1 (�j)�(k+1) # = (�j)�1 � �j= b� iq1� b2j � hb + iq1� b2ji = �2iq1� b2j 6= 0 ; (9.69)ya que jbjj < 1. Una vez hallados j; dj, la amplitud m�axima del modos bj, neesaria paraalular la resistenia de ola por (9.64) puede obtenerse deb2j = 2j + d2j . (9.70)9.9 Solui�on num�eria del sistema de euaionesComo hemos visto las ondiiones de ontorno absorbentes propuestas involuran, enel aso hiperb�olio, un pasaje de un ierto n�umero de euaiones desde la frontera aguasabajo haia la frontera aguas arriba. Esto tiene una onseuenia pr�atia muy importante



9.9. Solui�on num�eria del sistema de euaiones 146desde el punto de vista de la resolui�on num�eria del sistema de euaiones. Primero,veamos que el sistema puede ponerse en la forma2666666666666664
G1 G2 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 00 A �2B A0 G3 0 : : : 0 G4 G5

3777777777777775�
� 2666666664�

�(M+1)��M...�M�M+1
3777777775 = 2666666666664

0F�M+1...FM�100
3777777777775 . (9.71)

Reu�erdese que suponemos Fj = 0 para jjj � M). Todas las matries en (9.71) sonuadradas de Napa�Napa. Los t�erminos G1;G2 surgen de (5.98.b) y (5.101.a). Agru-pando ambos onjuntos de euaiones tenemos"�hip�elip #��(M+1) = " 0Nhip�Napa�elip�elip #��M . (9.72)Pero teniendo en uenta (5.97) y (5.102)"�hip�elip # = " INhip�Nhip 0Nhip�Nelip0Nelip�Nhip INelip�Nelip #S�1 = IS�1 = S�1 ; (9.73)de manera que, multipliando toda la euai�on (9.72) a la dereha por S,��(M+1) = S " 0Nhip�Napa�elip�elip #��M ; (9.74)de manera que podemos identi�arG1 = I ; G2 = �S " 0Nhip�Napa�elip�elip # . (9.75)Las �ultimas Napa euaiones se obtienen an�alogamenteG3 = " �hip0Nelip�Napa # ; G4 = " 0Nhip�Napa�elip�elip # ; G5 = " 0Nhip�Napa�elip # .(9.76)



9.9. Solui�on num�eria del sistema de euaiones 147De la observai�on de la estrutura en bloques del sistema se desprenden tres inonvenientespara la resolui�on num�eria:� El bloque G3 en la esquina inferior izquierda hae imposible la resolui�on del sis-tema omo una matriz banda, sin embargo, usando un resolvedor que tenga en uentael per�l ativo de la matriz, esta modi�ai�on s�olo representa un inremento en memoriadel orden de NhipNeq, donde Neq = 2(M + 1)Napa es el n�umero total de euaiones.Asint�otiamente, esto no es de importania ya que la memoria total requerida para alma-enar la matriz es 2NapaNeq. El oiente entre ambos es Nhip=(2Napa), pero omomenionamos anteriormente, el n�umero de autovalores hiperb�olios es igual al de nodos desuper�ie, de manera que Nhip=Napa � n�umero de nodos en profundidad, y entones,este inremento se hae despreiable a medida que se re�na;� El sistema deja de ser sim�etrio, lo ual representa el doble de memoria requerida;� Los elementos diagonales de las euaiones adiionales orrespondientes a los modoshiperb�olios (esto es, las Nhip primeras �las de la �ultima �la de bloques en (9.71) sonnulos, on lo ual es muy probable que aparezan pivotes nulos durante el proeso defatorizai�on, en el aso de resolver on un m�etodo tipo banda o de per�l ativo.Esta �ultima es la m�as severa de las restriiones ya que, de no resolverla, invalida el usode m�etodos tipo banda o per�l ativo, y el osto omputaional hae el m�etodo inviable.Reordenar las euaiones, pasando las euaiones adiionales para los modos hiperb�oliosa las primeras posiiones, no resuelve el problema(Napa)(Nhip)(Napa)(Napa):::(Napa)(Napa)(Nelip)
2666666666666666664
G1 G2 0 � � �0 �hip 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0� � � 0 A �2B A� � � 0 ��elip�elip �elip

3777777777777777775�
� 2666666664�

�(M+1)��M...�M�M+1
3777777775 = 2666666664F

�(M+1)F�M...FMFM+1
3777777775 . (9.77)Como las matries ya no son uadradas, los peque~nos n�umeros entre par�entesis a laizquierda indian el tama~no (n�umero de �las que ontiene el bloque). Las euaiones



9.10. Solui�on por superposii�on 148para los nodos interiores, las euaiones Napa < j � (M � 1)Napa en (9.71), han sidodesplazadas Nhip posiiones haia abajo y por lo tanto sus elementos diagonales ya noest�an en la diagonal. Hemos onsiderado infrutuosamente otras posibilidades en uantoa renumerar las euaiones de forma de evitar los pivotes nulos.Para resolver este problema hemos ideado un proedimiento en el ual reemplazamoslas Nhip euaiones adiionales para los modos hiperb�olios por otras tantas elegidasonvenientemente. La solui�on para el sistema original se obtiene por superposii�on desoluiones al sistema modi�ado. Este m�etodo es muy e�iente, ya que eligiendo onve-nientemente las nuevas euaiones el sistema puede ser llevado a la forma sim�etria, loual representa un ahorro signi�ativo en memoria RAM. Sin embargo el nuevo sistema essingular para un ierto n�umero de valores del n�umero de Froude. Todo esto ser�a disutidoen las siguientes seiones.9.10 Solui�on por superposii�onReemplazemos las Nhip euaiones adiionales en (9.71) por�hip�M+1 = r.h.s. ; (9.78)esto es, arbitrariamente hemos pasado las ondiiones adiionales sobre los modos hiperb�oliosen la apa �M a la apa M +1. Ahora, supongamos que el nuevo sistema as�� modi�adono es singular, y onsideremos el onjunto de las soluionesW haiendo variar r.h.s. sobretodo el espaio IRNhip. La solui�on � al sistema original (9.71) pertenee a diho on-junto, ya qye basta on onsiderar aquella solui�on que se obtiene uando reemplazamosr.h.s. por�hip�M+1. Ahora bien es senillo ver que los elementos de este onjunto debenser de la forma W =W0 + NhipXj=1 �jWj ; (9.79)donde W0 se obtiene poniendo r.h.s. = 0, y los Wj se obtienen suesivamente el sis-tema para Nhip valores linealmente independientes de r.h.s. y nulo para el resto de laseuaiones. Por ejemplo, podemos poner r.h.s. = ej dondeej = [ 0 : : : 0 1 0 : : : 0 ℄T ; (9.80)



9.10. Solui�on por superposii�on 149donde el 1 esta en la posii�on j. El sistema es entones
KW0 =

2666666666666664
00F�M+1...FM�100

3777777777777775 ; KWj = 2666666666664
0...0ej0Nelip�10

3777777777775 ; (9.81)
donde todos los vetores 0 son de Napa � 1 salvo el expresamente indiado, mientrasque la matriz del sistema es

K =
2666666666666666664
I G2 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0: : : 0 A �2B A0 �hip 00 ��elip�elip �elip

3777777777777777775 . (9.82)
Para enontrar los oe�ientes f�jg en (9.79) que determinan la solui�on � del sistemaoriginal, debemos imponer las ondiiones adiionales que hab��amos relajadoQ� = 0 = QW0 +A� ; (9.83)donde Q es la matriz de Nhip �Neq que representa las ondiiones adiionales sobre losmodos hiperb�olios Q = [ 0 �hip 0 : : : 0 ℄ ; (9.84)y A es una matriz uadrada de Nhip �Nhip dada porA = Q [W1 W2 : : : WM ℄ . (9.85)Resumiendo, el m�etodo onsiste en:1) armar el sistema modi�ado (9.82);2) resolver (9.80) paraW0 y fWjgNhipj=1 . Esto involura una fatorizai�on de la matrizy Nhip retrosustituiones;3) armar la matriz de oe�ientes A y el miembro dereho �QW0 del sistema reduido(9.83), apliando las euaiones adiionales a ada uno de los Wj;
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Figura 9.7: Modos usados en la superposii�on para el Wigley.4) resolver el sistema reduido para hallar los oe�ientes f�jg;5) armar la solui�on � por superposii�on, euai�on (9.79).N�otese que este m�etodo es apliable en ualquier aso donde sea onveniente reem-plazar ierto n�umero reduido de euaiones lineales por otro. Sin embargo, omo veremosm�as adelante, puede que el sistema modi�ado puede ser singular, mientras que el originalno los sea, de tal manera que este reurso debe ser utilizado on preaui�on, omo veremosen el siguiente ejemplo simple. Por otra parte, abe menionar que todos estos problemasdesapareen si se opta por un resolvedor iterativo, sin embargo, es bien onoido y as��tambi�en nosotros lo hemos omprobado que estos sistemas on super�ie libre no son muyaptos para la resolui�on iterativa.9.11 Ejemplo sobre el m�etodo de superposii�onConsideremos el sistema Ax = b de 3� 3, onA = 2664 1 2 03 2 10 1 23775 ; b = 2664 121 3775 ; (9.86)
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Figura 9.8: Potenial sobre el plano de simetr��a.uya solui�on es x = [ 1=3 1=3 1=3 ℄0. Queremos ambiar la terera �la por (1; 0; �2),de manera que el sistema modi�ado sea ~Aw = ~b, on2664 1 2 03 2 11 0 �2 3775w = 2664 12 3775 ; (9.87)manteniendo un miembro dereho indeterminado . La solui�on al sistema modi�ado esde la forma w = w0 + w1, on~Aw0 = [ 1 2 0 ℄T =) w0 = [ 4=10 3=10 2=10 ℄~Aw1 = [ 0 0 1 ℄ =) w1 = [ 2=10 �1=10 �4=10 ℄ . (9.88)Ahora, apliando la �ultima euai�on del sistema original a la ombinai�on introduida,obtenemos [ 0 1 2 ℄w = 1 ; (9.89)[ 0 1 2 ℄0BB�2664 4=103=102=103775+  2664 2=10�1=10�4=1037751CCA = 17=10� 9=10 = 1 =)  = �1=3 ; (9.90)



9.12. M�etodo de superposii�on sobre el Wigley 152y la solui�on a (9.86) esx = 2664 4=103=102=103775� 1=3 2664 2=10�1=10�4=103775 = 2664 1=31=31=33775 . (9.91)9.12 M�etodo de superposii�on sobre el WigleyConsideremos el aso Wigley a Fr = 0:5. El �alulo se hizo sobre una malla estru-turada de 51� 14� 14 nodos (longitud/profundidad/manga) y se enontraron 14 modoshiperb�olios, ya que omo menionamos, en general hay tantos modos omo nodos seg�unla manga haya. La solui�on W0 para el problema modi�ado es la que se muestra en la�gura 9.8. La urva que se muestra el potenial sobre la l��nea ABCD que pasa por elostado del aso. Vemos que es antisim�etria on respeto a x = 0 y laramente no esla solui�on on sentido f��sio que busamos, ya que posee olas tanto aguas arriba omoaguas abajo. En la �gura 9.7 vemos los modosWj usados para el �alulo de la resisteniade ola. Han sido ordenados de auerdo al kj es deir, on respeto al n�umero de onda.As�� j = 1 es el de mayor longitud de onda (menor kj) hasta llegar a j = 14 que es elde menor longitud de onda (mayor kj). En la �gura 9.8 se observa el potenial obtenidoluego de apliar el prinipio de superposii�on. Vemos que ahora s�� han sido eliminadaslas omponente ondulatorias aguas arriba. Al ostado de ada modo se puede observar laontribui�on a la resistenia de ola, es deir el porentaje que representa ada modo enla suma (9.64). Finalmente, en la �gura 9.9 vemos las urvas de elevai�on de la super�iepara l��neas aproximadamente paralelas a l��neas de oriente.9.13 Condiionamiento del sistema modi�adoComo ya fue menionado, la validez del m�etodo de superposii�on se basa en que el sistemamodi�ado no sea singular. Veremos que esto es as�� salvo para un onjunto disretode n�umeros de Froude. Esto se debe a que el problema modi�ado es equivalente ala euai�on de Helmholtz 1D on ondiiones tipo Dirihlet o Neumann (dependiendode �) en los extremos. Este problema, omo es sabido, tiene un onjunto disreto defreuenias propias, en las uales el sistema es singular. Consideremos la siguiente euai�onunidimensional: (�;xx + k2� = f(x) para 0 < x < 1 ;� = �x� = 0 en x = 0 . (9.92)Esta euai�on orresponde a una simpli�ai�on de la euai�on para ada uno de losmodos, una vez que el sistema de euaiones es desaoplado a trav�es de la matriz de
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Figura 9.9: Elevai�on de la super�ie sobre (uasi) l��neas de orriente.
j=0 2 31 N-1 N x

x=1x=0

f(x)

Figura 9.10: Desripi�on del problema 1D para las euaiones modales.ambio de base S�1 omo desripto en el ap��tulo 5. Disretizamos la euai�on dividiendoel intervalo [0; 1℄ en N intervalos on xj = jh, h = 1=N (ver �gura 9.10). Por simpliidaddisretizaremos por diferenias �nitas y supondremos que la fuente f es tipo esal�on omose muestra en la �gura. Apliando los oneptos que hemos desarrollado sobre los modoshiperb�olios, llegamos al siguiente onjunto de euaiones8>><>>:�0 = 0 ;�1 = 0 ;[�j+1 � 2�j + �j�1℄h�2 + k2�j = fj para j = 1; : : : ; (N � 1) ; (9.93)



9.13. Condiionamiento del sistema modi�ado 154que en forma matriial puede esribirse A� = f on
A = h�2

2666666666666664
1 0 � � ��2b 1 0 � � �1 �2b 1 0 � � �. . . . . . . . . . . .1 �2b 1 0 00 1 �2b 1 00 1 �2b 1

3777777777777775 ;
� = 2666664 �2�3...�N

3777775 ; f = 2666664 f1f2...fN
3777775 ; (9.94)on b = 1� 12(kh)2. Para obtener un sistema sim�etrio, modi�amos el sistema elimi-nando temporariamente la euai�on �1 = 0 y agregando la siguiente en el extremo x = L�N�2 + (� � 2b)�N�1 =  ; (9.95)esta euai�on proviene de ombinar la euai�on interior orrespondiente al nodo N � 1�N�2 � 2b�N�1 + �Nh2 = 0 ; (9.96)sujeta on la ondii�on de ontorno \arbitraria"�N = ��N�1 � h2 . (9.97)Esta euai�on representa una ondii�on de ontorno tipo Dirihlet �N = �h2 para � = 0y de tipo Neumann (��=�n) � �h para � = 1. Para 0 < � < 1, esto representa unaondii�on de tipo \mixta", intermedia entre las dos,  es una onstante a ser determinada.El sistema puede ser puesto en forma matriial omo~Aw = ~f ; (9.98)

~A = h�2
2666666666666664
�2b 1 0 � � �1 �2b 1 0 � � �. . . . . . . . . . . .1 �2b 1 0 00 1 �2b 1 00 1 �2b 10 1 �2b+ �

3777777777777775 ;
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Figura 9.11: N�umero de ondii�on para la euai�on modal 1D on el sistema original y elmodi�ado on ondiiones de ontorno Dirihlet o Neumann aguas abajo.~fT = [ f1 f2 ...�  ℄ . (9.99)Como hemos visto, debemos resolver dos vees el sistema para w0;w1, es deir,~Aw0 = 2666664 f1f2...0
3777775 ; ~Aw1 = 2666664 00...

3777775 ; (9.100)y entones la solui�on ser�a � = w0 + w1 ; (9.101)la onstante  se determina imponiendo la ondii�on �1 = 0, es deir,� = w0 � (w0;1=w1;1)w1 ; (9.102)donde wj;k denota la omponente k de wj. Hemos resuelto el problema para N = 20para m�as de 1000 valores de k distribuidos logar��tmiamente entre k = 0:1 y k = 41:687.Para ada valor de k hemos alulado el n�umero de ondii�on del sistema sin modi�ar(9.93 y el del sistema modi�ado (9.98, on � = 0 (Dirihlet) y � = 1 (Neumann).
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Figura 9.12: Modos propios del problema 1D on ondiiones de ontorno Dirih-let/Dirihlet.Los resultados se muestran en un gr�a�o semi-logar��tmio en la �gura 9.11. Ambasversiones del sistema modi�ado (on � = 0; 1) se vuelven singulares para ierto onjuntodisreto de n�umeros de onda k, mientras que el sistema original est�a \razonablemente" bienondiionado. Reu�erdese que el operador de Laplae 1D tiene un n�umero de ondii�on/ h�2, en partiular para esta malla su n�umero de ondii�on es � 161:45. Estos n�umerosde onda, para los uales ambas versiones del sistema modi�ado son singulares, oinidensalvo errores de aproximai�on on los modos propios del problema para las ondiionesde ontorno orrespondientes. Por ejemplo, para � = 0 los modos propios se produenuando un n�umero entero de semi-longitudes de onda entran en el dominio, es deir,1 = n� = n2�k =) k = n� para n = 1=2; 1; 3=2; ::: , ; (9.103)y los modos orrespondientes son n(x) = sin(2n�x) ; (9.104)mientras que para � = 1 (ondii�on Neumann en x = 1) las singularidades se produenuando un numero impar de uartos de longitudes de onda entran en el dominio n =1=4; 3=4; 5=4; :::. En el aso del ujo on super�ie libre el par�ametro k debe asimilarseal n�umero de onda arater��stio del ujo K = g=U21 / Fr�2, y este ejemplo nos permiteextraer las siguientes onlusiones:� para ujo 2D (por ejemplo, el ilindro sumergido), es de esperar que el sistemamodi�ado sea singular para un onjunto disreto de valores de Fr. Este onjunto deber��amantener, aproximadamente �Fr�2 = te, es deir que este onjunto deber��a ser m�asdenso haia Froude bajos;
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Figura 9.13: Modos propios del problema 1D on ondiiones de ontorno Dirih-let/Neumann.� en 3D, ada modo hiperb�olio genera su propio onjunto de valores donde el sistemamodi�ado es singular, de manera que es de esperar que �este sea m�as denso al re�nartransversalmente;� si bien el ambiar el valor de � altera la posii�on de los puntos singulares, la situai�onno mejora. Si bien hemos intentado evitar el problema de los modos singulares, paree serque el heho de \ambiar de lugar" las ondiiones de ontorno, lleva indefetiblemente ala aparii�on de modos singulares;� en la pr�atia el problema de los modos singulares no ha oasionado inonvenientes.Hemos omputado los n�umeros de ondii�on para ada Fr en los diferentes problemas ysi bien presentan un omportamiento omo el desripto, es d���il (a menos que se haganbarridos muy \�nos" en el n�umero de Froude) que se de en un punto tan era de unasingularidad omo para que el n�umero de ondii�on sea demasiado alto y esto afete lapreisi�on de los resultados;� paree ser que aumentando la longitud del dominio de resolui�on hae m�as \denso" elonjunto de puntos singulares. Esta es otra raz�on (adem�as del osto omputaional) paratratar de aotar lo m�as posible la malla en la direi�on longitudinal (eje x). Reordemosque, bajo iertas ondiiones, por ejemplo per�l delgado, el m�etodo propuesto da solu-iones que son independientes del punto donde se orta la malla, mientras esto sea fuerade la zona donde se produe la perturbai�on (la zona donde est�a el aso).Para k � 40 existe una transii�on del sistema de euaiones, por la ual los modospasan a ser evanesentes en vez de osilatorios. Esto se arateriza porque las ra��es de(9.93) pasan a ser de omplejas onjugadas on m�odulo unitario a reales. Esto ourre
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Figura 9.14: Malla de elementos �nitos sobre el ilindro sumergido.uando 1� 12(kh)2 < �1 =) k > 2h ; (9.105)que en este aso orresponde, efetivamente a k > 40. En este rango las euaionesambian ompletamente de ar�ater y ambas versiones del sistema modi�ado pasan atener un ondiionamiento muy bajo, mientras que el esquema original pasa a a tenerun n�umero de ondii�on que tiende r�apidamente a in�nito. Esto orresponder��en nuestroproblema a n�umeros de Froude muy bajos, donde algunos autovalores hiperb�olios pasana ser el��ptios, sin embargo, en nuestro m�etodo este ambio de ar�ater no afetar��a, yaque autom�atiamente, si un modo pasa de hiperb�olio a el��ptio entones no se hae elpasaje de la ondii�on de ontorno de aguas abajo a aguas arriba.9.14 Forma sim�etria de las euaionesUna ventaja adiional de esta propuesta es que la matriz del sistema (9.82) puede ponerseen forma sim�etria, on el onsiguiente ahorro de 50 % de memoria RAM. Puede verseque las �unias partes no sim�etrias del sistema son las primera y �ultima �las de bloques(Napa euaiones ada una) deK. Consideremos la primera �la. Como hemos visto, estorepresenta las euaiones (9.72). Ahora bien, omo las euaiones adiionales imponenque �hipw�M = 0, bien podemos reemplazar el bloque nulo en el miembro dereho por



9.14. Forma sim�etria de las euaiones 159un m�ultiplo esalar � > 0 de �hipw�M , de manera que el sistema modi�ado sea"�hip�elip #w�(M+1) � " ��hip�elip�elip #w�M = 0 . (9.106)En estas expresiones wk representa el k-�esimo bloque de Nhip � 1 dentro del vetor W.Ahora, usando (9.73), S�1w�(M+1) = �0S�1w�M ; (9.107)�0 = " �INhip�Nhip 0Nhip�Nelip0Nelip�Nhip �elip # ; (9.108)donde �0 es una matriz diagonal, no-singular ya que � > 0 y los elementos diagonales de�elip son todos reales y positivos, ver euai�on (5.43). Multipliamos ahora las euaiones(9.107) por AS(�0)�1, de manera que el sistema resultante puede ponerse de la formaGw�(M+1) +Aw�M = 0 ; (9.109)donde G = AS(�0)�1S�1 . (9.110)Ahora onsideremos las euaiones aguas abajo. Queremos obtener la misma estruturaque en las ondiiones aguas arriba, de manera que reemplazamos las euaiones adi-ionales modi�adas (9.78) por�hipwM+1 � ��hipwM = r.h.s. . (9.111)Las euaiones aguas abajo son ahora"�hip�elip #wM+1 � " ��hip�elip�elip #wM = " ej0Nelip�1 # . (9.112)La euai�on anterior es (a menos del miembro dereho que, por supuesto, es irrelevantepara la disusi�on de la simetr��a del sistema de euaiones) id�entia a la (9.106) de maneraque haiendo las mismas operaiones podemos llevarla aGwM+1 +AwM = �AS(�0)�1 " ej0Nelip�1 # . (9.113)El sistema resultante que reemplaza a (9.81, 9.82) es
KW0 =

2666666666666664
00F�M+1...FM�100

3777777777777775 ; KWj = 26666666664
0...0�AS(�0)�1 " ej0Nelip�1 #0

37777777775 ; (9.114)
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Figura 9.15: Resistenia de ola sobre un ilindro sumergido.
K =

2666666666666664
G A 0 � � �A �2B A 0 � � �0 A �2B A 0 � � �. . . . . . . . . . . . . . .: : : 0 A �2B A 0: : : 0 A �2B A0 A G

3777777777777775 . (9.115)
Vemos que la estrutura de la matriz es sim�etria. Como hemos menionado, A y B sonsim�etrias si tanto el operador de Laplae en volumen omo el operador de super�ie sondisretizados por elementos �nitos (Galerkin) o diferenias �nitas entradas. De maneraque s�olo resta desmostrar que la matriz de absori�on en el ontornoG de�nida por (9.110)es sim�etria.9.15 Simetr��a de la matriz de absori�onPodemos ver que la matriz de difusi�on es sim�etria de dos maneras. Consideremos primerola expresi�on Af(A�1B) ; (9.116)donde f es ualquier funi�on polin�omia. Esta expresi�on es sim�etria, ya que si,f(x) = a0 + a1x + a2x2 + � � �+ amxm ; (9.117)entonesAf(A�1B) = a0A+ a1A(A�1B) + a2A(A�1B)(A�1B) + � � �+ amA(A�1B)m
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Figura 9.16: N�umero de ondii�on para el problema del ilindro sumergido.= a0A+ a1B+ a2BA�1B+ � � � � � �+ amBA�1BA�1 � � �A�1B . (9.118)Pero ada uno de los t�erminos es sim�etrio, por ejemplo,(BA�1B)T = BTA�TBT = BA�1B ; (9.119)de manera que Af(A�1B) es sim�etria. Ahora bien, graias a la desomposii�on (5.43)A�1B = SDS�1 ; (9.120)podemos poner Af(A�1B) = Af(SDS�1) = ASf(D)S�1 ; (9.121)donde f(D) = f(diag fbig) = diag ff(bi)g . (9.122)Como es bien onoido de la representai�on de funiones de matries. Si enontramosun polinomio tal que la imagen de los bi sea los elementos diagonales fjgNapaj=1 de �0, esdeir, j = f(bj) ; j = 1; 2; :::; Napa ; (9.123)donde los fjg son evidentes de (9.108), es deir,j = (� para 1 � j � Nhip ;�+;j)�1 para Nhip < j � Napa ; (9.124)entones la demostrai�on est�a ompleta. Pero la onstrui�on de tal polinomio es bienonoida (los llamados polinomios de Lagrange), mientras que el mapeo sea univaluado,esto es, j = k uando bj = bk. La demostrai�on alternativa es puramente algebraia ynos basaremos en las expresiones que se obtienen para la semidisretizai�on por elementos�nitos ~M�;xx �K� = 0 ; (9.125)
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Figura 9.17: Curva de arrastre por MEF+DNL para el modelo Wigley.donde ~M = M �K�1Mlibre. Las matries M;Mlibre y K son de�nidas positivas pero~M obviamente no lo es. Obtengamos la disretizai�on ompleta por elementos �nitos.Disretizando en x~M�j+1 � 2�j + �j�1h2 +K�j+1 + 4�j + �j�16 = 0 ; (9.126)de donde salen las siguientes expresiones para A y B,A = h�2 ~M� 1=6K ; (9.127)B = �2h�2 ~M� 2=3K . (9.128)Ahora seanW y �00 las matries de autovetores y autovalores que resuelven el siguienteproblema generalizado de autovalores~MW = KW�00 ; (9.129)donde W es no singular y �00 es diagonal. Como es bien sabido los autovetores (lasolumnas de W) son ortogonales on respeto a K y, normaliz�andolos,WTKW = I ; (9.130)A = KW(h�2�00 � 1=6I)W�1 ; (9.131)
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Figura 9.18: Resultados num�erios por MEF + DNL para el ret�angulo de presi�on.B = �2KW(h�2�00 � 2=3I)W�1 ; (9.132)y A�1B = �2W(h�2�00 � 1=6I)�1W�1K�1 KW(h�2�00 � 2=3I)W�1= �2W [(h�2�00 � 1=6I)�1(h�2�00 � 2=3I)℄ W�1 . (9.133)Pero el t�ermino entre orhetes es diagonal, de manera que podemos reemplazar a Womo la matriz de ambio de base S en (9.109). EntonesG = AW(�0)�1W�1 = KW(h�2�00 � 1=6I)W�1 W(�0)�1W�1G = KW(h�2�00 � 1=6I) (�0)�1W�1 ; (9.134)y GT =W�T (h�2�00 � 1=6I) (�0)�1WTKT . (9.135)Pero de 9.130 resulta WTKT =W�1 ; (9.136)W�T = KW . (9.137)De manera que GT = G.9.16 Ejemplos num�erios9.16.1 Cilindro sumergido en un analEste problema es 2D y onsiste en un ilindro sumergido a una profundidad f (referidaa su eje) de 4 vees su radio b (ver �gura 9.15). La profundidad del anal es H = 2f . La
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Figura 9.19: Resultados experimentales y semi-anal��tios para el ret�angulo de presi�on.malla (ver �gura 9.14) es b�asiamente una malla tipo \O" alrededor del ilindro on dosapas adiionales estruturadas a la entrada y a la salida. La malla b�asia ontiene 10elementos en la direi�on radial y 40 en la irunferenial. A esta malla b�asia se le hanagregado dos apas de elementos a la entrada y a la salida que es la parte \estruturada"neesaria para apliar el m�etodo. El Fr se re�ere a la profundidad, es deir, Fr = U=pgfy el oe�iente de arrastre ha sido adimensionalizado omoCw =  fb!3 Fx�U21b . (9.138)Es deir, omo en el aso del dipolo sumergido. El fator (f=b)3 hae que la urva deresistenia de ola sea independiente del di�ametro del ilindro en el l��mite b=f � 1. Laurva de resistenia de ola es bastante similar a la del dipolo sumergido, las diferenias sedeben a que la profundidad est�a aotada y a que el problema de dipolo orresponde a unilindro de di�ametro muy peque~no. El �alulo de la resistenia de ola se realiz�o para 500valores de Fr entre 0:5 < Fr < 1, y al mismo tiempo alulamos el n�umero de ondii�onde la matriz A (9.85) en el sistema de superposii�on (9.83) (ver �gura 9.16).Vemos que el n�umero de ondii�on presenta una serie de pios que indian un onjuntodisreto de n�umeros de Froude para los uales el sistema se hae singular. A pesar de estola urva de resistenia de ola no presenta ning�un tipo de irregularidad, lo ual es una se~nalde que estos pios en el n�umero de ondii�on no llegan a afetar la preisi�on del m�etodo,al menos no dentro de los par�ametros en que hemos realizado el experimento (grado de
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Figura 9.20: Curva de resistenia de ola para una esfera sumergida H = 4R.re�namiento y tipo de la malla, rango de n�umeros de Froude, et). Para n�umeros deFroude muy bajos (Fr < 0:6) el n�umero de ondii�on ree y, a partir de ierto valorlos resultados dejan de tener sentido. Todav��a no tenemos una expliai�on satisfatoriapara este omportamiento, pero de todas formas debemos realar que los valores delrango de valores de Froude para los uales obtenemos resultados satisfatorios on estem�etodo supera ampliamente el que se obtiene on los otros m�etodos on los que hemosexperimentado, fundamentalmente: paneles + uasiDawson y MEF + uasiDawson.9.16.2 Caso de la serie WigleyEn la �gura 9.17 vemos la urva de resistenia de ola obtenida on el m�etodo propuesto,la ual est�a en muy buena oinidenia on los resultados reportados en la literatura.La malla onsisti�o de 50 � 13 � 13 = 8450 elementos. Vemos que el m�etodo propuestoreprodue muy bien el pio primario y los seundarios. En ning�un aso el arrastre sevuelve negativo, por lo que hemos disutido previamente.9.16.3 Ret�angulo de presi�on (hoverraft)Se trata de un aso espeial donde la perturbai�on no es una embarai�on sino unavariai�on de presi�on sobre la super�ie libre. Esta perturbai�on puede ser produida,por ejemplo, por un hoverraft. Las euaiones de gobierno linearizadas son:8>>>>><>>>>>:�� = 0 en 
 ;�n� = 0 sobre �baro/lat ;�n�+K�1�xx� = (U1=�g)�x(�P ) sobre �libre ;ondiiones absorbentes DNL sobre �ent/sal ; (9.139)
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Figura 9.21: Curva de arrastre para dos esferas sumergidas R = 1=2; H = 2; D = 4.donde �P es onstante dentro de un ret�angulo de anho B, de longitud L y nula fueradel mismo. Aqu�� hemos levantado la urva de arrastre para L=B = 3=2, para el ualontamos on resultados experimentales reproduidos por Wehausen (�gura 9.19). Estees un aso interesante porque es puramente 3D y no entra dentro de las teor��as, ni ladel baro esbelto ni la del baro delgado. Adem�as notemos que, omo en la ondii�on desuper�ie libre entra la derivada longitudinal de �P , lo que orresponde a Æ-s de Diraen la parte anterior y posterior del ret�angulo. Como hemos visto en el ap��tulo 6 elarrastre es, b�asiamente, proporional a la transformada de Fourier de �P . Ahora bien,uanto m�as singular es la distribui�on de presi�on, m�as osilatoria es su transformada.Como l��mite, la transformada de una Æ de Dira es una exponenial ompleja de amplitudonstante. Es de esperar que la urva de arrastre sea muy osilatoria para Fr ! 0.Efetivamente, esto es lo que se observa en los resultados tanto num�erios (�gura 9.18)omo experimentales. La oinidenia entre ambos es, adem�as, muy buena. N�otese omose resuelven los pios seundarios en la urva de resistenia hasta Fr � 0:2. La mallaempleada fue de 30� 10� 15 = 4500 elementos en longitud-profundidad-transversal.9.16.4 Esferas sumergidasPrimero onsideramos una esfera de radio R = 1=2 sumergida a una profundidad deH = 2. La urva de arrastre es muy suave lo ual es t��pio de uerpos sumergidos y onun m�aximo era de Fr = 1. La malla fue de 3328 elementos, donde por simetr��a s�olo sedisretizo una mitad (y � 0). Luego, modelamos dos esferas sumergidas donde valen lasmismas observaiones, pero se destaa un pio seundario para Fr � 0:58.



Cap��tulo 10Condii�on de frontera DNL porpaneles
10.1 ResumenMostramos una implementai�on por paneles de la ondii�on de frontera absorbente Dis-reta No-loal (DNL). El proedimiento num�erio implementado es una ombinai�on delm�etodo de paneles est�andar, de la estrategia de las ondiiones absorbentes Disretas No-loales (DNL), y de una representai�on del potenial de ola asint�otio en orriente abajomediante serie de Fourier. El punto de partida ser�a la solui�on bidimensional del proble-ma linealizado de ujo potenial en aguas profundas y on una super�ie libre, que ser�aadaptada para la representai�on de la solui�on tridimensional por superposii�on �nita deondas planas, en donde la malla de paneles en la super�ie del ujo b�asio es estruturadaen un ierto n�umero de bandas transversales, lo que nos failitar�a la introdui�on de unabase de Fourier �nita. Entre los ejemplos num�erios, mostramos la estela de un ferry enun dominio ampliado de aproximadamente quine esloras.10.2 Matriz de super�ie libreComo menionamos en el ap��tulo 8, los esquemas en ontra-orriente, omo los de tipouasi-Dawson, son usualmente introduidos en la matriz de super�ie libre Dpp, en on-traste, en el m�etodo de paneles-Fourier podemos emplear un m�etodo de segundo ordenpara el operador disreto. Por ejemplo, onsideremos una malla estruturada (xi; yj) so-bre la super�ie libre, on nx � ny nodos y pasos de malla hx; hy, donde las veloidadesson evaluadas en los nodos pero los poteniales lo son en los entroides de los paneles. Si167
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Figura 10.1: Esquema desriptivo para el problema de olas generadas por una embar-ai�on.adem�as u0 = (U; 0; 0), donde U � te, podemos estimar(Dpp�)i+1=2;j+1=2 � �U2g  �2��x2!i+1=2;j+1=2 ; (10.1)y emplear un esquema de segundo orden entrado, el ual no introdue un meanismodisipativo equivalente en el m�etodo num�erio(�xx�)i+1=2;j+1=2 � h�2x ��i�1=2;j+1=2 � 2�i+1=2;j+1=2 � �i+1=2;j+1=2� . (10.2)
10.3 Flujo bidimensionalConsideremos primero un ujo bidimensional de izquierda a dereha on veloidad noperturbada U , alrededor de un objeto de longitud arater��stia L y situado en x = 0.Las euaiones gobernantes para el potenial de ola �̂(x; z) pueden obtenerse en un modosimilar al de Stoker (1957, hap. 7)8>><>>:r2�̂ = 0 , en �1 < z � 0�̂;z + (U2=g)�̂;xx = 0 , sobre z = 0�̂ y �z�̂ aotados , para todo y; z. ; (10.3)Su solui�on asint�otia orriente abajo y su�ientemente lejos del uerpo, puede esribirse
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Figura 10.2: Curva de arrastre Cw en un ilindro irular sumergido en posii�on horizontal,por paneles/Fourier.omo una ombinai�on lineal de senos y osenos en la direi�on de propagai�on x afetadoon una exponenial dereiente en la direi�on del alado z�̂(x; z) = AeKz sin(Kx) +BeKz os(Kx) para x > xw y z � 0 , (10.4)donde xw es una absisa su�ientemente lejos del objeto, es deir, 0 < L < xw <1, A;Bson dos amplitudes arbitrarias las uales son determinadas a partir de las ondiiones deborde, y K = g=U2 es el n�umero de onda asoiado on la longitud de onda � = 2�K�1 =2�(U2=g).10.4 Flujo tridimensionalPara el aso tridimensional neesitamos obtener una solui�on asint�otia equivalente. Estopuede haere imponiendo ondiiones de borde peri�odias en la direi�on de la manga, yes equivalente a una asada in�nita de objetos on disposii�on transversal a la orrientemedia. Entones, introduimos una serie �nita de Fourier en la banda �Ly=2 � y � Ly=2sobre una malla estruturada de paneles en ny tiras transversales y onsideramos los nymodos de Fourier(Nq = os(kyqy) = os(2�qy=Ly) para q = 0; 2; :::; ny=2� 1Mq = sin(kyqy) = sin(2�qy=Ly) para q = 1; 2; :::; ny=2 (10.5)on la ondii�on ny � 2, donde kyq es el n�umero de onda en la direi�on de la manga, yNq;Mq son los modos de Fourier oseno y seno, respetivamente. Esta base de Fourier
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-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25Figura 10.5: Malla de paneles suave y estruturada sobre la super�ie libre alrededor deun aso Wigley (vista xy).m�axima freuenia admisible en la malla disreta. Con esta onstrui�on para la matrizmodal W, luego de normalizar por olumnas, es no singular det(W ) 6= 0, y ortonormal,esto es, el produto de W on su traspuesta W0 es la matriz identidad I = WW0. Losny modos de Fourier nos permite esribir el potenial de ola asint�otio ~�(x; y; z) y suderivada parial respeto de x, ~�(x; y; z) = �x~�, omo~�(x; y; z) = ny=2�1Xq=0 hAqekzqz sin(kxqx) +Bqekzqz os(kxqx)i os(kyqy)++ ny=2Xq=1 hCqekzqz sin(kxqx) +Dqekzqz os(kxqx)i sin(kyqy) (10.6)~�(x; y; z) = ny=2�1Xq=0 hAqkxqekzqz os(kxqx)� Bqkxqekzqz sin(kxqx)i os(kyqy)++ ny=2Xq=1 hCqkxqekzqz os(kxqx)�Dqkxqekzqz sin(kxqx)i sin(kyqy) (10.7)donde Aq; Bq; Cq; Dq son las onstantes de amplitud de los modos de Fourier, kxq; kyq sonlos n�umeros de onda en plano de equilibrio hidrost�atio y kzq es la atenuai�on en aladode ada modo. Ahora, neesitamos una relai�on entre kxq; kyq y kzq.
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-20 -10 0 10 20Figura 10.6: Malla de paneles perturbada y estruturada sobre la super�ie libre alrededorde un aso Wigley (vista xy).10.5 Relai�on de dispersi�onCon las suposiiones geom�etrias, el potenial de ola asint�otio ~�(x; y; z) lo hemos rep-resentado omo la superposii�on de ondas planas �q(x; y; z) en los planos z = te, onatenuai�on exponenial en la direi�on del alado z � 0, esto es,~�(x; y; z) = ny=2Xq=0 Eq~�q(x; y; z) donde ~�q(x; y; z) = e{kxqx+{kyqy+kzqz ; (10.8)y Eq son iertas onstantes omplejas. Por superposii�on, ada onda viajera satisfae laeuai�on de Laplae en el dominio 
 y la ondii�on linealizada de super�ie libre sobrez = 0 ( �xx~�q + �yy ~�q + �zz ~�q = 0 en 
 ;K�z ~�q + �xx~�q = 0 sobre z = 0 . (10.9)A partir de las uales hallamos las relaiones disretas8>><>>: kyq = 2�q=Lykxq = r1=2K2 + 1=2qK4 + 4K2k2yqkzq = k2xq=K para q = 0; 2; :::; ny=2 . (10.10)Estas pueden verse omo una \relai�on de dispersi�on" (desde que la oordenada x puedeonsiderarse omo una oordenada temporal) entre los n�umeros de onda artesianoskxq; kyq y la atenuai�on en alado kzq de ada modo de Fourier.
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Figura 10.7: Curva de arrastre para el aso Wigley para una malla suave y otra pertur-bada, seg�un un �alulo por paneles/Fourier.10.6 Condiiones absorbentes DNL equivalentesConsideremos una pori�on �nita de la super�ie libre del ujo b�asio (el plano z = 0,disretizada on una malla estruturada en np = nx � ny paneles, donde nx, ny son eln�umero de paneles en la direi�on de la eslora y de la manga, respetivamente, numeradosl = (i � 1)ny + j, para 1 � i � nx y 1 � j � ny. Introduzamos una pared vertial enorriente abajo su�ientemente lejos de la nave, a una absisa xw tal que 0 < L < xw <1,tambi�en disretizada on una malla estruturada on nw = ny � nz paneles, donde nz esel n�umero de paneles en la direi�on del alado, mientras que la malla sobre la nave tienenb paneles y puede ser no-estruturada, de modo que tenemos un n�umero total de panelesde n = np + nb + nw. El sistema matriial para el problema del ujo perturbado on estamalla \ampliada" es similar a la euai�on (8.9)2664 App Apb ApwAbp Abb AbwAwp Awb Aww 3775 2664 �p�b�w 3775 = 2664 Cpp Cpb CpwCbp Cbb CbwCwp Cwb Cww 3775 2664 �p0�w 3775 . (10.11)Introduiendo la euai�on (8.10) y reordenando2664 Âpp Apb ApwÂbp Abb AbwAwp Awb Aww 3775 2664 �p�b�w 3775 = 2664 Cpp CpwCbp CbwCwp Cww 3775 " f�w # ; (10.12)
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Figura 10.8: Malla de paneles sobre el aso sin ap�endies de un modelo en esala reduidade un velero.donde Âpp = App � CppDpp y Âbp = Abp � CppDpp. Ninguno de los vetores �w ni�w son onoidos, de modo que el sistema es sub-determinado. Hallaremos una relai�onentre ambos mediante las ondiiones de borde absorbentes. Primero, introduimos losny modos de Fourier sobre la pared vertial�j = ~�j y �j = ~�j para j � np � nb = 1; 2; :::; nw ; (10.13)Como estas satisfaen las euaiones gobernantes desartamos la �ultima �la de euaiones(10.12). El onjunto de euaiones remanentes las esribimos en forma desarolladanpXj=1 âij�j + np+nbXj=np+1 aij�j + nXj=np+nb+1 aij�j = npXj=1 ijfj + nXj=np+nb+1 ij�j ; (10.14)para i = 1; 2; :::; (np + nb), reemplazando a partir de las euaiones (10.12) y (10.6, 10.7)npXj=1 âij�j + np+nbXj=np+1 aij�j + nXj=np+nb+1 ny=2Xq=1 (�ijqAq + �ijqBq + ijqCq + ÆijqDq) = npXj=1 ijfj(10.15)para i = 1; 2; :::; (np + nb) donde tenemos np + nb + 2ny in�ognitas, pero solo disponemosde np + nb euaiones de oloai�on, de modo que neesitamos agregar 2ny euaionespara las amplitudes de Fourier. En segundo lugar, introduimos 2ny ondiiones de bordeinem�atias tanto orriente arriba omo orriente abajo. En orriente arriba imponemospendiente nula seg�un x en ada tira de paneles��i + �ny+i = 0 para i = 1; 2; ::; ny ; (10.16)
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Figura 10.9: Iso-elevai�on a 7 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.mientras que orriente abajo imponemos ompatibilidad entre el potenial de ola y suexpansi�on asint�otia en ada tira de paneles, en la intersei�on entre la super�ie libre yla pared vertial�12�i�ny + 32�i � nXj=np+nb+1 ny=2Xq=1 ���qiAq + ��qiBq + �qiCq + Æ�qiDq� = 0 ; (10.17)para i� np + ny = 1; 2; :::; ny, donde los oe�ientes ��qi, ��qi, �qi y Æ�qi son extrapolaionesde �ijq, �ijq, ijq y Æijq a (xw; yi; 0), y adem�as hemos usado un esquema de extrapolai�onsobre las dos �ultimas apas de paneles, desde que los poteniales son evaluados en losentroides de los paneles. En esta forma erramos el problema algebraio, desde queahora tenemos N = n + 2ny euaiones e in�ognitas. Hay n paneles ativos, omo �las ein�ognitas de la euai�on matriial y 2ny euaiones absorbentes, donde ny � n.10.7 Ejemplos Num�erios10.7.1 Cilindro sumergidoHemos onsiderdo un ilindro irular sumergido en posii�on horizontal. La resisteniade ola anal��tia por unidad de profundidad transversal WL esWL = 4�2g3�R4U4 e�2gf=U2 (10.18)
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Figura 10.10: Iso-elevai�on a 9 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.donde R es el radio del ilindro, f es la profundidad de su eje, g es la aelerai�on dela gravedad, U es la veloidad no perturbada orriente arriba. En este aso el n�umerode Froude representativo es de�nido omo F = U=pgf . En la �gura 10.2 mostramosel oe�iente de arrastre de ola anal��tio Cw en funi�on del n�umero de Froude F paraR = 0:1; f = 1; g = 3, el ual lo omparamos on la solui�on num�eria obtenida por elm�etodo de paneles extendido para dos mallados, i) la malla C1 on 128� 3 paneles sobrela super�ie libre, y 128 paneles sobre el ilindro, ii) la malla C2 on 512 � 3 panelessobre la super�ie libre y 128 paneles sobre el ilindro. Mientras que en la �gura 10.3mostramos el potenial de ola �w �  y el inremento de altura � omo una funi�on de laoordenada x paralela a la veloidad externa impuesta, donde podemos onstatar que laaltura de ola num�eria no se amortigua apreiablemente haia orriente abajo, es deir,que se veri�a el ensayo de la altura de ola onstante, introduido en el ap��tulo 2.10.7.2 Esfera sumergidaSe trata de una esfera de radio R = 1 sumergida a una profundidad de H = 2R, onrespeto al entro de la esfera. El n�umero de Froude est�a alulado on respeto a laprofundidad, Fn = u=pgH, y la resistenia de ola Fx est�a adimensionalizada on elempuje W = �V , ver �gura 10.4. Podemos observar que la urva de resistenia es muysuave, lo ual es arater��stio de los uerpos sumergidos, y se ompara razonablementebien on los resultados de Kim, reproduidos por Wehausen (�g.42, p�ag. 219). La urva
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Figura 10.11: Per�les de ola en [m℄ sobre el plano y = 1:22 [m℄ paralelo al plano de ruj��aa 7, 8, 9 y 10 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.presenta un m�aximo era de Fr = 0:9. El �alulo fue heho on paneles y ondii�onabsorbente por Fourier. La malla de paneles onsiste en 1216 paneles ativos (plano yesfera) m�as 512 pasivos (pared vertial).10.7.3 Caso WigleyPara el aso Wigley (modelo 1805) A (eg. Ref. 9 and 11), hemos onsiderado dosmallas de paneles las uales ubren: la super�ie libre del ujo b�asio on 60� 16 = 960uadril�ateros, el aso mojado on 319 tri�angulos y una pared vertial on 16� 8 = 128uadril�ateros, de modo que son 1279 paneles ativos, 16 tiras en manga, 32 modos deFourier y 1311 in�ognitas en total. La primera malla es suave (sobre la super�ie libre)mientras que la segunda tiene un peque~no ruido en las oordenadas nodales dentro deuna peque~na ventana entrada en el aso. El ruido lo hemos agregado on el prop�ositode estimar la sensibilidad del m�etodo a las mallas no estruturadas. En la �gura 10.7mostramos las urvas de resistenia de ola obtenidas on el m�etodo propuesto para 61estados de veloidad. A la izquierda �estas han sido resaltadas on rues, y est�an en
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150 mFigura 10.12: Esquema para la mediai�on en el anal.buen auerdo on los hallados en literatura (Wehausen, 1973), mientras que a la derehahemos gra�ado ambas, donde la sensibilidad del m�etodo a la malla on ruido no es tanapreiable.10.7.4 VeleroConsideramos el aso de un velero sin ap�endies, por medio de un modelo en esala re-duida (1:3.5), ensayado en un anal de sei�on de 12.3 [m℄ por 6.5 [m℄, donde el modelofue arrastrado desde su entro de su manga. El modelo no tiene ni quilla ni tim�on, sulongitud a nivel de otai�on es de 18.3 [m℄, un alado m�aximo de 0.9 [m℄ respeto a la l��neade otai�on de referenia. El �unio aso onsiderado es on el aso paralelo a la orrientemedia y trimado nulo, a las veloidades equivalentes del prototipo up entre 7 � up � 10nudos. En la �gura 10.8 mostramos la malla del aso sin ap�endies. En la generai�onde la malla sobre el aso hemos empleado una interpolai�on de los datos on suavizai�onmediante m��nimos uadrados, y nos ha bastado una �unia funi�on interpolante para lamitad sim�etria del aso de�nida por el plano de ruj��a. Sobre esta super�ie suave des-ansan los nodos de la malla de paneles, siendo �esta una super�ie poliedra on tri�angulosplanos. La zona de generai�on singular, donde tienden a deformarse exesivamente lospaneles obtenidos, la hemos ubiado en el fondo del aso, lo m�as alejado posible de lazona de empalmes on la super�ie libre. Los paneles los hemos dispuesto en la formam�as sim�etria posible, en este aso, simetr��a on respeto al plano de ruj��a, de modo de
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Figura 10.13: Per�les de estela medidos ada 25 [m℄ en planos paralelos al de ruj��a, a 30nudos.reduir las omponenetes de fuerzas esp�ureas ausadas por la disretizai�on. En todos losasos, las submallas de paneles en la super�ie libre son estruturadas, y ontornean losbordes de la intersei�on de los asos on el plano de equilibrio hidrost�atio. La mallade paneles ubre: la super�ie libre del ujo b�asio on 140 � 24 = 3360 uadril�ateros,la super�ie mojada del aso 528 tri�angulos y una pared vertial on 24 � 24 = 576uadril�ateros, de modo que tenemos 3888 paneles ativos, ny = 24 tiras en manga, 48modos de Fourier y 3936 in�ognitas. En las �guras 10.9 y 10.10, mostramos las isol��neasde elevai�on esperables a 7 y 9 nudos equivalentes del prototipo obtenidas por el m�etodopropuesto. Finalmente, en la �gura 10.11 mostramos los per�les de ola en [mm℄, seg�unel plano y = 1:220 [m℄ paralelo al plano de ruj��a (de simetria vertial-longitudinal delmodelo) para ada una de las veloidades.10.7.5 Ferry de transporteConsideramos un ferry de transporte. Los ensayos de medii�on de alturas de olas adiferentes veloidades se realizaron en un modelo en esala reduida 1:25, onstru��do en�bra de vidrio, donde se reprodujeron la u~na de popa, los skegs y los ori�ios de las h�eliestransversales de proa junto on sus rejillas. El modelo se lastr�o de modo de reproduir eldesplazamiento, alado medio y trimado orrespondiente al buque real. Las dimensionesprinipales del buque real y del modelo son las siguientes:
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Figura 10.14: Per�les de estela medidos ada 25 [m℄ en planos paralelos al de ruj��a, a 40nudos.Desplazamiento on ap�endies [tnf-kgf℄ 1807.800 112.87Eslora entre perpendiulares [m℄ 110.000 4.400Manga de trazado [m℄ 14.696 0.588Calado medio [m℄ 2.375 0.095Asiento [m℄ 0.650 0.026Los ensayos en olas se realizaron en el Canal de \Din�amia del Buque" del CEHIPAR,uya vasija es de 150 x 30 x 5 [m℄, dispone de un CPMC (Computarized Planar MotionCarriage) para el arrastre y ontrol del modelo. La profundidad del agua en los ensayos deoleaje fue de 5 [m℄, equivalentes a 125 [m℄ a esala real, por lo que se onsidera omo aguasprofundas, que es lo �unio que nos interesa aqu��. El modelo fue remolado por el arroen trayetorias retil��neas mediante un sistema de remolque enganhado en el barientrodel modelo, tal que permitia los movimientos de desplazamiento vertial y de trimadodin�amio. Las mediiones se efetuaron mediante tres sensores resistivos de elevai�on dela super�ie del agua, situados en puntos �jos de la zona entral del anal, para evitarlas reexiones en las paredes, en una misma l��nea transversal al anal separados por unadistania de 2 [m℄ entre si (equivalentes a 50 [m℄ a esala real). Para ada veloidad sehiieron uatro pasadas a distanias de 2, 3, 8 y 9 [m℄ entre la ruj��a del modelo y elsensor m�as pr�oximo, de este modo se midi�o la estela entre 50 y 325 [m℄ a esala real a
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Figura 10.15: Iso elevai�on por paneles/Fourier a 30 nudos.intervalos de 25 [m℄, en planos paralelos al de ruj��a. Las gr�a�as de los per�les de estelamedidos por los sensores ada 25 metros en planos paralelos al de ruj��a son mostradas enlas �guras 10.13 y 10.14. Las super�ies disretizadas omprenden: una pori�on �nita delplano de equilibrio hidrost�atio, la super�ie mojada hidrost�atia del aso, y una paredvertial aguas abajo de la nave. Los paneles son uadril�ateros tanto en el plano omo en lapared vertial, y triangulares para el aso mojado de la nave. Para el mallado del aso sedispon��a de una ierta malla base iniial, proporionada por el onstrutor, empero omono era adeuada para paneles/Fourier, se opt�o por generar una nueva en donde se tomabanseiones t��pias (planos de ubierta y de ruj��a), e interpolaban urvas suaves por m��nimosuadrados, generalmente de terer y de segundo grado y oasionalmente de primer grado.En base a estas urvas suaves se gener�o una malla suavizada, en el sentido de que los nodosde la super�ie poli�edria de aras planas que la de�nen, desansan sobre una super�iede interpolai�on suave. Esta exigenia de suavidad en la posii�on de los nodos de la malla,es un detalle a los efetos de un mejor �alulo del oe�iente de presi�on sobre la super�iemojada del aso, y por ende de la resistenia de ola. As��, en las �guras 10.15 y 10.16mostramos las isol��neas de elevai�on del agua a 30 y 40 nudos, respetivamente, donde lasporiones de super�ie libre mostradas han sido ubiertas on paneles. Una vez hallada lasolui�on en ese dominio m�as reduido, podemos onoer el patr�on de olas aguas abajo y
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Figura 10.16: Iso elevai�on por paneles/Fourier a 40 nudos.detr�as de la pared vertial, mediante un �alulo de pos-proesamiento, en el sentido de queel dato iniial es el potenial y su derivada halladas por paneles/Fourier en diha pared,luego en base a dihos valores nos vamos propagando orriente abajo detr�as de la paredmediante la solui�on asint�otia y la relai�on de dispersi�on, donde �esta �ultima nos vinulalos n�umeros de onda en la super�ie libre y el fator de atenuai�on en profundidad. Enlas �guras 10.17 y 10.18, mostramos los per�les de estela alulados num�eriamente seg�unlas mismas l��neas de medii�on en el anal de experienias hidrodin�amias, las uales seomparan razonablemente bien on gr�a�as �ltradas y suavizadas de las mediiones delos sensores. Notemos que en el �omputo num�erio de pos-proesamiento nos hemospodido alejar a una distania de unas 15 esloras haia orriente abajo de la nave, y deunas 3 esloras haia sus ostados, on una razonable alidad en las estimaiones de losper�les, y a un osto de �omputo notoriamente menor que si hubi�eramos optado por unaestrategia direta (y l�asia) de ubrir esa super�ie on paneles. En las �guras 10.19 y10.20, mostramos las orrespondientes vista 3D de las estelas generadas por el ferry detransporte aguas abajo de la pared vertial obtenidas por pos-proesamiento.
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Figura 10.17: Per�les de estela a 30 nudos obtenidos por pos-proesamiento.
estela & envolventes
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Figura 10.18: Per�les de estela a 40 nudos obtenidos por pos-proesamiento.
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Figura 10.19: Vista 3D de la estela del ferry a 30 nudos hasta 15 esloras orriente abajo.

Figura 10.20: Vista 3D de la estela del ferry a 40 nudos hasta 15 esloras orriente abajo.



Cap��tulo 11Ep��logoLos desarrollos originales m�as destaables son: iginales m�as destaables son:� Condii�on de frontera absorbente Disreta No-loal (DNL): es un proedimiento generalque permite introduir el sentido de propagai�on on sentido f��sio para el patr�on de olasgenerado por una nave emergida/sumergida. Matem�atiamente se tradue en eliminar los\modos hiperb�olios" orriente arriba y retener los \modos el��ptios" orriente abajo. Deesa forma se asegura la propagai�on de olas desde la fuente de perturbai�on (la nave) haiaorriente abajo. Este proedimiento i) es general on presindenia del m�etodo num�erioempleado en el problema disreto (por ejemplo, diferenias o elementos �nitas, paneles),ii) evita la estrategia de los esquemas on difusividad num�eria equivalente (o derivadasontra-orriente). Introduido en los ap. 5, 9 y 10.� C�alulo de la resistenia de ola en funi�on de la amplitud de ola lejana: exhibe la n��tidaventaja de entregar valores siempre positivos. Esto ontrasta on una integrai�on diretade la presi�on sobre la super�ie mojada de la nave, la ual no muestra esta propiedadpara Froude muy peque~nos, defeto bastante onoido en literatura, omo lo menionaRaven (1996) en su an�alisis del m�etodo de Dawson.Mientras que en un segundo plano podemos ubiar:� Condii�on de super�ie libre linealizada para el problema de ujo perturbado a partirdel problema del ujo b�asio donde la super�ie libre es el plano de equilibrio hidrost�atio.Su m�erito es que ondue a un operador de�nido positivo, de modo que su implementai�onpor elementos �nitos, on iertas preauiones en los extremos orriente arriba y abajo,ondue a una matriz sim�etria y banda. Introduido en el ap. 4.� El ensayo de altura de ola onstante: reonoerlo omo un ensayo de validai�on paralos m�etodos num�erios en el problema de resistenia de ola. Introduido en el ap. 2.� Planteamiento inompleto de la formulai�on potenial (en el sentido de Birkhoof): elsistema de euaiones on ujo potenial y sin ondiiones expl��itas de radiai�on (a nivel185



186del ontinuo) no aptura el sentido de propagai�on de las olas on signi�ado f��sio. Parasuperarlo reonoemos al menos dos estrategias generales: mediante esquemas difusivostipo uasi-Dawson o por ondiiones absobentes. Disutido en el ap. 3.� Resistenia de ola negativa: hemos dado una justi�ai�on uando se la obtiene porintegrai�on de la presi�on sobre la super�ie mojada del aso y para Froude muy bajos.Este efeto esp�ureo es freuentemente informado en literatura, pero inompletamenteatribu��do a la omisi�on de t�erminos no lineales. Disutido en el ap. 9.� Esquema de Newton-Raphson para las euaiones del ontinuo y luego su disretizai�on:exhibe al menos dos ventajas. Primero, la formulai�on resulta muho m�as simple que ala inversa. Segundo, el n�umero de in�ognitas en sistema de Newton Raphson \disreto"se duplia en la super�ie libre, porque se alulan simult�aneamente tanto los potenialesomo las alturas, mientras que \en el ontinuo" es simplemente el n�umero de elementos,porque las alturas es un �alulo diferido. Como el n�umero de elementos sobre la super-�ie suele ser muho mayor que el del la nave, la variante \en el ontinuo" permite unsigni�ativo ahorro en los reursos omputaionales. Desarrollado en el ap. 8.� C�omputo debilitado del oe�iente de presi�on: apto en partiular para paneles y mallasno estruturadas, superando la degradai�on de su forma fuerte, menionada en la tesis deMâ�tre (1988). Desarrollado en el ap. 7.� Integrai�on anal��tia de las matries de inuenia dipolar y monopolar: espe���o en elm�etodo de elementos de borde/paneles 3D, aunque sigue eranamente la propuesta deMedina/Liggett (1988). Su ventaja evita introduir un error de onsistenia iniial en elproblema num�erio, m�as o menos pronuniado. Desarrollado en el ap. 7.Finalmente, omo problemas abiertos menionamos los siguientes:� Interai�on visosa/inv��sida: para ompletitud de un �odigo orientado a hidrodin�amianaval, deber��a aoplarse un �alulo de la apa l��mite a la solui�on inv��sida, en partiularuando el Froude es muy reduido o uando los efetos visosos resultan preponderantes.� Extensi�on de las ondiiones absorbentes a mallas 3D ompletamente generales.� Condii�on de super�ie libre linealizada para el ujo perturbado uando en el ujob�asio la super�ie libre no oinide on el plano de equilibrio hidrost�atio.� Efetos hidrodin�amios de segundo orden: en partiular �alulo de eventuales fuerzasde sustentai�on, de arrastre induido, y de interferenia hidrodin�amias, oasionadas porsuper�ies on aptitud portante, por ejemplo, en quillas relativamente altas.



Ap�endie ANotai�on y nomenlatura
Letras griegas:� = uT1x + � = potenial total� = potenial de perturbai�on� = densidad bipolar (salto pot.)� = densidad monopolar (ujo) ; � = potenial de ola y altura de ola�;� = vetores bipolar y monopolar� = super�ie de borde
 = volumen de ujo� = densidad del uidoLetras latinas:Fn = U=pgL = n�umero de FroudeRn = UL=� = n�umero de ReynoldsU = rapidez no perturbadaL;B;H = eslora, manga y aladoFw = fuerza de resistenia de olaCw = oe�iente de resistenia de olaA;C = matries bipolar y monopolarD = matriz de super�ieH = matriz del sistemab = vetor fuente del sistema linealn = n�umero de paneles ativosny = n�umero de tiras en mangaN = n�umero de in�ognitasn = versor normal 187



188t = versor tangenialK = g=U2 = n�umero de ondakx; ky = n�umero de onda planokz = atenuai�on en aladop = presi�on hidrost�atiag = aelerai�on de la gravedadSupra��ndies:0 = ujo potenial b�asio1 = ujo potenial perturbadoSub��ndies:0 = ujo potenial b�asio1 = ondiiones no perturbadas
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BIBLIOGRAF�IA 192[38℄ Larsons L., Broberg L., Kim K.J., Zhang D.H., \New visous and invisid CFDtehniques for ship ow", 5th International Conferene on Numerial Ship Hydrody-namis, Hiroshima, p�ag. 1-25, Sept. (1989).[39℄ Liggett J.A., \Free surfae ow - exposing the hidden nonlinearity", Comm. in Appl.Num. Meth., vol. 4, p�ag. 509-516 (1988).[40℄ Liggett J.A., \Exat-formulae for areas, volumes and moments of polygons and poly-hedra", Comm. in Appl. Num. Meth., vol. 4, p�ag. 815-820 (1988).[41℄ Liu H., Ikehata M., \Computation of free surfae waves around an arbitrary bodyby a Navier-Stokes solver using the pseudoompressibilty tehnique", Int. Jour. forNum. Meth. in Engin., vol. 19, p�ag. 395-413 (1994).[42℄ Lugt H.J., \Numerial modelling of vortex ows in ship hydrodynamis: a review",p�ag. 297-316, opia de omuniai�on.[43℄ Mâ�tre T., Modelisation de l'eoul�em�ent autour d'une h�elie marine par la m�ethodedu potentiel, Tesis Dotoral, Institut National Polytehnique de Grenoble, 1988.[44℄ Mandelli A., Elementos de Arquitetura Naval, Edit. Alsina, Buenos Aires, 1986.[45℄ Medina D.E., Liggett J.A., \Three-dimensional boundary element omputation ofpotential ow in fratured rok", Int. Jour. for Num. Meth. in Engin., vol. 26, p�ag.2319-2330 (1988).[46℄ Mikhlin S.G.,Mathematial Physis, An Advaned Course, North-Holland PublishingCo., Amsterdam, London, 1970.[47℄ Miloh T. (edt.), Mathematial Approahes in Hydrodynamis, SIAM, 1991.[48℄ Morino L., Kuo C.C., \Subsoni potential aerodynamis for omplex on�gurations:a general theory", AIAA Journal, p�ag. 191-197, vol. 12 (1974).[49℄ Morino L. (edt.), Computational Methods in Potential Aerodynamis, Springer-Verlag, 1985.[50℄ Mraek C.P., Kim M.J., Mook D.T., \Three-dimensional potential ows by avortiity-panel method", Computer Fluids, vol. 21, nro 1, p�ag. 31-42 (1992).[51℄ Newman J.N., The Theory of Ship Motions, en Advanes in Applied Mehanis, vol.18, p�ag. 221-283, 1978.



BIBLIOGRAF�IA 193[52℄ Nihols B.D., Hirt C.W., \Nonlinear hydrodynamis fores on otanting bodies",p�ag. 382-394, opia de omuniai�on.[53℄ Ogilvie T.F., Singular-Perturbations Problems in Ships Hydrodynamis, en Advanesin Applied Mehanis, vol. 17, p�ag. 91-188, 1977.[54℄ Ohring S., \Three dimensional ship wave generation using an eÆient �nite di�erenesheme with double model linearization", Jour. Comp. Physis, vol. 41, p�ag. 89-114(1981).[55℄ Ohring S., Telste J., \Numerial solutions of transiente three-dimensional ship-waveproblems", p�ag. 88-103, opia de omuniai�on.[56℄ Oomen A., \Free-surfae potential ow omputation using a �nite element method",p�ag. 27-52, opia de omuniai�on.[57℄ Pellone C., Calul de l'eoul�em�ent autour des strutures mines par la m�ethode dessingulariti�es, Tesis Dotoral, Institut Natioanl Polytehnique de Grenoble, 1985.[58℄ Pot G., Jami A., \Some numerial results in 3-D transient linear naval hydrodynam-is", Journal of Ship Researh, vol. 35, nro 4, p�ag. 295-303, Diiembre (1991).[59℄ Power H., Wrobel L.C., Boundary Integral Methods in Fluid Mehanis, Computa-tional Mehanis Publiations, 1995.[60℄ PMARC (Panel Method Ames Researh Center), NASA Ames Researh Center,Users Guide, 1989.[61℄ Raven H.C., A Solution Method for the Nonlinear Ship Wave Resistane Problem,Thesis Dotoral, Maritime Researh Institute Netherlands (MARIN), 1996.[62℄ Riharson T., Katz J.C., Ashby D.L., \Unsteady panel method for ows with multiplebodies moving along various paths", AIAA Journal, p�ag. 62-68, vol. 32 (1994).[63℄ Romate J.E., \Absorbing boundary onditions for free surfae waves", Jour. Comp.Physis vol. 99, p�ag. 135-145 (1992).[64℄ Segerlind L., Applied Finite Element Analysis, John Wiley & Sons In., 1983.[65℄ Smirnov H., A Course of High Mathematis (t. 4: Integral Equations and PartialDi�erential Equations), Pergamon Press, London, 1964.



BIBLIOGRAF�IA 194[66℄ Shmitt H., Shneider G.R., Calulation of the Potential Flow with Consideration ofthe Boundary Layer, en Topis in Boundary Elements Researh, Brebbia C.A. (edt.),vol. 5. Springer Verlag, 1989.[67℄ Stoker J.J., Water Waves, Intersiene Publishers, In., New York, 1957.[68℄ Stratton J.A., Eletromagneti Theory, M. Graw-Hill Book Co., 1941.[69℄ Streeter V.L. (edt.), Handbook of Fluid Dynamis, MGraw-Hill, 1961.[70℄ Tahara Y., Stern F., Rosen B., \An interative approah for alulating ship bound-ary layers and wakes for nonzero Froude number", Journal of Comp. Physis, vol.98, p�ag. 33-53 (1992).[71℄ Tuk E.O., \The e�et of non-linearity at the free surfae on ow past a submergedylinder", J. Fluid Meh., vol. 22, parte 2, p�ag. 401-414 (1965).[72℄ van Dyke M., Perturbation Methods on Fluid Mehanis, The Paraboli Press, Stan-ford, 1975.[73℄ Vladimirov V.S., Equations of Mathematial Physis, Marel Dekker, In., New York,1971.[74℄ von Kerzek C., Salvasen N., \Nonlinear free-surfaes e�ets-the dependene onFroude number", p�ag. 292-300, opia de omuniai�on.[75℄ Wehausen J.V., The Wave Resistane of Ships, en Advanes in Applied Mehanis,vol. 13, p�ag. 93-245, 1973.[76℄ West G.L., Marine Engineering, in Handbook of Fluid Dynamis, Baumeister T.,Marks L.S. (edt.), p�ag. 11-45 a 11-68, MGraw-Hill, 1967.[77℄ Wu T.M., \Hydrodynamis loadings ating on submerged bodies advaning in waves:an assessment of auray", Engineering Analysis with Boundary Elements, 13, p�ag.21-33 (1994).[78℄ Yen S.M., Lee K.D., Akai T.J., \Finite-element and �nite di�erene solutions ofnonlinear free surfae wave problems", p�ag. 305-318, opia de omuniai�on.[79℄ Yen S.M., Hall D.R., \Implementation of open boundary onditions for nonlinearfree-surfae wave problems", p�ag. 163-176, opia de omuniai�on.[80℄ Zienkiewiz O.C., Taylor R.L., The Finite Element Method, 4ta edii�on, M GrawHill Co., 1989.


