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Resumen

Se presenta una condicién de frontera absorbente Discreta No-Local (DNL) para el
problema de la resistencia de ola en barcos. Esta condicién es completamemte absorbente
en el sentido de que la solucién es independiente de la posicién del borde corriente aba-
jo v es no local en el sentido de que representa matrices llenas que conectan todas las
incognitas en dos capas consecutivas en los planos de entrada y de salida. La misma es
implementada en dos formas principales: por un modelo de elementos finitos, y por un
modelo de paneles (o de elementos de borde). La implementacién por elementos finitos es
obtenida a partir de un anélisis directo de las ecuaciones en diferencias resultantes, asum-
iendo que la malla es unidimensionalmente estructurada (en la direccién longitudinal),
mientras que la implementacién por paneles esta acoplada con una descomposicion finita
de Fourier, sobre un borde artificial corriente abajo, dando un problema equivalente que
es resuelto en un dominio acotado. En este caso el arrastre es computado mediante la
clasica integracion de la presion sobre el casco mojado en condiciones hidrostaticas, y las
alturas de ola en la superficie libre corriente abajo del borde artificial son obtenidas como
un procedimiento de pos-procesamiento. La condicion de borde absorbente DNL muestra
tres aspectos. Primero, en contraste con los métodos cuasi-Dawson evita el empleo de
viscosidades numéricas en la discretizacion, de modo que un esquema de segundo orden
centrado puede emplearse en el operador de superficie libre. Segundo, asimismo permite
considerar regiones mas reducidas para la superficie libre, con el consecuente ahorro en
los recursos computacionales. Tercero, el uso de un esquema centrado para el operador
de superficie libre permite una discretizacion completa por elementos finitos, donde el
arrastre es luego computado por un balance de flujo, el cual es mas exacto y garantiza
resistencias positivas. Los resultados numéricos incluyen la estela de un ferry a quince

esloras.



Abstract

An absorbing Discrete Non-Local (DNL) boundary condition for the wave-resistance
problem in ships is presented. This boundary condition is completely absorbing in the
sense that the solution is independent of the position of the downstream boundary and
is nonlocal in the sense that it represents full matrices connecting all the unknowns at
two consecutive layers at the inlet and outlet planes. It is implemented in two princi-
pal ways: a finite element model and a panel (or boundary element) model. The finite
element implementation is derived from straightforward analysis of the resulting constant-
coefficients difference equations, assuming that the mesh is one-dimensional structured (in
the longitudinal direction). The panel implementation is coupled with a finite Fourier-
decomposition over an artificial downstream boundary, yielding an equivalent problem
that is solved in a bounded domain. In this case the drag is computed by a classical
pressure integration over the static wetted hull, and the wave-heights in downstream free
surface of the artificial boundary is obtained as post-processing procedure. The absorb-
ing boundary DNL condition shows three aspects. First, in contrast to the Dawson-like
methods, the DNL condition avoids the use of numerical viscosities in the discretization,
so that a second centered scheme can be used for the free surface operator. Second, this
boundary condition allows to consider smaller free surface regions, with the computer
resources saves involves. Third, the use of a centered scheme for the free surface operator
allows a full element element discretization, and the drag is then computed by a momen-
tum flux balance which is more accurate and guarantees positive resistances. Numerical

results including the wave-pattern for a ferry along fifteen ship-lengths.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Resistencia de ola

La resistencia de ola se refiere al siguiente aspecto en el problema de avance de barcos en
el mar. Una embarcaciéon que avanza con velocidad constante en un mar calmo, perturba
la posicion de la superficie libre del agua, generando un patrén de olas estacionario que
se propaga corriente abajo, formando la clasica estela, y llevandose una cierta potencia
mecanica que debe suplir la nave. Ese patrén de olas es la composicién de al menos dos
sistemas de olas transversales divergentes, generados en forma independiente en la proa y
en la popa de la nave, como se muestra en la figura 1.1, y en primera aproximacion estan
en razonable acuerdo con la teoria de Kelvin de una perturbacién puntual viajera sobre
una superficie libre de un liquido. Ahora bien, cuando la velocidad de la nave cambia el
patrén de olas global se altera, debido a que las olas de proa y de popa interfieren entre
si en forma constructiva o destructiva segin la velocidad. Como resultado final de esta
interferencia de naturaleza ondulatoria, la curva de resistencia al avance en funciéon de
la velocidad, presenta una serie de méaximos y minimos variable segin el tipo de nave
y de dificil prediccién tedrica para las embarcaciones reales. Este efecto peculiar en la
resistencia al avance debido al patron de olas, ha dado lugar a distinguir en ella una cierta
resistencia de ola y aqui nos interesard su prediccion numérica mediante los recursos de

la mecanica computacional de los medios continuos.

1.2 Modelos matematicos para la resistencia de ola

La componente de ola distinguida en la resistencia al avance nos permite definir el prob-
lema de la resistencia de ola. Su tratamiento tedrico fue iniciado en su momento por

Mitchell, y una exposicién detallada puede encontrarse en Wehausen (1973). Empero,
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Figura 1.1: Patrones de olas generadas por un barco.

X

borde exterior

dado que el modelo matemaético en su forma general ha resultado muy complicado para
permitir una solucién directa por métodos analiticos e incluso semianaliticos, la tarea de
los matematicos e hidrodinamicistas se ha orientado al desarrollo de simplificaciones, de
modo de obtener una serie de problemas que fueran tanto lo suficientemente aproximados
como practicos, como para que fueran utiles en ingenieria hidronaval. Asi, la principal
simplificacién introducida ha sido alguna forma de linealizacion en las condiciones de bor-
de a imponer en la superficie libre, motivada por suposiciones acerca de las dimensiones
relativas del casco y/o su velocidad de avance, dando lugar a un conjunto amplio de lin-
ealizaciones posibles, hoy clasicas. Asi, antes de la irrupcion de los ordenadores digitales,
las mds conocidas eran aquellas aplicables a: barcos esbeltos (slender ships), barcos del-
gados (thin ships), barcos planos (flat ships) y barcos rdpidos (fast ships) (Ogilvie 1977,
Raven 1996), pero ninguno de ellos habian resultado suficientemente representativos para
barcos de las dimensiones relativas y/o de las velocidades que usualmente se encuentran

en proyecto naval.

1.3 Modelos numéricos en hidrodinamica naval

Los métodos aproximados de naturaleza analitica y semi analitica permiten hallar solu-
ciones aproximadas del problema de la resistencia de ola s6lo en casos muy simples, y
no resultan ni aplicables ni suficientemente representativos para las necesidades medias
de proyectos en ingenieria naval. Esto es asi porque los proyectos en su gran mayoria se
orientan hacia el denominado barco lento (slow ship), esto es, una nave que se desplaza

a velocidades relativamente bajas y constituye un caso casi intratable sin la asistencia
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de los métodos numéricos de un mayor nivel de complejidad. Asi, gracias al auge de los
ordenadores digitales y de la mecanica computacional, se ha posibilitado el desarrollo de
teorias y métodos numéricos orientados hacia el problema del barco lento, validas en un
sentido asintotico. De todos los métodos numéricos de cémputo con aplicabilidad préactica
sobresale la familia de métodos que llamamos como cuasi Dawson (Dawson, 1977), prop-
uesta que ha mostrado ser en los hechos bastante practica y flexible, convirtiéndose en
una herramienta estandar en cdlculo industrial (Raven, 1996). Dicho enfoque constituye
nuestro punto de partida, no obstante es necesario mencionar otras lineas de investigacion
afines.

Mientras Chapman [16] ofrece un estado del arte de las estrategias numéricas en el
problema de superficie libre especificamente relacionada en barcos, Lugt [42] lo hace te-
niendo en cuenta los flujos vorticosos hidronavales, mientras que Euvard [21] hace lo
propio en hidrodinamica naval transitoria. Estudios matematicos de las condiciones ab-
sorbentes en la simulacion de la frontera abierta para olas de superficie libre son dados
por Romate [63], Israeli/Orzag [29], Yen/Hall [78], mientras que su aplicacién numérica
con un método de paneles es propuesta por Broeze/Romate [12]. La resistencia de ola
predicha por una extension no lineal de la teoria de Ogilvie 2D para barcos lentos, y aprox-
imada mediante representaciones asintoticas, en particular para semiesferas sumergidas y
cilindros, y con ejemplos numéricos que incluyen cascos de la serie Wigley y de la Serie
60, es dada por Baba/Hara [5]. Variantes de los métodos de paneles 3D (o de singular-
idades) para la linealizaciéon de Neumann-Kelvin pueden hallarse en Daube/Dulieu [18],
en Guevel/Delhommeau/Cordonnier [25], y para los movimientos de barcos 3D, en Chang
[15]. Modelos de interaccién viscosa/inviscida para simulacién de las capas limites y este-
las vorticosas de barcos son propuestas por Tahara/Stern/Rosen [70], mientras que para
disefio naval ésta es propuesta por Larson/Broeber/Kim/Zhang [38]. Formulaciones po-
tenciales 3D, con soluciones por el Método de Diferencias Finitas (MDF) se pueden hallar
en Ohring [54,55], von Kerczek/Salvesen [74], mientras que soluciones por el Método de
Elementos Finitos (MEF) son propuestas por Oomen [56], Korving/Hermans [34], y por
ambos métodos por Yen/Lee/Akai [78]. Finalmente una formulacién euleriana 3D, con
soluciones por multigrillas es dada por Farmer/Martinelli/Jameson [22]. Esquemas para
transitorios 3D son dados por Ohring/Telste [55] y por Pot/Jami [58]. Calculos de las
fuerzas hidrodindmicas no lineales sobre cuerpos flotantes son dados por Nichols/Hirt
[52], mientras que en cuerpos sumergidos por Wu [77]. Tuck [71] lo hace para un cilindro
sumergido, y Korving [33] lo hace sobre una distribucién de presién mévil sobre una super-
ficie libre. Una prediccion de los movimientos 3D del barco por diferencias finitas es dada

por Chan [14]. Una estrategia de simulacién numérica viscosa mediante i) Navier Stokes
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3D més pseudo incompresibilidad y mediante diferencias finitas es dada por Liu/Ikehata
[41] en el caso de olas de superficie generadas por un cuerpo de formas arbitrarias, ii)
Navier Stokes promediadas 3D en régimen transitorio y también por diferencias finitas
es dada por Alessandrini/Delhommeau [2]. Estudios matematicos sobre la no linealidad
geométrica en el método de elementos de borde/paneles (BEM) son dados por Ligget [39],
y finalmente sobre soluciones fundamentales en problemas con superficie libre son dados
por Karageorghis [31].

En la etapa fundamental de los métodos cuasi Dawson, se implementa un esquema en
diferencias finitas a lo largo de las lineas de corriente, orientado hacia corriente arriba, de
alto orden pero incompleto, donde la tercera derivada de la velocidad es descartada. La
orientacion hacia corriente arriba es necesaria para introducir una asimetria en el modelo
numeérico, que en un contexto mas amplio de la fluido-dindmica computacional se la re-
conoce como una técnica de derivada contra-corriente (upwind technique), y da cuenta del
siguiente hecho fisico simple: la transmision de la informacién de una perturbacion pro-
ducida en el interior de un fluido en movimiento se propaga corriente abajo. A pesar de los
méritos de la familia cuasi Dawson mencionamos algunos inconvenientes: i) nos restringe
en la superficie libre al empleo de las mallas estructuradas tipicas en diferencias finitas,
siendo en principio bastante dificil su extension a las mallas no estructuradas tipicas en
elementos finitos; ii) su naturaleza de alto orden e incompleta dificulta la formulacién del
sistema algebraico de ecuaciones. Por ejemplo, en elementos finitos se deberian hallar sus
equivalentes debilitados, con expresiones algebraicas sumamente elaboradas; iii) obscurece
bastante la fisica del problema de propagacién de las olas de superficie gravitacionales.
De hecho en su publicacién original Dawson dio poca o ninguna justificacion a la razén
de ser del esquema, el cual fue obtenido por una serie de detallados ensayos numeéricos
sistemédticos, no obstante trabajos posteriores han aportado algunas aclaraciones (Raven,
1996).

1.4 Descripcion de esta tesis

El principal objetivo de investigacion de esta tesis es superar algunas de las dificultades de
la familia cuasi Dawson mediante su reemplazo por una condicion de frontera absorbente
Discreta No-Local (DNL), de un modo suficientemente general para su adaptacién con los
principales métodos empleados en fluido dinamica computacional. Ademas nos permitira
desarrollar un esquema de céomputo alternativo para la resistencia de ola basado en las
amplitudes de las olas corriente abajo, en una posicién relativamente cercana a la nave.

Este enfoque presenta la ventaja adicional de brindar siempre una resistencia de ola
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positiva. En esta tesis s6lo emplearemos una linealizacion particular en las condiciones
de borde sobre la superficie libre, de igual orden comparada con la de un barco delgado
en su manga respecto a la eslora. El espiritu del desarrollo y presentacion de los temas es
la de hacerla lo mas autocontenida posible. Su organizacién y exposicion es la siguiente.

En el capitulo 2 damos un contexto fluidodindmico en el cual podemos ubicar la
resistencia de ola, y un raconto del método experimental para su determinacion.

En el capitulo 3 exponemos la formulacién del problema de la resistencia de ola delim-
itado. Recurrimos a la interaccién viscosa/inviscida para la descripcién del flujo, y nos
restringimos a su parte inviscida mediante un modelo potencial. En el modelo potencial
formulado en primera instancia mostramos dos dificultades intrinsicas, una dada por la
presencia de condiciones de borde no lineales en la superficie libre tanto cinematica co-
mo dindmica, que complican notoriamente cualquier intento de resolucién del problema,
mientras que la segunda se refiere a que sin condiciones de radiacion, por lo menos a
nivel del continuo, resulta un problema hidrodindmico incompletamente formulado en el
sentido de Birkhoff [9], dado que no incorpora el sentido de propagacién hacia corriente
abajo. Finalmente introducimos el ensayo de la altura de ola constante.

En el capitulo 4 describimos tres linealizaciones bésicas: barco esbelto (slender ship),
barco delgado (thin ship)y barco lento (slow ship). Luego desarrollaremos una linealizacién
de las condiciones de borde (cinemdtica y dindmica) en la superficie libre para el dltimo
caso.

En el capitulo 5 hacemos un analisis de la condiciéon de frontera absorbente Discreta
No-Local (DNL). Para tal fin, empezamos con un problema sencillo 1D en el continuo,
donde distinguimos los casos “eliptico” e “hiperbdlico”. Luego pasamos a su version
discretizada mediante diferencias finitas y su extension a sistemas. A continuacion damos
la expresion general para la semi-discretizacion en z, el caso mixto, y el caso discreto con
varios nodos en profundidad. Luego mostramos la aplicacion de la técnica desarrollada en
ensayos de validacion, entre ellos el dipolo sumergido y una distribucion de presion suave
localizada, en primer lugar con mallas uniformes donde se observa que la solucién numérica
resulta invariante con la ubicacién de la abscisa elegida para la condicién absorbente. En
segundo lugar, en una malla irregular se muestra que las olas no presentan efectos de una
amortiguacion numérica espurea.

En el capitulo 6 tratamos un método para el célculo de la resistencia de ola, mediante
transformada de Fourier, que emplearemos para hallar soluciones para los casos simples
de validacion.

En el capitulo 7 consideramos el método de elementos de borde estandar, en el sentido

de que en una primera etapa suponemos que no existe superficie libre, por lo que solamente
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necesitamos resolver el problema de Neumann exterior para el laplaciano, donde toda la
superficie de borde del dominio exterior a la nave es conocida, e incluye una frontera al
infinito. Como unicamente nos interesa el caso tridimensional (3D), el dominio exterior
resulta simplemente conexo. Para el cédlculo del potencial optamos por la formulacién
integral de Morino/Maitre [43]. La discretizacién la hacemos por el método de elementos
de borde/paneles, en donde empleamos un método numérico de bajo orden con posterior
integracion analitica para las matrices de influencia monopolar y dipolar.

En el capitulo 8 vemos un método de elementos de borde para flujos cuasi-2D, exten-
dido para incluir la condicién linealizada sobre la superficie libre, en donde la derivada
sobre la misma es aproximada con un esquema contra-corriente de quinto orden para el
potencial de ola (cuasi-Dawson).

En el capitulo 9 implementamos la condicién de frontera absorbente Discreta No-Local
(DNL) mediante el método de elementos finitos, con la cual recuperamos un esquema de
segundo orden centrado y asi obviamos la técnica contra-corriente cuasi Dawson en la
superficie libre. El esquema es evaluado en la superficie libre de referencia, mientras que
el comportamiento de la soluciéon lejana, tanto en corriente arriba como en corriente aba-
jo, la expresamos mediante la introduccion de las condiciones absorbentes. Veremos que
esta técnica pertence a una segunda familia de métodos que subsanan el planteamien-
to hidrodindamico incompleto, en donde para la superficie libre se conserva la simetria
numérica natural.

En el capitulo 10 mostramos una implementacion por paneles, la cual es una combi-
nacién del Método de los Elementos de Borde/paneles (MEB) estandar, de la estrategia
general de las condiciones absorbentes Discretas No-locales (DNL), y de la representacién
del potencial de ola asintético corriente abajo mediante serie de Fourier finita. El punto
de partida serd la solucion 2D del problema linealizado de flujo potencial con una super-
ficie libre y sin fondo, y admitiremos que su aproximacion 3D es representable por una
superposicion finita de ondas planas. Ademas supondremos que en el extremo corriente
abajo la malla de superficie, orientada hacia el método de paneles, es estructurada en un
nimero finito de bandas transversales, lo que nos facilitara la introduccién de una base
de Fourier finita. Como emplearemos la condicion de borde absorbente DNL otra vez
podremos aproximar la derivada en la superficie libre con un esquema centrado de sequn-
do orden. Entre los ejemplos numéricos, mostramos la estela de un ferry en un dominio
ampliado de aproximadamente quince esloras.

Finalmente, en el capitulo 11 damos el epilogo de la tesis y resumimos los desarrollos

mas sobresalientes, mencionando posibles trabajos de trabajos de investigacién futuros.



Capitulo 2

Contexto fluidodinamico

2.1 Resumen

Se expone un contexto fluido dindmico para el problema de la resistencia de ola, sobre
embarcaciones de superficie. La descripcion comprende: i) terminologia naval bésica,
ii) descripciéon de fendmenos “vorticosos navales”, iii) relaciones entre aerodindmica e
hidrodindmica naval: ternas de referencia, descomposiciones de fuerzas hidrodinamicas,
y superficies portantes/no portantes, iv) componentes en la resistencia al avance desde el

punto de vista del proyecto naval, v) y medicién experimental de la resistencia de ola.

2.2 Contexto naval

2.2.1 Definiciones

El buque consta de una caja estanca de forma adecuada al propdsito de diseno llamada

casco, sobre el cual se erige una superestructura (West, 1967; Mandelli, 1986). La parte

cubierta supw bao
P | PR

francobordo manga

plano de
construccion

Figura 2.1: Seccién transversal del casco de un buque.
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Figura 2.2: Dimensiones de diseno.

del casco que esta sumergida es la carena y el resto que emerge es la obra muerta. Con-
structivamente el casco tiene un cierto espesor, pero para su representacion en calculo se
considera una superficie de diseno, es decir, sin espesor, la cual tiene usualmente un unico
plano de simetria, longitudinal-vertical, llamado plano de crujia. En los casos en que la
popa y la proa son iguales, también existe otro plano de simetria, transversal-vertical, por
ejemplo, en los barcos doble proa y en los “ferry-boats”. El plano de construccion es el
plano horizontal sobre el cual puede considerarse apoyada la superficie de diseno. Para
la representacion de la superficie de diseno del casco se emplean basicamente los planos
de crujia y de construcciéon. La interseccién de ambos planos es la linea de construccion
o linea base. En la figura 2.1 mostramos el significado de los términos: manga, puntal,
vuelta de bao, astilla muerta, pantoque y francobordo. El calado (draft) H es la distancia
vertical desde la quilla hasta la linea de carga de agua, y puede ser referida a la mitad
de la nave, o hacia proa, o hacia popa. Nosotros lo entenderemos simplemente como la
maxima. La eslora L es, en términos generales, la longitud de la nave. Empero, siendo
variable la forma de la proa y de la popa, es necesario considerar varias esloras, ver figura
2.2. La perpendicular de proa es siempre la indicada, la de popa puede variar ligeramente
segun su forma, pero en el caso de la popa crucero, muy usada actualmente, se la toma
en el eje de la mecha del timon. La distancia entre perpendiculares de proa y popa es la
eslora entre perpendiculares. Todas las dimensiones mostradas son llamadas dimensiones
de diseno o dimensiones moldeadas. El arrufo es la curvatura de la cubierta en el sentido
de la eslora, es decir, la elevacion de la cubierta sobre la horizontal que pasa por su punto
mas bajo, medida a proa o a popa. La seccion transversal del buque en el punto medio
de la eslora entre perpendiculares es la seccion media. La seccion maestra es la maxima
seccion transversal y normalmente coincide o es muy proxima a la seccion media. La
manga B es el ancho maximo. Finalmente, el desplazamiento Wp es el peso en toneladas

del volumen de agua Vp desplazada por la carena, y es igual al peso total del la nave.
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2.2.2 Coeficientes de forma

En el proyecto naval se usan extensivamente los coeficientes de forma, los cuales permiten
la comparacion entre buques de tamanos muy diferentes. Consideremos la parte sumergida
de la nave, es decir, su carena, la cual puede considerarse inscripta en un paralelepipedo
cuyas aristas son la eslora L, la manga B y el calado H. El volumen de la carena Vp sera
algo menor que el del paralelepipedo, debido al afinamiento de la carena. Entonces, se

define como coeficiente total o coeficiente de blogque al cociente

volumen de la carena Vb

Ky = (2.1)

volumen del paralelepipedo "~ LBH -

Por otra parte, la linea de flotacién encierra una superficie inscripta en el rectangulo de

lados L'y B, de area A;. Entonces, se define el coeficiente de flotacion al cociente

area de flotacién B Ay

= = ) 2.2
I~ 4rea del rectangulo LB (22)

Asimismo, el volumen de la carena puede considerarse inscripto en un cilindro cuya base
es la seccion maestra de la carena y su altura es la eslora. Si el area de la seccién maestra

es A,,, se define como coeficiente prismdtico o coeficiente longitudinal al cociente

i volumen de la carena Vb
L, =

volumen del cilindro  A,,L (2:3)

Finalmente, la superficie de la secciéon maestra puede considerarse inscripta en el rectangulo

de lados B y H. Entonces, se define como coeficiente de la seccion maestra al cociente

area de la seccién maestra Vb

K, = (2.4)

area del rectangulo  BH

De esta manera, disponemos de cuatro coeficientes que permiten definir la forma de la
carena, su flotacion y su seccion maestra, por ejemplo, un K, pequeno indica una carena
fina. Ademds notemos que se verifica la relaciéon K, = K,K,,. Los valores de proyecto
de estos coeficientes dependen del tipo de nave aunque se pueden acotar en los siguientes
intervalos: 0.49 < K3 < 0.80; 0.70 < Ky <0.74; 0.64 < K, < 0.80 y 0.76 < K, < 0.99.

2.2.3 Movimientos y oscilaciones del buque

En el mar, el buque estd sometido constantemente a una serie de fuerzas (por ejemplo,
debidas a olas, vientos y corrientes marinas), las cuales tratan de alterar su posicién de
equilibrio. Dicho equilibrio es restablecido por la aparicién de fuerzas reactivas, originando
asi las oscilaciones. Dejemos de lado la traslacién causada por la velocidad de avance

(constante) del buque. Para el andlisis de su movimiento instantaneo, podemos considerar
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TES: alzada (heave)

s () & guifada (yaw)

proa (bow)
ES: cabeceo (pitch)
\E o deriva (sway)

& ;. rolido (roll)
« El: avance (surge)

Figura 2.3: Grados de libertad segin terna fija a la nave.

al buque como un cuerpo rigido con seis grados de libertad (Newman, 1978; Mandelli,
1986), donde las tres componentes de traslacién son: “avance”, deriva y “alzada” (surge,
sway and heave), paralelos a la eslora, a la manga y al calado, respectivamente, mientras
que las tres componentes de rotacién paralelas a los mismos ejes son: rolido, cabeceo y
guinada (roll, pitch and yaw), respectivamente, ver figura 2.3. Las cuatro componentes
mas importantes son: los de deriva y guinada, por su influencia en el rumbo del buque, y
los de rolido y cabeceo, por su influencia sobre las condiciones marineras del buque y el

bienestar de la tripulacion.

2.3 Voértices estacionarios en barcos de superficie

Si bien no es nuestro interés un cdlculo que tenga en cuenta los vértices generados por
el avance estacionario de un barco, haremos una descripcién cualitativa de los mismos
(Lugt [42]). Los cascos de las embarcaciones de superficie pueden producir bésicamente
cuatro tipos notables de vortices: de popa, de proa, de fondo, y de collar (bilge, stern,
bow and necklace vortices), cuya produccién e intensidad depende tanto de la geometria
de la superficie mojada como de su movimiento relativo al flujo. Los wvdrtices de fondo se
forman en la quilla, que es una superficie con bordes agudos, tanto en su zona de proa por
el movimiento de avance, como en su zona de popa por un flujo ascendente secundario
(Taigori, 1967), donde suelen observarse dos sistemas de vértices que rotan en sentidos
opuestos (ver figura 2.4). Los wvdrtices de popa muestran un cierto parecido con los de
fondo de popa, y se forman en las regiones donde la superficie del casco pasa de convexo

a concavo, Lug [42], donde la formacién de vorticidad se debe a la separacién del flujo
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Figura 2.4: Vértices de fondo (por la quilla).
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vortices de popa en la superficie vortices de fondo de popa
concava del casco en el fondo del casco

Figura 2.5: Vértices de popa (por concavidad del casco).

tanto en la quilla como en el fondo de la nave, y su equivalente aerodinamico es el vértice
de fuselaje en los llamados “cuerpos sustentadores” (ver figura 2.5). Los vdrtices de proa
de un barco completo (full ship) son algo semejantes a los “vértices de collar” (necklace
vortices) que se producen en las esquinas de una superficie sélida, pero a diferencia de que
la ola de proa es la que determina la forma de superficie libre en esa zona (ver figura 2.6).
Los wvdrtices encollados (necklace vortices) se forman detras de la nave, donde la rotura de
ola se produce por generacién de una superficie vorticosa que se propaga en la direccion
del flujo. Para altos Froude los vortices se extienden longitudinalmente bien lejos corriente
abajo, mientras que para bajos Froude se produce una rotura de ola, formando un vértice

transversal a los primeros (ver figura 2.7).
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vortices de proa en el
plano de simetria

Figura 2.6: Vértices de proa (por ola de proa).

vortices encollados para
alto numero de Froude

vortices encollados para
bajo numero de Froude

Figura 2.7: Vértices encollados (por rotura de olas).

2.4 Relaciones entre aero/hidro dinamica

Béasicamente, podemos categorizar a las relaciones entre aerodindmica e hidrodinamica
naval como de dos tipos (Lugt [42]): problemas hidronavales bastante parecidos a sus
equivalentes aerodinamicos y problemas hidronavales sin equivalentes aerodinamicos. Mu-
chos de ellos responden al primer tipo, sin embargo, debido al peso relativo diferente en
los efectos de flujo, las aproximaciones que son admisibles en unos pueden no serlo en
sus contrapartes. Por ejemplo, dependiendo de su localizacion, la separacion de la capa
limite puede producir un efecto sensible sobre la sustentacién de un ala, mientras que
su equivalente detras de un barco puede ser un efecto secundario para la eficiencia de
la propulsion. Por otra parte, los problemas hidronavales sin equivalentes aerodinamicos
se relacionan con el hecho de que un barco opera a velocidades relativamente muy bajas
sobre una superficie libre de un fluido practicamente incompresible, a diferencia de un
avion que se mueve en el aire a velocidades sub o super sénicas. Aunque ambos com-
parten ciertas propiedades, por ejemplo, las condiciones de borde en la superficie libre del
agua y en la onda de choque del avién supersonico son no lineales y sus posiciones no
son conocidas a priori, presentan, empero, efectos distintivos. Por ejemplo, problemas de
flujo exclusivamente de interés naval son: formacion del patrén de olas en la superficie

libre del agua, interaccién (propulsién-casco-timén), cavitacién, y movimiento de rolido
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de la nave (alrededor de su eje longitudinal).

2.5 Fuerzas aero/hidro dinamicas

Para el andlisis de las fuerzas de naturaleza hidrodindmicas sobre una nave tendremos pre-
sente que en general pueden haber tanto superficies sustentadoras como no sustentadoras
(o portantes y no portantes). Por ejemplo, en el caso de un velero como el mostrado en la
figura 2.8, podemos distinguir los siguientes componentes de la nave: el casco, la quilla,
el bulbo, y el timén, en donde quilla es relativamente muy alta. En principio solamente
ésta y el timon pueden producir sustentacion inducida, cuando la posicion relativa de la
nave no presenta un plano de simetria que contenga a la velocidad de avance us. Por este
motivo, resumimos a continuacién algunas propiedades aero/hidro dindmicas de cada tipo

de superficie.

A
z
|s

, v X

R casco: no portante
N timon: portante

> < quilla: portante

> +«— bulbo: no portante

u | |
superficie mojada en un velero

Figura 2.8: Subestructuras principales en un velero y su aptitud para generar sustentacion

inducida.

2.5.1 Ternas segun el flujo y segin el objeto

Las fuerzas y momentos que actian sobre un objeto sumergido en un flujo (Abraham,
1967) son referidas usualmente a dos ternas cartesianas con origen comun coincidente
con el baricentro del objeto: i) una terna segin el flujo, que es usada para los calculos
hidrodinamicos, donde el eje x es paralelo al flujo no perturbado, el eje z antiparalelo al
campo gravitatorio g, y el eje y es perpendicular a los anteriores, en la secuencia (z,y, 2),
ii) otra terna segin el objeto, que es usada en cdlculos estructurales, donde el eje x es
paralelo al eje longitudinal del objeto (o linea de empuje), y usualmente esta terna coincide

con los ejes principales de inercia del objeto.
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2.5.2  Fuerzas seguin flujo y segiin objeto

Como el objeto estd inmerso en un flujo real, el movimiento relativo entre objeto y flu-
ido produce tanto un campo de presién normal como un campo de tensiones de corte
tangencial a la superficie mojada, cuya suma es la fuerza resultante Fr sobre el objeto
que actia en un punto llamado centro de presion. En general, la fuerza resultante Fg
estd inclinada tanto con respecto a la nave como respecto al flujo, y por ello suele de-
scomponerse (ver figura 2.9): i) segin la terna del flujo, con una fuerza de sustentacién y
otra de arrastre, perpendicular y paralela a la velocidad no perturbada, respectivamente
(para calculos hidrodinamicos); ii) segin la terna del objeto, con una fuerza normal y otra
tangencial, perpendicular y paralela al eje longitudinal del objeto (para calculos estruc-
turales). Usualmente en lugar del centro de presion se emplea el centro hidrodindmico,
que es el punto donde el momento M de las fuerzas aero/hidro dindmicas es constante

para todo angulo de ataque a.

y

fuerzas reales fuerzas equivalentes en el centro
aerodinamico mas una cupla

Figura 2.9: Descomposicién de la fuerza resultante segin, i) terna del flujo (cdlculos

hidrodindmicos), ii) terna del objeto (calculos estructurales).

2.6  Superficies sustentadoras

2.6.1 Coeficientes aero/hidro dinamicos

Las caracteristicas aero/hidro dindmicas de las superficies portantes (aptas para generar
una sustentacién apreciable) son resumidas por los coeficientes: de sustentaciéon Cj =
Fr/q, de arrastre Cp = Fp/q, y de momento Cy; = M/q, y por el dngulo de ataque «,
donde g = 0.5pyu3S es una fuerza de referencia, S es la superficie mojada, y ¢ es la longitud
de la cuerda. El coeficiente de sustentacion (' es una funcién monétona del dngulo de
ataque « desde cero hasta un cierto valor critico llamado angulo de entrada en pérdida

(ver figura 2.10), donde la sustentacién cae y el arrastre se incrementa, abruptamente.
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2.6.2 Arrastre de perfil e inducido

En general, el arrastre para superficies portantes se lo divide en: i) arrastre del perfil
Dy, ii) y en el arrastre inducido D;, donde el primero es debido fundamentalmente a la
friccion superficial, mientras que el arratre inducido es un efecto netamente tridimensional
del flujo. El arrastre inducido es un efecto de orden superior que acompana a la sustencion
inducida, siendo un efecto netamente tridimensional del flujo sobre superficies portantes
finitas, y es nulo sélo cuando la relacidn de aspecto X = B/L es infinita o cuando la
sustentacion es nula, mientras que en una superficie portante con relacion de aspecto
finita, la circulacion alrededor de la superficie crea intensos voértices que se desprenden
corriente abajo (figura 2.11), y que corresponden a un flujo transversal alrededor de las
puntas, desde la zona de mayor presion hacia la de menor presién. Esto causa una
corriente inducida descendente u; que se suma al flujo no perturbado ug, dando una
velocidad efectiva u con un dngulo de ataque inducido o & (u;/ug), que reduce el dngulo
de ataque inicial (geométrico). La sustentacién F}, es un poco menor, y el arrastre inducido

es aproximadamente D; = Fy, tan o/ ~ Fy (u;/ug).

2.7 Superficies no sustentadoras

En las superficies no portantes se observa un arrastre pardsito suma de dos componentes,
un arrastre pelicular (o friccional) y un arrastre de forma. El arrastre pardsito pelicular
es debido a las tensiones de corte en las capas de flujo inmediatamente cercanas al objeto,
y siempre es proporcional al area mojada. Mientras que el arrastre pardasito de forma es
debido a la perturbacion sobre el flujo creada por el objeto, y es una funciéon de su forma
(aguda u obtuso) y posicién relativa. De este modo, el arrastre pardsito puede variar
desde arrastre pelicular puro a un arrastre de forma puro, como lo es en el caso de una
placa paralela y perpendicular al flujo, respectivamente. Luego, un cuerpo con formas

aero/hidro dindmicas es un objeto con arrastre parésito de forma muy reducido, es decir,

debajo del angulo de arriba del angulo de
desprendimiento desprendimiento

Figura 2.10: Punto de entrada en pérdida para una superficie sustentadora.
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que produce muy poca perturbacion sobre el flujo incidente.

En los cuerpos con caras agudas los coeficientes de arrastre son independientes del
numero de Reynolds Rn, y la mayor parte de la resistencia es debida a la diferencia de
presién entre las superficies frontal y trasera al flujo. Mientras que en los cuerpos con
caras redondeadas (por ejemplo, esferas, cilindros y elipsoides), los coeficientes de arrastre
dependen sensiblemente del nimero de Reynolds Rn, de la rugosidad superficial y el grado
de turbulencia del flujo. Por ejemplo, tanto una esfera como un cilindro experimentan
una subdita reduccién en el arrastre cuando el nimero de Reynolds supera un cierto
valor critico. La razén de este comportamiento es que a bajas velocidades, el flujo en la
capa limite es marcadamente laminar, pero éste se desprende de la esfera en la misma cara
frontal (a unos 83 grados), y una estela amplia se traduce en un arrastre intenso, mientras
que a altas velocidades, la capa limite se vuelve turbulenta, llega energia adicional del
flujo externo y se separa recién en la cara posterior al flujo (ver figura 2.12).

Finalmente el arrastre total del flujo sobre dos objetos, o dos sub-componentes de
un mismo objeto relativamente proximos, es generalmente mayor que la suma de sus
componentes individuales. Este incremento (positivo/negativo) es conocido como arrastre

de interferencia.

2.8 Resistencia al avance y potencia de proyecto

En los proyectos navales, la resistencia al avance de una nave de superficie comprende
la suma de cuatro resistencias notables, o de primer orden (West, 1967) dadas por: 1)
el arrastre de ola, 2) el arrastre pelicular, 3) el arrastre de forma, 4) y el arrastre del
viento. Mientras que usualmente se consideran efectos secundarios, o de orden superior, las

resistencias causadas por: 5) el arrastre inducido, 6) y el arrastre parasito. A diferencia de

VR Ve Uihe Uike Uhe U4
6w
—>
j "
> 1A Ve Uik Ulke Ulte U8
formacion de vortices

u. . .
en los extremos de las alas :3 ' angulo inducido
de ataque

Figura 2.11: Arrastre inducido sobre superficie portante finita.
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Figura 2.12: Capas limites sobre una esfera: laminar y turbulenta.

los barcos de superficie, para un submarino sumergido sélo son significativas la resistencia
de forma y la resistencia pelicular, donde a bajas velocidades éste requiere una potencia
propulsiva comparativamente mayor que la de un barco con igual superfcie mojada, pero
a altas velocidades, cuando la resistencia de ola del barco es alta, el submarino requiere
de una potencia considerablemente menor que la del barco de superficie. Pasemos ahora
a describir cada una de las resistencias consideradas en el proyecto de las embarcaciones

de superficie.

2.8.1 Arrastre de ola

El arrastre de ola es un efecto de primera importancia, esta relacionado con la excitacion
de un patron de olas estacionario sobre la superficie libre del agua que se alejan detras
de la nave hacia corriente abajo, la conocida estela del barco. Clasicamente sabemos que
si la intensidad del campo gravitatorio g fuera infinita, dicho patron de olas superficiales
desapareceria, y debido a esta dependencia de su existencia con la presencia de un campo
gravitatorio, también se las reconoce brevemente como olas por gravedad (gravity waves).
La consecuencia practica fundamental reside en que la potencia mecanica que este patréon
de olas se lleva corriente abajo debe ser suplida en ltima instancia por la planta motriz
de la embarcacién (las velas en caso de veleros), ver figura 2.13. La experiencia ingenieril
indica que usualmente representa desde un 10 % a un 60 % de la resistencia global al
avance en aguas tranquilas. Si bien resulta despreciable a muy bajas velocidades, crece
muy rapidamente con la velocidad y para barcos rapidos (por ejemplo fragatas) domina
sobre la componente viscosa. El arrastre de ola es ademas notoriamente muy sensible a la
forma y detalles del casco y sus apéndices, por lo que facilmente es afectada por cambios
de diseno relativamente pequenos, y ésta ha sido una razén poderosa para justificar su

distincion como componente notable. Ademas es una funcién preponderante del nimero
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Figura 2.13: Arrastre de ola y su relacion con la irradiacién de potencia llevada por el

patron de olas hacia corriente abajo de la nave.

de Froude Fn = u/y/gL. Un barco genera al menos dos patrones de ola distintivos, uno
en la proa y el otro en la popa. Asimismo surgen otros patrones adicionales causados por
abruptos cambios de seccién. Estos patrones de olas individuales se combinan para formar
un patron de olas resultante de la nave. Cuando la velocidad de avance cambia se altera
la interferencia constructiva/destructiva, que es de naturaleza ondulatoria, por lo que la
curva de resistencia en funcion de la velocidad no es monétona, presentando una serie
de maximos y minimos correspondientes a las interferencias constructivas/destructivas
del patrén de olas. El procedimiento de diseno es estimar una velocidad de crucero
del barco tal que se ubique en uno de estos minimos locales. Ademds Takao (Olgivie,
1977) observa que, i) las olas a lo largo de la nave se amortiguan mas rapidamente que
cualquier prediccion tedrica, y es mas pronunciado cuanto menor es la velocidad, ii) si se
observan dos longitudes de onda a lo largo del casco, entonces el numero de Froude es
aproximadamente F'n = 0.3.

Para reducir la resistencia de ola en naves relativamente grandes, se emplea con muy
buen éxito la colocacion del bulbo de proa, el cual genera una ola secundaria que cancela
parcialmente el sistema de olas primarias generadas por la nave. Un buen diseno deberia
ser tal que: 1) incremente la velocidad en un 5 %, 2) incremente la capacidad de cargo
en un 5 % sin incrementar la carga sobre el eje de propulsion, 3) reduzca el consumo de
combustible en un 5-10 % sin desmejorar la relacién velocidad/capacidad.

Tradicionalmente el arrastre de ola se la ha estimado y reducido en laboratorio me-
diante ensayos sobre modelos en escala, en donde la teoria indica que en primera aprox-
imacion, los patrones de ola del modelo y prototipo resultaran geométricamente seme-
jantes, si se verifica la igualdad de sus nimeros de Froude, con independencia del niimero
de Reynolds. Como los ensayos experimentales son relativamente lentos y costosos de
realizar, se ha propuesto una interaccion de ensayos laboratorio/ numérico, en donde
en la etapa de ensayo en laboratorio sobre los modelos se tiene presente la informacion

estimativa de los ensayos numéricos efectuados sobre computadores digitales.
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2.8.2 Arrastre pelicular

El arrastre pelicular es un efecto de primera importancia, y es una consecuencia unica
y exclusiva de la viscosidad del fluido. Se lo obtiene por integracién de las tensiones
tangenciales 79 = 79(x), sobre la superficie mojada de la nave I'g (Schlichting, 1955),

Dy = [ dI 1psin(d) ; (2.5)

I's

donde € es el angulo comprendido entre el versor normal n a la superficie y la velocidad
del fluido u. La experiencia indica que aumenta aproximadamente con el cuadrado de la
velocidad. En un buen diseno deberia variar gradualmente a lo largo del casco, empero,
indeseables fenémenos de separacion pueden ocasionar un sibito y notable aumento de
su valor.

El arrastre pelicular se manifiesta en el flujo debajo de la nave, por el desarrollo de una
capa limite a lo largo del casco, y por la presencia de zonas con flujo separado y de una
estela, donde la energia turbulenta es generada y disipada. El incremento de su magnitud
se debe principalmente a la rugosidad superficial del casco y sus apéndices, que incluye,
entre otras causas, las imperfecciones de forma, las cabezas de los remaches, los cordones
de las soldaduras, y las pinturas marinas rugosas. Asi, los experimentos han mostrado
que el arrastre pelicular en una embarcacién puede i) duplicarse en un ano si la nave pasa
la mayor parte del tiempo en el mar, ii) triplicarse en un verano para una nave atracada
en puerto (Landweber). Debido a los tamanos usuales de las embarcaciones, el nimero
de Reynolds es marcadamente muy alto, y el flujo es casi siempre netamente turbulento,

excepto por ejemplo, en los veleros.

2.8.3 Arrastre de forma (o de presion)

El arrastre de forma (o de presion) es un efecto de primera importancia, y es una conse-
cuencia de la perturbacion sobre el flujo causada por la nave. Depende sensiblemente de
la forma y posicién relativa de la nave al flujo, y es posible reducirlo mediante rediseno.
Su valor estd dado por la integral de la presién sobre la superficie mojada de la nave T,

D,= [ dI'pcos(f) ; (2.6)

I's

donde p es la presion sobre la superficie mojada [';. Cuando el nimero de Reynolds
Rn es elevado, el arrastre de forma D, resulta proporcional al cuadrado de la rapidez
no perturbada U2, porque la diferencia de presién sobre las superficie del cuerpo son
proporcionales a pU?. Finalmente, en una nave ancha avanzando en forma paralela al
flujo medio, el arrastre de forma es de mayor importancia relativa, mientras que en una

nave delgada lo es el arrastre pelicular.
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2.8.4 Arrastre del viento

El arrastre del viento R, es ocasionado por la presion que ejerce el viento sobre la porcion
emergida del casco y su superestructura, y se la puede estimar con R, = 0.002B%u?, donde
B es la eslora, y u la velocidad relativa de la nave al viento. Usualmente es menor al 3 %
de la resistencia total, pero en condiciones de tormenta puede ser 10 veces superior. Por
ejemplo, un barco a 10 nudos la resistencia del viento es apenas un 3 % de su resistencia

total, pero a 20 nudos trepa a un 23 %. En la figura 2.14 mostramos cualitativamente

A A
fuerza longitudinal fuerza lateral hidrodinamico

e no hidrodinamico

1

/ . . .
+ no hidrodinamico
7/

hidrodinamico

»
»

angulo de angulo de
0 30 guinada 0 30 guinada

»

Figura 2.14: Resistencia del viento sobre una nave.

el comportamiento del coeficiente de resistencia al viento C,, = F,/qS, donde F,, es la

2 es la presién

resistencia del viento (transversal y longitudinal de la nave), ¢ = 0.5p,u
dindmica del aire, S es la maxima area transversal equivalente de la nave. Para nuestra

hip6tesis de mar tranquilo el arrastre del viento resulta despreciable.

2.8.5 Arrastre parasito

El arrastre pardsito es otro efecto secundario, y es una consecuencia de los efectos de
interferencia entre los diferentes componentes de flujo y/o de la nave, es decir, un efecto
de acoplamiento entre sub-partes. Consideremos brevemente el caso de interferencia entre
los efectos del movimiento de la nave y los componentes de flujo. Las olas de superficie
por gravedad causadas por objetos mdviles, se producen siempre que tengamos: i) dos
fluidos uniformes pero con densidades diferentes, tales que definan una interfase; ii) una
perturbacién viajera en la inmediata vecindad de la superficie libre, ya sea emergida,
flotando, o sumergida, por ejemplo, una aeronave en vuelo rasante, un barco o submarino
(sumergido) en movimiento; iii) y la presencia de un campo gravitatorio. Los fenémenos
que intervienen en cada caso son muy complicados en sus componentes y resultan en

general acoplados.
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Por ejemplo, consideremos el caso de un aeronave volando muy cerca sobre la superficie
del mar. Para volar, las alas del avién generan una fuerza sustentadora dirigida hacia
arriba, incrementando la presiéon debajo de ellas, y como estan muy cerca de la superficie
libre, ese incremento de presion afecta el campo de la presion atmosférica sobre la misma,
generandose también un patron de olas, a pesar de que el avién no tiene un contacto
directo con la superficie del agua. Algo parecido sucede en el caso del submarino. En
los tres casos, las perturbaciones moviles experimentan una fuerza de arrastre debido al
patrén de olas emitido por ellas, por lo que deben suministrar una potencia adicional
para compensarla, aunque, claro estda, las magnitudes e importancia relativa son muy
diferentes en cada caso. En las naves de superficie se puede presentar el arrastre parasito
por interferencia entre algunos componentes sumergidos de la nave, por ejemplo en el
caso de los veleros, la interferencia entre la quilla y el timén, donde ambas en general son
superficies sustentadoras. Otra posibilidad es la presencia de otras naves relativamente

cercanas. En lo que sigue despreciaremos este potencial efecto.

2.9 Fuerza generalizada de presiéon

En cédlculo hidronaval suele considerarse (Newman, 1977) una fuerza generalizada de pre-
sion F con seis componentes, tres de traslacion (F, Fy, F3), y tres de momento segin una
terna local (Fy, Fs, Fg), dada por

F, = / dl’ pn; parai=1,2,...,6; (2.7)
r

con (ny,ng,ng) =0,y (ng, ns,ng) = X xn; donde I es la superficie mojada de la nave, p es
la presién, 11 es el versor normal de la superficie mojada de la nave dirigida hacia el agua,
y x es el vector posicion. La presion p la obtenemos de la ecuacion de Bernoulli, y puede
ser separada en una componente hidrostatica y en otra hidrodinamica. La componente
hidrostatica puede analizarse sustituyendo p = —gpz, donde las tinicas componentes no
nulas son ¢ = 3,4,5 (Newman, 1977). Mientras que la componente hidrodindmica la
obtenemos introduciendo el campo de velocidades u(x) en la ecuacién de Bernoulli, donde
debido a la usual simetria de la nave con respecto al plano medio vertical longitudinal
(plano y = 0), las unicas contribuciones no nulas son para i = 1,3,5. La componente
F3 de alzada (heave) y la Fy de cabezeo (pitch) son compensadas por el asentamiento y
el equilibrado estacionario de la nave (sinkage and trim), las cuales modifican la posicién
de equilibrio hidrostatico de la nave. Mientras que la componente estacionaria F} es la

resistencia global al avance, que es compensada por la propulsién de la nave.
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2.10 Diseno hidrodinamico del casco y apéndices

Debido a la muy alta sensibilidad que exibe el arrastre de ola, con la forma y detalles
del casco y sus apéndices, atin con cambios de diseno relativamente pequenos, una de las
tareas basicas de proyecto en ingenieria naval es el diseno hidrodindmico del casco y sus
apéndices, en donde se adopta la forma hidrodinamica de la superficie en contacto con
el agua mas apropiada para las condiciones de flujo medias de proyecto. Por apéndices
entendemos todos aquellos elementos adicionales al casco inmersos en el flujo, como por
ejemplo, la quilla, el bulbo y el timén en el caso de un velero de competicion. Por forma
hidrodindmica entendemos una superficie en la cual no se produce separacion del flujo
incidente, y aunque en principio es una funcién del nimero de Reynolds Rn porque la
separacion a bajos Reynolds podria desaparecer a altos Reynolds, aqui la asimilamos
para condiciones medias de proyecto naval. La calidad de la forma hidrodindmica més
apropiada la entendemos en relacion a su sensible efecto sobre la resistencia al avance que
experimentard la embarcacién. La resistencia global al avance en el caso de los barcos
mercantes determina en una gran proporcion la potencia de la planta motriz de la nave y
por ende la tasa de consumo del combustible, uno de los factores de primera importancia
en la economia del transporte naviero comercial de cargas. Mientras en el caso de los
veleros la potencia para contrarrestarla que pueden entregar las velas bajo condiciones
nominales de viento resulta prontamente acotada. Por otra parte, la experiencia ingenieril
indica que esta resistencia global al avance es determinada fundamentalmente por fuerzas
de naturaleza hidrodinamica, las cuales dependen sensiblemente de la forma elegida para
la superficie mojada del casco y sus apéndices. En cualquier caso, la disminucion de
su magnitud en cualquiera de sus componentes constituye una de las tareas basicas del
proyecto naval. Sin embargo dicha disminucion resulta una tarea complicada principal-
mente por i) las restricciones impuestas por necesidades practicas tales como dimensiones
reglamentarias, peso bruto y peso neto, costos de contruccién y tecnologia industrial
disponible por la empresa constructora; ii) las pautas de diseno recomendadas por tipo de
uso de la nave, estabilidad y maniobrabilidad, por ejemplo, nave mercante, rompehielo,
fragata o velero; iii) y la amplia variedad en las condiciones meteoroldgicas, tales como
vientos, mareas y tempestades maritimas, las cuales exigen un substancial aumento de
la potencia motriz demandada (cuando ésta exista), comparada con la demandada en
mar calmo. En principio, una menor resistencia global al avance se alcanzaria mediante
el diseno del casco y sus apéndices para el mejor rendimiento promedio en el rango de
operaciones consideradas en el proyecto, pero esto usualmente no es posible debido a i)
la dificultad de cuantificar todos las variables y pardmetros involucrados, ii) los reducidos

plazos de tiempo impuestos en las licitaciones industriales. Para sortear esta dificultad, el
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procedimiento practico para embarcaciones autopropulsadas es considerar separadamente
la resistencia en mar tranquilo y en mar agitado. Donde la resistencia en mar tranquilo
nos representa una cota inferior en la potencia requerida, y ademas permite establecer una
velocidad de crucero recomendada. Luego, el efecto del mar agitado se lo aproxima me-
diante una resistencia de olas agregada. Un procedimiento parecido se emplea en veleros,
pero claro esta se considera una velocidad nominal de viento con mar tranquilo. De lo

anterior justificamos nuestra restriccion al cdlculo de la fuerza global en mar tranquilo.

2.11 Medicién experimental de la resistencia de ola

2.11.1 Resistencia residual

En ingenieria marina, es usual combinar la resistencia de ola y la resistencia de presion en
un unico término, llamado resistencia residual, el cual se supone aproximadamente como
una funciéon del nimero de Reynolds. La combinacién no es legitima pero es practica
porque frecuentemente la resistencia de forma es un 2-3 % de la resistencia total, de
modo que la resistencia pelicular es la Unica a considerar como funcién del Reynolds.
Entonces, usando los coeficientes de fricciéon medidos sobre un modelo en escala reducida, y
calculando el area A de su superficie mojada, podemos obtener la resistencia pelicular. Por
ejemplo, Shoenherr da la siguiente férmula aproximada (West, 1967), para la resistencia
pelicular F; de una placa suave, F;y = 0.5¢pc,pAu®, donde p,u son la densidad y la
velocidad del flujo, respectivamente, c¢; es un coeficiente adimensional funcién del nimero
de Reynolds ¢; = ¢f(Rn), ¢, es un coeficiente de rugosidad superficial. El area de la
superficie mojada A puede hallarse por integracion o mediante la férmula aproximada
de Taylor A = Kv/WpL, donde 15 < K < 16 es un coeficiente adimensional, W, es el
desplazamiento del barco [tn], L es la eslora a nivel del agua. De este modo la funcién
primaria de un modelo de ensayo, es determinar la resistencia residual, donde el modelo
es ensayado al mismo Froude pero no al mismo Reynolds del prototipo, y la resistencia
pelicular del modelo es obtenida por célculo y se la resta de la resistencia total (medida
experimentalmente), para obtener la resistencia residual, y ésta es graficada en forma
adimensional en funcién del Froude.

Analizemos con un mayor nivel de detalle este procedimiento. En el procedimiento
experimental cldsico (Wehausen, 1973) consideremos una embarcacién avanzando en un
mar calmo, donde despreciamos la presion de vapor y la tensién superficial. En tales

condiciones, se define la resistencia global al avance como el cociente

Rg=W/U ; (2.8)
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Figura 2.15: Coeficiente de resistencia para una placa plana [Wehausen, 1973 (fig.23)].

donde U es su rapidez de avance constante, y W es la potencia que debe entregar la planta
motriz de la nave para poder mantener la velocidad estacionaria. Supondremos que la
nave pertenece a una cierta familia de barcos geométricamente semejantes entre si, y en
principio la resistencia global al avance suponemos que es una funcién R (L, U, g,v, p),
donde L es la eslora, g es la aceleracién de la gravedad, p, v son la densidad y la viscosi-
dad cinemadtica del agua, respectivamente. Podemos reescribirla en forma adimensional
mediante el coeficiente de resistencia global al avance
Rq U UL
donde Fn = U/+\/gL es el nimero de Froude, y Rn = UL/v es el nimero de Reynolds.

En la préactica usualmente tenemos que 0.1 < Fn < 0.5, mientras que para un barco

Ca

mercante tipico Fn < 0.3. Por otra parte el valor de Rn depende del tamano, por
ejemplo, en los ensayos con modelos: i) de 5 pies 1 x 105 < Rn < 2 x 10, ii) de 20 pies
8 x 10% < Rn < 20 x 108, iii) de 500 pies 1 x 10° < Rn < 2 x 10°. Podemos ver que Cg
representa una superficie en el plano (F'n, Rn) que sera distintiva para la familia de barcos
elegida. Ahora supongamos que los experimentos son realizados con un tnico modelo, en
donde practicamente solo podremos modificar el intervalo de velocidades U en un cierto

rango. Siendo

1
Fn=—2U=aU — U=ao'Fn ; 2.10
VoL (210)
L L L gl/2L3/2
Rn=="U=="a'Fn=="\/gLFn=2—"—Fn=AF . 2.11
n=- o Fn V\/g n ” n n (2.11)

En tal caso nos estaremos moviendo en el plano (F'n, Rn) alo largo de la recta Rn = AF'n,
con A = ¢g'/2L3? /v, siendo g, v practicamente constantes. Los ensayos son tales que la es-

lora del modelo L,, es mucho menor que la del prototipo L,, por lo que serd A, < A,, y los
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Figura 2.16: Coeficiente de resistencia para modelo Wigley 1805 A (equiv. modelo 2891)
[Wehausen, 1973 (fig.20)].

valores sobre el modelo estarian relativamente lejos de los correspondientes al prototipo.
En tal caso, los resultados sobre el modelo no nos podrian dar informacion confiable acer-
ca del prototipo. Este problema fue superado en su momento a partir de la hoy llamada
suposicion de Froude, la cual fue sugerida por observaciones experimentales, y postula
que si efectuamos los ensayos con modelos de diferente tamano, pero pertenecientes a
una misma familia de cascos geométricamente semejantes, y tales que el nimero U/+/gL
se mantenga constante en los ensayos, entonces los patrones de olas observados si seran
semejantes. Esta suposicion equivale a descomponer el coeficiente de resistencia global

Cg como la suma

Ce(Fn,Rn) = Cr(Fn) + Cr(Rn) (2.12)

por lo que en el plano (Cg, Rn), las curvas con Fn = cte estardn todas a una misma
distancia entre si, y que las curvas A = cte son todas congruentes, esto es, una de ellas
se obtiene a partir de la siguiente mediante un deslizamiento a lo largo de las curvas de
Fn = cte. Por esto los ensayos sobre modelos se hacen para igual Froude y no para
igual Reynolds, relativamente més dificiles de realizar. Luego, el coeficiente de resistencia
global del prototipo se lo puede estimar con (Cg¢ — Cr), = (Ce — Cp)m. Si ahora imag-
inamos descomponer Cs en dos componentes obtenidas por integracién sobre el casco
mojado de las componentes normal n y tangencial ¢ de la tensién superficial, tendremos
Ca(Fn,Rn) = C,(Fn, Rn) + Cy(Fn, Rn), y si admitimos que la componente tangencial

estd determinada primordialmente por la viscosidad del agua, y que la componente nor-
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mal lo estd por el efecto de la gravedad (como resultado del patrén de olas), entonces
Cn(Fn,Rn) =~ C,(Fn) y C(Fn,Rn) ~ Cy(Rn). A continuacidn, la fuerza tangencial la
podemos aproximar por la fuerza tangencial sobre una placa plana de igual longitud L y

area mojada S igual a la del casco mojado

R(placa plana)
pU?S/2

Luego, el coeficiente de resistencia residual que combina la resistencia de ola y de presion

(2.13)

en unico término es definido como C,(Fn) = Cg — CF, donde suponemos aproximada-
mente que es solo una funcién del nimero de Froude. Muchas criticas y refinamiento se
ha hecho y se puede hacer con respecto a estas definiciones, pero ello escapa a nuestros

objetivos, remitiendo al lector interesado al trabajo de Wehausen para mas detalles.

2.11.2 Graficas experimentales
Ensayos con modelo fijo o con trimado libre

Notemos que en las graficas experimentales de la resistencia de ola en funcién del Froude
se especifica si el modelo ensayado es i) mantenido en posicién fija (model fixed), ii) o si es
“libre para trimar” (model free to trim), esto es, se le permite rotar libremente alrededor
de un eje horizontal transversal al casco, de modo de recuperar su estabilidad longitudinal.
Otro tipo de ensayos posible es con “trimado y hundimiento” (sinkage and trim), donde
ademds de la estabilidad longitudinal (trimado), se tiene en cuenta el hundimiento relativo

cuando se lo carga (sinkage).

Coeficiente circular de Froude

Ademas del coeficiente de resistencia residual, en las graficas experimentales figuran otras
definiciones. Una de ellas es el denominado Coeficiente Circular de Froude C,,, frecuente-

mente usado en Gran Bretana, y definido como

R T
Cw = —- ; R0—2—50

Q.,U? 2.14
R, Pleq ) ( )

donde Q,., = V?/3 es una seccién equivalente obtenida del volumen total de la porcién
sumergida del casco (usualmente sin apéndices), p es la densidad del agua, y U es la

rapidez no perturbada.

Placa plana vertical

Esta puede verse como la validacién experimental natural de hacer para las teorias del

barco delgado. Por ejemplo, las experiencias de Weinblum/Kendrick/Todd (Wehausen,
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Figura 2.17: Coeficiente de resistencia para modelo Wigley 2892 [Wehausen, 1973 (fig.20)].

1973), para una placa con B/L = 0.0265, B/H = 0.186, K, = K, = 0.825, donde B, L son
la manga y la eslora, respectivamente, Ky, K, son los coeficientes de bloque y prismaticos,
respectivamente, el acuerdo entre teoria y experimento resulta remarcablemente bueno
(figura 2.15).

Cascos de la serie Wigley y de la serie 60

Los cascos de la serie Wigley son “cascos matematicos”, en el sentido de que no se usan
industrialmente, solo en ensayos de laboratorio de validacion y ajuste de los métodos de
calculo. Sus superficies estan dadas por expresiones analiticas relativamente simples, de

la forma y = £0.32[1 + cos(rz/8)][L + cos(572/8)]

y = £1.33 cos(mx/16) . (2.15)

y = +b(1 — 2?) cos(mx/16)]
Un casco de la serie Wigley es muy estilizado tanto en calado como en manga, por lo
que producird una perturbaciéon muy suave en el flujo, y lo podemos considerar como un
“casco tipo Michell” (Stoker, 1957). En las figuras 2.16 y 2.17, mostramos los coeficientes
de resistencia (pelicular, residual, y de ola) para los modelos 1850 A = Modelo 2891,
y Modelo 2892, obtenidos por Shearer, tanto en posicién fija (model fixed), como libre
para “trimar” (free to trim). Se pueden observar la presencia de maximos y minimos
secundarios relativos en la componente de ola, los cuales son una consecuencia de los
efectos de interferencia constructiva y destructiva entre los patrones de olas generados en

la popa y en la proa del modelo. A diferencia de la serie Wigley, los cascos de la Serie 60



2.11. Medicién experimental de la resistencia de ola 28

Ed

2~ FOR SERIES 60, Cg=60 >
WARD'S (1968) SLOPE METHOD
WARD'S POINTS (1965)

2 STATIONS TRANSVERSE CUT
L.S.M. TRANSVERSE CUT
LATERAL SLOPE CUT

. L
20 LATERAL WAVE HEIGHT CUuT 4
RESIDUARY
RESISTANCE
(WARD 1965)
15
nO
= MICHELL
»* RESISTANCES
[+ 4
© [/
L)

10 /

XD+-DOD

.
X,

y
<

5 / 2/
x &
o
/ /"*?/ * WARD'S
/a;./ FAIRED
0 N _{_qJ LINE (1963
0.15 0.20 0.2

0.35 040

Figura 2.18: Coeficiente de resistencia para cascos de la Serie 60 (Cz = 0.60) [Wehausen,
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si son usados industrialmente. Por ejemplo, la curva de arrastre para un casco de dicha
serie con coeficiente de bloque K, = 0.60 y prismético K, = 0.614 es mostrado en la

figura 2.18.



Capitulo 3

El problema de la resistencia de ola

3.1 Delimitacién del problema

Se expone una delimitacién del problema a considerar donde i) para la descripcién del flujo
elegimos la estrategia computacional por interaccién viscosa/inviscida, ii) analizamos las
hipétesis necesarias para poder elegir un modelo potencial, iii) formulamos las ecuaciones
de flujo potencial con una superficie libre en el continuo, iv) justificamos por qué el
sistema de ecuaciones estd incompletamente formulado, v) mencionamos dos estrategias
de resolucion, una clasica en el sentido de introducir una asimetria en el modelo numérico,
mediante técnicas de derivada lateral no centradas, y la otra es una alternativa mediante
condiciones absorbentes, vi) finalmente introducimos el ensayo de altura de ola constante.
Para delimitar el problema de la resistencia de ola consideremos el flujo alrededor
de una embarcacion en aguas tranquilas, en donde supondremos que el mar se extiende
ilimitadamente en su superficie libre, es infinitamente profundo y posee propiedades fisicas
uniformes. La embarcacion avanza con rapidez uniforme en el tiempo, y en principio, en
linea recta. Aun en tal idealizacion podemos identificar los siguientes fenémenos de flujo:
un patréon de olas resultante generado por la nave, resistencia inducida, corrientes en
remolino y estela detrdas de la nave, usualmente rotura de olas, efectos de cavitacion, a
veces formacion de espuma, y los efectos de la tension superficial. Todos estos fenémenos se
encuentran acoplados entre si, y son parcialmente gobernados por leyes fisicas diferentes,
con distintas escalas de tiempo y longitud. Para su prediccion se requieren modelos
matematicos que cubran uno o mas de ellos. Empero para el tratamiento de la componente
de ola omitimos los acoplamientos causados por:
1) los efectos de la resistencia inducida, aunque una aproximacién de su efecto sobre
la superficie libre es factible mediante una adaptacion de los procedimientos usados en

aeronautica. Estos efectos se presentaran en casos de maniobra particulares, por ejemplo,

29
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Figura 3.1: Patrones olas y regiones para la interaccién viscosa / inviscida.

en el caso de veleros cuando los dngulos de deriva « y de escora 3 son ambos no nulos;
2) las corrientes en remolino causadas por la propulsion, que afectan tanto la prediccion
de las olas en la zona del yugo de popa, como el equilibrado de la nave;

3) los efectos de la cavitacién en el agua. Recordemos que la cavitacién es la formacién
de burbujas de vapor en el interior de un liquido cuando se producen fuertes reducciones
en la presion (a temperatura constante). Su efecto mas pernicioso es la destruccion de la
paredes en contacto con el flujo, debida a picos de presion, por lo que se le presta especial
atencion en la industria;

4) los efectos de la rotura de olas, el cual muestra poca incidencia sobre el comportamiento
global del flujo, y dista todavia de una descripcién fisica y matematica satisfactoria;

5) los efectos de las formacién de burbujas por las mismas razones del punto anterior,
aunque de interés para su deteccion electronica o para un mejor tratamiento de la inter-
seccion de la superficie libre con la del casco;

6) finalmente los efectos de la tensién superficial, por ser insignificantes para naves a
escala completa.

Como resultado de las simplificaciones introducidas, el problema delimitado en princi-
pio conduce a un problema de flujo viscoso con densidad uniforme, debajo de una embar-
cacion que avanza generando un patrén de olas hacia corriente abajo, sobre una superficie
libre de relativa gran extensién comparada con la eslora de la nave, en condiciones esta-

cionarias en el tiempo, sin acoplamientos significativos con los otros fenémenos de flujo.
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3.2 Interaccién viscosa/inviscida

En fluidodinamica computacional estda bien establecido la posibilidad de emplear difer-
entes niveles dindmicos en la aproximacién de la descripcién de un flujo (Hirsch, 1992).
Para ciertos casos de flujo particulares se puede emplear el nivel dindmico de aproximacion
dado por la interaccion viscosa / inviscida, que en opinién de Hirsch es lo més notable en
mecanica de fluidos desde las ecuaciones de Navier Stokes. La descripcién por interaccion
viscosa / inviscida se basa en los fenémenos experimentales observados cuando el nimero
de Reynolds es suficientemente alto, donde se puede concebir al flujo como dividido en
regiones, con un grado de acoplamiento entre ellas variable segun el problema y las condi-
ciones de flujo, donde el flujo en cada regiéon muestra un cierto comportamiento aparente
global distintivo. Asi, en el problema de la resistencia de ola, podemos distinguir tres
regiones notables de flujo (figura 3.1) i) region 1: es la zona de flujo externa de naturaleza
aparentemente inviscida y comprende una gran porcion relativa del flujo; ii) regién 2: es
la zona de flujo interno de naturaleza netamente viscosa (disipativa), comprende una capa
limite y una estela vorticosa desprendida, de tamano relativamente pequeno, iii) regién
3: es la zona de flujo de acoplamiento entre las dos anteriores.

La principal interaccién entre los flujos de cada zona proviene de los efectos de de-
splazamiento de las lineas de corriente que conduce a cuerpos equivalentes mas anchos que
los originales y que en general, terminan por ser semi infinitos. Esto conlleva un cambio
en la distribucion de presiones sobre el cuerpo y el proceso se realimenta. Si bien la apli-
cacion tradicional de estos métodos se limita a situaciones donde la interaccion es débil,
esto es, cuando el flujo es no separado y los gradientes de presién normales a la super-
ficie mojada son débiles, desarrollos posteriores han permitido su extensién a problemas
donde la interaccién es fuerte. La subregion inviscida esta delimitada en parte por la capa
limite, cuyo espesor es desconocido al inicio porque el computo viscoso / inviscido tiene
que empezar con el computo del campo de presion. Al principio la frontera del subflujo
inviscido se toma directamente sobre las paredes sélidas, lo cual resulta razonablemente
justificable en base al espesor delgado de la capa limite, luego se resuelven las ecuaciones
de la capa limite, resultando un primer espesor, y se empieza a iterar.

Dos regiones con un acoplamiento notable son los flujos en la zona de proa y en la
zona de popa, de naturaleza muy compleja, donde poco es lo que se conoce. Por ejemplo,
recientes experimentos referidos a los efectos de escala en los patrones de olas cercanos
sugieren una dependencia con el nimero de Reynolds Rn en el patrén de olas de proa,
tanto en amplitud como en el dngulo de divergencia (Tahara/Stern/Rosen, 1992). En lo
que sigue no las tendremos en cuenta porque requieren de un estudio muy particular.

Desde un punto de vista matemético la interaccién viscosa / inviscida puede asimi-
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larse a un problema de expansiones singulares. Recordemos que si una cierta ecuacion
diferencial y sus condiciones de borde dependen de un parametro ¢, el problema de per-
turbacién es en general definido como el problema de hallar su solucién para pequenos
valores de € a partir de la solucién conocida para ¢ = 0. En un problema de perturbacion
reqular, el orden de la ecuacion y el ndmero de las condiciones de borde permanecen fijas
durante el procedimiento. En cambio, en un problema de perturbaciéon singular, el orden
de la ecuacion disminuye para € = 0, y consecuentemente algunas de las condiciones de
borde tienen que ser eliminadas. Ahora bien, en el caso de un flujo viscoso incompresible
se distinguen dos casos limites segtin que el numero de Reynolds sea muy bajo o muy
alto. Para bajos niumeros de Reynolds, las perturbaciones singulares de primer orden de
las ecuaciones de Navier-Stokes en las regiones de flujo exterior/interior corresponden a
los flujos de Oseen/Stokes, respectivamente, donde por exterior/interior entendemos las
zonas de flujo lejana/cercana a la pared sélida, respectivamente. En cambio, para altos
numeros de Reynolds, las perturbaciones singulares de primer orden de las ecuaciones de
Navier-Stokes en las regiones de flujo exterior/interior conducen a las ecuaciones de flujo
inviscido y de la capa limite, respectivamente. Las primeras resultan de despreciar los
términos viscosos, y al hacerlo baja el orden de las ecuaciones en un grado, por lo que
una de las condiciones de borde tiene que ser omitida. Mientras que las segundas son del
mismo orden que las de Navier-Stokes, por lo que el nimero de condiciones de borde se
conserva.

Asi, para nimeros de Reynolds suficientemente altos los efectos viscosos s6lo prevalecen
dentro de la capa limite de espesor variable ¢, la cual empalma el campo de velocidad en
el flujo con la condicién de adherencia en la pared, mientras que el flujo exterior a esa
capa es practicamente inviscido. A primer orden en 0 la presion dentro de la capa limite es
igual a la del flujo exterior, y el flujo exterior inviscido no es afectado apreciablemente por
los efectos viscosos (Schmitt/Schneider, 1989). Ademads en el caso limite en que Rn — oo
la region de recirculacion degenera en una capa vorticosa que se origina en los bordes

agudos del objeto y es una superficie libre a través de la cual la presién es continua.

3.3 Exigencias en el mallado

Por otra parte, si bien no es completamente licito desacoplar los efectos viscosos de los
efectos del patron de olas, ambos fenémenos por separado muestran escalas de tiempo
y de longitud muy diferentes entre si, por lo que imponen exigencias muy disimiles en
los métodos numéricos a emplear i) el flujo viscoso es un fenémeno con escalas de lon-

gitud relativamentes pequenas, y exige una buena resolucién en los detalles del casco y
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Figura 3.2: Sistema de referencia cartesiano.

sus apéndices, a fin de lograr una aceptable aproximacion para los muy altos gradientes
cercanos a los mismos; ii) en contraposicion, el patrén de olas es un fenémeno de es-
calas de longitud relativamente grandes, comparables con la eslora de la nave, y exige
una extension relativamente grande para porcién de la superficie libre a considerar. Por
estas dos razones, para que una malla 3D orientada a un método numérico basado en una
formulacion viscosa sea ingenierilmente aceptable para el problema delimitado, en prin-
cipio debe ser i) relativamente refinada en las cercanfas de la nave, para una razonable
aproximacion de los muy altos gradientes de velocidad; ii) pero ademds debe extenderse
bastante en la porcién de la superficie libre considerada. Ambas condiciones simultdneas
conducen a que el nimero de nodos/elementos a manipular pueda resultar bastante en-
gorroso, tanto en pre-procesamiento, procesamiento y pos-procesamiento, asi como en la
identificacién y depuracion de los errores introducidos en el calculo practico.

La interaccién viscosa / inviscida nos sugiere la estrategia de dividir el problema
en dos, en donde en el problema inviscido se resuelve el patron de olas con ecuaciones
simplificadas y sobre una extensién relativamente grande de la porcion de la superficie
libre considerada, mientras que en el problema viscoso se resuelve el flujo viscoso en la
inmediata vecindad de la nave, con una malla menos extendida. En lo que sigue nos

restringiremos a una estrategia para la resolucién inviscida.

o=l ,+or

Figura 3.3: Descripcion geométrica del problema de la resistencia de ola sobre naves.
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3.4  Aplicabilidad de la incompresibilidad

Veamos antes si la incompresibilidad del agua en este problema resulta aplicable. Decimos
que un fluido se comporta como si fuera incompresible cuando los incrementos en la
densidad local del fluido debido a los incrementos de presion resultan despreciables, y
para ello (Batchelor, 1974) se deben cumplir que (u/c)?> < 1, y gL/c* < 1, donde ¢
es la rapidez de propagacién del sonido en el fluido, g es la aceleracion de la gravedad,
u = max;y |Au(z,t)| es la mixima variacién temporal y espacial de la velocidad en la
region de flujo, y L es una longitud caracteristica del problema. En principio, cuando no
se cumple la primera condicion debemos considerarlo como un problema de la dinamica de
gases, y cuando no se cumple la segunda condiciéon, como uno de meteorologia dinamica,
y en la practica usual la mas importante es la primera. Introduciendo los nimeros de
Mach Mn = u/e, y de Froude Fn = u/\/gL, las podemos re-escribir

{Mn:2 = (u/c)* < 1 (3.1)

(Mn/Fn)* = (VgL/c)* <1

En nuestro caso, ¢ ~ 1470 [m/s] para agua a 15 [C°], g = 9.81 [m/s?], la eslora de la nave
la podemos acotar en L < 300 [m]. Para acotar u tendremos presente que las velocidades
de avance de las embarcaciones usuales son relativamente muy reducidas, y que también
lo serdn las del patrén de olas, de modo que podemos estimar u < 40 [nudos| ~ 21 [m/s],

donde el factor de conversién de unidades es

1850 metros

Thor "~ 0.51 [m/s]; (3.2)

1 nudo = 1 milla marina por hora ~
tendremos

Mn? = (u/c)* ~ (21 [m/s]) /(1470 [m/s])* ~ 2 x 107 < 1 ; (3.3)

(Mn/Fn)? = (@/0)2 = (\/9.81 [m/s2] 300 [m]/(1470 [m/s]))* ~ 0.0014 < 1
(3.4)
vemos que ambas condiciones se cumplen fuertemente, y en consecuencia es aceptable
suponer la incompresibilidad del agua para este problema, que matematicamente equivale
a V -u = 0. Finalmente, como el flujo externo es inviscido e incompresible, su velocidad
u se puede expresar en la forma u = V&4V x A, donde ¢ es un campo potencial escalar
definido a menos de una constante arbitraria, A es un campo potencial vectorial definido

a menos de un vector constante.
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Figura 3.4: Simetrias en el versor normal n.

3.5 Aplicabilidad de la capa limite

La clasica aproximacion de la capa limite es una consecuencia de la observacion experi-
mental de Prandtl, donde en un flujo viscoso incompresible, sin separaciéon y para altos
numeros de Reynolds se pueden distinguir subregiones de flujo donde los efectos viscosos
estan confinados y resultan predominantes. Estas subregiones tienen un espesor relativo
§/L ~ 1/+/Rn, pequeiios para niimeros de Reynolds muy altos (Rn > 1), y se disponen
sobre las paredes sélidas tanto de los cuerpos inmersos como las que delimitan el flujo.
Cada una de éstas constituye una capa limite del flujo, mientras que la subregién de flujo
restante se comporta practicamente como inviscida. En los flujos en donde las regiones
con efectos viscosos predominantes permanenecen confinadas junto a las paredes sélidas,
se dice que no hay desprendimiento de la capa limite, y el calculo de la presion puede
independizarse del calculo de la velocidad viscosa. Esta conduce a la aproximacién de las
ecuaciones de la capa limite. Sus ecuaciones son una notoria simplificacién de las ecua-
ciones de Navier Stokes, y son relativamente mads sencillas de resolver, siendo cercanas a
las ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales, de segundo orden parabdlicas.

En nuestro caso, tanto porque la viscosidad del agua es muy reducida como por las
velocidades y longitudes que intervienen los niumeros de Reynolds resultan mucho mayores
que la unidad Rn > 1. Por ejemplo, en la medicién experimental de la resistencia de ola
sobre modelos, hemos mencionado que 1x10% < Rn < 2x10°, y crece con el aumento de la
escala, por lo que en nuestro problema las capas limites serdn en general muy delgadas. En
contraposicién, en el flujo real se observa un flujo separado en la zona del yugo de popa de
la nave, lo que sumado a las corrientes de torbellino de la propulsién, hace que el fenémeno
resultante sea de naturaleza muy complicada. En primera aproximacion lo supondremos
despreciable. En conclusion, supondremos que las capas limites se mantienen delgadas, y

despreciaremos los efectos de separacion de flujo en la zona de la popa de la nave.
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3.6 Aplicabilidad de la irrotacionalidad

Para la regién inviscida se puede optar por la resolucién directa de las ecuaciones de Euler,
pero bajo condiciones particulares de flujo éstas se pueden simplificar a las ecuaciones del
potencial. Las de Euler resultan mas generales y contemplan parcialmente la presencia
de los efectos causados por la vorticidad, donde decimos parcialmente por lo siguiente.
La vorticidad es definida como w = V X u, y su ecuacion con efectos viscosos se la puede
obtener de la de Navier Stokes suponiendo que: la viscosidad del fluido es uniforme,
la fuerza de masa es conservativa y la densidad es barotrépica p = f(p) (s6lo funcién
de la presién p). La ecuacién resultante se la puede escribir como dw + (u - V)w =
(w+ V)w + vA?w, donde el primer término del miembro derecho es el distintivo de la
vorticidad. Cuando la viscosidad v es cero el término viscoso v A2w es nulo. Por otra
parte, el teorema de circulacion de Kelvin establece que en un flujo inviscido, barotropico
y con fuerzas de masa conservativas, la circulaciéon I'(¢) de la velocidad u alrededor de

una linea fluida cerrada Y es temporalmente invariante

Cfi—g:o donde F:ﬁu-dl . (3.5)
En particular, si en algun instante ¢, sabemos que el flujo es irrotacional, entonces en
el futuro (¢ > ;) también lo serd. Pero el término viscoso de la ecuacién descongela la
linea vorticosa de la linea de fluido, separdndolas, y representa la difusion de la vorticidad
a través del fluido, ocasionando un corrimiento de las lineas vorticosas a través de las
lineas de fluido. Entonces, si bien la vorticidad no puede crearse en el interior del flujo,
si puede dispersarse en su interior, y la modificaciéon de su intensidad sélo puede darse
por difusion viscosa. Existen diversos mecanismos para la generacion de la vorticidad,
siendo el mas conocido la presencia de una pared sélida donde el flujo viscoso se adhiere
a ella, aunque otra posibilidad algo mas sutil (Batchelor, 1974) es la presencia de una
superficie libre, en donde la presion es constante y las tensiones tangenciales son nulas.
Nosotros supondremos irrotacionalidad en el flujo inviscido, porque asumiremos que se
cumplen las siguientes condiciones 1) la viscosidad del agua es muy pequena, por lo
que la difusién vorticosa es despreciable; ii) el flujo incidente es irrotacional en todo
instante; iii) la vorticidad engendrada en la superficie libre es convectada por el flujo en
la direccién tangencial a la superficie libre hacia aguas abajo, y resulta despreciable; iv)
la posicién relativa de la nave con respecto al flujo incidente es tal que los efectos de
sustentacion hidrodindmica ocasionados por una circulacion sobre partes de la nave son
nulos o despreciables, lo que implica que los dngulos de deriva y de escora son nulos o
muy reducidos. Luego, la velocidad inviscida se reduce al gradiente escalar u = V&, y la

ecuacién de conservacion de masa se reduce a la ecuacion de Laplace AP = 0.
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3.7 Formulacién potencial para la resistencia de ola

Por lo argumentado en los puntos previos, el problema de la resistencia de ola lo asimilamos
a un problema de flujo inviscido, incompresible e irrotacional, alrededor de una nave que
avanza en la superficie libre de un fluido inmévil, con velocidad uniforme u;. El régimen de
flujo serd estacionario y no desprendido, y las propiedades fisicas del agua seran uniformes,
no hay corrientes en su interior ni influencia de vientos de superficie, ni otros efectos
secundarios (superficies vorticosas, corrientes en torbellino, resistencia inducida, burbujas
o rotura de olas). Como el problema descripto resulta invariante bajo una transformacién
galileana, es equivalente considerar al baricentro de la nave inmévil, y suponer al flujo
avanzando en la direccién opuesta con velocidad u,, = —uy corriente arriba. Entonces,
consideramos una nave que avanza a velocidad constante en un canal de seccion constante
el cual, por simplicidad, lo supondremos como un rectangulo de profundidad H y ancho
L,, ver figura (3.3). El fluido a ser modelado ocupa la regién € la cual es limitada por:
las paredes del canal (laterales y del fondo) I'c, los bordes de entrada/salida I';/0, la
superficie mojada de la nave ['g y la superficie libre I'r. El eje x es paralelo a la velocidad
no perturbada u,, corriente arriba, el eje z positivo hacia arriba y el eje y tal que resulte
una terna derecha en la secuencia (z,y, 2). El campo potencial de velocidades u esta dado
por u = V&, donde ® es el potencial total, el cual satisface la ecuacién de Laplace en
la regién de flujo 2 y puede descomponerse como ® = u,x + ¢ donde x = (x,y, z) es
el vector posicion y ¢ es el potencial de perturbacion. La posicion de la superficie libre
['r estd dada por la funcién univaluada z = ((z,y), donde ( es la elevacién (con signo)
de la superficie libre respecto al plano de referencia z = 0 el cual es también el plano de

equilibrio hidrostatico.

3.7.1 Condicion de borde cinematica

La condicién de borde cinemdtica es lade resbalamiento 0,® = 0 sobre las paredes del
canal, fondo y superficie libre. Alternativamente, pueden considerarse también el casa
de imponer condiciones de borde Dirichlet en el fondo & = Uyx. Las componentes
cartesianas de la normal en la superficie libre z = ((z,y) las expresamos a partir del
producto vectorial n = r, x r,, donde r = (z,y,() es el vector posicién y u,v son
las coordenadas paramétricas de la superficie, que aqui se reducen a u = z, v = y.
Tendremos r, = (1,0,(;) y r, = (0,1,¢,), resultando n = [—(,, —(,, 1]. Luego, la
condicién cinematica en la superficie libre la podemos re-escribir en sus componentes
cartesianas como

(P — (0, +P,=0 sobre ' . (3.6)
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3.7.2 Condicion de borde dinamica

Tanto la ecuacién de Laplace como las condiciones de borde cinematicas serian suficientes
si la posicién de la superficie libre ¢ fuera conocida a priori, pero éste no es caso, debemos

agregar un condicioén adicional. Esto es hecho por medio de la ecuacion de Bernoulli
1
3+§|V<I>|2+gz:c en Q) (3.7)
p

la cual relaciona la presién p, la velocidad V& y la altura z, donde p es la densidad
del fluido. Despreciamos la presion de vapor y la tension superficial de vapor del agua,
entonces el equilibrio mecdnico de la interfase aire/agua conduce a que la presion p es la
misma en ambas caras e igual a la presién atmosférica py,, la cual supondremos también
como constante. Entonces p = py, v en infinito corriente arriba pyy,/p+1/2u +0 = C,

donde sin pérdida de generalidad adoptamos pgs, = 0.

3.7.3 Condiciones de radiacion

Las “condiciones de radiacion” deberian permitir, basicamente, el flujo de energia en la
forma de olas radiantes que se propagan corriente abajo I'p. En contraste, no deben haber
olas corriente arriba I'; de modo que imponemos simplemente que el potencial deberia
aproximarse al no perturbado alli. Notemos que el diferente tratamiento en I'; y en ['p
es el unico elemento que puede romper la simetria * — —x, y asegurar un patron de olas
correcto. Otra forma es hacerlo a nivel discreto mediante la adiciéon de un mecanismo
disipativo o con técnicas de derivadas contra-corriente, en cuyo caso las podemos obviar

a nivel del continuo.

3.7.4 Sistema de ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones gobernantes para el par solucién {®, (} del modelo de flujo potencial son

resumidas como:

(AP =0 en () ;
0,® =0 sobre I's + I'¢ ;
¢ = (u2, —|VP?) /(29) sobre I' ; (3.8)

_C,I(I),:z; - C,yq),y + (I>73 =0 sobre FF ;

| condiciones de radiacion  sobre I';/o .

3.8 Dificultades intrinsecas

El problema potencial, a nivel del continuo y sin condiciones explicitas de radiacién, exibe

dos dificultades intrinsecas:
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3.8.1 No linealidad cinematica y dinamica

La posicion de la superficie libre ¢ es desconocida a priori, donde las condiciones de
borde a imponer sobre ella, tanto la cinemadtica como la dindmica son no lineales. Esto
constituye una formidable complicacion para los métodos de solucion, y ha conducido al
desarrollo de una extensa familia de métodos tantos linealizados como no lineales, los que
se traducen luego en métodos semianaliticos y numéricos especificos, como por ejemplo,
el cédigo lineal DAWSON (1989) y el no lineal RAPID (1996) desarrollados en MARIN
(Maritime Research Institute Netherlands) detallados en la tesis de Raven (1996).

3.8.2 Problema hidrodinamico incompleto

El sistema de ecuaciones gobernante del par solucién {®,(} dado por la ecuacién de
conservacién de masa mas las condiciones de borde cinematica y dindmica conduce a un
problema hidrodindmico incompletamente formulado, en el sentido de Birkhoof, porque no
determina univocamente el flujo alrededor de la nave, y esto puede evidenciarse mediante
las siguientes consideraciones de simetria. Para ello, consideremos un cuerpo simétrico
bajo la operacién geométrica de reflexién con respecto al plano x = 0, por ejemplo, un

elipsoide sumergido, y sea (®, () un par solucién del sistema

( Pz + Py + P, =0 en ) ;
ng® s +ny®y + 1.0, =0 sobre I's ;
ne® o +ny @, +n.P, = (us,n) sobre Iy ; (3.9)
(= (u, —|V®P)/(29) sobre I'p ;

[ —Ca®Por—(yPy +P,.=0 sobre T'p.

Podemos mostrar que el problema resulta invariante bajo una simetria de reflexiéon con

respecto al plano x = 0. Efectivamente, construyamos el par (@', (") en la forma

{(I)I(nyJZ) = - (—.Z',y,Z)
¢'(z,y) = +C(=z,9)

resulta que este par es también solucion de las ecuaciones anteriores. Para mostrar-

; (3.10)

lo, introduzcamos por conveniencia los puntos genéricos P = (z,y,z2), Q@ = (—z,v, 2),

simétricos segin x, y consideremos las siguientes simetrias.

Simetrias en el versor normal

Para las simetrias en el versor normal n = (n,, n,,n,) en las superficies de borde finitas,
tengamos presente la figura 3.4 y consideremos separadamente, la superficie del cuerpo z =

f(z,y) y la superficie libre ('(x, y). Por construccién, la superficie del cuerpo z = f(x,y)
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Figura 3.5: Simetrias en la velocidad u.

es simétrica bajo la reflexién con respecto al plano x = 0, es decir, f(z,y) = f(—x,y). Su

normal evaluada en P es
fip=[—f. —f, 1% ; (3.11)

donde [...]7" denota vector columna (en notacién matricial), el supraindice 7' denota la

traspuesta, mientras que evaluada en () es

ig=[~fo —fy lo=I[+fa —fu 1Ip - (3.12)

En cambio, la superficie libre ¢’ en general no serd simétrica con respecto al plano z = 0,

esto es, ('(z,y) # ('¢(—x,y). Su normal evaluada en P es
R A (3.13)
Por construccién ¢'(z,y) = ((—z,y), vy
iy =[+Ce —Cy 115 (3.14)
es decir, tanto en la superficie del cuerpo como en la superficie libre tendremos
[+ (P) ny(P) nl(P)]' =[-n.(Q) ny(Q) n(Q)]" (3.15)

esto es, el campo de normales es antisimétrico en su componente n, y simétrico en sus

componentes 1, 7,.

Simetrias en la velocidad

Para las simetrias en la velocidad u = (u,,uy,u,), en particular, en las superficies de
borde finitas, ahora tengamos presente la figura 3.5. La velocidad para ®'(P) evaluada
en P es

up =[P,

+@’

', +P, 15 (3.16)
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introduciendo la definicién de ®'(P)
up =[¢, —-®, —-P.];, ; (3.17)
pero la velocidad para ®(Q) es
up =0, 9,2, 2.9, ; (3.18)
entonces genéricamente para la velocidad
ul u; , u'Z}P = [ug , —uy , —uz]Q para P,Q € (QUT) ; (3.19)

esto es, el campo de velocidad es simétrico en su componente u, y antisimétrico en sus

componentes u,, u,, y el moédulo resulta invariante
VO (P)]* = |[VO(Q)? para P,Q € (QUT) . (3.20)

Entonces, las condiciones de borde cinemadticas para ®'(P) las podemos expresar en fun-

cién de las correspondientes a la original ®(Q)
MU, + My Uy, + WU | p = =Nty — Nylly — MUl =0 (3.21)

Simetria en la altura

Andlogamente, la elevacién (’'(z, y) la expresamos en funcién de la elevacién correspondi-

ente a la original ((—z,y)

o) = 5o (1~ IVO(PIP) (3.22)

mientras que la elevacién ((x,y) estd dada por
_ 1 2 2 .
Cay) =5 (u2, = IVO(QP) (3.23)
como |V®'(P)|*> = [V®(Q)|?, concluimos que ('(z,y) = ((—z,y).

Simetria en la ecuacién diferencial

Finalmente, la ecuacién diferencial para ®'(P) la podemos expresamos en funcién de la

correspondiente a la soluciéon ®(Q))

—|—(I>:II|P + (b:yy|P + (b:zz|P = _(b,mm|Q — @,yy|Q — (1),ZZ|Q =0 para P, Q € Q. (324)
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— sentido del flujo
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< //

fisicamente correcto fisicamente incorrecto

Figura 3.6: La derivada lateral corriente arriba descarta las soluciones no fisicas, en las

cuales el patron de olas se propaga corriente arriba.

Antisimetria de la resistencia de ola

Como conclusiéon de lo anterior, si en el problema original hallamos el par solucion
{®(z,vy,2),((z,y,2)}, entonces el par reflejado {—P(z,y, ), ((—z,y, 2)} es también solu-
cién. Pero en tal caso, la resistencia de ola en la solucién reflejada es de igual médulo
pero de sentido contrario al del sistema original. Para mostrar este resultado, empecemos
teniendo en cuenta que la resistencia de ola puede hallarse a partir de la integracion de

la fuerza de presion sobre la superficie mojada de la nave, proyectada en la direccion =z,

F = /F dr p'(x) (8, %) = /F dl p'(x)n(x) . (3.25)

Ahora bien, el campo de presién p'(x) es simétrico, p'(P) = p(Q), mientras que el cam-
po de las normales n/(x) es antisimétrico en su componente n,, es decir, n,, = —n,,
en consecuuencia F, = —F,. De ese modo se abren dos posibilidades para el par solu-
cién {®,(}: o bien es simétrico y la resistencia de ola entonces resulta nula, o bien no
es univoco. Descartada la primera posibilidad, concluimos que la nuestra definicién del
problema hidrodinamico es incompleta. Entonces, debemos imponer alguna otra condicion
adicional para seleccionar las soluciones con sentido fisico, y que entre otras considera-
ciones, aquellas en que la resistencia de ola resulte positiva, esto es, su orientacién es la

misma que la del flujo exterior, y el patron de olas debe propagarse corriente abajo.

3.9 Técnicas de derivada contra-corriente

La dificultad hallada es parecida a la encontrada en el flujo transénico cuando el nimero de
Mach es superior al critico, en donde también se presentan una multiplicidad de soluciones
con ondas de choque tanto de expansion como de compresién. La solucion fisicamente
aceptable es aquella sin ondas de choque con expansién, y ademas la tasa de generacion de
entropia es estrictamente positiva en todo el flujo (proceso termodindmico irreversible).

En la irreversibilidad participan una serie de fenémenos, entre ellos, los de naturaleza
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onda de choque onda de choque flujo
flujo fluio supersonico
supersonico N flujo subsonico /

subsonico

—3= sentido del flujo
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Figura 3.7: Las soluciones fisicamente admisibles y la derivada lateral contra-corriente,

muestran una cercana analogia en aerodinamica transonica.

disipativa y difusiva. Para superar la dificultad hallada en el caso del flujo transénico, se
suele utilizar el artilugio de agregar una difusividad numérica al sistema de ecuaciones,
que es equivalente al uso de esquemas en diferencias finitas orientadas corriente arriba, o
derivadas contra-corriente. Algo equivalente se suele hacer para el problema de olas de
barcos. De hecho la etapa fundamental del método de Dawson define una técnica muy
particular de hacerlo, exclusiva para este problema, y ni siquiera en el cédigo no lineal

RAPID (Raven, 1996) se ha implementado una forma substancialmente mejor de hacerlo.

3.10 El ensayo de la altura de ola constante

Debido a que el patréon de olas se propaga en un tunico sentido hacia corriente abajo,
hacemos la siguiente observacién de lo que sucede en las condiciones cinematicas lejanas.
Como en la superficie libre corriente arriba no llega ningin patrén de olas generadas por
la nave, la velocidad total debe tender a la del flujo exterior no perturbado, o lo que
es equivalente, la velocidad de perturbacion V¢ tiende a cero, mientras que en corriente
abajo se observa la presencia de un patrén de olas estacionario acotado, y en consecuencia,

la velocidad de perturbacién V¢ es no nula, es decir

{ IVo|> =0 para |[x| — oo ; (3.26)

IVo|>? < A para |[x| — oo™ ;
donde 0 < A < oo es una constante positiva acotada. Este par de condiciones cinematicas
para la superficie libre en corriente arriba y abajo, las podemos asimilar como equivalentes
a una condicion de radiacion, en el sentido de que imponen una orientacion privilegiada
para la radiacién de la potencia, dado que el patrén de olas se estd llevando hacia corri-
ente abajo una cierta potencia mecdnica, que es suplida en definitiva por la planta motriz
de la embarcacion. Podemos inferir entonces, la presencia de ondas viajeras estacionar-

ias en nuestro problema. Ahora, si la irradiacién de potencia es constante en el tiempo
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Figura 3.8: El ensayo de la altura de ola constante permite descartar los casos sobredifu-

sivo y subdifusivo.

(condiciones estacionarias), y en ausencia de efectos fisicos de naturaleza disipativa i) en
3D aunque el frente de ondas se va ampliando en aguas abajo, las amplitudes de olas se
mantienen constantes en una cierta norma asociada con la energia, ii) en 2D (frente de
ancho constante) no hay otra posibilidad de disipacién de potencia, por lo que las ampli-
tudes de olas deberdan mantenerse constantes en corriente abajo. El caso 2D nos sugiere
un método para la validacion del esquema numérico, ya que su calidad se puede estimar
por inspeccion de las amplitudes de olas, las cuales deben mantenerse aproximadamente
constantes en corriente abajo, relativamente lejos de la perturbacion, verificacién que po-
driamos denominar como un ensayo de la altura de ola constante. Aunque sin llevarlo
a la categoria de ensayo bdésico, el trabajo de Dawson (1977), de hecho, lo emple6 para
seleccionar un esquema muy particular para el operador discreto sobre la superficie li-
bre, que en una formulacién en velocidades, conduce un esquema en diferencias finitas de
cuarto orden, contra-corriente, donde la tercera derivada de la velocidad es descartada.
Por ejemplo, en la figura 3.8 consideramos un cilindro circular de radio R, sumergido a
una profundidad f en un flujo uniforme con velocidad no perturbada U y en posiciéon
horizontal, con tres posibilidades en la altura de ola: constante, sobreamotiguada y sub-
amortiguada, siendo aceptable iinicamente el primero caso. La relativa facilidad de hacer
este ensayo 2D (o cuasi 2D) y la claridad que transmite el resultado en el comportamien-
to de la altura de ola, justifica reconocerlo como un ensayo bdsico de validacion para el

esquema numérico en la superficie libre.



Capitulo 4

Linealizaciones en la superficie libre

4.1 Resumen

Se expone una linealizacién del problema de la resistencia de ola mediante técnicas de
perturbacién usadas en mecanica de fluidos, obteniendo un sistema de ecuaciones lineal-
izadas para el incremento del par solucién (potencial-altura). La descripciéon comprende:
i) un resumen de parametrizaciones en el problema de barcos: barco esbelto (slender
ship), barco delgado (thin ship), y barco ancho (thick ship), con sus problemas de flujo
basico respectivos: sobre un “alambre” recto horizontal, sobre una placa plana vertical,
y sobre el barco con gravedad infinita, ii) una linealizacién para el barco ancho a partir
de la solucién del flujo basico (o limite), en el cual la posicién de la superficie libre ini-
cial coincide con el plano de equilibrio hidrostatico (sin olas), y serd luego empleada en

capitulos posteriores.

4.2 Parametrizacion en el problema delimitado

Adaptemos algunos conceptos clasicos de la teoria de las perturbaciones empleados en
la mecédnica de fluidos (van Dyke, 1975). Consideremos el flujo potencial alrededor de
una nave de eslora L y manga B, con velocidad no perturbada en el infinito corriente
arriba u,, = —ug, bajo la acciéon de un campo gravitatorio de intensidad uniforme g.
Para su descripcion asintética podemos introducir tres parametros: la relacion de esbeltez
A = B/L, la relacion de calado \y = H/L, y el nimero de Froude Fn = u./v/gL.
Suponemos que en principio el par solucién {¢, n} dependerd de estos pardmetros, es decir,
{d(x, A\, Ay, Fn),((x,A\g, Ay, F'n)}, lo cual nos conduce a tres clases de linealizaciones
béasicas: cuando tanto la relacién de esbeltez Ag como la de calado Ay son mucho menores

que la unidad, tendremos las del barco esbelto (slender ship); cuando solo lo sea la relacién

45
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Figura 4.1: Flujo basico para el barco esbelto visto como el flujo alrededor de un “alam-

bre”.
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Figura 4.2: Flujo bésico para el barco delgado visto como el flujo alrededor de una placa

plana.

de esbeltez Ap, tendremos las del barco delgado (thin ship), y finalmente cuando solo lo

sea el nimero de Froude F'n, tendremos las del barco ancho (thick ship).

4.2.1 Flujo basico para el barco esbelto

En el barco esbelto (slender ship), tanto la relacién de esbeltez Ap como la relacion de
calado Ay son mucho menores que la unidad, esto es, 0 < Ag, Ay < 1. Su problema de
flujo basico se puede obtener tomando el limite para Ag, Ay — 0, con eslora L fija. En
el limite, el barco degenera en un “alambre”, pero en principio el problema resulta mal

formulado (Ogilvie, 1977), por lo que su solucién requiere de un estudio adicional.

4.2.2  Flujo basico para el barco delgado

En cambio, en el barco delgado (thin ship) sélo la relacién de esbeltez Ap es mucho menor
que la unidad, esto es, 0 < Ag < 1. Su problema de flujo bdsico resulta relativamente
simple de obtener, tomando el limite para Ag — 0, con eslora L fija y manga B — 0. En

el limite, el barco degenera en una placa vertical, ver figura 4.2, donde las condiciones de
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Figura 4.3: Flujo bésico para el barco lento visto como el flujo bajo aceleracién gravitatoria

infinita.

borde se imponen en ambas caras de la placa.

4.2.3 Flujo basico para el barco lento

En cambio, si el nimero de Froude F'n es mucho menor que la unidad, esto es, F'n < 1,
diremos que es un barco lento. A diferencia de los casos anteriores, la definicion del
problema de flujo badsico para el barco lento resulta en principio multiple, en el sentido
de que lo podemos obtener en diferentes formas, modificando los pardmetros (L, ty, g)
que figuran en el nimero de Froude de modo de tomar un limite para F'n — 0. Como
nos interesa resolver aproximadamente nuestro problema para una embarcacion de forma
geométrica dada no alteraremos ni la relacion de esbeltez Ag ni la de calado Ay. Por lo que
nos queda libre solamente los pardmetros (us, g), y resulta plausible definirlo tomando el
limite parcial ¢ — oo, obteniendo de ese modo una notable simplificacion geométrica, en
la cual la superficie libre {(x,y) coincide con el plano z = 0. Este resultado es inmediato
por inspeccién de la condicion dindmica en la superficie libre I'p, ecuacién 3.8.d.

Es decir, en tal flujo basico desaparece el patréon de olas, como se muestra en la
figura 4.3. Aunque parezca quizds un tanto artificial, este problema de flujo bésico es
relativamente mucho mas facil de resolver, y es conocido en la especialidad con diversos
nombres, los mas difundidos son “flujo con una pared rigida” (rigid wall flow) y “flujo
del cuerpo doble” (double body flow). En este iltimo caso, es equivalente al flujo obtenido
al considerar la imagen especular del dominio de flujo con respecto al plano z = 0, en
donde el cuerpo doble comprendera la porcién mojada de la nave y su imagen especular
al mencionado plano, como se muestra en la figura 4.4. Luego de resolver el problema
de flujo basico, restauramos la intensidad de la gravedad ¢ a su valor original, entonces

se formara un patrén de olas detras de la nave. Para bajas velocidades de avance de la
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Figura 4.4: Equivalencia entre flujo con gravedad infinita y el flujo del cuerpo doble.

nave, o lo que es equivalente, para bajos nimeros de Froude, el patréon de olas sera de am-
plitudes medias relativamente pequenas, y podemos considerarlo como una perturbacion
del problema bésico sin olas. En base a algin procedimiento sistematico de perturbaciéon
calculamos correcciones al flujo bésico, en donde en la primera etapa implica una lin-
ealizacion. En la amplia gama de posibilidades para las linealizaciones del barco lento,
en las condiciones cinematica y dinamica de la superficie libre, podemos mencionar las
propuestas por Baba/Takekuma (1975), Newman (1976), Dawson (1977), Eggers (1983),
Brandsma/Hermans (1985), y la de Nakos (1990), analizadas en detalle en la tesis de
Raven (1996).

4.3 Expansiéon en el barco delgado y lento

Veamos a continuacién solamente el caso del barco delgado y lento. Este caso es uno de los
mas sencillos para empezar con una expansiéon, porque suponemos que la perturbaciéon en
el flujo ocasionada por la velocidad y por la forma de la nave es pequenia. Una reducida
velocidad de avance u,, que equivale a un reducido nimero de Froude de la nave, nos
permite introducir una expansion en el potencial ®, que junto con una gran esbeltez \g
en el casco, nos permiten obtener una condicion linealizada de superficie libre combinada
(dindmica + cinemadtica), debida a Kelvin. Como el potencial de perturbacién ¢ es aprox-
imadamente proporcional a la rapidez no perturbada us, (0 equivalentemente al Froude),
si ésta es pequena, entonces ¢ también lo serd, por lo que podemos hacer una expansion
asintotica a primer orden en € = F'n, es decir ¢ = e, de modo que en el potencial total
tendremos ® = u’_ x+1e, cuyo gradiente es V® = u,, + Vi)e, y el cuadrado de su médulo
es

IVO|? = Jug|? + 2(ul Vip)e + |V 2e® . (4.1)



4.3. Expansién en el barco delgado y lento 49

Figura 4.5: Velocidad transversal despreciable en barco delgado.

La altura ¢ a primer orden estara dada por

¢ = % (2 — [VeP) = —é {WhVe)e - |VoPe’} = —é(u&vw)e +0(%) ; (42)

Pero Uy = UsoX, de modo que, ul Vi) = u,,0,1, y entonces una expansion asintética de

la altura ¢ para el barco lento la escribimos en la forma

— > ZF 2y 4.
(=274 06 (13)
y en forma adimensional .
~ aq/)
=—Fn*— S 4.4
(=-F?s+0(?) (14)

donde ¢ = /usL, { = /L, # = x/L. Ahora hallemos una tnica condicién de borde
linealizada (cinemdtica y dindmica). La condicién de borde cinemdtica sobre superficie
libre es
_ Ko 9o 02\ (4.5)
Or dr Oy dy Ox

donde las componentes cartesianas de la velocidad expandidas son

0P oy 0P od oy
or + or- oy 0 9 0z (4.6)
mientras que para las derivadas en la superficie libre expandidas tendremos
¢ Uoo 82¢ 2
R R i : 4.
o p 6x26+0(5 ) (4.7)
0w DO )
B e O . 4.8
o g ayacs T (%) (4.8)

Hagamos ahora otra suposicion adicional. Si ahora solo admitimos un barco lento y

delgado, entonces, como ademas el casco es delgado (Ap pequeno), el campo de velocidades
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es casi uniforme segin la direcciéon x no perturbada, por lo que las derivadas transversales

al flujo son despreciables, como se desprende de la observacion de la figura 4.5, es decir,

0oy ‘

agrupando los términos en igual potencias de € obtenemos la clésica condicién combinada

de superficie libre linealizada (cinematica + dindmica) debida a Kelvin
uz, %Y 0y 2
—=— 4+ —1e+0()+0(Ng) =0 ; (4.10)

hacemos notar que ésta es vélida solo para el barco lento y delgado, donde £, \g son
pequenos, K = g/u? es el nimero de onda caracteristico. Para el flujo basico de la placa

plana A\g = 0, ésta se reduce a una de O(g,0).

4.4 Expansién en el barco ancho y lento

En una etapa genérica k£ de un proceso de perturbacién en nuestro problema tendremos el
par solucién {¢*, ¥}, potencial y elevacién, respectivamente. Aqui k = 0 corresponde al
problema de flujo basicoy k = 1 corresponde al flujo perturbado. Con el objeto de obtener
el par solucién {¢!, ('} hagamos la expansién asintética {¢!, ¢t} = {@° + e, (° + ne}, a
primer orden en ¢, con £¢ = Fr y 0 < ¢ < 1 para el barco lento, donde {t),n} es el par
solucién (incremental) compuesto por el potencial de ola ¢ y la altura de ola 7. Ambos
potenciales ¢%! son armoénicos A¢® = 0 en sus respectivos dominios Q%!, y también
asumimos que las elevaciones (%! son univaluadas y suficientemente pequenas, por lo que
el par solucién (incremental) {eip,en} = {¢' — ¢° , ¢! — (°} es también pequeno cuando
£ < 1. A continuacion, las condiciones de borde cinematicas y dinamicas, linealizadas

sobre la superficie libre del flujo basico, serdan expresadas en términos del par solucion

{v,n}.

4.4.1 Condicion de borde dinamica linealizada

En las etapas 0, 1 (flujos bésico y perturbado, respectivamente) tendremos los potenciales
totales ®%! = ul x + ¢%' y los gradientes V®»' = u,, + V¢%!. Los mdédulos de los

gradientes y su diferencia son

VO = uZ + 20V + [V (4.11)

Vo!? - [Vo? = 2ul, (Vo' — Ve°) + (V¢! - [Vg°]?) . (4.12)
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Expandiendo ¢! a primer orden en £ tendremos

Vol =V + Ve (4.13)
y entonces
(Vo' |? — |[V@°|? = 2V T Vipe + |Vip2e? (4.14)
introduciendo (4.14) en (4.12)
IVO!2 — |VO'? = 2(uy + V") Vipe + O(e?) = 2ul Ve + O(?) (4.15)

Ahora, las ecuaciones de Bernoulli en las etapas 0,1 son

1
24 g¢™ = Eugo + 70t sobre T%! ; (4.16)

donde %! son los residuos 0,1, desde que en el proceso asintético suponemos que la

1
- @0,1
2 v

condicién dindmica no se cumple exactamente, y en tal caso nos dara un término fuente

para las ecuaciones perturbadas. Ahora, su diferencia es
% {IVO'? = |V} + g (¢' = ¢°) = ("' =) sobre [*4; (4.17)
introduciendo (4.15) y la primera expansiéon ne = ¢! — ¢°, tendremos
ui Ve + gne + O(e?) = Ar (4.18)

donde Ar = r! —r% Dado que ug es evaluado en I'° y V¢! lo son en I'%!, deberfamos
conocer la localizacién de las dos superficies de borde I'%!, pero podemos introducir un
procedimiento simplificado por medio de un cdlculo de transferencia (van Dyke, 1975).
Para considerar solamente superficies de borde conocidas transferimos todas las variables
de flujo a la superficie de referencia Iy, entonces ¢!'(x') ~ ¢'(x) y ¢'(x') ~ ¢'(x) mas
términos O(e), esto es, un simple desplazamiento de borde. Luego, todos los términos en

la ecuacién (4.18) son evaluados en I'° y obtenemos

gn = —ud Vo + Ar sobre z =0 . (4.19)

4.4.2 Condicién de borde cinematica linealizada

La superficie libre base I'Y es el plano z = 0, mientras que la perturbada I'! puede escribirse
como z = en(x,y), y serd cercana a la primera para £ suficientemente pequeno. Sobre
el plano z = 0 tendremos que su versor normal n(x) = (0,0, 1) es constante, y sobre la
perturbada serd n(x’) = (—eng, —en,, 1), a primer orden en . Luego, su cambio puede

escribirse como

on(x) = n(x') —n(x) = (—eng, —n,,0) + O(%) (4.20)
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donde x’ € I't y x € I'°. Para la transferencia de su gradiente consideramos
Vo' (x') = Vo' (x) + VVI ¢ (x)n(x)ne (4.21)
introduciendo (4.13) y suponiendo que VV7¢%! son simétricos, podemos escribir
VIt (x') = VI¢' (x) + VIp(x)e + n! (x)VVI @' (x)ne + O(e%) . (4.22)
La condicién de borde cinemdtica en la superficie libre I'* del flujo perturbado es
VIpl(x')n(x') =0 sobre T ; (4.23)

donde el versor normal es
n(x') =n(x) +dn(x) . (4.24)

Introduciendo las expresiones perturbadas (4.22) y (4.24) en (4.23)
Vign = V'¢'n + V' ¢Yne + V1¢%n + 0" (VV¢%)nne + O(s?) . (4.25)

donde los miembros izquierdos y derechos son evaluados sobre x’ € I'' y x € I'?, respec-
tivamente. Por otra parte, la velocidad de borde en el flujo basico estd contenida por el

plano z = 0 y entonces V7'¢’n = 0. Ahora
VIl = —677,x¢?$ — sn,yqﬁ?y +0(e?) (4.26)

Para el tltimo término, podemos escribir n” (VV7¢’n) = n’'t, donde

2 0 0
¢ 0 (% ) parai,j =1,2,3; (4.27)

t; = n; = n
! axlﬁx] I 83;1 8xj J

donde hemos empleado la convencién de Einstein de la suma sobre los indices repetidos y
hemos tenido en cuenta que n(x) = (0,0, 1) es un vector constante, de modo que se puede

reducir a

0 (00 \ _[008 00 ooy )
Ox; \Oz; 7] |0x 02 0y 0z 0z 0z ' '

La componente z del campo de velocidades de borde ug, = 0,¢° sobre todo el plano z = 0

es nula, luego 0,(uo,) = 0y(up,) = 0 sobre z =0y

a a¢0 _ a2¢0 B
o (8—3:]%) = [0 ,0 57 sobre z =0 . (4.29)

Agrupando estos resultados parciales tendremos

6<a¢+ 02¢° O og" 8n8¢°>+0(62)20

— 4.
on 9.2 or oz Oy Oy (4.30)
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Como ¢° es arménica en Q° tendremos 9,,¢° = —0,,0° — 9,,¢°, ¥
—Op Y + O, (n@wgbo) + 0y (778y¢0) =0 sobre z =0, a primer orden. (4.31)

De este modo, obtenemos la condiciéon de borde cinematica linealizada sobre el plano de

equilibrio hidrostatico dada por

Ot = V7T (ugn) sobre z =0 ; (4.32)
rt
r* 9
uO
_’ Z
y
n
O X

Figura 4.6: Interpretacién fisica del flujo normal a la superficie libre iterada I'°.

Su interpretacion fisica puede ser la siguiente. Consideremos el teorema de la diver-

gencia para la velocidad modificada w = nug

/Q 9 (V- w) = /F dT (w,n) (4.33)

donde €2, T" son el volumen de la regién y su superficie de borde, respectivamente. Su

expresion en coordenadas cartesianas
/ drdydz(0ywy + Oyw, + O,w,) = /(wxdydz + wydzdr + w,dzdy) = Qn (4.34)
Q r

donde @, es el flujo neto de w a través de la superficie cerrada I'. Como w, = 0 sobre el

plano z = 0, consideremos su equivalente plano (con profundidad z unitaria)

/Qda:dy(ﬁmww + Oyw,) = /F(wmdy + wydzr) = Q, (4.35)

Como la condicién de borde linealizada 0,1 en la superficie de equilibrio hidrostatico (z =
0) es proporcional a la divergencia del campo planar w, entonces también es equivalente al
flujo neto @, de la velocidad modificada w a través de cualquier curva cerrada contenida

en dicho plano, ver figura 4.6.
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4.4.3 Formulacion para el potencial de perturbacién

El sistema de ecuaciones linealizadas para el par solucién {1, n} es:

(A =0 en () ;
O =0 sobre I's + I'¢ ;
gn = —ul Vi + Ar sobre z = 0 ; (4.36)
Ontb = V¥ (ugn) sobre z =0 ;
condiciones de radiacién sobre I';/o .

\

donde uy = uy + V@ es campo de velocidad de borde sobre el plano de equilibrio
hidrostatico z = 0, ¢° es el potencial de perturbacién del flujo basico, y Ar = rt — 70
es el decremento del residuo de la condicién de borde dindmica entre los flujos bésico y
perturbado. A continuacién, en el problema de flujo perturbado imponemos que dicho

residuo sea nulo, es decir, 7! = 0, y entonces
lop lor o
Oy = ==V uguy Voo — =V uyr sobre z =0 . (4.37)
g g
El residuo inicial 7° es hallado a partir de la ecuacién de Bernoulli (con p = 1)
1 02 o_ 1, 0
§|V<I> 1"+ 9 = Jloo T sobre z =0 ; (4.38)
donde ®° = u! x+¢° es el potencial total del flujo basico, donde la superficie libre coincide

con el plano de equilibrio hidrostatico (° = z = 0, y entonces, r° = 1/2 (u2 — u2,), donde
ui = |V®°[2, luego

1 1
O = ==V ugug Vi — 2—VTu0(ug —u2) sobre z =0 ; (4.39)
g g

esta es una condicion de borde tipo Neumann no homogénea sobre el plano z = 0, la cual
puede a su vez interpretarse como un “flujo de transpiracion” o' = 0,1 que inyectamos

para simular el desplazamiento de la superficie libre:
o' =Dy +f
D=-1/g Vi'uyujV sobre z =0 . (4.40)
f=-1/(29) V'ap(uj — u3,)



Capitulo 5

Condiciones absorbentes

5.1 Resumen

Se propone una condicién absorbente para el problema de flujo potencial con superficie
libre que evita el artilugio de las derivadas contra-corriente (upwind). El método se basa
en suponer que a partir de cierta coordenada |z| > L, la malla es estructurada unidimen-
sionalmente (ver figura 5.1). Si ademds la velocidad no perturbada ug es constante y el
término fuente, proporcional a la derivada de la carga de presion, es nulo para |z| > L |
entonces puede calcularse en forma cerrada la expresion asintoética de la solucion discreta
en base a un problema de autovalores para los grados de libertad en cada capa (slab) de
nodos de la parte estructurada. La condicién absorbente se basa en fijar a cero aquellos

grados de libertad que corresponden a modos que crecen para x — *oo en © = £L.

5.2 Problema 1D de un solo grado de libertad

Empezemos por un caso muy simple unidimensional

—Q e Fhko=w o00<zx<400;
{ Paxt ke (5.1)

p=0 |z] = oo .

Suponemos que w es de soporte compacto, esto es, w = 0 para |z| > L. Entonces, para
x > L, tenemos que la ecuacion es homogénea y por lo tanto la solucion general puede
buscarse en la forma de una exponencial ¢ ~ e¢**. Reemplazando en la ecuaciéon diferencial
obtenemos la ecuacién caracteristica —a? + k = 0. Consideremos por separado los casos
k>0yk<O0.

95
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representativa

Figura 5.1: Malla no estructurada segin yz y estructurada segun x.

5.2.1 Caso “eliptico” (k > 0)

Con k > 0, esta ecuacién representa la transferencia de calor 1D con enfriamiento tipo
Newton v @ = £k, de manera que las soluciones independientes son dos exponenciales

una creciente y otra decreciente,
¢ =aeV® 4 be™VF  paraz > L . (5.2)

Pero para satisfacer la condicién al infinito (5.1.b) debe ser a = 0 y entonces

¢ (x) = be~VF — ¢(2) = —bWke V¥ = —VEp(z) paraz > L . (5.3)
Esto nos sugiere que
¢ +Vkp=0 paraz=0L; (5.4)
es un buen candidato para ser condicion absorbente. Analogamente, puede verse que la
condiciéon absorbente en x = —L es
¢ —VEkp=0 paraz=—L. (5.5)

Debemos ahora demostrar que (5.1.a), (5.4), (5.5) son buenas condiciones, es decir, dan
un problema bien planteado y tal que la solucién ¢ coincide con la restriccién del problema
infinito a |z| < L. A continuacién demostraremos esto. Sea ¢p una solucién particular

en |z| < L es decir que satisface

—Opys +kop =w para |z| < L ; (5.6)
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sin satisfacer necesariamente las condiciones de contorno. Esta soluciéon puede encon-
trarse, por ejemplo imponiendo ¢p = ¢ = 0 en x = —L e integrando la ecuacién

diferencial ordinaria hacia las x crecientes hasta x = L. Escribamos entonces a ¢ como

¢=op+ou . (5.7)
Entonces ¢y debe satisfacer la ecuacion homogénea
—Op gz + ko =0 para |z| < L; (5.8)
Oy £ Vo = —(¢p £ Vkdp) paraz < +L . (5.9)
Pero entonces ¢y debe tener la forma general
oy = aeVF 4 peVE (5.10)
de manera que
Vi(ae™F — be VR £ Vi (ae™VFL + bemVR) = (RHS), (5.11)

donde (RHS). son los miembros derechos respectivos, y se reducen simplemente a

{ 2WhkaetVFL = (RHS), (5.12)

—2Vkbe VFL = (RHS)_

Por lo tanto, la solucién es unica. Ahora bien, la solucién ¢ del problema infinito re-
stringida a |z| < L satisface, por lo que vimos, las condiciones para ¢ y por lo tanto
coincide con ésta. En conclusién: Las condiciones halladas (5.4), (5.5) son absorbentes
en el sentido de que aplicandolas en x = +L se obtiene la misma soluciéon que para el

problema no-acotado.

5.2.2 Caso “hiperbélico” (k < 0)

En este caso la solucién a la ecuacién es de la forma,
¢ = acosVkr + bsin Vkr (5.13)

y ya no podemos usar el argumento de que alguno de los términos diverge para buscar
la condicion absorbente. Sin embargo, si ¢ representa aqui el potencial en el caso del
flujo potencial con superficie libre, la fisica del problema indica que, si el fluido se esta

moviendo de izquierda a derecha, entonces

—0 ara r — —o0 ;
{¢ b (5.14)

|¢| < o0 para x — +o0 .
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Sea ¢p una solucién particular a (5.1.a). Esta solucién particular puede ser encontrada
imponiendo valores de ¢p y ¢’» en un punto dado e integrando la ecuacién diferencial

hacia x crecientes y decrecientes. La solucién general es de la forma

¢ = pp +ecosVkr + fsinVkr (5.15)
pero w = 0 para || > L, de manera que ¢p admite una expansién como (5.13),
Op = C4 COS Vkz + dy sin Vkx para =z > L . (5.16)
Entonces
¢ = (c+ + €) cos Vka + (de + f)sinVkz . (5.17)

Ahora bien, las condiciones de contorno corriente arriba (5.14) imponen que
e=—c_ A f=—d ; (5.18)

de manera que ¢ = 0 para x < —L. Entonces la condicion absorbente fisicamente apropi-

ada para el caso hiperbélico es

p=¢,=0 para v = —L . (5.19)

Notemos la asimetria en cuanto a que se deben imponer dos condiciones de contorno aguas

arriba pero ninguna aguas abajo.

5.3 Extension al caso discreto del caso eliptico

Consideremos ahora la version discreta del problema anterior

—Qj+1 +20; — i

h,2 + kgﬁ] == U)j . (520)

Suponemos que w; es nulo para j > M = L/h, entonces para j > M la ecuacién
homogénea es

—¢j1+2¢; —¢j1 +kh’p; =0 . (5.21)

Ese tipo de ecuacion en diferencias la podemos resolver proponiendo soluciones de la forma

¢; ~ N, que reemplazando da la ecuacién caracteristica
1
M —20A+1=0 ; donde b:1+§kh2>1 : (5.22)

Sus raices son

1 1
)\i:bi\/bQ—lz1+§kh2i\/(1+§kh2)2—1 : (5.23)
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Notemos que sus raices son reales y ademas Ay > 1, pero puede verse que A\, A\ =1 de

manera que 0 < A_ < 1. Ahora bien, la solucién para 7 > M es de la forma
¢; = AN+ BN = AN, + BAY (5.24)
pero como queremos que la solucion sea acotada para j — oo debe ser
6= BAY (5.25)

de manera que
Prr1 — )\_T_1¢M =0 (5.26)

parece ser una condicion absorbente discreta. También la podemos reescribir como

- 1\t
¢M“h oMy ; =0 (5.27)

y puede verse que haciendo un desarrollo en serie de potencias de h

1 1 .\2 1
A=A =1k \/<1 FSRRZ) 1= 1 kb (5.28)
1 1, 1 2
—([kh2 + (SRR = 1+ Skh® — VEkhy[1+ Jhh? =1 VEh+0(h?) (5.29)
es decir
1— A7t
— VE+O(h) (5.30)

de manera que (5.27) es equivalente a (5.4) a primer orden en h. Similarmente, la condicién

absorbente para 7 — —o0 es
by = A6 =0 (5.31)

podemos ver que las condiciones de contorno absorbentes (5.27) y (5.31) son tales que i)
la solucién acotada coincide con la solucién no acotada para todo |j| < M, ii) la solucién
no depende del punto M donde se impone la condicién de contorno independientemente
de la condicion de contorno empleada en el otro extremo.

Para |j| < M ambas soluciones coinciden

En forma similar al caso continuo, podemos contruir una solucién particular que satis-
face (5.20) pero no las condiciones de contorno. Esto se hace poniendo valores arbitrarios
de ¢_(nv41) Y ¢—n y resolviendo (5.20) para ¢;,; en términos de ¢; y ¢;_, hasta ¢y
La diferencia de la solucién con las condiciones absorbentes debe ser solucion de la ver-
sién homogénea de (5.20) y por lo tanto debe ser de la forma AX, + BA}. Imponiendo

las condiciones de contorno absorbentes sale un sistema lineal diagonal en a y b, con lo



5.4. Extensién a sistemas en el caso eliptico 60

cual la solucion es unica. Luego, la solucion al problema infinito satisface las condiciones
del sistema acotado con condiciones de contorno absorbentes, de lo cual se concluye el
enunciado.
La solucién no depende del borde absorbente elegido
Mostremos que la solucion no depende del punto en donde se impone la condicion de
contorno, que por brevedad podremos llamarlo como “borde absorbente”. Sean ¢(M?) las
soluciones al problema discreto con condicién Dirichlet en j = —M y condicién absorbente
en j = M2
W2 [t + 260 — o] + ke = w;
¢(lc])\4 — : (5.32)
Oy = Aol
Asumimos que M? > M"' y queremos mostrar que ¢! coincide con la restriccién de ¢ a
—M < j < M"'. Ahora bien, ¢ satisface la condicién de contorno en —AM y la ecuacién
(5.32.a) en —M +1 < j < M' — 1, de manera que es suficiente mostrar que satisface la
condicién absorbente en j = M para asi concluir que satisface las mismas condiciones
de ¢ y por lo tanto coinciden. Como w = 0 para j > M entonces debe ser de la forma
(5.24), pero la condicién de contorno absorbente impone A = 0, por lo que ¢; es de la

forma (5.25) y es claro que satisface la condicién de contorno también en j = M?.

5.4 Extension a sistemas en el caso eliptico

Por ejemplo, sea resolver

Ap=0 en—-H<y<0;
Ohp=w eny=0; (5.33)
p=0 eny=—H;

en una malla homogénea con nodos (z;,y;) de la forma

x: = 1ih ara —00 < 7 <00 ;
p=Jh P =7 = (5.34)
yy = —lh para 0 <[ <Imax .
La ecuacién para el nodo interior (j,[), para 1 <1< (M — 1) es
Gjier = 201+ by | Gjwri = 20+ bt _ g (5.35)

h? h?
Para la condicién de contorno en la superficie, usamos una discretizacion de primer orden

para J,¢ y queda
¢j0 — ¢j1 = U)jh . (536)
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Puede mostrarse que agregando un término de correccion se obtiene una aproximacion de

segundo orden para la condiciéon de contorno. La ecuacién corregida es

djo— i1 | 1 djri0— 2050 + i1
+h
2

B 5

; —w; . (5.37)

Ahora llamemos ¢’ a un vector que contiene todos los potenciales de los nodos en la

columna j
& =[djo dj - Simal - (5.38)
Entonces el sistema (5.35), (5.37), puede reescribirse como
A/t —2Be + AT =F (5.39)
donde .
A:diag{§,1,...,1} : (5.40)
1 _% 0o - . -
w
-3 2 -1 0 )
B=|0 - 2 -1 0 - , =1 : (5.41)
0
I 0 —3 2]

Multiplicando (5.39) por A~!
P 2A' B + ¢/ L= AT'F (5.42)
Esto sugiere buscar una descomposicién de la forma
B=A'B=SDS! ; D=dag{h} . (5.43)

Esto siempre es posible ya que A™'B es equivalente a una matriz simétrica y definida

positiva. Efectivamente sea
A1/2:diag{1/\/§,1,...,1} : (5.44)

entonces

B = A"Y2(ATZBAY2)AY? (5.45)

Pero la matriz producto A~'/?BA~1/2 es simétrica y definida positiva, y A2 es la matriz
de equivalencia. Puede mostrarse también que los {b;} son todos b; > 1 y asumimos que

estan ordenados b; < by < ... < b,,. Si hacemos el cambio de variable

U/ =S¢ ; (5.46)
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entonces la ecuacion para U’ se obtiene multiplicando (5.42) por S™!

S'¢'™ —2(S7'BS) (S7'¢/) +S7'¢' L =SATIF = F/ (5.47)
U DU+ U = (5.48)

pero como D es diagonal obtenemos para cada modo [ un esquema en diferencias
wl Tt = 2bu] +ul T =8 (5.49)

Sea M tal que w = 0 para |j| > M, entonces f'l] = 0 para todo [ y para |j| > M. Para

encontrar la solucién de la ecuacion homogénea proponemos u{ de la forma
ul = (\) . (5.50)

Puede verse que los b; son todos positivos y b; > 1 de manera que vale el razonamiento

de antes y para cada [ hay )4 reales y positivos tales que
)\H»)\l, =1 A\ )\+ > 1 A\ )\, < 1 y (551)

la condicion absorbente en 7 = M es

utt =) (5.52)
0 sea
Mttt = A7'uM (5.53)
y volviendo a la base original (variable ¢)
P = (SATIS M (5.54)
es decir
$ ! = CoM (5.55)

donde C es la matriz de la condicion absorbente. Notese que en general C serd llena. La

misma condicién resulta ser absorbente para j — —oo
o M) —cop ™™ . (5.56)

El andlisis anterior es valido en el caso en que la malla sea no estructurada segin y (en el
caso 1D seria cuando Ay # cte) ya que las ecuaciones pueden seguir poniéndose como en
(5.39) pero ahora con A y B no exactamente como en (5.40), (5.41). De todas formas los
autovalores {b;} de B siguen verificando las relaciones (5.51) y todo el andlisis permanece

valido. En el caso 3D, la malla puede ser completamente no estructurada en el plano yz.



5.5. Expresion general para semidiscretizacion en z 63

A diferencia con el caso estructurado, o también si usamos elementos finitos en vez de
diferencias finitas, entonces A puede no ser diagonal. De todas formas el uso de A'/? es

s6lo a fines de demostrar el cardcter simétrico y definido positivo de B. De
BS = SD — B=A"'B ; (5.57)

sigue que
B =SDS™! —  D=S"'BS =diag(d;) ; (5.58)

por lo tanto, si v es un autovector de B asociado al autovalor e, entonces Bv = ev, y en

consecuencia

B)v=(AYv=ev ; (5.59)

es decir, que en la implementacion numérica lo inico necesario es encontrar los autovalores

y autovectores del problema de autovalores generalizado Bv = eAv.

5.5 Expresion general para semidiscretizacion en x

Veremos ahora como surge la expresion de tipo (5.39) en un contexto mas general. Para
esto, consideremos que primero discretizamos en las coordenadas yz, con lo cual se obtiene
un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en z, el cual es luego discretizado.

Consideraremos por separado el caso de diferencias finitas y de elementos finitos.

5.5.1 Diferencias finitas

Podemos poner

A¢ = ¢,a:a: + Ayz¢ . (560)

Consideremos que semi-discretizamos segin yz el laplaciano por diferencias finitas y sea
¢ el vector de valores nodales
K¢=-G(z) ; (5.61)

donde G(z) es el término fuente relacionado con la condicién de contorno en la superficie
libre y —K la matriz del laplaciano bidimensional, de manera que K es definida positiva.

Entonces, reemplazando en (5.60)

Ahora discretizando por diferencias finitas la derivada segunda segin x

¢j+1 _ 2¢j + d)j*l

A -K¢p=-G' ; (5.63)
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lo cual puede ser puesto en la forma (5.39) con
1
A=1I : B= (1 + 5&?1{) : (5.64)

por lo tanto los autovalores de B son reales positivos y mayores que la unidad.

5.5.2 Elementos finitos

La discretizacion en yz da
Mg,, ~Ké = G(r) (5.65)

donde ahora aparece la matriz de masa M. Discretizando en x

M¢j+1 _ 2¢7’ + ¢j—1 B ¢j+1 _|_4¢j + ¢j—1 _

K G’ 5.66
A,L,Q 6 ) ( )
de manera que
Lo Lo
A:M—EATK , B:M+§ArK . (5.67)
Los b; son entonces, los autovalores del siguiente problema
L Lo
<M+§ATK>W:b<M—6A’L’K>W . (5.68)
Ahora sean w y p > 0 solucién del clasico problema de autovalores generalizado
Kw = Mw (5.69)

entonces w es también autovector del problema (5.68) y el autovalor correspondiente es

1+ (1/3) Ay
1 (1/6) Ay

b >1 . (5.70)

5.6 El caso mixto

Hasta ahora hemos encontrado una forma sisteméatica de desarrollar condiciones de con-
torno absorbentes basada en encontrar una expresién general para la solucion de la
ecuacion homogénea para x > L (z < L) e imponiendo a cero aquellos modos que divergen
hacia x — +o00 (x— — +00). Ahora veremos que, incluso en una aproximacién muy cru-
da, el problema de flujo potencial con superficie libre se caracteriza por tener soluciones
propias en la forma de cosenos y senos, ademas de las exponenciales habituales. Como

estas soluciones no se anulan ni divergen en ninguna de las direcciones, ya no podemos



5.6. El caso mixto 65

aplicar el criterio habitual para obtener la condicién de contorno. Por lo tanto debe-
mos primero estudiar como se deben tratar estos modos hiperbolicos. Las ecuaciones de

gobierno son

Ap =0 paray <0 ;
1 U (5.71)
¢,n + K ¢,ww - E(Ap),a: eny = 0.
Consideremos ahora una semi-discretizacién segtin y con Ay = cte. Sea y; = —jAy,
j=0,1,...,Q y que ¢;(v) =~ ¢(z,y,). La aproximacién a (5.71.a) es
. — 20 .
G 200y (5.72)

AyQ
Para (5.71) podemos aproximar d,¢ por una aproximacién de primer orden en Ay decen-

trada

$o — ¢
Ay

donde w = U/g(Ap)x, pero en realidad es simple desarrollar una aproximacién de se-

+ K_1¢0,m: =w ) (573)

gundo orden en Ay, si consideramos una aproximacion centrada para J,¢ con un nodo
ficticio y_1 = Ay e imponiendo la ecuacion interior también para 7 = 0. Definamos un
nodo ficticio ubicado por encima de la superficie libre en y_; = Ay. Entonces podemos
aproximar la condiciéon de superficie libre usando una aproximacién de segundo orden
para la derivada centrada
¢-1— P
2y

pero hemos agregado una incognita de manera que debemos agregar una ecuacion para

+ K71¢0,:1::1: =w ) (574)

lo cual agregamos la ecuacién para los nodos anteriores para j = 0

-1 =200+ ¢
- M; S o =0 . (5.75)
Después de eliminar la incégnita correspondiente al nodo ficticio queda una ecuacion
similar bo—
0 — ¥1 o —1
+ K ¢0,xx =w ; (576)
Ay

donde K—* = 1/K — Ay/2 es un valor corregido para K~'. Esta simple modificacién es
suficiente para recuperar el orden O(Ay?) de la aproximacién. De todas formas quere-
mos recalcar que esto no es importante en cuanto a la discusién sobre las condiciones
absorbentes.

En una aproximacién muy cruda, supongamos que consideramos sélo dos puntos en la
discretizacion vertical, un nodo en la superficie libre, con potencial ¢y y otro sumergido

en y; = —4y con potencial ¢;. El sistema (5.72), (5.76) puede ponerse como

PuetAP=F (5.77)
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Proponiendo soluciones de la forma ¢ = ¢,e*® llegamos a una ecuaciéon caracterfstica de

la forma

det(A — M) = \? — (K/Ay + 1/0N - K/NP =0 . (5.80)

Pero el discriminante de su solucidon

A=K/N+1/N) +4K/ NP >0 (5.81)

por ser positivo las dos soluciones son reales. Pero como el término independiente es
negativo, entonces una raiz es positiva A\; > 0 y la otra es negativa Ay < 0. Esto ocurre
siempre en 2D incluso cuando se consideren mas grados de libertad en profundidad: todos
los modos son elipticos menos uno que es hipérbolico. En 3D hay un modo hiperbolico por

cada nodo de superficie. Ahora sea
A=8SAS""' A =diag {\, N} ; (5.82)

la descomposicién en autovectores de A, entonces haciendo el cambio de variables U =
S~l¢, el sistema queda
U,.,+AU=F ; (5.83)

con F =S 'F. Como A es diagonal, el sistema se desacopla en dos ecuaciones escalares

{U1,zm+)\1u1:f1 ; (5.84)

U gz + AUz = fo

Ahora bien, como A < 0 las soluciones de (5.84) para |z| > L, donde w = 0, son de la
forma
uy = aet 4 be P2 (5.85)

donde ky = y/—X\g. Usando los mismos argumentos anteriores, encontramos que la condi-
cion absorbente es
Uy £ koug =0 en x ==+L ; (5.86)

pero para u; la solucién general para |x| > L es de la forma

Uy = ¢4 cos kix + dy sinkyx para *+x > L ; (5.87)
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Figura 5.2: Coeficiente de arrastre de ola para el dipolo sumergido.

con ki =+/A{, y debemos aplicar lo discutido para modos hiperbdlicos, y las condiciones

de contorno apropiadas son
Uy =uUp, =0 enxz=—L. (5.88)

Ahora, para poner las condiciones de contorno absorbentes en términos de las variables

originales ¢y, ¢1, recordemos que U = S™1¢ para poner
uy=[1 0] U=[1 0] S'¢p=wlo . (5.89)

Del mismo modo uy = w4 ¢, con

'=[1 0] S™t ;
{W; B 10l L (5.90)
wy, =[0 1] S ;
y las condiciones de contorno absorbentes son
wliep= W{d)’w =0 enxr =—L; (5.91)
ng),x +hkwlp=0 enz==+L. '

Notese la asimetria: ahora hay 3 condiciones de contorno corriente arriba y una sola

corriente abajo.
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Figura 5.3: Coeficiente de arrastre de ola para una carga parabdlica de presiéon localizada.

5.7 El caso discreto con varios nodos en profundidad

Consideremos ahora una malla 2D o 3D pero de tal forma que los cortes transversales yz
de la malla son idénticos, y sea ¢’ el vector de potenciales en la j-ésima capa de nodos.
Una vez discretizado por MEF o MDF el sistema de ecuaciones discreto puede ponerse
como en (5.39) con A y B dados. La transformacion (5.42) y la descomposicion (5.43)
siguen siendo validas, pero ahora un cierto nimero Nhip de autovalores b; sera menor que
1 mientras que el resto sera mayor que 1
0<bi<1l 1<i< Nyijps
{1 b N +1<1< Neapa (5.92)
< b; hip T1 =t < Neapa ;
donde Ncapa es el nimero total de nodos en el corte (capa) bi-dimensional. Haciendo el
cambio de variables (5.27) obtenemos una serie de ecuaciones de la forma
wl ™ = 2+l
A’L’2

Para los modos elipticos Nhip + 1 <1 < Necapa, los autovalores A de la ecuacion carac-

+ ul = f . (5.93)

teristica son reales y mayores o menores que la unidad como en (5.51) de manera que la

condicién absorbente en j = M es como en (5.52)

U’l]w—i—l — ()\+)—1 uf\/f Nhlp —+ 1 S [ S Ncapa . (594)
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Figura 5.4: Verificacién de la condicién de contorno absorbente. El resultado es indepen-

diente de donde se impone la condicién.

Llamemos

Uelip -

entonces

donde

Helip - [ONhipXNelip INelipXNelip] S

UNhierl

uNhipJr2

UNcapa

Uelip = elip ¢

de manera que las condiciones (5.94) pueden ponerse de la forma

M+1 M

Helip¢ = Aelipﬂelip¢
—(M+1 M

Helip¢ WD = Aelipﬂelip¢

Como los modos elipticos decaen exponencialmente, también pueden

condiciones simplemente por

7 M+1
elip¢ =0
7 —(M+1
elip¢ W =0

=[Oty Welip™Velip ] U

: (5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

reemplazarse estas

(5.99)
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Figura 5.5: Uso de la condicién absorbente con mallas que no son estructuradas en la

direcciéon z.

Sin embargo, estas condiciones se aproximan ezponencialmente a la condiciéon absorbente,
mientras que (5.98) pueden aplicarse tan cerca como se quiera de la perturbacién mien-
tras que se esté fuera de la misma. Para los modos hiperbdlicos debemos imponer dos

condiciones aguas arriba

ul(prpny = uly =0 Npip +1 <1< Neapa ; (5.100)

pero andlogamente (5.95), (5.97) podemos poner

T M+ — o
hlquiM : (5.101)
Hhip¢ =0
donde
o 1
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Figura 5.6: Elevacion de la superficie libre. Las olas no se amortiguan con el método

propuesto, y pasan el ensayo de la altura de ola constante.
5.8 Ejemplos numéricos

5.8.1 Arrastre de ola para el dipolo sumergido

En la figura 5.2 vemos el resultado de aplicar el método propuesto para obtener el ar-
rastre de ola sobre un dipolo sumergido a una profundidad f unitaria. El dipolo puede
interpretarse como el campo producido por un cilindro de radio infinitesimal b < f y la

carga de presién que produce es deducida en el capitulo 6 (ecuacién 6.65)

m} (5.103)

La simulacién numérica se realizé con una malla de 2 x 240 x 20 elementos triangulares,

Ap(z) = pUu = —2pU?b? Re{

240 en la direccién = y 20 en la direccién y, con longitud variable en profundidad. A fin
de obtener una mejor aproximacion, los elementos en profundidad tienen un Ay 10 veces
mayor que en la superficie Ayfondo/Aysup = 10. Se uso la condicion absorbente explicada
en aguas abajo (5.98), mientras que aguas arriba se usé la absorbente aproximada (5.99.b)
en vez de la absorbente exacta (5.98), ademads de las (5.101) correspondientes a los modos

hiperbdlicos. La ventaja es que ahora (5.101.a) en conjuncién con (5.99.b) dan G M+ —
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Figura 5.7: Amplitud de la ola para el problema de la carga parabdlica de presion local-

izada.

0. La malla cubre el rectangulo |z| < 6, =3 < y < 0, y se calculé el arrastre de ola para
0.3 < Fr < 1.15, mostrada en la figura 5.2, comparada con la expresion exacta para el

arrastre de ola sobre un dipolo que es deducida en el capitulo 6, ecuacién (6.70),
Cp=4r® Fr 6 2™ . (5.104)

donde Fr = U/\/gf es el numero de Froude. El caso del dipolo es interesante porque la
carga de presion equivalente no se anula para |xr| — oo y esto es lo que ocurre con los

casos reales. Vemos que de todas formas la condicién absorbente es aplicable.

5.8.2 Carga de presion parabdlica localizada

Otro ejemplo es el de una carga de presion con distribuciéon parabdlica y de soporte

compacto:

1-— 2 para |z] <a;
Ap = (v/a)* para|z] <a (5.105)
0 para |z| > a .
El coeficiente de arrastre de ola analitico también es deducido en el capitulo 6, ecuacién
(6.74)
Ka cos Ka — sin Ka)*

_ 16! .
C, =16 Koy :

(5.106)
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donde el nimero de Froude Fr = U/,/ga estd basado en el semiancho a de la carga. En
la figura 5.3 podemos observar el resultado por MEF para a = 1 con la técnica propuesta
sobre una malla de 2 x 80 x 10 elementos triangulares, Av = cte, Aygp q0/Nsup = 10,
que cubre la regiéon —6 < xr <2, -3 <y < 0.

5.8.3 Abscisa casi indiferente en la condicién absorbente

La carga parabdlica de presién localizada es un caso interesante porque al ser Ap = 0 para
|z| > a, podemos acercar la frontera aguas abajo tan cerca como queramos, en tanto no
entremos en la regién |z| < 1 donde el término fuente (~ (Ap) ,) es no nulo. Como en los
casos anteriores, en aguas arriba usamos la condicién de contorno absorbente aproximada,
de manera que alli no podemos acercar la frontera arbitrariamente. Para verificar esto,
calculamos la carga parabdlica localizada a Fr = 0.8 con dos mallas. La primera tiene
2 x 80 x 10 elementos triangulares, 80 capas equiespaciadas Ar = 0.1 = cte segun = y
10 capas refinadas hacia la superficie Ayfondo/Aysup.libre = 10, cubriendo —6 < z < 2,
—3 <y < 0. La segunda consiste en agregar 40 capas mas de nodos segin x a la primera
malla hasta * = 6. En ambos casos se impuso las mismas condiciones de contorno
anteriores, es decir la absorbente (5.98) aguas abajo, mientras que aguas arriba se usé
la absorbente aproximada (5.99.b) en vez de la absorbente exacta (5.98) ademds de la
(5.101) correspondiente a los modos hiperbdlicos. En la figura 5.4 vemos el potencial en
la superficie libre versus x para los dos casos. Ambos coinciden a precisiéon de maquina, asi

como también coinciden los coeficientes de arrastre de ola calculados con ambas mallas.

5.8.4 Mallas no uniformes

El objetivo de este ejemplo es demostrar que, si bien el algoritmo fue disenado para
mallas uniformes, lo 1inico necesario es tener varias capas de elementos iguales tanto en la
frontera aguas abajo como aguas arriba, pero que en la zona intermedia la malla puede ser
completamente irreqular. En la figura 5.5 vemos la elevacién de la superficie libre para el
caso de la carga parabdlica de presion localizada a Fr = 1.4 con dos mallas de 2 x 80 x 10
elementos triangulares entre —6 < x < 2. La primera malla es uniforme, con Av = cte
y Ay variable segun y pero no segin x. La segunda malla fue generada a partir de la
primera agregando una perturbacién aleatoria a los nodos interiores de la malla anterior
para generar una malla iregular. Se dejaron 5 capas de elementos uniformes tanto a la
entrada como a la salida. En dicha figura se muestra la malla irregular y la elevacion
de potencial obtenida por ambas mallas, las cuales no se llegan a distinguir entre si. La

diferencia en elevacién es menor en valor absoluto a 1073. En cuanto al arrastre de ola,
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el resultado con la malla irregular es C',, = 0.2104 contra 0.2099 para la malla irregular,
mientras que el valor tedrico es de 0.2240. Puede decirse que la variacion es despreciable

con respecto al error de discretizacion.

5.8.5 Las olas no se amortiguan

Para los autovalores hiperbodlicos b; < 1 y puede comprobarse que las raices A de la
ecuacion caracteristica correspondiente (5.22) son de mddulo unitario, con lo cual su am-
plitud no decae. Esto indica que con la condicién de contorno absorbente propuesta, al
no ser necesario agregar términos contracorriente, las olas aguas abajo no sufren amor-
tiguacion numérica. En la figura 5.6 mostramos la elevacién n producida por una carga de
presion localizada con @ = 1 y Fr = 0.5, obtenido en una malla de 2 x 160 x 10 elementos
triangulares uniformes. A simple vista, podemos verificar que las olas aguas abajo de la
perturbacién practicamente no se amortiguan, por lo que el esquema numérico propuesto
pasa el ensayo de la altura de ola constante introducido en el capitulo 3. Hemos visto
que, en la regiéon donde ya no hay carga de presion, la expresion para los vectores de po-
tencial en cada columna j tiene los términos sinusoidales de los modos hiperbélicos, méas
términos exponenciales que decaen hacia al infinito aguas abajo. Suficientemente lejos de

la perturbacion los potenciales nodales, y por lo tanto la elevacion, seran de la forma

Nj & Moo SIN(Knuma; +¢) (5.107)

donde enumar — )\Nhip es el (nico ya que estamos en 2D) autovalor hipérbolico, y ¢

es una fase arbitraria. Pero puede verse entonces que

2 Nj+1 — Nj—1 )2 . .
2 (D T N e = 5.108
\/77] * (sin KnumA’L’ e g ( )

En la figura 5.7 podemos ver como varia esta cantidad y comprobar que efectivamente

se aproxima a una constante para x — +00. Esto muestra que el método propuesto no

exhibe ningun tipo de amortiguamiento numérico.



Capitulo 6

Calculo analitico por Fourier

6.1 Calculo de la altura de ola

Nos concentramos en un cdlculo analitico de la resistencia de ola en algunos casos simples
mediante la transformada de Fourier. Estos casos simples son de naturaleza bidimensional
y los empleamos para validacion de los cdédigos numéricos. Para tal fin, consideremos el

sistema de ecuaciones gobernantes linealizado para el potencial (de perturbacién) ¢(z, z)

{¢,:I::I:+¢,zzzo enZ<0;

.+ K¢ =(AP),. U/(pg) enz2=0. (6.1)

con —oo < z < 00, donde K = g/U? es el nimero de onda caracteristico, U la rapidez no
perturbada, p la densidad y ¢ la aceleracion de la gravedad. El eje x es paralelo a la ve-
locidad no perturbada U y el eje z positivo hacia arriba. Proponemos una descomposicion

en ondas planas en la forma

&z, 2) = / T Bk, 2)e*e dk ; (6.2)
AP(z,0) = / T AP(k, 0)e*e dk . (6.3)
Derivando AP(x,0) con respecto a x
DAP o |
— [ (ik)AP(K,0)e™ dk ; 4
o = | _GR)AP(k,0)e™ dk ; (6.4)

reemplazando (6.2) en la ecuacién de Laplace (6.1.a) resulta

Y

d—g—k%:() para z < 0 ; (6.5)
cuya solucién es

d(k,z) = Cel*  para 2 <0 . (6.6)

)
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Figura 6.1: El nicleo S(k) tienen un corte de ramificacién sobre el eje imaginario y dos

polos aislados en k = £ K.

Reemplazando (6.2) y (6.4) en la condicién de superficie libre (6.1.b) tendremos

do - kU —~
W 2y~ "URP_0 paraz<0: (6.7)
dz Py
y teniendo en cuenta (6.6) resulta
. iUk —
k,z) = AP(k,z) el 6.8

Introduciendo (6.8) en (6.2), tendremos para z = 0

0 ikU _ .
(z,0 :/ AP(k,0)e** dk ; 6.9
(@0 =/ ookl = K17 (k,0) (6.9)
donde .
AP(k,0) = 2—/ AP(z,0)e ** dy ; (6.10)
T J—0

es analitica en todo el plano complejo k, de modo que podemos entonces considerar a
(6.9) como una integral de linea en dicho plano. El factor €’** también es analitico en el
mismo plano, mientras que para el nicleo S(k) = ikU/(|k| — K~'k?) debemos primero

definir como extendemos |k| a todo el plano complejo k. Una forma natural de hacerlo es

k| = {+k si Re(k) > 0 ; (6.11)

—k siRe(k) <0.

De esta forma |k| tiene un corte de ramificacion (branch-cut) en todo el eje imaginario.
Entonces, el nicleo S(k) también tiene un corte de ramificacion sobre el eje imaginario y
ademads dos polos aislados en kK = £ K, ver figura 6.1. Ahora bien, el camino de integracién
para (6.10) es el eje real y por lo tanto pasa por los dos polos de manera que debemos

definir como consideramos los residuos en los mismos. Si consideremos que el camino pasa
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Figura 6.2: Camino de integracién P~ que deja a los polos a la izquierda.

por el medio del polo, y ademas AP es simétrica, entonces ¢ serd simétrica y sabemos que
éste es un resultado incorrecto, por lo cual tomemos un camino de integracion P~ que
deja a los polos a la izquierda, ver figura 6.2. En primer lugar consideremos el valor de la
integral para x < 0. En tal caso, deformemos el dominio de integracion P~ a un camino
P4 compuesto de cuatro subcaminos P45 = BC 4+ CO + OC" + C'B', ver figura 6.3,

donde notemos que también incluimos el camino COC’ para rodear al corte. Tendremos

o(x)= [  Hdk= / H dk + H dk = ¢1(x) + da(z) 3 (6.12)
P(:(S) BC+C'B' co+oc’
donde U
7 — .
H(k) = AP(k)e** 6.13
W= gt ey T (019

La contribucién de los dos segmentos BC,C'B’, donde k" = Im(k) < —9, es
|| = e~ IF"llzl < o=0lal (6.14)

de manera que tomando el limite para x — oo, la contribucién de la primera integral
tiende a cero, en la forma ¢ (z) < Che~%%l. Por otra parte, la contribucién de la segunda

integral la podemos estimar como ¢y(x) < Cyd, debido a la ecuacién (6.9), de modo que

¢($) S 016_631: + 02(5 > (615)

tomando § = |z|1/2

tendremos ¢(x) — 0 para x — —oo. Ahora, consideremos el caso
x > 0. El camino es el P(jr(;), ver figura 6.4. Como es usual en la teoria de variable
compleja, las contribuciones alrededor de los polos son equivalentes al residuo en los
mismos. Por otra parte, la contribucion en los caminos ABO y OB'A’ pueden estimarse
como antes, de modo que tienden a cero para r — 4o00. La contribucién de los residuos
son

/ H(k) dk = 2riRes {H(k), + K} + 2riRes {H(k), ~-K} . (6.16)
Py P
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Figura 6.3: Camino de integracion P(__5) con los polos a la izquierda y para x < 0.

En un entorno de £ = +K, el polo proviene del denominador (|k| — K'£?) el cual lo

re-escribimos como

k| — K 'k* = —(k/K)(k — K) ; (6.17)
y entonces
kU = ; KU — .
Res {H(k),+K} = ——————AP(k)e™** = — AP(K)e'®kr | 6.18
{H(k), +K} (K () . oy SPE) (6.18)

Analogamente, alrededor del polo k = —K

k| - K 'K = (=k/K)(k+ K) ; (6.19)
y
kU — ik KU & o—iKz .
Res {H(k),—K} = mAP(k)e = AP(-K) . (6.20)
de manera que
¢(r) = A [AP(K)e™* + AP(—K)e %7 . (6.21)

donde A = 27 KU/(pg) = 27 /(pU). Resumiendo, la solucién para un camino como el

P~ es de la forma (ver figura 6.2)

0 para r — —00 ; 6.22
¢lz) = 2A Re{AP(K)e'!*} para z — 400 . (6.22)

Como AP(z) es real entonces AP(—K) = AP(—K). Por el contrario, si usiramos un

camino que deja a los polos a la derecha, entonces la solucion seria

2A Re{AP(K)e't %} para x — —o0 ;

(6.23)
0 para x — 400 .

o)~ {
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Figura 6.4: Camino de integracién P(’M) con los polos a la izquierda y para x > 0.

Sabemos que la solucion con sentido fisico es la que corresponde al primer caso, es decir,
alrededor del camino P,
kU
Pe) = /P— py([k| — K~1k?)
La elevacién 7 la obtenemos de
U 0¢ 4m 4

AP(k)e* dk . (6.24)

n=——-=——Re[iIKAP(K)e'’**] = ——Im[AP(K)e'™"] . 6.25
P p [0 (K)e™] PiE [AP(K)e™?] (6.25)
y la amplitud de la ola es
A —
7= p—;mP(Kn para  — 0 . (6.26)

Ahora, en cuanto al calculo de la resistencia de ola, esta claro que de (6.22) conocemos la
amplitud de la ola para x — oo, y sabemos bien que a partir de esto podemos calcular la
resistencia de ola, sin interesar el detalle del perfil de elevacién en la zona de transiente.
Sin embargo, llegaremos a esta misma conclusion pero a partir de una deduccién basada

puramente en el desarrollo de la expresién (6.23).

6.2 Calculo de la resistencia de ola

La resistencia de ola por unidad de area transversal se puede calcular a partir de la
expresion

F, = / APan dx_/ APalpgAP—%%] dr . (6.27)

Pero la contribucién del primer término es nulo

o _JAP % 1 9AP? 1

+0o0
=0 ; (6.28)

— 00
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desde que suponemos que AP tiene soporte compacto, de modo que
U [ 0?¢
F=—= / APZ? g 2
g | a2 1 (6.29)
Pero de (6.23)
¢ _ F(k)AP(k)e*® dk (6.30)
ox?  Jp- ’ '
donde (k)T
i
F(k) = ; 6.31
W) = gtk — K8) (031
reemplazando AP por su transformada inversa de Fourier
— 1
AP — —/ AP(z)e=* dr - 32
[T AP@et (6:32)
tendremos
0 _ [ Glo— AP do' (6.33)
6.1'2 —00 7 .
donde .
= — F(k)e™¢ .34
Ge) = o= [, F(k)e™ ak (6.34)

Ahora mostremos que si descomponemos G = G;+G,, donde G, G, son sus componentes

simétrica y antisimétrica, respectivamene, entonces la parte antisimétrica no contribuye

en el calculo de la resistencia de ola. Efectivamente de (6.28)

:——/ AP@ d

v [~ [ AP@GE - #)AP@) dr dif

q 00 00

:__[/OO/OOAP J(@ — ') AP(2") do do'+

o0 J =00

+/ / AP(2)G,(x — 2")AP(z") dx da'

(6.35)

Pero, intercambiando las variables de integracion x y z’ en el término que involucra G,

vemos que

/ / AP(z2)G(x — 2 )AP(2') dx dx' =
_/ / AP(2')Go(z' — 2)AP(z) da' do =

:—/ / AP(2)Go(z — #')AP(Z') do di’
desde G,(—&) = —G,(&), de modo que

/ / AP(z)Gy(x — 2 )AP(2') dx da' =0 ;

(6.36)

(6.37)
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y entonces solo la parte simétrica G es relevante para el cdlculo de la resistencia de ola
U r> 00

F,=—2 / / AP(2)Gy(x — 2')AP(2') d da' . (6.38)
g J—oo J—00

Por otra parte, la parte simétrica Gy la obtenemos como

Gs(€) = G(E) + G(=6) ; (6.39)
donde G(§) esta definido por (6.34) y consecuentemente
1 .
G(—€) = — / F(k)e ™€ dk . (6.40)
21 Jp-
Con el cambio de variables u = —k tendremos
dk = —du ;
F(—k)=F(u ;
(K)=F(u) a1
exp(—ik&) = exp(iku)
Jp-=—Jp+ )
y entonces
1 .
&) =— [ F(k)e* dk ; 42
(=) = 5= [, P di (6.42)
reemplazando obtenemos la integral de contorno
1 )
G(E) = — / F(k)e*€ dk ; (6.43)
2m Jr

donde I' es el camino neto compuesto por I' = ['"+I'~ y '*son pequeiios circulos alrededor

de cada polo. Ahora, a partir del teorema del residuo
Gy(§) = %(F++F‘); (6.44)

donde
F* = Res { F(k)e™, £K} . (6.45)

Sabemos que e**¢ es analitica en £K y entonces
Res { F/(k)e™S, £K | = e"Res {F (k), £K} ; (6.46)

y ademds, como F'(k) tiene polos aislados en £K, el residuo puede expresarse de la forma

Res{F,+K} = kl_l)rilK(k FK)F(k); (6.47)
pero con el cambio de variable u = —k y observando de (6.30) que F' es antisimétrica,
esto es, F'(—u) = —F(u), tendremos

Res{F,—K} = kEIPK(k + K)F(k) ; (6.48)
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Res{F,—K} = limK(—u + K)F(—u) ; (6.49)
e
Res{F,—K} = h_}nll((u — K)F(u) ; (6.50)
y entonces
Res{F,—K} = Res{F,+K} ; (6.51)

de manera que el término simétrico G4 puede escribirse como
Gs(&) =i Res {F,+K} cos(K¢) ; (6.52)

donde solo nos resta evaluar explicitamente el residuo

» (hPU
ReS{F’K}_IclgIII((k_K)pg(|k|—K*1k2) ; (6.53)
: (ik)*U
F.K} = lim(k— K ; .54
0 sea U K
i i
Res {F, K} = = —. 6.55
FEy=—"—="F (6.55)
Reemplazando obtenemos
K2
Gs(€) = U cos(k§) . (6.56)
Insertando este resultado en (6.38)
K? >
F,=— AP(z)AP(z") cos K(z — ') dx da" . (6.57)
pg J—oo

Ahora bien, como sin(K¢) es antisimétrica, podemos reemplazar el coseno por la expo-

nencial compleja

K? oo —
F, = " AP(z)AP(z")eE@) dg da’ (6.58)
es decir 2 [
F, = 2 XP(K)AP(K) ; (6.59)
pg
AP K?
Fy =~ |AP(K)?; (6.60)
pg
donde .
AP(K) = 5 / AP(z)e~ K dy | (6.61)
™ J—o0

Finalmente, esto puede ponerse en términos de la amplitud de la ola 7 (6.26) como

1
Fy = 207" - (6.62)

el cual es un resultado bien conocido (eg. Landweber, pp. 13.28).
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6.3 Dipolo sumergido

El potencial complejo producido por un dipolo ubicado a una profundidad f con respecto

a la superficie z = 0 es

¢(t):U2b< ! ! ) ; (6.63)

t+if T f
donde t = z + iz es la variable compleja, U?b es la intensidad del dipolo, por el cual un

cilindro de radio b puede reemplazarse por un dipolo de intensidad U?b. La velocidad es

B - do 1 1
w—u—w—E——UQb((thif)Q—i—(t_if):z) : (6.64)

Para el calculo de la resistencia de ola nos interesa el valor en el plano z = 0,

AP(z) = pUu = —pU?b? [(x +1if)2 + G _1if)2] : (6.65)

de manera que su transformada es

.\ pUH 1 1 ke
AP(k) = - /Oo[(x+l,f)2+(x_if)2le ke gy (6.66)

Obviamente podemos considerar a esta expresion como una integral sobre el plano com-

plejo. Ahora bien, para k£ < 0 consideremos un camino P donde sobre una recta AB

tendremos z = Im(¢) = cte > 0 entonces
e | = e (6.67)

y por lo tanto la integral tiende a cero para z — co. Entonces

- o o—ikt ' s o—ik(t=if) o
AP(k) = —’L[JU b Res m,lf = —ZpU b Res me ,'Lf
11919 kf e~k 22,9 kf 1 —dk§+---
= —ipU"b"e"’ Res e ,0p = —1pU"b"e"’ Res T,O
= —ipU?b? el (—ik) = —pU?b?kek! . (6.68)

Como AP es real y par, entonces debe ser @(k) real y par, de manera que la expresion

para la transformada para todo k es
AP(k) = pU?b?|k|e F/ (6.69)

reemplazando en (6.57) y adimensionalizando por pU?b

1 4An’K? b\’ ’ -
Cop = —— T2 U K2 KT = 4 (-) (%) e 2K (6.70)
p Py
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que es la clasica expresion (Lamb 1945, Landweber 1961) para el coeficiente de arrastre de
ola de un cilindro de radio b, dispuesto en posicién horizontal en una corriente uniforme de
velocidad no perturbada U, y sumergido a una profundidad f, con respecto a la superficie
de equilibrio hidrostatico cuando no hay olas, donde K = g/U? es el numero de onda

caracteristico.

6.4 Carga de presion parabdlica localizada

Consideremos una distribucién de presion suave y de soporte compacto de la forma

AP[1 — 2l silrl<a;
ap { 1= (/o] silel <a o)
0 siz| >a.
Su transformada de Fourier es
— —kacoska —sinka
AP(k) = —4aAP : 6.72
(k) = ~4a Tt (672
y la resistencia de ola resulta ser, reemplazando en (6.57),
o 16(Ka)?AP” <KacosKa3—sinKa>2 . (6.73)
Py Ka
Definimos un coeficiente de resistencia de ola con
F, (Kacos Ka — sin Ka)®
Cp = ——— = 16(AP*)? : 6.74
spU? 2a ( ) (Ka)? (6.74)

donde AP* = AP/(pga). Notemos que definiendo al niimero de Froude como Fr =
U/\/ga, entonces Ka = 1/Fr?.



Capitulo 7

Método de paneles estandar

7.1 Introduccion

Dado que el Método de Elementos Finitos (MEF) es relativamente bien conocido, pero el
Método de los Elementos de Borde/paneles (MEB) es quizds un poco menos difundido, en
este capitulo haremos una exposicion de su formulacion para el problema del flujo bdsico
o problema estandar 3D, donde el problema de flujo lo hemos reducido a su més simple
nivel de descripcién, dado por el flujo exterior a un objeto sin superficies libres, donde
supondremos que el fluido es inviscido e incompresible, mientras que el flujo es irrotacional,
subsonico y estacionario. Matematicamente se reduce al problema de Neumann exterior
para el laplaciano del potencial de velocidades, el cual es equivalente a la formulacién
integral de Morino basada en la tercera identidad de Green para el laplaciano. Esta
formulacion de Morino es una ecuacion integral de segunda especie sobre las superficies de
discontinuidad del flujo, en donde participan dos ciertos tipos de densidades superficiales
de carga, de una capa (monopolar o 1-polar), y de dos capas (dipolar o 2-polar). La
primera de ellas es conocida por la introduccion de las condiciones de borde, mientras que
la segunda de ellas es la solucién a buscar de la ecuacion integral. Su discretizacion la
hacemos mediante un método de paneles de bajo orden (geométrico y funcional) en el cual,
i) la superficie la aproximamos mediante una poliédrica o malla, donde sus caras planas
son los paneles y sus vértices son los nodos, ii) mientras que las dependencias funcionales
las aproximamos con funciones constantes a trozos, mediante densidades superficiales de
carga monopolar/dipolar constantes sobre cada panel. Una ventaja de esta doble eleccion
es que nos permite la integracion exacta de los coeficientes de influencia 1-polar y 2-
polar. A continuacién, mediante colocacién por puntos en los centroides de los paneles,
construimos un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, en general denso y no simétrico,

donde la matriz del sistema es cuadrada y de dimensién igual al nimero de paneles

85
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presente, sistema que podemos resolver, en principio, tanto con métodos directos como
iterativos. Una vez obtenida la solucién dipolar procedemos al cédlculo de la velocidad,
donde consideramos una forma debilitada para el computo del coeficiente de presion en
los vértices de la poliédrica, apto para mallas superficiales no estructuradas.

Como es conocido, los problemas de flujo alrededor de objetos pueden ser modelados
matematicamente mediante ecuaciones en derivadas parciales de variada complejidad, las
cuales pueden ser resueltas en forma aproximada por una extensa variedad de métodos
numeéricos. Esta resoluciéon aproximada permite obtener valores de los parametros de
interés para el cdlculo y diseno ingenieril, tal que sean razonablemente representativas
de los correspondientes valores del flujo real. Las ecuaciones que en definitiva son em-
pleadas aproximan las ecuaciones de flujo mas completas, porque tarde o temprano ciertos
términos son ignorados o reemplazados por aproximaciones que se justifican o no por pos-
teriores validaciones experimentales. Su eleccidén representa una soluciéon de compromiso
multiple entre diversos factores pudiendo citar, entre otros, grado de detalle aceptado en la
descripcion fisica del flujo, dificultades matematicas tanto en el continuo como numéricas,
relacién costo/beneficio, recursos computacionales disponibles, y exigencias préacticas de
la industria.

Por otra parte, los métodos numéricos usados para la resolucién aproximada de los
problemas de los medios continuos, pueden ser clasificados en tres grandes grupos princi-
pales dados por los métodos: de las Diferencias Finitas (MDF), de los Elementos Finitos
(MEF) y de los Elementos de Borde (MEB). En principio y en sus formas mas bésicas, los
métodos en diferencias finitas y en elementos finitos son de discretizacion en todo el volu-
men del flujo, mientras que el de elementos de borde, lo es solamente sobre sus superficies

de discontinuidad.

7.1.1 Algunos requisitos practicos

Ahora bien, ciertos problemas de flujo aero/hidro dindmicos, muestran ciertas peculiari-
dades que los distinguen de otros tipos de problemas de la mecénica de los medios con-

tinuos:

1) Las formas de las superficies aero/hidrodindmicas bajo flujo frecuentemente son muy
complicadas; por ejemplo, las superficies de flujo en los aviones y barcos, o el de una hélice.
Por esto, los métodos aproximados de bajo nivel en la descripcién geométrica pueden
llegar a ser insuficientes, donde los detalles geométricos son practicamente colapsados para
obtener otra con formas muy rudimentarias, como por ejemplo, las teorias del perfil/barco
delgado, donde los detalles de interaccién entre sus componentes se degradan hasta casi

perderse. Pero el otro extremo dado por aquellos métodos cuyos costos computacionales
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crecen rapidamente con la complejidad del flujo pueden llegar a ser prohibitivos en la

relacién costo/beneficio o innecesariamente costosos comparados con otras variantes.

2) Las cantidades de flujo resultan muy sensibles a los pequenos detalles de las formas
de superficies del objeto inmerso en el flujo, y/o en la posicién relativa de sus subcompo-
nentes, por lo que la diferencia entre una buena y un mala superficie aero/hidro dindmica
puede resultar bastante sutil. Asi un método tutil en la practica deberia ser capaz de
poder discriminar entre formas de superficie un tanto similares, por ejemplo, una mejor

disposicién relativa del timén de una embarcacion para disminuir la resistencia de ola.

3) Los resultados del cdlculo sobre la superficie del objeto suelen ser de interés principal
para los ingenieros de diseno, por lo menos en un cierto conjunto de casos de cémputo,
por lo que el conocimiento de todo el campo de flujo podria representar, tanto como un
cierto desperdicio en el nimero de operaciones efectuadas en obtener informacion que en
definitiva no es aprovechada, como la imposicién no estrictamente necesaria de exigirnos

recursos computacionales relativamente importantes.

4) Un requerimiento comin en todos los problemas es que la preparacién de los datos
y la posterior interpretacion de los resultados resulte una tarea practica, minimizando
los riesgos de errores, y maximizando la facilidad en su detecciéon y eliminaciéon. Por
ejemplo, es relativamente mucho mas facil y mas rapido verificar una aceptable calidad
de un mallado superficial sobre un objeto con formas muy complicadas, que hacerlo para

un mallado volumétrico equivalente.

7.1.2 Coeficiente de presion

En particular, una magnitud muy sensible a los detalles de forma de las superficies es el
coeficiente de presion C,,, presion ejercida por el flujo sobre la superficie del objeto, y es una
magnitud de interés para el diseno ingenieril, donde su suavidad depende de la continuidad
de la derivada del tensor de curvatura de la superficie. Esto resulta un problema sutil,
pero con efectos notables en los resultados que les interesan a los hidrodinamicistas, y
depende sensiblemente del cuidado en el tratamiento de las superficies discretizadas. Su
magnitud se puede obtener a partir del campo de velocidad sobre las mismas. En los
métodos de bajo orden, el potencial se suele obtener en los centroides de los paneles, que
serd nuestro caso. Una opcion para calcular el campo de velocidad es llevar de alguna
forma los potenciales calculados en los centroides a los nodos, para finalmente evaluar la
velocidad por elemento, con una interpolacion tipo elementos finitos. Por ejemplo, en la
tesis de Maitre se menciona un procedimiento en base al teorema de Stokes para hacer
este calculo, aunque finalmente opta por un procedimiento distinto en base a un esquema

en diferencias finitas, el cual funciona bien sélo para mallas estructuradas y altamente
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regulares. Mostraremos que los resultados alcanzados mediante el empleo del teorema
de Stokes en una forma clasica, también son sélo razonables para esos mismos tipos de
mallas, volviéndose inaceptables para mallas no estructuradas. Por ello, proponemos una

forma debilitada del teorema de Stokes, la cual permite superar este problema.

7.1.3 Mallas estructuradas y no estructuradas

Recordemos que las mallas estructuradas son tipicas en esquemas por diferencias finitas,
mientras que las mallas no estructuradas son tipicas tanto en paneles como en elementos
finitos. A nivel industrial, las no estructuradas son las preferidas en el trabajo cotidi-
ano por una serie de razones practicas, en donde con cierta frecuencia se nos presentan
geometrias tridimensionales muy complicadas, por lo que debemos invertir un apreciable
tiempo relativo en su generacion, depuracién de errores y mejoras en su calidad.
Graficamente resulta inmediato comprender cudndo tendremos unas u otras, como lo
podemos ver en la figura 7.1 en una versién bidimensional. Podremos decir que una malla
estructurada tiene en cada punto interior R; el mismo nimero de elementos (o paneles) a
su alrededor, mientras que en una malla no estructurada ese nimero es variable, y usual-
mente sus elementos resultan relativamente distorsionados. Si el generador no prevé un
control en el grado de distorsion maxima admisible, éste puede resultar excesiva en algunos
elementos/paneles, y nos puede introducir efectos espureos indeseables en las magnitudes
computadas. Por eso tratamos tanto de disminuir ese grado de distorsiéon durante la gen-
eracion, como la de desarrollar equemas numeéricos robustos ante esto. Por otra parte,
para la validacién de los esquemas numéricos de calculo, es recomendable incluir una es-
timacién de su robustez frente a fuertes distorsiones (o geometrias patolégicas), como por
ejemplo, mallas estructuradas y no estructuradas de pésima calidad. Para ello, a veces
nos resulta comodo el artilugio de emplear mallas fuertemente distorsionadas, a partir de
una malla estructurada inicial, mediante un ruido aleatorio a sus coordenadas nodales,

como luego veremos en un calculo del coeficiente de presién.

7.1.4 Método de paneles

Dentro del método de elementos de borde podemos distinguir el método de paneles, al
cual lo podemos reconocer como una especializacion para ciertos problemas de flujo po-
tencial 3D, de aplicacién practica en calculo aerondutico, hidromecanico o hidronaval.
Este método ha probado tener una versatibilidad remarcable y se ha constituido en una
herramienta estandar en este campo, donde la mayoria de las divisiones de célculo en las

empresas e institutos emplean, entre otros recursos, un cédigo computacional basado en
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Figura 7.1: Malla estructurada (izq.), no estructurada (der.)

alguna de sus variantes. Por ejemplo en el drea aerondutica podemos mencionar Boe-
ing (Tinocco/Rubbert/Johnson), Mc Donnell Douglas (Hess/Smith), British Aerospace
(Hunt), mientras que en el area hidronaval, los cédigos SQUASH (Tahara/Stern/Rosen),
DAWSON y RAPID (MARIN). Mientras que algunas de sus lineas de investigacién son
(Morino, 1985): flujos subsdnicos y supersénicos estacionarios (Morino, Hess, Tinocco,
Rubbert); flujos subsénicos y supersonicos no estacionarios (Yates,Giesing, Rowe, Freed-
man); flujos transénicos estacionarios (Nixon, Kerlick, Boppe,Slooff); flujos transénicos

no estacionarios (Yates, Caradonna, Tseng); y andlisis de estela (Kandil, Sipcic, Morino).

7.1.5 Variables primitivas escalares o vectoriales

Entre las variantes del método de paneles, mencionamos:

i) dos opciones para las variables primitivas (o principales de célculo), donde la primera
es directa mediante magnitudes vectoriales, por ejemplo la velocidad (Mracek/Kim/Mook,
Pellone), mientras que la segunda es indirecta mediante magnitudes escalares, por ejem-
plo, con el potencial de velocidad (Morino, Hess, Rubbert). Una dificultad de las mag-
nitudes vectoriales es que son de un orden mayor que sus equivalentes escalares, por lo
que su tratamiento matematico es mas elaborado, y pueden ser mas sensibles a los efec-
tos espureos de la discretizacion geométrica, mientras que en las magnitudes escalares
necesitaremos en algin momento calcular su gradiente;

ii) dos opciones para la aproximacién y discretizacion de las superficies geométricas.
La primera es de bajo orden, en donde la superficie del panel es simplemente un plano, por
lo que bastan los vértices del panel para su definicién (paneles planos). La segunda opcién
es de alto orden, donde la superficie del panel es al menos una superficie de segundo orden,
por ejemplo, un hiperboloide, y en consecuencia necesitamos introducir nodos adicionales
interiores, ademds de los vértices (paneles alabeados). Entonces, la superficie aproximante

total es una poliédrica de caras planas o alabeadas (malla) donde cada cara es un panel
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(plano o alabeado), mientras que cada vértice (y eventual punto interior) es un nodo. En
la préctica, los paneles mas usuales son los cuadrilateros y los tridangulos, tanto planos
como alabeados;

iii) dos opciones para la aproximacién y discretizacion de las dependencias funcionales.
La primera es de bajo orden mediante funciones constantes a trozos, lo que nos facilita el
tratamiento de las integrales, y en particular permite una evaluacion analitica, al precio de
refinar convenientemente cuando los gradientes superficiales resulten intensos. La segunda
opcion es de alto orden, para lo cual necesitamos un cierto numero de puntos adicionales,
que si bien nos permite un menor grado de refinamiento relativo para el mismo grado
de aproximacion, involucra practicamente una integracion numérica, introduciendo de ese
modo un error de consistencia inicial.

En base a un criterio de simplicidad y de consistencia inicial, optaremos por wvari-
ables primitivas escalares, mediante la formulacién de Morino/Maitre, por superficies
poliédricas planas, y por dependencias funcionales constantes por panel, de modo de
encarar una integracién analitica, con una posterior colocacion en los centroides de los

paneles.

7.2  Formulacion de Morino/Maitre

Veamos ahora la formulacién de Morino segin Maitre (1988), para el fluyjo potencial
alrededor de un objeto con formas hidrodinamicas, es decir, no separado. Maitre observa
que la propuesta original de Morino no presta atenciéon a la eventual influencia de un

potencial interior y para ello obtiene una version levemente diferente.

7.2.1 Ecuacién integral

El potencial total de velocidades ®(x) del flujo, cldsicamente lo podemos descomponer en
la suma ®(x) = ¢p(x)+ ¢(x), donde ¢y(x) es el potencial no perturbado, impuesto por un
campo exterior dado, y ¢(x) es el potencial de perturbacién originado por la presencia del
objeto. La pared mojada del objeto bajo flujo nos permite definir una superficie cerrada
[', y supondremos que es finita y suave por partes, como lo esquematizado en la figura
7.2. Como la superficie I es cerrada, podemos distinguir los dominios de flujo interior

y exterior €2¢, tales que
QN =0 A QUIuUQ =R (7.1)

Desde un punto de vista hidrodinamicista, sabemos que la superficie mojada I' es imper-

meable al flujo exterior, a partir de este hecho podemos imaginar que en principio, la zona
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Figura 7.2: Geometria para la formulacién de Morino/Maitre.

interior del objeto, podria concebirse como una zona de flujo interno, esto es, sin contacto
con el flujo exterior. Si ese fuera el caso, tendremos dos flujos (exterior e interior) donde
cada uno de ellos tendra asociado un potencial de velocidades, de modo que el potencial
total de perturbacién serd en principio ¢(x) = ¢¢(x) + ¢'(x) para x € R3, donde ¢**(x)
son los potenciales originados en los dominios exterior e interior, respectivamente, donde

para el potencial exterior ¢¢(x) solo admitimos funciones con tendencia asintotica O(1/r)

C
|9°(x)] < m, x| =00 (7.2)
Ahora, desde un punto genérico x € R? ubicado en cualquier regién del espacio, escribamos
la tercera identidad de Green para cada funcién ¢“*(x) en cada dominio de flujo Q%¢, con
superficie de borde comin I' y con normales opuestas n’ = —n®. Para el dominio interior
Q' tendremos

[ do { gy — A — }=/FdFy{#3¢i(y)—¢Z’(y>6 ! } 73)

x — u| |x — ul |x —y| On’ ont |x —y]|

donde u € Q' es el punto de integracién ubicado en el dominio interior, y € I es el punto
de integracion de la integral de superficie. Mientras que para el dominio exterior {2¢ serd

[ o mpae —sarto = [ (== Gh 0 — gm0

x—v| |x — v| |x —y| On? one |x —y]

donde v € ()¢ es el punto de integraciéon ubicado en el dominio exterior, y € I' es el
punto comin en la superficie. Pero las funciones ¢*¢ son armdnicas, por lo menos en sus

dominios respectivos,

{Aqﬁi(u) =0 parauc Q' ; (7.5)

Agf(v) =0 parav e Q°;
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teniendo en cuenta estas dos condiciones, sumando miembro a miembro, y adoptando un

tinico sentido para la normal, orientada hacia el flujo exterior, n = n‘ = —n® tendremos

- [ d0usita X_u| /edQ(v)¢e(v)A|Xiv| _

= [ - a<’“} [, (5 - ) 2t . @)

on |x -yl

En esta suma hagamos dos consideraciones: i) introducimos las densidades superficiales
de carga p(y), o(y), dipolar y monopolar, respectivamente, donde la densidad monopolar
o(y) da cuenta de la diferencia en la derivada normal de los potenciales, evaluadas en
ambas caras de la superficie I,
0¢¢ 0
oY)=5 "5,

yel (7.7)

mientras que la densidad dipolar p(y) da cuenta de la diferencia en los valores de los

potenciales, evaluados en ambas caras de la misma,
wy)=¢'(y ) —o(y") ; yel ; (7.8)

ii) por otra parte, un célculo limite (Hunt, Maitre, Wrobel) nos muestra que para super-

ficies suaves

0 para x € ¢ ;
/Qi dQu¢i(u)A|X mv i O'¢'(x) = 27T¢l:(X) para X € F'; (7.9)
A (x) para x € Q" ;
y
At (x) para x € °;
o dQV¢i(V)A|X ] = 0% °(x) = { 2m¢P°(x) para x € 1—"; (7.10)
0(x) para x € ' ;
por lo que la suma integral se reduce a
OG0 ~ 0 (x) = [y oly) — [yt (7
x -yl roton|x -yl

Para el problema del flujo externo, los valores usuales para el potencial interior son ¢* =
0, ¢o, Cte, y en trabajos aeronduticos citados por (Broeze/Romate, 1992), se concluye que
la primera opcién mediante un método de paneles de bajo orden conduce a resultados de
exactitud comparable a los obtenidos con los de alto orden, para la misma densidad en
los puntos de control. Como ese serd nuestro caso, entonces, en lo que sigue, nos resultard
suficiente considerar para el dominio de flujo interior €, la funcién idénticamente nula,

en donde desde el punto de vista hidrodinamicista, la podemos concebir como una zona
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de flujo muerto (con velocidad nula), en consecuencia, ¢'(x) = 0 para x € Q' UT y
—0O°0°(z) = 2mpf(z) para z € I'. La ecuacién integral reordenada y reducida es

1 1 0 1 1 1
- — ry———— :—/ ri——— r; 12
)+ g [ g ny) = o [y ely) pansels (112)

donde el punto de medicién z esta sobre la superficie de integracion I'. Esta es la formu-

lacién integral de Morino en la version de Maitre.

7.2.2 Condicion de borde cercana

En la ecuacién integral de Morino/Maitre ain no hemos explicitado la condicién de borde
sobre la superficie ['. Esto lo hacemos con la ayuda de la integral monopolar. Para este fin
descompongamos la velocidad u(x) en una componente no perturbada uy(x), impuesta
por el flujo externo, mas otra de perturbacién u,(x), generada por la presencia del objeto

u(x) = up(x) + u,(x). Su proyeccién normal u,(z) a la superficie I es
un,(2z) = (g, n) + (u,,n) paraz € [ ; (7.13)

donde (u,,n) = 0¢°/0n es la velocidad normal de perturbacién evaluada en la cara
exterior. Para flujo inviscido la superficie I' es impermeable y deslizante a la velocidad
resultante u(z), por lo que u,(z) = 0 para z € ', y teniendo en cuenta que con potencial
interior nulo ¢ = 0, la densidad monopolar o(z) se reduce a

o(z) = ‘?;f; — (—up,n) parazeTl. (7.14)

Esto es un valor prescripto en general no nulo para la densidad 1-polar o(z), y es una
condicién de Neumann no homogénea para ¢° en el borde I'. Desde un punto de vista
hidrodinamicista, es asimilable también a un flujo de transpiracion que inyectamos en la
superficie I' para forzar el cumplimiento de la condicién de flujo “cinematica” disponible
en flujo potencial, esto es, el resbalamiento (o la no impenetrabilidad) del flujo en las
paredes mojadas del cuerpo. De ahora en adelante, pondremos directamente ¢ = ¢°.
Esta opcién para la formulacion integral y la incorporacion de las condiciones de borde ha
sido propuesta en forma general por Morino (Morino, 1973), y en forma independiente por
Johnson, Bristow, y es resulta apropiada para problemas de flujo potencial exterior que
se extienden al infinito con tendencia asintética O(1/r). La podemos también reconocer
como una formulacion indirecta mixta, en el sentido de que hacemos uso simultaneo de
las dos densidades de carga u, o, dipolar y monopolar, respectivamente. Esto contrasta
con otras que solamente emplean exclusivamente una sola de las dos densidades, anulando

la restante, lo cual introduce una limitacion de representacion.
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Figura 7.3: Paneles no admisibles: con huecos (izq.), sobre-encimados (centr.). Paneles
admisibles (der.).

En resumen, en la formulacién integral de Morino/Maitre, tendremos sobre la superfi-
cie I' dos campos superficiales de carga dados por, i) la densidad monopolar o(z) conocida
por introduccién de las condiciones de borde “cinemadticas”, ii) la densidad dipolar (z)

que es la solucién de la ecuacién integral.

7.3 Discretizacién por paneles

El método de elementos de borde BEM /paneles estandar es un método numérico de
solucion de las ecuaciones integrales de borde, basado en un procedimiento sistemdtico
de discretizacion con tres etapas de aproximacion: geométrica, funcional, y de la misma

ecuacion integral.

7.3.1 Discretizacién geométrica sistematica

Para una aproximacién de la superficie geométrica I', lo mas simple es mediante un es-
quema de bajo orden para una representacion geométrica aproximada, mediante paneles
planos poligonales. Mediante ellos podemos cubrir aproximadamente la superficie dato

mediante una superficie poliédrica I'” de E paneles, tal que

F~Ttul?u..ulcu..uUre .
{ ’ (7.15)

"NIY =Qparai,j=1,2,..,E coni#j. ;

donde I'® es la superficie del panel genérico e de contorno L¢ en la superficie poliédrica,
tales que i) no se sobre-encimen entre si, ii) no existen huecos entre ellos (ver figura 7.3).
En las aplicaciones practicas, usualmente nos bastan paneles triangulares o cuadrilateros
con n, = 3,4 vértices o nodos, respectivamente.

Los cuadrilateros son aptos para superficies planas, mientras que su uso en superficies
fuertemente alabeadas requiere de algin cuidado particular porque, como una consecuen-

cia espurea del método de discretizacion, puede suceder que algunos de ellos no resulten
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Figura 7.4: Mallado superficial sobre una esfera con paneles triangulares.

exactamente planos. Para verificar su planaridad, tendremos que incluir un ensayo, como
por ejemplo, verificar si el cuarto nodo pertenece al plano definido por los tres nodos
restantes del panel, corrigiendo en caso contrario. Por otra parte, los paneles triangu-
lares no pueden experimentar ese potencial efecto espureo en la generacién, porque su
planaridad estd automaticamente asegurada y nos ahorramos la verificacion. Por este
motivo, usualmente los preferiremos en las superficies muy alabeadas. Como un ejemplo
de mallado triangular sobre una esfera la mostramos en la figura 7.4.

En forma andloga al Método de los Elementos Finitos (MEF), en la definicién de la
malla debemos generar una lista de coordenadas de los nodos y una lista de conectividad
de los mismos. En la primera almacenamos las coordenadas geométricas de todos los
nodos (o vértices) de la poliédrica, mientras que en la segunda almacenamos la lista de
nodos asociados a cada panel. Si la técnica de colocaciéon por puntos no hace uso de
estos nodos, como lo es en nuestro caso, podemos admitir en principio, la presencia de
nodos superpuestos, es decir, no necesitamos el concepto de contiguidad de los paneles,
como en el caso de MEF. Esto nos otorga una mayor flexibilidad a la hora de generar
la malla, por ejemplo, podemos hacer primero ciertas submallas por separdo, y luego
las “pegamos” directamente sin filtrar los nodos rotulados con diferente nimero y con
idénticas coordenadas geométricas, donde todas las normales deben apuntar hacia el flujo.
La importancia de la orientacién correcta se relaciona con los dngulos de vista relativos

entre paneles.
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7.3.2 Discretizacion funcional sistematica

Para una discretizacion funcional sisteméatica en las densidades de carga superficial u, o
dipolar y monopolar, respectivamente, otra vez lo més simple es con un esquema funcional
de bajo orden, donde suponemos cada para {y’,07} es constante en cada panel j y los

extraemos fuera de sus operadores integrales respectivos,

0—]
- E el . 7.16
/F yany |z — y| iz 47T / bata z (7.16)

7.3.3 Discretizacion de la ecuacion integral

La ecuacion integral anterior es valida, en principio, para cualquier punto z € I';, donde
tenemos n incoégnitas, por lo que nos basta generar n ecuaciones para las densidades
dipolares 4, y lo mas simple es una técnica de colocacion por puntos z;, en donde forzamos
el cumplimiento de la ecuacion integral

+Z“]/d Z(ﬂ/ parai =12, .n; (7.17)

Yon, |zl 4 y|zz T

donde p(z;) = p; = p* es la densidad dipolar de carga, o(z;) = 0; = o* es la densidad
monopolar de carga, ambos constantes por panel. Este es un procedimiento bastante
difundido en los métodos de paneles, basicamente por razones de costo de CPU en la
evaluacion de la matriz del sistema, y por suficiencia en la calidad de la soluciéon numérica
obtenida, como luego veremos. Los puntos de colocaciéon z; los elegimos en los centroides
de los paneles, los cuales no pueden coincidir entre ellos (z; # z;), dado que resultaria
una sistema de ecuaciones algebraicas singular. Esta eventualidad puede darse i) cuando
discretizamos pares de superficies relativamente muy proximas, por ejemplo, superficies
alares muy delgadas, ii) cuando empleamos paneles triangulares planos con muy baja
densidad de refinamiento, puede suceder que el generador de malla deje en las esquinas
de una superficie alar paneles con dos de sus aristas en el borde. Para detectar la segunda
contingencia, resulta recomendable intercalar previamente un ensayo de distancia entre
centroides no nula para todos ellos. Por ejemplo, en la figura 7.5 vemos un ejemplo del
segundo caso, donde recordemos se trata de un perfil con espesor. Un posterior empleo del
teorema de la divergencia 2D nos permitira reemplazar las integrales de superficie sobre
cada panel, por sus integrales de linea equivalentes efectuadas sobre el perimetro de los
mismos. De esta forma, las expresiones analiticas obtenidas resultan solamente singulares
para puntos ubicados sobre dicho perimetro por lo que nos resultara admisible emplear

los centroides como posteriores puntos de colocacion.
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correccion

v

Figura 7.5: Generacién espurea en los extremos de una superficie delgada: matriz singular

porque los paneles sombreados tienen centroides coincidentes (izq.), no singular (der.).

7.4 Matrices dipolar A y monopolar C

La ecuacion de colocacion nos permite introducir las matrices dipolar y monopolar, A, C,
respectivamente, de influencia reciproca entre todos los paneles, y definidas por
1 01 1 1
A-~:—/ ar,——2 . Cp=— [ dry= paraij=1,2,..n: 7.18
Y 4rm y@ny r Yodan Uy P J ( )
donde r = |z; — y| es la distancia relativa entre el punto de colocacién z; y el punto de
integracién variable y € I'; sobre la superficie del panel plano j, de drea I';. Una inter-

pretacién fisica de estas matrices de influencia n-polares: A (dipolar) y C' (monopolar),

puede describirse de la sigiente manera (figura 7.6): 1) cada columna a; de la matriz

de influencia dipolar A, representa el potencial medido en todos los centroides, cuando
todos los paneles excepto el j estdn “descargados”, mientras que este ultimo soporta el

par de carga dipolar/monopolar {y;,0;} = {1,0}. 2) cada columna c; de la matriz de

influencia monopolar C representa el potencial medido en todos los centroides, cuando
todos los paneles excepto el 7 estan “descargados”, mientras que este ultimo soporta el
par de carga dipolar/monopolar {y;,o;} = {0,1}.

Pero una interpretacién mas util en el caso de la matriz dipolar A, es que representa
los dngulo de vista entre todos los paneles (Mikhlin, Stratton), y en consecuencia, i)
como cada par de paneles pueden estar en cualquier posicion relativa entre si, en general
tendremos que A;; # Aj;, esto es, el par ¢, j no necesariamente se ven con el mismo dngulo
de vista, ii) en una superficie plana los paneles no se ven entre si excepto a si mismos, por
lo que en este caso muy particular, la matriz dipolar A se reduce a una forma diagonal,
en donde A;; = 1/2.
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X X

I

A A, (M/IR)) C,oc (17|R))

Figura 7.6: Interpretacién fisica de los potenciales 1-polar 1 y 2-polar.

7.5 Sistema matricial de ecuaciones

El sistema algebraico de ecuaciones lo podemos reescribir como
n
> Hip;=0b; parai=12..,n (7.19)
j=1

donde H;; = 1/2I;; + A;j es la matriz del sistema, [;; es la matriz identidad, A;; es la

matriz dipolar, b; es el vector fuente o de carga dado por
n
by =Y Cijo; parai=1,2..n; (7.20)
j=1

donde C}; es la matriz monopolar, o; es el vector de flujos impuestos por la condicion de
deslizamiento 0; = (—up, n;). De esta forma el método de paneles estandar nos conduce al

sistema matricial de ecuaciones Hy = b donde su término fuente esta dado por b = Co.

7.6 Integral analitica de la matriz monopolar C

Procedamos ahora al célculo analitico del coeficiente monopolar Cj;, para un panel plano
poligonal de n lados, ubicado en una posicion relativa arbitraria en 3D, y definido por la
integral
Ci; = / ds2 (7.21)
s; T

donde C’ij = C;;/4m, S; es la superficie del panel j, r = |y — x;| es la distancia entre el
punto de colocacion x; y el punto de integracion variable y sobre la superficie del panel j

(ver figura 7.7).
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Figura 7.7: Terna local p, ¢, n segin el lado L*.

7.6.1 Funcién auxiliar monopolar V

Nuestra estrategia consiste en preguntarnos si es posible encontrar una funcién V (R, n)
tal que su laplaciano bidimensional A,V sobre la superficie del panel sea igual a 1/r, es
decir,

A,V = % ; (7.22)

donde r = \/R2 + 1%, R = \/p? + ¢2, entonces, seré posible facilitar la integracién medi-
ante el artilugio de convertir la integral de superficie a su integral de linea equivalente,
dada por el teorema de la divergencia 2D

Cij= [ ApVdSy = [ (TpVimyL (7.23)

Sj L;

donde n es el versor normal al contorno L; pero contenido en el plano del panel, A, es el
operador laplaciano en las coordenadas bidimensionales p, ¢ localizadas sobre la superficie
del mismo, V = V(R,n) es una funcién sufientemente diferenciable en R*, R = R(p,q)
es la proyeccion del vector posicién r =y — x; sobre el plano que contiene al panel, 7 es
la distancia entre el punto de colocacion x; y dicho plano, distancia constante durante la
integracién. Para hallar V(R, n) tenemos que resolver la ecuacién diferencial dada por su

laplaciano bidimensional A,V en las coordenadas polares R, §, con 0V/00 = 0,

10 ( 0V 1
1 B I 24
ROR <R8R> NIZET R (7.24)

integrando una vez,

ov R
R— = ——=dR=\/R*+n>+C 7.25
or ~ )y p VAT (72)
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sin pérdida de generalidad podemos adoptar C' = 0. Integrando por segunda vez
R2
v= [T + VB s (7.26)

la cual admite la funcién solucion

R 2 —
V(R,n) =\ R*+n*+ |n|ln l ] |77|] para R > 0 ; (7.27)

R

donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R, finitos.

7.6.2 Integral de linea monopolar

La integral de linea para el coeficiente monopolar CN’ij es igual a la suma de las contribu-
ciones C* del gradiente superficial de la funcién auxiliar monopolar, en cada lado L* del

poligono cerrado de m vértices,
=N CF ; CF= /Lk(quV, n)dL (7.28)
k=1

donde cada lado L¥ estd definido por el par de nodos a = my, b = my41, en la secuencia
cerrada [my, Mg, ..., My, M1 = my| del panel j. En las condiciones supuestas V' =
V(R,n), con R = R(p,q) = v/p>+ ¢%, donde 7 es un pardmetro constante durante la
integracién sobre el panel.

Para facilitar el calculo del aporte C* de cada lado Lk, elegimos seguir la propuesta
de Medina/Liggett (1988), donde imponemos una rotacién finita al diedro planar p, ¢, de
modo tal que el eje p sea paralelo al lado L que se evalia por turno. De este modo,
resulta que ¢ = cte durante la integraciéon a lo largo de dicho lado, siendo unicamente
funcién de la variable p (ver figura 7.8). El gradiente de V' sobre la superficie del panel lo

expresamos en la forma

ov

quV == @quR , (729)

donde .

OR.  OR 2p 2q R
VR =— —e, = == 7.30
pq apep+ aqeq 2Wep+2mq R (7.30)

donde R es el versor en la direccién radial R, por lo que
oV oV R,

Vo V=-5VR=—=— (7.31)

oR " OR R

luego, la derivada de V' en la direccion del versor normal n contenida en el plano del panel

la calculamos con .
oV (R, n)
OR R

(VpgVom) = (7.32)
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Xa/\ )

O p, p

R
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Figura 7.8: Plano p,q de la terna local del lado L*.

Dada la particular disposicién del diedro local p, g en la evaluacién del lado genérico L*,

tenemos que (f{, n) = —q =cte, y

ov 1 1 7] 7]

= + e 7.33
ORR  R*+1’ [\/W—MI]\/W R? (7.33)

La integral monopolar a lo largo del lado L* la podemos escribir en la forma
C* = My, 45,1) = M (Pay 4o ) (7.34)

donde p,, p, son las abscisas de los nodos a,b del lado L*, ¢, = ¢, la ordenada comin

segtin el diedro p, ¢ paralelo a cada lado L* definidos por los productos escalares
Pa=Xe—%) e 5 Po=(X—%) ts ; Gu=@=(X—%x)n, ; (735

donde t,, n, son los versores tangencial y normal del lado L¥ contenidos en el plano
del panel j. Para el correcto sentido de integracién a lo largo del lado L*, exigimos que
n, x t, = bj, donde b; es el versor binormal de la terna local, normal a la superficie
plana del panel y orientado hacia el dominio exterior 2¢. De este modo, la terna local en
la secuencia (ng, t,, b;) resulte dextrogira a lo largo de cada lado L* del panel j. Mientras

que M (p,q,n) es la suma de funciones

M(p,q,n) = —qMy — |nlgMs + [nlgMz (7.36)

donde i
M, :/7,R27+772 ; (7.37)
My = [P (7.38)

R
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M; = / dp : (7.39)
VR — ol VT

con R = R(p,q) = v/p*> + ¢*>. Evaluemos cada integral M, My, M3 por separado, siendo

inmediatas las dos primeras

_ dp —In 2 2 4 2 . i
Ml—/\/m l[pﬂ/p + (¢ +77)] ; (7.40)

dp L. |p
M:/iz—tanl— . 7.41
2 P+q¢¢ q M (7.41)

Para resolver la integral restante
dp

M3:
/[ P+ (¢ +1°) = Inl] Jp* + (¢ + 1)

; (7.42)

mediante el cambio de variable p = v/¢? + n? sinh £ hacemos

dp = \/¢* +n*cosh&d€ ;5 sinh& =p/y\/¢? +n* (7.43)

luego
PP+ (2 +n%) = (¢ +n?)(sinh? £+ 1) ; (7.44)

\/p2 + (g2 +1n?) = \/q2 +n2cosh& . (7.45)

Reemplazando en Mj3

d§
My = / : 7.46
’ V@% +n?cosh & — |n| (7.46)
la cual admite la funcién soluciéon Mz = M;(€, q,n)
2 /2 2,8 _
M; = Ztan™! l ¢t ue |77|] (7.47)
q q

Para verificar esta funcion solucion podemos calcular su derivada, la cual debe coincidir

con el ultimo integrando,

oM; 2 1 Ox V@& +n%et — |1
o€ ql+ a2 0¢ q

evaluando la derivada

Or _ V@ +we (@)t 0’ =2V e (7.49)

o€ q ’ q? ’ '
y la funcién

1 2
- a : (7.50)

T+ a2 = (@ e+ — AT e+
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reemplazando

oM, 2 & VTP

06 q( +n2)eX + 2 — 2|V + Pet + ¢? q

2 e
= 2+ 265
@+ D)+ (@ + ) — 2+ pee VT

B 2V 2 + et
VP F177¢E [V F1Pe€ + 7 F e — 20n]]
1 1
= = ; (7.51)
VE+n2(ef+e€)/2—n  V¢*+n?cosh& —|n|
derivada que reproduce el integrando. Ahora expresamos £ = £(p) con
) ef —e ¢ D
sinh(&) = ;= s =z (7.52)
de donde
ef—et=2 — *-22-1=0 ; (7.53)
=22y —1=0 — y=z+V2+1 ; (7.54)

con ef = y dado por

2
€ _ p p i
et = q2+n2i1/q2+n2+1 : (7.55)

EVER+nrt=pE PP+ +n2 . (7.56)

Adoptando la raiz negativa, la tercera integral monopolar M3 la podemos escribir como

p—lnl—\/p2+q2+n2] _

q

es decir

2
Mz =~ tan ! l (7.57)
q

y la funcién M (p, q,n) queda en primera instancia como

p—lnl—x/p2+q2+n2] B

q

M(p,q,n) = 2|n| tan™" l

p+\/p?+ (¢ + 772)} — |n|tan* [S] : (7.58)

Empero, el aporte por diferencia entre los vértices (py, @), (Pa, ¢a) de cada lado LF para

—qIn

la funcién tan™(p/q) lo podemos escribir como

tan ! [%] — tan ! [&] =0y = Ba=06" ; (7.59)
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q n

/6 P

L=1 o=1

Figura 7.9: Tridngulo equildtero con densidad monopolar unitaria (o = 1).

donde f3, es el dngulo del vértice (pq,qa), B es el del vértice (py, qy), B* es el angulo de
vista del lado L¥, con signo y visto desde el origen O del diedro planar rotante p,q. Al

sumar todos los ellos sobre el perimetro cerrado del panel
Y pE=p+F+. . +p"=0 . (7.60)
k=1

Esto es, el aporte neto sobre todo el perimetro cerrado de la suma por diferencia de esta
funcién es nulo, y por lo tanto la omitiremos en la expresién de M (p, ¢,n). El origen O es
la proyeccién del punto de observacion x; en la superficie del plano que contiene al panel
j, es fijo para la integracién a lo largo de todo el perimetro, y puede quedar localizado en

cualquier posicion finita de dicho plano.

7.6.3 Resumen de coémputo de la matriz monopolar

En resumen, el coeficiente de influencia monopolar C’ij, entre el panel fuente j y el punto

de colocacién x; lo podemos calcular como la suma de los aportes C* de cada lado LF,

Cij=>C" i C"=Mpo,d,n) = Mpargarn) ; a=mg 5 b=mp ;
k=1
(7.61)
donde [my,ms, ..., My, mpye1 = my] es la secuencia cerrada de nodos asociados con el

panel j, siendo p,, py las abscisas de los nodos a, b del lado L*, ¢, = ¢, es la ordenada

comun segin el diedro p, ¢ paralelo a cada lado L¥ y definidos por los productos escalares

Pa=Xe—%Xi) ta 3 = —%Xi) ts ; G=¢=X,—%X;) D, ; (7.62)
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Figura 7.10: Simetria del coeficiente monopolar con respecto al plano del panel.

donde t,, n, son los versores tangencial y normal del lado L* contenidos en el plano del

panel j. Con la funcién M (p, q,n) dada por

S (p=Inl=VPP+E+n
M(p,q,n) = 2|n|tan™" I . T - g [p+\/p2+(q2+772)] ;
(7.63)

7.6.4 Simetria y continuidad monopolar

Consideremos ahora al coeficiente monopolar CN’U como una funcién del punto de obser-
vacion p,q,n. Por ejemplo, para un tridngulo equilatero de lado unitario con el eje n
(normal a su superficie) pasando sobre su centroide (figura 7.9), podemos concluir que
verifica las siguientes propiedades clasicas (Brebbia, Mikhlin) del potencial de una capa
(figura 7.10): i) es una funcién simétrica de la distancia 7 entre el punto de medicién del
potencial al plano que contiene al panel, esto es, C(p,q,n) = C(p,q, —n), ii) las tangentes
a la curva C'(p,q,n) = f(n) en el origen = 0 son finitas y de signo opuesto, esto es,
la derivada 86’/877 (la componente normal de la velocidad monopolar), presenta un salto
finito al atravesar el plano del panel. Mientras que en la figura 7.11 mostramos la inten-
sidad del coeficiente monopolar C(p, ¢,n) (para el mismo panel triangular), para puntos

(p,q,m) sobre un plano « paralelo al del panel, para dos cotas 1 diferentes.

7.7 Integral analitica de la matriz dipolar A

Para un panel plano poligonal ubicado en una posiciéon arbitraria en 3D, procedamos a

un calculo analitico del coeficiente dipolar /Lj, definido por la integral,

. 9 1
Ai-:/ ar, 22 . 7.64
J s; yanyr ( )
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q
C(P;q’n=007) =1 C(P,q’n=0 5)

Figura 7.11: Intensidad del coeficiente monopolar en el plano «, para las cotas: n = 0.01
(izq.), n = 0.50 (der.).

donde flij = A;j/4r, S; es la superfice del panel j, r = |y — x;| es la distancia entre el
punto de colocacién x; y el punto de integracién variable y sobre la superficie del panel,

0, es la derivada segin la direccién normal al panel n.

7.7.1 Funcién auxiliar dipolar W

El niicleo 9r~!/dn del coeficiente dipolar lo podemos expresar en la forma

21_8187" ot /B

onr Orrdn  r2r r3

(7.65)

Otra vez empleamos el mismo artilugio utilizado en el coeficiente monopolar: para facilitar
la integracién se busca una funcién W (R, n) tal que su laplaciano bidimensional A, W

sobre la superficie del panel sea igual al nicleo polar —n/r?, es decir,

Ui
AWV == (7.66)
donde r = v/R? + 1?2, R = /p? + ¢?, entonces la integral de superficie la reemplazamos

por su integral de linea equivalente dada por el teorema de la divergencia 2D

Ay = /S Ay WdS,, = / (Vo Win)dL (7.67)
j Lj

J

donde n es el versor normal al contorno L; pero contenido en el plano del panel, A, es el
operador laplaciano en las coordenadas bidimensionales p, ¢ localizadas sobre la superficie
del mismo, W = W (R, n) es una funcién suficientemente diferenciable en R*, R = R(p, q)
es la proyeccion del vector posicion r =y — x; sobre el plano que contiene al panel, 7 es

la distancia entre el punto de colocacion x; y dicho plano, distancia constante durante la
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integracion. Para hallar W (R, n) resolvamos la ecuacion diferencial dada por su laplaciano
Ap,W en las coordenadas polares R, 6, con OW /06 = 0,

L 0 <R8W> -7 __ . (7.68)

ROR\"OR ) {R?+12}3
es decir o R
R— = — /—dR ; 7.69
or ~ ) (R +ppr (7.69)
efectuando el cambio de variable £ = n* + R? e integrando una vez, tendremos
R d§ ~1/2 2, 2y—1/2 )
sin pérdida de generalidad podemos adoptar C' = 0, luego
ow
ROV _ iRz 771
op =~ M +} ; (7.71)
n
W= / " ___4r . 7.72
RYRZ T 17 (7.72)
la cual admite la funcién solucién
/RZ L 12 —
W(R,n) = % In [ +];7 |77|] para R >0 ; (7.73)

donde el argumento del logaritmo es positivo para todo R, finitos.

7.7.2 Integral de linea dipolar

La integral de linea para el coeficiente dipolar fiij, es igual a la suma de las contribuciones

A¥ de cada lado L* del poligono cerrado de m vértices,
A=Y A 5 A= [ (VuWin)dL (7.74)
k=1 St

donde cada lado L* estd definido por el par de nodos a = my, b = my41, en la secuencia
cerrada [my, ma, ..., My, My = my] del panel j. En las condiciones supuestas W =
W(R,n), con R = R(p,q) = v/p*> + ¢2, donde 7 resulta un parametro constante durante
la integracién sobre el panel. Para facilitar el calculo del aporte AF de cada lado L*,
empleamos el mismo procedimiento anterior, en donde hacemos una rotaciéon finita al
diedro planar p,q, de modo tal que el eje p sea paralelo al lado L* que se evaliia por
turno, de este modo resulta ¢ = cte durante la integracién a lo largo de dicho lado, siendo
unicamente funcion de la variable p. El gradiente de W sobre la superficie del panel lo
podemos expresar en la forma

ow

VpW = OR

VR (7.75)
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donde V,,R = R/R. Es decir,

oW oW R
VoW = ﬁquR =R T (7.76)
La proyecciéon del gradiente de W en la direcciéon planar n estd dada por
oW (R,n)
(VpW,m) = T (7.77)

dada la particular disposicién del diedro local p, ¢ en la evaluacién del lado genérico L*

se tiene que (R, n) = —q = cte, de donde

oW q
(Vo Win) = —5= 5 (7.78)
donde oW R .
—5p = S8l T — g (7.79)
VR = || VR
tendremos entonces
1 1
(VpgW,n) = q sg(n) —qsg(n) 5 (7.80)
& VET+7? - nl| VEZ+ 7 R

La integral dipolar a lo largo del lado L*, puede escribirse en la forma

Ak = D(pb7Qb777) - D(pm(Iaan) ) (781)

donde p,, p, son las abscisas de los nodos a,b del lado L*, ¢, = ¢, la ordenada comin

segtin el diedro p, ¢ paralelo a cada lado L* definidos por los productos escalares
Pa = (Xa - xi) te 5 b= (Xb - Xi) bty 5 =@ = (Xa - Xi) ‘g ) (782)

donde t,, n, son los versores tangencial y normal del lado L¥ contenidos en el plano del

panel j. Mientras que D(p, q,n) es la suma de funciones

D(p,q,n) = q sg(n)Dy — q sg(n) Dy ; (7.83)
con d
p
Dy = / —_ _ (7.84)
[x/R +n? = |77|] VR +1
dp
D= |3 (7.85)

donde R = R(p,q) = v/p?> + ¢*>. Evaluemos cada integral D, Dy por separado. La

integral D, es idéntica a la monopolar M3 por lo que

d
D1 :/ p
(VP2 + (@2 + 1) = Inl] /12 + (g2 + )

(7.86)
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\ /6 P

P

L=1

Figura 7.12: Tridngulo equildtero con densidad dipolar unitaria (u = 1).

2 _ _ /2 2 2
D1 — - ta‘nfl p |77| p + q + n , (787)
q q

La integral D, es idéntica a la monopolar M, donde concluimos que su suma a lo largo

del perimetro cerrado del panel es nula.

7.7.3 Resumen de coOmputo de la matriz dipolar

En resumen, el coeficiente dipolar flij entre el panel fuente j y el punto de colocacién 1,

lo podemos computar como la suma de los aportes AF de cada lado LF,
Aij - Z Ak ; Ak = D(pln Qb 77) - D(paa Ga, 77) ; a=mg ; b= Mik41 ; (788)

donde [my, ma, ..., My, M1 = my| es la secuencia cerrada de nodos asociados con el
panel j, siendo p,, p, las abscisas de los nodos a, b del lado L*, ¢, = ¢; la ordenada comiin

segun el diedro p, ¢ paralelo a cada lado L* definidos por los productos escalares,
Pa = (Xa - Xi) te 5 b= (Xb - Xi) bty 5 =@ = (Xa - Xi) ‘1 ) (789)

donde t,, n, son los versores tangencial y normal del lado L¥ contenidos en el plano del

panel j. Con la funcién D(p,q,n) dada por

L p=Inl=vVP+ &+

q

D(p,q,n) = 2 sg(n) tan~ (7.90)
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A (p,q.;m) (B

-1

A(p,q,n=0.01) pu=1 A(p,q.n=0.5)

Figura 7.14: Intensidad de la funcién base dipolar en el plano «, para las cotas: n = 0.01
(izq.), n = 0.5 (der.).

7.7.4 Simetria y continuidad dipolar

Consideremos ahora al coeficiente dipolar flij como una funcion del punto de observacion
p,q,n. Por ejemplo, para un tridngulo equildtero de lado unitario con el eje n (normal a
su superficie) pasando sobre su centroide (figura 7.12). Podemos concluir que verifica las
siguientes propiedades cldsicas (Stratton, Vladimirov) del comportamiento del potencial
de dos capas (ver figura 7.13): i) es una funcién antisimétrica de la distancia 7 entre
el punto de medicién del potencial al plano que contiene al panel, esto es, fl(p,q,n) =
—A(p,q,—n), ii) las tangentes a la curva A(p,q,n) = f(n) en el origen 7 = 0 son finitas
y del mismo signo, esto es, la derivada aA/ 0n (la componente normal de la velocidad
dipolar), permanece continua al atravesar el plano del panel. En la figura 7.14 mostramos
el comportamiento del coeficiente dipolar fl(p, q,n) (para el mismo panel triangular), para

puntos (p, q,n) sobre un plano « paralelo al del panel, para dos cotas 1 diferentes.



7.8. Computo del campo superficial de velocidades 111

Figura 7.15: Parcela de paneles A; alrededor del nodo .

7.8 Coémputo del campo superficial de velocidades

El campo de velocidades u sobre la superficie del objeto puede obtenerse mediante
u=1u,+tu,+u, ; (7.91)

donde u, y u, son las velocidades dipolar y monopolar, respectivamente, que se obtienen
de (Maitre, 1988)
{ u, =—-Vu ;

u, =on ;

(7.92)

donde p y o son las densidades dipolar y monopolar respectivamente, V es el gradiente
superficial y n es el versor normal a la superficie. La densidad dipolar p es hallada
resolviendo el sistema lineal mientras que la densidad monopolar ¢ es hallada mediante la
condicién de flujo deslizante 0 = (—uy,n). En lo que sigue consideraremos un cémputo
nodal para la velocidad mediante promedios sobre la parcela de paneles A; adyacentes al
nodo i, ver figura 7.15. Mostraremos una forma fuerte (o clasica) y otra débil para las
velocidades de perturbaciéon u, y u,, donde la forma débil la desarrollaremos para paneles

triangulares.

7.8.1 Forma fuerte para las velocidades de perturbacién

Un promedio simple para ambas velocidades u, y u, lo podemos obtener mediante un
promedio pesado con la superficie de la parcela de paneles A; alrededor del nodo i. Para

la componente monopolar escribimos
Tip Tip
a, = Z u: A° /Z A (7.93)
e=1 e=1
donde A€ es el drea del panel, n, es el nimero de paneles en la parcela A; y

u. = o‘n° (7.94)
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X

Figura 7.17: Geometria para la funcién de forma elemental N/ sobre un panel triangular.

es la velocidad monopolar sobre el panel e, donde ¢ = (—uy,n°) es su densidad su-
perficial, y n® es su versor normal (constante). En la misma manera tendremos para la

componente dipolar

u, = Z uZAe /Z A° (7.95)
e=1 e=1
donde
uz = —-Vu (7.96)

es la velocidad dipolar promediada en el panel e (constante) y V es el gradiente superficial.

Para su computo empleamos la siguiente forma vectorial del teorema de Stokes (Smirnov,
1964)

/ (n x Vp)dA = / pdL (7.97)
A L
donde L es el contorno de una superficie abierta A y n es su versor normal. Cuando el

gradiente dipolar Vu es constante sobre la surperficie A y el versor normal n también lo

es (panel plano), ésta se reduce a

n
Vp=-= L .
1 Ax/Lud ; (7.98)
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Figura 7.18: Flujo potencial exterior a una esfera (izquierda), coeficiente de presién

analitico (derecha).
y sobre un panel e de ng lados, ver figura 7.16, lo podemos discretizar como
e n° N ik
Vs = 1 X kz_:lu | A (7.99)
donde L* es el lado k y fi¥ es algtin valor medio, por ejemplo, podemos tomar

e k 2 d- -t /t- .
k { (pe+p*)/ promedio aritmético ; (7.100)

(ueA® + uk AF) /(A¢ + A%)  promedio superficial .

7.8.2 Forma débil para las velocidades de perturbacién

Para desarrollar una forma débil para las velocidades promediadas 1, y u, suponemos

solo paneles triangulares e introducimos la funciéon de forma nodal
np
N; = Z N{ (7.101)
e=1

para el nodo ¢, donde NN/ es la funcion de forma elemental del panel triangular e perteneciente

a la parcela A;, elegida de tal modo que

e 1 parax=x;; - 109
F(x) = 0 para X = Xe_i/2 +t°A; (7.102)

donde A es un pardmetro libre y
tC=r/|r| (7.103)

es el versor tangente del lado e opuesto al nodo 7 y

r¢ = Xe+1/2 - Xe,1/2 , (7104)
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Figura 7.19: Componente dipolar espirea Vi, en la forma debilitada.

es el vector del lado, donde X4/ ¥y Xc_1/2 son sus vértices. Esto es, la funcion de forma
elemental N7 vale uno en el nodo ¢, nulo sobre el lado opuesto y con una dependencia

lineal entre ambos, de modo que su gradiente sobre el panel e es constante

1
VN; = Ese ; (7.105)
donde h® es la altura del panel, s® es el versor ortogonal al normal y al tangencial, el cual

lo obtenemos con
s =n°xt ; (7.106)

de modo que los versores t°, s°, n® definen una terna en el lado local, ver figura 7.17. El
area del panel lo calculamos con A = h®L°/2, donde L° = |r°| es la longitud del lado

opuesto al nodo % y entonces
| 2A°

h¢ = . 7.107
- (7.107)
Introduciendo las ecuaciones (7.106) y (7.107) en (7.105) obtenemos
e e . e ne X re ‘
VN = e x ) = o (7.108)

donde también r® = L°t°. Para obtener una forma débil del gradiente dipolar empleare-
mos la funcién de forma nodal N; conjuntamente con las técnicas de Galerkin estdndar

(Zienkiewicz/Taylor, 1989) y para esto consideremos el siguiente promedio ponderado
V= /A RAZZY /A NidA (7.109)
sobre la parcela de paneles A;. Integrando por partes el numerador tendremos
/A NiVpdA = - /A VNAA (7.110)

y discretizando sobre la parcela de paneles A;

i = _Zl/A PV NEdA /ZlfA NedA . (7.111)
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Figura 7.20: Esfera con una malla estructurada (derecha), histograma de las dreas ele-

mentales (izquierda).

Como es conocido en elementos finitos (Segerlind, 1976), para una funcién de forma lineal

Ny definida sobre un elemento triangular

/ Neda = A (7.112)
Ae 3
de modo que
ip: NedA—liije—é ; (7.113)
e=1 Ae i h 36:1 a 3 , ‘

introduciendo (7.108) y (7.113) en (7.112) obtenemos la siguiente forma débil para el

gradiente dipolar
N —3 &
Vi = 54 > pf(n® xr) . (7.114)

i e=1

7.8.3 Componente dipolar espurea

En general, la forma débil del gradiente dipolar obtenida con la ecuacién (7.114), ademas
de la componente tangencial @/JJH sobre el plano nodal secante, paralelo al versor normal
nodal, puede aparecer una componente espirea @,u 1 perpendicular al mismo plano, ver
figura 7.19, de modo que

Viu=Vu +Vu . (7.115)

Como sélo la componente tangencial V y tiene significado fisico, entonces debemos elimi-

nar la componente espurea V. Para esto, notemos que también estara presente cuando
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Figura 7.21: Coeficiente de presién C,(z) para una malla estructurada sobre una esfera:

con una forma fuerte (izquierda) y con una forma debilitada (derecha).

imponemos una densidad dipolar unitaria sobre la parcela de paneles A; y suponiendo
una relaciéon lineal entre ambos estados escribimos Vi, = aVyu,, donde « es un factor

de proporcionalidad y entonces
@,u” =Vu—aVu (7.116)

donde Vi, es el gradiente dipolar unitario obtenido por medio de la ecuacién (7.114) con

i =1 sobre la parcela de paneles A;

Ng

> (n®xrf) (7.117)

te=1

24

6/JJ1
el cual es ortogonal a la componente tangencial
(Vi, V) =0 . (7.118)

Reemplazando ecuacién (7.116) en (7.118) hallamos

que es valida si y solo si
IVpi| # 0 (7.120)

lo cual ocurre, por ejemplo, cuando la parcela de paneles A; es plana, desde que todas las

normales n® son la misma constante n y entonces

. -3 UE
Vi = 5 mx ;re ; (7.121)
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Figura 7.22: Malla de paneles perturbada sobre una esfera (derecha), histograma de las

areas elementales (izquierda).

pero
Ns
> rf=0; (7.122)
e=1

desde que es una suma vectorial cerrada. De todas maneras puede mostrarse que la
forma fuerte es suficiente para este caso excepcional. Una consecuencia adicional del
procedimiento seguido para eliminar la componente espirea, es que disponemos la normal

debilitada

\V4 .
f= L V| #£0 . (7.123)
|V 1]
Luego, las velocidades dipolar y monopolar debilitadas las hallamos mediante
{ﬁ“ =VH (7.124)
u, =on

siempre que la condicién (7.120) se verifique.

7.8.4 Ejemplo numérico

Para validar el método propuesto, hemos considerado el flujo alrededor de una esfera de
radio R = 1 con rapidez no perturbada U = 1. La solucién analitica para la velocidad
superficial u(6) es (Streeter, 1961) u(f) = (3/2)U sin(#). El coeficiente de presién C,(6) =
1—|u(0)|?/|U? resulta igual a C, () = 1—(9/4) sin?(); donde 0 = arccos(z/R), ver figura
7.18. Para la soluciéon numérica hemos considerado dos mallas ambas con 972 paneles
triangulares. La primera es bastante estructurada y es mostrada en la figura 7.20. En la
figura 7.21 mostrammos el coeficiente de presién C,(#) a lo largo del eje z obtenida con

ambas formulaciones, donde con la forma fuerte vemos una leve tendencia a la dispersion.
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Figura 7.23: Coeficiente de presién Cy(z) para una malla de paneles no estructurada sobre

una esfera: con una forma fuerte (izquierda) y con una forma debilitada (derecha).

Mientras que en la segunda malla hemos agregado un pequeno ruido nodal con el objeto

de simular una malla no estructurada, la cual es mostrada en la figura 7.22. Esta malla

es obtenida de la primera mediante un ruido nodal ex = O(h) sumado a las coordenadas

nodales, donde A es un didmetro promedio de los paneles, y luego hemos re-proyectado

a la esfera, verificando que los paneles no colapsen.

En la figura 7.23 mostramos el

coeficiente de presiéon C,(6) a lo largo del eje z obtenido con ambas formulaciones, donde

la tendencia a la dispersion de la forma fuerte se manifiesta claramente mientras que la

forma debilitada se muestra mucho mas estable.



Capitulo 8

Método de paneles extendido

8.1 Resumen

Desarrollamos un método de elementos de paneles extendido, para el problema linealizado
de la resistencia de ola, para el caso del barco lento, donde el patron de olas con sentido
fisico es capturado mediante la estrategia clasica de un esquema en diferencias cuasi-

Dawson, orientado contra-corriente.

8.2 Introduccion

En la formulacion potencial para el patron de olas generado por un barco lento surge una
dificultad relacionada con la presencia de una superficie libre con condiciones de borde
cinematicas y dindmicas no lineales. La forma clédsica para tratar numéricamente los prob-
lemas no lineales es resolver una secuencia de problemas lineales, donde esperamos que
sus soluciones convergan a la solucion del problema original. En nuestro caso la posicion
de la superficie libre es también parte de las incégnitas del problema. A continuacién
consideremos someramente el problema general y luego nos concentraremos en el prob-
lema linealizado, que lo resolveremos mediante un método de paneles extendido, en el
sentido de ser una extension del método de paneles estandar para superficies fijas, de-
sarrollado originalmente para la discretizacién de la formulacion integral de Morino para

flujo potencial subsoénico.

8.3 El método de Newton Raphson

Recordemos que en el método de paneles estandar tinicamente consideramos superficies

fias. Por ello, si la posicion de la superficie libre fuera conocida, entonces podriamos

119
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emplear este método para obtener el campo potencial a partir de la resolucion de un
sistema algebraico lineal de la forma Ap = Co, donde p es el vector de los potenciales de
perturbacién en los centroides de los paneles, o es el vector de los flujos de masa a través de
los paneles, A, C son las matrices de influencia dipolar y monopolar entre todos paneles,
respectivamente, donde ambas son en general llenas y no simétricas. Como el vector de
flujos o lo conocemos a partir de la condicion de borde “cinematica” para la velocidad
en los borde de flujo, que en el flujo potencial significa la condicién de resbalamiento
(velocidad normal nula), entonces el problema numérico se reduce a resolver el sistema
de ecuaciones para el vector potencial p. Ahora bien, en realidad no sabemos donde
esta la superficie libre, por lo que tenemos un conjunto adicional de incégnitas dadas por
las elevaciones ¢ de los nodos pertenecientes a la superficie libre, los cuales ajustan su
posicion bajo la accién del campo gravitatorio terrestre de intensidad g. Pero ademas, los
coeficientes de interaccion dependen de la geometria de los paneles, en sus distancias y
angulos de vistas relativos, de modo que el sistema previo deberiamos reescribirlo ahora
en la forma A({)p = C(¢)o(¢), y tendremos que agregar la condicién de ajuste en la
posicién de la superficie libre, dada por la ecuacién de Bernoulli (condicién de borde
dindmica), que en forma discreta la podemos poner en la forma R(u, ) = 0. Ahora estas
ecuaciones definen un sistema no lineal en el par {u,{} que debemos resolver con un
método apropiado. A continuacién veremos dos opciones para ello mediante el método

de Newton Raphson, primero en una version discreta, y luego otra en el continuo.

8.3.1 El método de Newton Raphson discreto

Desde que la primera ecuacién es lineal en g, un método iterativo simple basado en la
iteracion de punto fijo podria ser la siguiente:
1) Elegir un campo de elevacién inicial: °, n < 0

2) Computar el campo potencial @" a partir de:

A(n")@" = C(¢")a(¢") (8.1)

3) Computar la nueva posicién de la superficie libre resolviendo para "™ a partir de:

R(n"*, &™) =0 (8.2)

4) Si no converge: n < n+ 1, volver a 2)

Esta estrategia es simple e involucra sélo pequetias modificaciones al codigo de paneles
estandar, pero exhibe muy bajas tasas de convergencia aun para muy pequenas eleva-
ciones, en cuyo caso el sistema es casi lineal. Entonces, en primera instancia podriamos

proponer en su reemplazo un algoritmo basado en Newton Raphson, donde el cémputo



8.3. EIl método de Newton Raphson 121

JAB\ n’
A k\\HH/// c \/

inyeccion  succion nn+1

Figura 8.1: Método del flujo de transpiracion.

n+1

de los incrementos de {Ap"*' A¢""'} deberfan obtenerse de una ecuacién matricial de

la forma

A wAmour
(OR/0u) (9R/0C)

] [ = clgato”

A R(¢ p) (&3)

8.3.2 El método de Newton Raphson en el continuo

Otra posibilidad es proponer un esquema de Newton Raphson para las “ecuaciones del
continuo” y luego discretizar ese sistema. El sistema resultante es diferente del anterior,
porque la discretizacién y la solucién de Newton-Raphson no conmutan, y nos muestra
ciertas ventajas. Primero, la formulacién resultante es por lejos mucho mas simple, como
luego veremos. Segundo, el nimero de incégnitas en el sistema de Newton-Raphson
“discreto” es 2n, + n, donde n, es el nimero de paneles en la superficie libre y n; es
el nimero de paneles sobre la superficie mojada de la nave, mientras que en el sistema
de Newton Raphson “en el continuo” el numero de incégnitas es simplemente n, + 1.
Desde que en general, n, > n;, y en un gran nimero de casos n, > n, esta variante “en
el continuo” permite un significativo ahorro en los recursos computacionales, y es la que
adoptaremos. Ahora supongamos un proceso iterativo donde en su etapa [ disponemos el
par aproximado (@, ¢)!, para el potencial total ® y para la elevacién (. Como es usual en
los métodos iterativos, esperamos que el par de la iteracién siguiente (®, ¢)"*! sea cercano

a (®,n)!, y esto nos permite introducir la expansién a primer orden en los incrementos

&_w — (I)l+1 _ (I)l
{ en=¢* -

Para hacer primero Netwon Raphson en el continuo y luego discretizar, necesitamos

(8.4)

obtener ecuaciones lineales para el incremento de potencial 1, cuando una pequena per-
turbacién en el incremento de altura n en la superficie libre es producida. Como ambas
funciones ®*! son arménicas, y con condiciones de borde tipo Neumann homogéneas en

las superficies mojada de la nave y al infinito, y esos bordes no cambian de posicién con
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la perturbacién en la superficie libre, es claro que esas ecuaciones también se aplican al
incremento ¢. Lo unico que cambia es la posicion de la superficie libre y para dar cuenta
de ese cambio podemos introducir un flujo de transpiracion o' en la condicién de borde
de la superficie libre, para el incremento ¢, flujo asimilable también a una técnica de ex-
pansion asintotica. Este flujo es un término fuente que se obtiene a partir de la iteracion
anterior. Su nombre responde a una interpretacién hidrodinamicista, y lo podemos com-
prender intuitivamente a partir de la figura 8.1. Denotemos con u; la velocidad en la
iteracién [, correspondiente a una posicién de la superficie libre dada por ¢!. Entonces,
una pequena perturbacion en la posicion de la superficie libre A( la podemos simular
agregando un flujo de emision en aquellos puntos donde la nueva posicién ¢! = (' +p
tiende a separarse de la vieja posicién ¢!, mientras que tenemos que agregar un flujo de

succién en aquellos puntos donde ¢!*! tiende a aproximarse a ('.

8.4 Meétodo de paneles

La solucién por paneles procede en dos etapas principales. Primero resolvemos el problema
de flujo basico. Segundo, resolvemos el problema de flujo perturbado en cada velocidad.
Para ambas etapas empleamos la misma malla de paneles, donde la porcién de superficie
libre coincide con el plano de equilibrio hidrostatico (plano z = 0). La malla de paneles
es una poliédrica de caras planas '), = I', U, donde I', es la submalla con n, paneles
sobre una porcién finita de la superficie libre I'p, y ', es la submalla con n;, paneles sobre
la superficie mojada de la nave. EIl nimero total de paneles activos es n = n, + ny y
usualmente tendremos n, > n,. La numeracion de los paneles serd correlativa para un
comodo tratamiento por sub-matrices, comenzando con la superficie libre I', y luego con
la nave [',. Empleamos una formulaciéon de paneles de bajo orden para ambos casos,
con colocaciéon en los centroides de los paneles para obtener un sistema de ecuaciones
algebraicas linealizado, donde las matrices del sistema son cuadradas i) de dimension
N = n en el problema del flujo basico, y de dimensiéon N = n + 2n, en el problema de

flujo perturbado, con n, < n.

8.4.1 Método de paneles para el flujo basico

El sistema de ecuaciones por el método de paneles para el flujo basico puede escribirse
como Hu® = b° donde H° es la matriz del sistema, pu’ = —¢@° es el vector bipolar
evaluado en los centroides de los n paneles, igual a menos el vector de los potenciales de

perturbacion

¢'=[¢"(x1) ¢(x2) . F(x)]" (8-5)
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y b% es el vector fuente, donde el supraindice indica cantidades asociadas con el flujo
basico. La matriz del sistema H® es la suma H® = 1/2I + A, de la matriz identidad I
escaleada y la matriz de influencia bipolar A. El vector fuente b® = Ca?, es el producto

de la matriz de influencia monopolar C y el vector de flujos
o’ =[0x;) 0°xy) .. o°(xn)]F (8.6)

obtenido por medio de la condicién de borde deslizante sobre las paredes solidas, donde
la componente normal de la velocidad es nula, obteniendo ¢°(x;) = —ul (x;)n(x;) para
j =1,2,..,n, donde n(x;) es el versor normal j orientado hacia la cara mojada. Las

matrices de influencia bipolar y monopolar A;;,Cj; estdn dadas por las integrales de

superficie
1 rin; 1 1
A~-:—/dF- U and C~-:—/d1“-— araij=1,2 ..n; (87
YA o r?j Y dr e ey b & R (8.7)
donde r;; = |x; — x;| es la distancia entre el centroide x; y el punto de integracién x;

sobre la superficie del panel j, y x = (z,y, z). El sistema matricial para el problema del
flujo basico puede descomponerse como
Bl -len clla) o9
Abp Ay, u,? Cbp Chp 0’2 ’ '
donde A;;, C;; son los bloques de auto-influencia, A;;, C;; con ¢ # j son los bloques de

acoplamiento.

8.4.2 Meétodo de paneles para el flujo perturbado

Para el problema de flujo perturbado todas las superficies permanecen fijas, de modo que
empleamos la misma malla y escribimos un sistema matricial similar

sl e e

Ay A Ly Cyp Cupl Loy ’
la condicion de borde tipo Neumann es nula sobre la nave o, = 0 mientras que sobre la
superficie libre

op =Dppp, +1 (8.10)

donde D,,, = diag(D;), con D; = D(x;), es la matriz de superficie libre y f; = f(x;) es el
vector forzante. Reemplazando o, y o} y reordenando

(App — CppDyyp) Apb] [“’p] _ [Cppfl )

(Abp - Cprpp) Ap | L1y Copf ’

en este sistema falta introducir las condiciones de radiacién desde que sin las mismas (o

(8.11)

sin esquemas en contracorriente), el problema hidrodindmico permanece incompletamente

formulado.
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Figura 8.2: Vista xy de la mitad superior de la malla M; con 37 x 14 paneles sobre la

superficie libre de referencia, y 154 paneles sobre el casco.

Figura 8.3: Vista xy de la malla M;.

8.5 Cémputo de la matriz de inyeccién

La matriz del sistema extendido matricialmente la escribimos como la suma H = A + Z,
donde H(n, n) es la matriz del sistema, A(n,n) es la matriz de influencia dipolar, Z = CD
es la matriz de inyeccién, producto de la matriz de influencia monopolar C(n,n,) y
de la matriz de superficie (ampliada) D(n,,n), donde su columna d; es nula cuando
J > n,. Sus dimensiones respectivas son las indicadas donde n, + n, = n. Las matrices

de influencia A, C, dipolar y monopolar respectivamente, son en general llenas y no

iz
e S ©) B i~ R

H

Figura 8.4: Vista xz de la malla M.



8.5. Computo de la matriz de inyecciéon 125

Figura 8.5: Vista yz de la malla M.

— resultados con: Experimentos de Shearer

M,: 672 paneles con modelo fijo
M, 1122 paneles o—o—o Calculo de Dawson
~ M,:1196 paneles con 484 paneles
%_ 14 I'Modelo Wigley 1805 A c ‘
=) 1.2 |
L0
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E
“, 0.8
L o6
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~
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I, F.=U/sqrt(gL)
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Figura 8.6: Curva de resistencia para el Wigley, por paneles y cuasi-Dawson.

simétricas, mientras que la matriz de superficie D es rala. De todos modos, la presencia
de la matriz monopolar C hace que la matriz de inyeccién Z resulte también llena y no
simétrica. Por otra parte, debemos tener presente que i) las matrices de influencia A, C
son re-calculadas en cada estado de velocidad, porque ocupan un espacio de memoria
relativamente muy grande para su almacenamiento en disco, como se discutio en el capitulo
7, ii) las matrices D, Z dependen del factor de velocidad «. Por esas dos razones, todas
las matrices involucradas tienen que ser re-evaluadas para cada velocidad. Ahora bien,
el tiempo 7¢ para computar la matriz monopolar C es mucho mayor que el tiempo 7p
necesario para la matriz de superficie D, porque la matriz monopolar C, ademas de llena,
involucra funciones trascendentes, mientras que la matriz de superficie D es muy rala y
de naturaleza algebraica. Por estas dos razones, podemos aprovechar la ralidad de D para

reducir el tiempo de cémputo 75 del producto Z = CD. Para este fin, desarrollemos a
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continuaciéon un pseudocddigo, en el cual nos conviene concebir cada matriz genérica X
como formada por wvectores columna X;, que es la forma basica de computo en paneles
estandar, orientada hacia las técnicas de vectorizacién/paralelizacién. Para la columna
genérica h; de la matriz del sistema ampliado H = A + Z tendremos h; = a; + z;, donde
j es el indice para el panel fuente, esto es, nos paramos sobre cada panel 7, le imponemos
carga de superficie dipolar/monopolar unitarias, y calculamos el campo medido en todos
los centroides, obteniendo sus vectores columna dipolar/monopolar a;, c;. Mientras que

para la matriz de inyeccion Z = CD es el producto
(zv .. 2z, .. zZ,]=[ct .. ¢ . ¢c|=[d .. d .. d,] (8.12)

donde d; = 0 cuando j > n,, porque abandonamos la “superficie libre”, y hemos
elegido conservar el indice comun j para las columnas a;, ¢;, porque resulta conveniente
calcularlas en forma simultanea en un cierto lazo j. De este modo asi aprovechamos tanto
las operaciones geométricas relacionadas con el panel fuente j, como asi también opera-
ciones trascendentes comunes, donde c; lo obtenemos de a; mediante algunas operaciones
vectoriales adicionales. Mientras que el indice ¢ nos permite obtener cada columna z; de

la matriz producto Z, mediante la serie de productos (matriz-vector)
z; = Cd; : 1=1,2,..,n (8.13)
Para evaluar cada uno de ellos consideremos previamente el producto matriz-vector genérico
y = Wx = [wWi..w;..W,|x (8.14)

donde x,y son unos vectores de entrada y de salida, respectivamente, W es una matriz

dada. Este producto lo podemos evaluar vectorialmente en las columnas w; en la forma
Y = WiZy + Walo + ... + W,T; + ... + Wy (8.15)

Usemos este computo vectorizado en cada columna z;
z; = C1dyy + Codyi, + ... + Cjdji + ... + Cpdpp , i=1,2,...,n (8.16)

su pseudocodigo lo podriamos escribir como,
doi=1,2,...n
z; < 0
doj=12,...,n
obtain: c;,dj;

Z; < Z; + deji
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end j

end ¢

Pero hacerlo en ese orden no es conveniente, porque evaluamos toda la matriz C para
cada columna z;,7 = 1, 2, ..,n, de modo que en total la recalculariamos n veces, y esto es
inadmisible. Si probamos en invertir los lazos i, 7 tendremos,

doj=12,...,n
obtain: c¢;
do:=1,2,....n
obtain: dj;

Z; < Z; + cjdji
end ¢

end j

Ahora el costo es el computo reiterado de dj; porque, en una concepcién por diferen-
cias finitas, debemos recomputar la estrella de coeficientes para el panel i en lugar del
panel fuente j, pero es un precio muy barato porque involucra un recalculo con muy
pocos coeficientes. Por ejemplo, en el caso de cuasi-Dawson, unos seis por cada ¢ cuando
mucho. Es decir, la naturaleza muy rala de la matriz de superficie D comparada con
la matriz monopolar llena C, justifica por lejos esta inversion de lazos. En resumen, un
pseudocodigo para los m estados de velocidad en donde para cada estado k£ computamos
solo una vez las matrices de influencia A, C, y recomputamos n, veces la matriz de super-
ficie D, donde n; es el nimero de elementos de la estrella del operador derivada segunda
adoptado (de bajo o alto orden) con ny; < n, lo escribimos en la forma

dok=1,2,...m
H+O0
s« 0
b + by,
doj=12,..,n
obtain: aj,c;
h; < h; + a;
doi=1,2,...,n,
obtain: dj
h; < h; +c;d;;
end ¢
end j
solve: Hs=Db
Mg < 8
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Figura 8.7: Isolineas de elevacién n para F,, = 0.40 en la malla M; (punto B), por paneles

y cuasi-Dawson.

end k&

8.6 Cuasi-Dawson en la matriz de superficie

Una versién discreta para el operador escalar VIugul'V la podemos obtener en difer-
entes formas, por ejemplo, por diferencias o elementos finitos o por nube de puntos, pero
en cualquier caso, tendra una estrella de coeficientes compacta, de modo que la matriz
de superficie serd bastante rala. Luego, el costo computacional de evaluar el producto
matricial CD con la matriz monopolar C densa, no serd tan costoso si las operaciones
son reordenadas convenientemente, como se discutié en el punto anterior. Los esquemas
en contra-corriente, como los de tipo cuasi-Dawson, son usualmente introducidos en la
matriz de superficie libre D,,. El método de Dawson para el operador de superficie D
discreto, en una formulacién en potencial, lo escribimos con un esquema en diferencias
finitas de quinto orden, no centrado y orientado contra-corriente. En una malla de paso

constante h,, los coeficientes de la estrella respectiva son

5¢; — 14¢i 1 + 14¢;1 9 — 60543 + 11y
202

De; = (8.17)
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Figura 8.8: Isolineas de elevacién n para Froude F,, = 0.60 en la malla M3 (punto D), por

paneles y cuasi-Dawson.

8.7 Ejemplo numérico

Consideramos el casco Wigley, modelo 1805 A. La superficie para la mitad de su carena
estd dada por (Dawson, 1977):

y* = £(3/4)(1 — 2%/64)(1 — 0.62°/64)(1 — 2%) ; (8.18)
donde —8 <z < 48y —1 < z < 0. Adimensionalizando
= £(1 - &) (1 -0.66%) (1~ ¢?) (8.19)

donde ¢ = 2x/L, n =2y/B, ( = z/H. Por ejemplo, para la Ec. (8.18) tendremos: eslora
L =16, manga B = 3/2 y calado H = 1. Su seccién media S y su volumen V calculados

en el sistema de coordenadas naturales O(f, 1, () son, respectivamente,
_ 1
=2 [ dent(0,0)=4/3; (8.20)
0

- 1 1
V=22 ds [ dontgm) (8.21)

introduciendo la Ec. (8.19) resulta
V= (8/3) /01 de(1 — 1.6€2 + 0.6¢%) (8.22)

es decir,
V = (8/3)(1 - 16/30 + 6/50) = 352/225 . (8.23)
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Figura 8.9: Isolineas de elevacién 7 para Froude F,, = 0.70 en la malla M3 (punto E), por

paneles y cuasi-Dawson.

Para volver al sistema coordenado original O(z, y, z) empleamos tanto la jacobiana planar
Jos = LB/2 como la tridimensional J33 = LBH /4, resultando

S = JynS = (2/3)BH ; (8.24)

V = Js3V = (88/225)LBH ; (8.25)
y el coeficiente de forma prismatico C), para esta carena serd

C, = S—‘z = 471_;1 ~ 0.587 ; (8.26)
que corresponde a una de las carenas ensayadas por Shearer (eg. ver Wehausen, 1973).
Retornando a la Ec. (8.18) vemos que su seccién media es S = 16 y su volumen V =
704/75 ~ 9.3867.

Para la solucién numérica por el método de paneles extendido, hemos considerado tres
mallas My, M,, Mj, las cuales son estructuradas sobre la superficie libre de referencia,
donde M; = 37 x 14 + 154, My = 33 x 28 + 198 y M3 = 37 x 26 + 234 paneles. En las
figuras 8.2, 8.3, 8.4 y 8.5, mostramos la malla M;. El coeficiente de resistencia de ola
Cy es mostrado en la figura 8.6 donde: 1) resultados numéricos de Dawson informados
con 484 paneles, 2) experimentos de Shearer sobre el modelo fijo, 3) los obtenidos por
nosotros con paneles y esquema cuasi-Dawson. Finalmente en las figuras 8.7, 8.8 y 8.9,
hemos graficado las isolineas de elevacién para los nimeros de Froude F' = 0.40, 0.60, 0.70,
donde ademéds hemos marcado la envolvente tedrica de 19 grados 29 minutos (arcsin(1/3))

para una carga de presion puntual.



Capitulo 9

Condiciéon de frontera DNL por

elementos finitos

9.1 Resumen

En este capitulo mostramos una implementacién por elementos finitos de la condicion
de frontera absorbente Discreta No-local (DNL), la cual es derivada por una andlisis
directo de las ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes, suponiendo que la
malla es estructurada unidimensionalmente en la direccién longitudinal. El empleo de un
esquema centrado para el operador de superficie nos permite una discretizacion completa
por elementos finitos. La resistencia de ola es luego calculada mediante balances de flujos,

procedimiento que es mas exacto y garantiza resistencias positivas.

9.2 Calculo del arrastre por amplitud de ola

Es bien sabido que, si despreciamos los fenémenos disipativos, producto de la viscosidad
del fluido, entonces toda la energia entregada por la embarcacion para vencer el arrastre

de ola, es emitida como un tren de ondas por gravedad que se dirige corriente abajo. Este

Figura 9.1: Cuerpo simétrico discretizado con malla simétrica.

131
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Figura 9.2: Ecuacién de Helmholtz 1D. Célculo de la potencia emitida por la fuente f.

flujo de energia se propaga sin amortiguarse y por lo tanto se plantea la posibilidad de
calcular el arrastre de ola sobre el cuerpo estimando este flujo de energia en algin plano
transversal corriente abajo del cuerpo. Experimentalmente, esta es la forma en que se
calcula la componente de ola de la resistencia total, ya que, aplicando un dinanémetro
a la embarcaciéon en un canal experimental, sélo llega a estimarse la componente total
del arrastre de ola. Ahora bien, la integracion directa de las fuerzas de presién sobre el
casco suele dar a veces resistencias negativas. Este no es un problema relacionado con
la superficie libre, sino que incluso sucede para el problema de flujo bésico con superficie
fija (el problema de “cuerpo doble” o “con gravedad infinita”). Como es bien sabido,
la resistencia producida para el problema del cuerpo doble (sin superficie libre) debe ser
nula. Sin embargo, por errores de discretizacion, esto resulta en un valor no nulo, que
disminuye al refinar. Ahora supongamos que el cuerpo es simétrico, y la malla utilizada
también es simétrica (figura 9.1). Entonces, el campo de potenciales de perturbacién
discreto resultante sera antisimétrico y por lo tanto el campo de presiones sera simétrico
(siempre a nivel discreto). Entonces, la componente de presién dF sobre un panel P se
compensarda con la de su simétrico P’ y la fuerza resultante total serd nula, a precisién
de la maquina. Pero si la malla utilizada no es simétrica, las contribuciones sobre partes
correspondientes del cuerpo no se compensan totalmente y esto resulta en un arrastre
resultante no nulo. Ahora bien, si una dada malla (no simétrica para una geometria
simétrica) da un arrastre positivo, la misma malla invertida (z — —z) dard el misma
fuerza pero de sentido contrario, de manera que esto demuestra que siempre en general se
obtendran por integracion directa resistencias no nulas de uno u otro signo. Este hecho
no es tan conocido, debido a que el flujo potencial se utiliza generalmente para calcular la
sustentacion (lift) y los momentos aerodindmicos. Mostraremos a continuacién un ejemplo
muy simple, en el cual cierta propiedad integral puede calcularse a partir del flujo a través

de los contornos.
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9.3 Potencia emitida en la ecuaciéon de Helmholtz
Consideremos la ecuacién de las ondas (cuerda vibrante) 1D
by = Cbao+ f(2,1) para —oo < & < 00 ; (9.1)

donde ¢ es el desplazamiento transversal de la cuerda, ¢ la velocidad de propagacion de
las ondas y f(z,t) un término forzante. La potencia entregada por el dispositivo que
genera el término forzante f es

+o0

W = b.f du . (9.2)

Si suponemos que la dependencia temporal de f es armonica, es decir,

flz,t) = Ref(x)ei“’t : (9.3)
entonces, es de suponer que para t — 0o, la solucién sera también armoénica

o(x,t) = Red(z)e™t . (9.4)

Reemplazando la expresion (9.3) y (9.4) en (9.1) se llega a la siguiente ecuacién transfor-

mada
Qg,a:a: + kQ(i = _C_Qf ; (95)
donde k = w/c es el nimero de onda caracteristico. Esta es la ecuacion de Helmholtz. La

expresion para la potencia disipada es
+o0 . ~
W= / Reiwde™ Re fei! dx
—0o0

1 +oo o . - . ~ . = .

= ZM/ (pe™ — pe ™) (fe™' + fe ™) dx  ; (9.6)
—00

donde T denota el complejo conjugado de x. Ahora bien, estamos interesados mas bien en

la potencia disipada promediada sobre un largo periodo de tiempo, o lo que es equivalente,

sobre un ciclo T' = 27 /w, tendremos

1 [tot+T

= — W dt
Tto

(W)

=4 T (6f® + &f — &f — dfe™t) dt du
-0 to

1 0 = = A 1 oo = A 1 oo = A
:Ziw/; (Of — of) dx:—ziw/; 2iTmae f dxziw/; méf dr . (9.7)

En lo que sigue omitiremos, por comodidad, el acento circunflejo para denotar la compo-

1 /+oo 1 [to+T

nente armoénica. Ahora multipliquemos la ecuacién de Helmholtz (9.5) por ¢ e integremos



9.3. Potencia emitida en la ecuacién de Helmholtz 134

sobre x en un volumen de control 1 < r < x5. La parte imaginaria del miembro derecho

nos da la potencia disipada, y trabajando sobre la parte derecha obtenemos

/ Of di = —c / 3600 + K20) dz

1

= [ 0wt KD 0) dr - T o[
== [T (Agul + BIP) dr = 25 9] (9.8)
Pero la integral del miembr; derecho es real, de manera que
(W) =g(x2) —g(z1) (9.9)
donde el flujo de energia g(x) esta definido como
g(x) = —%we? Im¢ ¢, ; (9.10)

de manera que, podemos computar la potencia total emitida (W) de dos maneras esen-

cialmente diferentes:
e Por integracién directa, segin ecuacion (9.1-e).
e Por el balance de energia en el contorno, segin ecuaciones (9.9) y (9.10).

Si tomamos los extremos z; 2 del volumen de control, fuera de la regién donde f # 0,
entonces, ¢ debe ser combinaicén lineal de una onda que va hacia la derecha y otra que

va hacia la izquierda,

ae’*® 4 be~* T  para x < 7 ;
oo ={ " T, (9.11
ce™ + de™"™™  para x > 19 ;
y entonces para x < x; tendremos
1 5 —
g(l‘) = _iwc Im¢¢az
1 2 — —ikx 7. tikxy tkx —ikx
= —gwe Im(ae " + be ™" *)ik(ae™® — be ")
1 — , 1
= —§w20R6|a|2 — |b]* + bae*™* — bae kT = §c¢)2c(|b|2 — |af?) . (9.12)
Analogamente, para x >
Ly 2 2
g(x) = gwe(jd]” = e (9.13)

Recordemos que e~ *** representa una onda que va hacia la derecha, y €’** una que va hacia

la izquierda. De manera que g(x) resulta ser el flujo neto de energia hacia la derecha.
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Figura 9.3: Descripcion geométrica, vista lateral.

Pero si imponemos condiciones de contorno de radiacion en los dos limites © — o0,

entonces debe ser b = ¢ = 0y, por lo tanto, de (9.9), (9.12), (9.13), concluimos que
1
(W) = gw’e (BI° +1dI*) (9.14)

y es claro que (W) > 0. Volviendo a nuestro problema de resistencia de ola, vemos
la utilidad de buscar una expresién integral como la encontrada para la ecuaciéon de
Helmholtz que nos garantice resistencias positivas. Ademdas, como es de esperar que
el arrastre se concentre en los modos transversales de frecuencia mas baja, el arrastre
resultara ser el producto de la integral de una funcién suave en el “plano de medicion”
(o, mejor dicho, “de observacién”). Esto sugiere que el cdlculo serd mucho mas preciso
que una integracion directa de las fuerzas de presion sobre el casco. Por otra parte, los
siguientes parecen ser requisitos indispensables para poder utilizar tal esquema:

e El esquema numérico NO debe ser disipativo.

e Las condiciones de contorno deben ser los mas absorbentes posibles.

Estos requisitos son plenamente satisfechos por el método propuesto.

9.4 Semidiscretizacion
Supongamos que el dominio de resoluciéon es de la forma
Q={xtalque (y,2) €Qy —00<x <400 } = Qarco (9.15)

y €2y, es un dominio acotado por encima por la superficie libre y por debajo por una curva
dada. Las ecuaciones son
Ap=0 en () ;
Ond =0 sobre I'o UTha1c0 (9.16)
O + g~ 10y, (uOiuojaxj ¢) =7 sobre I'jj e -

Estamos interesados en aquella parte del dominio Q, |z| > L donde ya no existe Qarco

y ug es practicamente constante e igual a Uy, de manera que las ecuaciones en esta



9.4. Semidiscretizacion 136

region del dominio son

Ap =0 en (1 ;
Opp =0 sobre I'o U T 41c0 (9.17)
O+ K~ 10,,0 =0 sobre T'jj10 ;

donde K = g/U2% > 0 es el nimero de onda. Ahora hagamos una semi-discretizacién en

las coordenadas yz, es decir, pongamos

Ncapa

oz, y, 2 Z ¢;N; ; (9.18)

donde las { N;(y, z) } son las funciones de interpolacién para la discretizacién por elementos
finitos de €, y Ncapa el nimero de nodos en cada capa. Reemplazando esto en (9.17),
pesando con funciones de peso iguales a las de interpolacién (método de Galerkin) e

integrando por partes llegamos a

3¢

M6, — K¢+/ ar=0 ; (9.19)

hbre

donde T'jp, e es la frontera superior de €2, en general de la forma

Yz
[ibre = { todo (y,2) tal que 2 =0y |y| < L,/2 } ; (9.20)

donde M, K son matrices de masa y del operador de Laplace, respectivamente, para la

region bidimensional 2., dadas por

Y

K, = /Q Vy:N;(y,z) - Vy.Nip(y, z) dy dz . (9.22)
yz

Reemplazando (0¢/0n) de (9.17) llegamos a
(M - KﬁlMlibre)(p,xx -K¢p=0 ; (923)

donde Mjj}, ;o €8 una matriz de masa de la superficie libre

Miipre g = /Fl'b Nj(y, 0)Ni(y, 0) dy (9.24)
1ore

donde M y Mj;p e son matrices definidas positivas, mientras que K es semidefinida
positiva. Si imponemos una condicién Dirichlet de la forma ¢ = 0 en algin punto de
[';pre Para eliminar el modo rigido ¢ = cte, entonces K es definida positiva. El sistema

(9.23) es un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) de segundo orden,
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Figura 9.4: Descripcién geométrica, vista en planta.

homogéneo con coeficientes constantes. Su solucion puede ser obtenida por los métodos

clasicos buscando soluciones de la forma
p(r) = gpe™ . (9.25)
Reemplazando en (9.23) llegamos al siguiente problema de autovalores
MM-K)gp,=0 ; (9.26)

donde
M=M-K 'Mjpe - (9.27)

Ahora consideremos el caso donde la superficie no es libre, es decir, eliminando el segundo
término en (9.17). Como consecuencia, desaparece el segundo término que contiene a
Mjipre en (9.27) y M = M es definida positiva. Puede verse entonces que A2 > 0, y
por lo tanto los autovalores son de la forma A = +a, con a real, entonces las soluciones
(9.25) son exponenciales crecientes o decrecientes, lo cual corresponde al cardcter eliptico
del operador de Laplace. Ahora bien, debido al signo negativo que afecta a Mjj}, 0 en
(9.27) vemos que esto tiene un efecto desestabilizante y para valores de K suficiente-
mente grandes apareceran autovalores A> < 0 de manera que A\ = +ik con k real. Estos
autovalores corresponden a las “ondas parasitas” y, por lo tanto, a la generacion de la
“resistencia de ola”. En este capitulo desarrollaremos una expresion que nos permita cal-
cular la resistencia de ola, a partir de la amplitud de las olas aguas abajo en un contexto
de método numérico tipo elementos finitos y diferencias finitas, continuando lo discutido

en el capitulo 5.

9.5 Resistencia de ola por flujo de momento

Consideremos el flujo alrededor de una embarcacién como se muestra en las figuras 9.3 y

9.4. Suponemos que I’ | son planos & = cte, I'gy, 4, es un plano z = cte y I' ¢ a y =

ent/sa
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cte. En esta seccion no haremos ninguna suposicién en lo que respecta a linealizaciones y
obtendremos una expresién para la resistencia de ola en la cual s6lo aparecen expresiones
que pueden interpretarse como el flujo de momento segin = a través de superficies de

control. Las ecuaciones que rigen tal flujo potencial son

Ap =0 en () ;
¢ =0 sobre T'harco +T'SL, + Tiondo (9.28)
Ot = Uy sobre T’ )

ent /sal ’
(1/2)pU? + pgn = (1/2)pU3,  sobre I'sy, ;

donde U? = (V¢)?. La resistencia de ola sobre la embarcacién puede obtenerse como
F, = pngdS (9.29)
"barco ™ barco,arriba

donde dS' es el diferencial de superficie sobre el cuerpo y n la normal interior a 2, p es la

presion y se obtiene de la ecuacion de Bernoulli
1 2 e
p+ ip(VqS) + P92 = poo + §PUOO : (9.30)

de la cual (9.27.d) es un caso particular en la superficie libre. Pero sobre la superficie del

cuerpo no mojada debe ser p = py, = presion atmosférica. Ademas

/F . PoozdS = s . (Poo€y) - RS
barco™ barco,arriba barco™ barco,arriba

_ V- (Popr)dS =0 ; (9.31)
Tbarco ™ barco,arriba

ya que po, = cte y Upareo + Tharco.arriba € una superficie cerrada. De manera que
)

F, = pndS — PooNadS
Pbarco ™ barco,arriba Tbarco ™ barco,arriba
Tbarco

porque Fbarc0+rbarco,arriba es una superficie cerrada. Ahora bien, la superficie Fent/sal+
Ffon/lat + g1, +Tharco ©s una superficie cerrada (el contorno del dominio €2), de manera

que podemos aplicar el teorema de la divergencia de la siguiente manera

T I r r [(p - poo)éw] -ndS =
ent/sal” fon/lat™ SL™" barco

:/QV-[(p—poo)ém] dQ:/Q% Q. (9.33)
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Figura 9.5: El flujo de momento G como funcion de x.

Pero e, -n=0en Ffon/lat’ Y P = P en I'gqy, de manera que

9,
F, = —/ (p — Poc)12dS +/ P a0 (9.34)
r o Ox
ent/sal

Pero, de la ecuacién de Bernoulli

op 0 T, 9 10 B oU; 0*¢
or  Ox [Poo + 2p(U°° U%) = po2] = 2" 0x Uit = —pli or PUi 0x0x;
0*¢ 0pU,, ou,U,
y entonces
P 40— /V-(UU)dQ
o Ox — ) ’
=—p U, U-ndS = —p Uzds (9.36)
"ent /sal ™ fon /lat ™" SL T barco "ent /sal

yva que U-n = 0 en todas las fronteras, menos Fent/sal y la normal a Fent/sal es €,.

Finalmente, reemplazando en (9.34)

F,=— (p — Poo + pUZ)N,dS . (9.37)
r
ent/sal

Esto puede ponerse también como

by = G(xent) - G(xsal) 3 (9.38)
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Mo=r,+or

Figura 9.6: La superficie de salida I'g,;.

donde G(x) puede ser claramente identificado con el flujo total de momento que pasa a

través de la seccion I'y, donde I'; es la seccion del canal a x = cte,

G(z) = /F (p— poo + pUZ) dz dy . (9.39)

Ahora bien, manteniendo zpt = cte y variando zg,) vemos que, como F debe ser con-
stante, entonces G'(z) debe ser constante para xg,) > L. El mismo razonamiento, indica
que G(r) = cte para zopt < —L. De manera que G(z) debe tener un comportamiento
como indica la figura 9.5, es decir, el salto en G(x) al pasar de aguas abajo a aguas arriba

representa la resistencia de ola sobre la embarcacion.

9.6 Version linealizada del flujo de momento

Buscamos ahora una version linealizada de (9.39), de tal manera que la integral sobre I’
sea reemplazada por una sobre I'(y, que es aquella parte de I';, por debajo de la superficie

de referencia z = 0. Por la ecuacién de Bernoulli tendremos

1
P = poo+pU; = 5p(Us, = U*) = pgz+ pU;

= %p(Ufo +U; -U; = U2) —pgz . (9.40)
Ahora suponemos que x estd suficientemente alejado de la embarcacion como para poder
poner
Uy, =Uysx + uy
Uy = uy ; (9.41)
U, = u,

donde v* = u} + v} + u? < UZ,. Entonces

1
P — Poo + pU. = 5p(2U§o + 2Usty + u2 — “Z —u?) — pgz =
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1 1
= 5p[QUOO(UOo + Ug) + ul — up, — ul] — pgz = 5p(QUOOUI +up —up —ul) — pgz ; (9.42)

y reemplazando en (9.39)

1
G(z) = / [Ep(QUOOUgC +ul —ul—ul) — pgz| dS . (9.43)
Iz
Consideremos la contribucién del primer término
ono/ U,dS = UM = cte ; (9.44)
Lz

que no depende de x ya que M es el flujo masico a través de I',. Lo mismo ocurre si
consideramos la integral del término de presién hidrostatica pgz integrado sobre aquella
parte I'g de la superficie de referencia z = 0 (ver figura 9.6) esto da una constante
independiente de x. Ahora bien, como en la expresién para la resistencia de ola (9.38)
aparecen diferencias de G(z), una constante es irrelevante y por lo tanto

1
G(z) = 5/)/1“ (u? — ui —u?)dS — pg /noz dz dy + cte . (9.45)

y=—Ly
El segundo término representa la integral de la presién hidrostatica sobre d' y puede ser

evaluado explicitamente como

+L n +Ly 1
/ ’ / zdz dy = / ’ —ntdy . (9.46)
=—Ly J2=0 =—Ly 2

Finalmente, suponiendo que estamos suficientemente lejos de la embarcacion, n es sufi-
cientemente pequeno de manera que podemos reemplazar la integral del primer término
en (9.45) por la integral sobre el drea bajo la superficie de referencia. Concretamente,
bajo la aproximacién de barco delgado de espesor O(e), tenemos que n,u; = O(e). De

manera que

/ (u2 — “; — u?)dS :/ (u2 — uz - 115)&!5’+/6F(11,g2C - “Z — u?)dS
r

v 0
= o (uf —ul —u2)dS + O(€’) . (9.47)
Finalmente, la version linealizada buscada es
1 2 2 2 1 oy
G(x) = 3P (uy — uy — uz)dS — —pg/ n® dy +cte . (9.48)
FO 2 y=—0Ly

Nétese que, de acuerdo a lo discutido previamente, ambos términos son O(€?), lo cual
es coherente con el hecho bien conocido de que, en la aprorimacion de barco delgado la
resistencia de ola es proporcional al cuadrado de la manga. Sin embargo, la expresion que
hemos desarrollado aqui no es aplicable s6lo bajo la aproximacion de barco delgado. La
suposicién u? < U2 es vdlida también para barcos anchos, a una distancia suficientemente

lejos aguas abajo de la embarcacion.
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9.7 Implementacion numérica

Ahora aplicaremos la expresion (9.48) al sistema puesto en la forma (9.23) y subsiguientes.

Recordemos que

Ncapa
8¢ .
U Z ¢] )
8q5 Ncapa
Z ¢Ja )
j=1
8q5 Ncapa
s Z - 5Ny, 2) ; (9.49)
de manera que podemos identificar cada uno de los términos en (9.48) como
[ dydz= 009¢ 4, a
) rg 0z Ox
Ncapa Neapa
:/ Z ¢jNJ(y < Z O Ne(y, 2)| dy dz
e k=1
Ncapa Ncapa . ‘
-2 ¢J¢k/ (N3, 2)No(y, 2) dy de) = 30 Mydjde = M. (9.50)
Jrk=1 7,k=1
Similarmente

J

() dy dz = / (T (V) dy 0z

Ncapa Ncapa
=/ {Z ¢V N;(y, 2) > AV Nily, 2)| dy dz
Yo | =1 k=1
Ncapa
= Y b / VN0, )] - [V, Naly, 2)] dy dz = ¢"K (951)
j,k=1
y
+Ly +Ly, [0¢ 2 : :
[ =gy [ [5]] = f?d Mige  052

Reemplazando estas expresiones en (9.48)

G(z) = %p (M — K" Myjp,0)6 — 9K | + cte = %p [¢M¢p — pK | + cte . (9.53)
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Ahora bien, resolviendo el problema de autovalores (9.26, 9.27) y retomando la discusién
en cuanto al tratamiento de los modos hipérbolicos y elipticos, podemos poner la solucion

aguas abajo de la embarcacién (z > L) como

dlx) = ajfﬁjef)\jI + > ¢j(bje+ikjw +cje ™) parax > L ; (9.54)
jelip jhipe
mientras que aguas arriba (r < —L), se puede plantear un desarrollo similar pero sin

modos hiperbélicos y con los signos de las exponenciales invertidos

P(x) = > ajp;e™* parax < —L. (9.55)

selip
En ambas expresiones la suma sobre “j eliptico” significa suma sobre los modos elipticos,
estoes, 1 < j < Nhip y suma sobre “ hiperbolico” significa suma sobre los modos
hiperbdélicos, esto es Nhip +1 <7 < Ncapa- Los coeficientes en el desarrollo son ay, by, ¢;,
y pueden obtenerse a partir del vector ¢ a través de la matriz de cambio de base S, donde
Aj, kj se suponen reales y positivos. Por comodidad pondremos los modos hiperbdlicos en

forma de una sinusoide con una fase, es decir,
o(z) = Z ajqﬁje’)‘fw + Z bid, sin(kjx + ;) . (9.56)
jelip j.hipe

Su derivada con respecto a x es

b =— > )\jajque_)‘fx + > kibj,; cos(kjx + ;) (9.57)
selip shipe
y
Kop= > aKope ¥+ > bKe;sin(kjz+ ;)
selip shipe
= > XNa;Mee M — 3 k2p;Mé,sin(kjz +;) (9.58)
j.elip j,hipe
donde hemos usado (9.25) y el hecho que \? = —ka- para los modos hiperbdlicos. Como

es conocido, los autovectores ¢; son ortogonales entre si con respecto a la matriz de
masa M. En los problemas usuales transmisién del calor o dindmica de estructuras, M
es definida positiva, por lo tanto puede ser interpretada como una métrica, y vIMw
como un producto interno en IRVC@PA_ pero debemos recordar que en este problema
M es simétrica pero no necesariamente definida positiva. Sin embargo la ortogonalidad
entre los autovectores del problema sigue siendo valida. Supongamos primero que no hay
autovalores multiples, es decir que todos los autovalores A? de (9.25) son diferentes entre

si. Entonces
Kd)j = A?qujKd)k = )\il\/[qﬁk . (9.59)
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Multiplicando la primera ecuacion por d)f y la segunda por ¢]T
LK, =\ ¢ M,

¢; K¢y, = \ip; My,

y restando la transpuesta de la segunda a la primera, recordando que K y M son simétricas
(N =)Mo, =0 ; (9.60)

pero, como hemos supuesto que los autovalores son distintos,
¢ Mep, =0 . (9.61)

Cuando hay dos autovalores multiples, se demuestra que el subespacio expandido por los
autovectores correspondientes a un dado autovalor es invariante y por lo tanto se puede
elegir una base ortogonal dentro de ese subespacio. Reemplazando (9.56, 9.57) en (9.53),

todos los términos cruzados desaparecen y

o" 2 =2 (BTN
¢ Ko=) Ma (¢; M)
j.elip
— Y EbEsin®(kjz + ;) (0] Mg;)
j.hipe
¢'Mo = > Maje *V7(¢]Mg)
j.elip
+ > kb cos®(k; x+7j)(¢?M¢j) ; (9.62)
j,hipe
y reemplazando en (9.53)

:—p > kb3 () Mg;) + cte
j.hipe

1
=3P Y b(¢;Kep,) +cte paraz > L. (9.63)
shipe
Esto comprueba la aseveracion que habiamos hecho después de la ecuacién (9.39), con
respecto a que GG debia ser constante aguas abajo de la embarcacién. Se puede mostrar

de la misma forma, que G(z) = cte para x < —L y por lo tanto,
= —p Y bi(¢; Ko, : (9.64)
j.hipe

Ahora bien, cada uno de los términos de la sumatoria en (9.63.b) es positivo ya que K
(la matriz de —A,, del operador de Laplace en 2D) es definida positiva. Esto demuestra

que esta forma de calcular la resistencia de ola dard siempre un valor positivo.
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9.8 Coémputo de los coeficientes b;

Resta explicar cémo obtener las amplitudes de los modos hiperbdlicos b; a partir de
la solucién. Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen valores nodales de ¢’ y
tomamos los valores en dos capas adyacentes k& y k + 1 en aquella regién £ > M donde

ya la solucién es de la forma (9.54), pero en su versién discreta

o' =3 e &)+ Y by o) ()] (9.65)
jelip j.hipe

donde hemos vuelto a la forma exponencial compleja. Los &j, i; en esta ecuacién corre-

sponden a
=b; —/b?—1 ara j eliptico (|b;] > 1
f] j : i p ] ‘P (| J| ) (9.66)
pj = bj +iy/1 —b? para j hiperbélico (|b;| < 1;)
y puede verificarse que &; es real y |§;| < 1y p; es complejo, con |u;| = 1. Entonces,

tomando la componente k-ésima de aplicar S™! a (9.65) obtenemos
(cju™ + dju™*) = sy = componente j de (S7'¢") ; (9.67)
y tomando las ecuaciones para k, k + 1, tenemos dos ecuaciones con dos incognitas para

e ] o] =[] (9.68)

El determinante del sistema es
detl ()" ()"
(pg)FTE ()~

=b—iy1—02 = [b+iJ1— b2 = =2i\/1-B2#0 ; (9.69)

ya que |b;| < 1. Una vez hallados ¢;, d;, la amplitud maxima del modos b;, necesaria para

Cj,dj
)] = (1) " = py

calcular la resistencia de ola por (9.64) puede obtenerse de

b =ci+di . (9.70)

9.9 Solucion numeérica del sistema de ecuaciones

Como hemos visto las condiciones de contorno absorbentes propuestas involucran, en
el caso hiperbdlico, un pasaje de un cierto nimero de ecuaciones desde la frontera aguas

abajo hacia la frontera aguas arriba. Esto tiene una consecuencia practica muy importante
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desde el punto de vista de la resoluciéon numérica del sistema de ecuaciones. Primero,

veamos que el sistema puede ponerse en la forma

G, G, 0 7
A 2B A 0
0 A -2B A O

X
0 A -2B A 0
0 A -2B A
L 0 G3 0 Ce 0 G4 G5 J
'¢7(M+1) b [ 0 ]
o F7M+1
o :
X : =g e : (9.71)
¢M
¢M+1 0
L J I 0 ]

Recuérdese que suponemos F/ = 0 para |j| > M). Todas las matrices en (9.71) son
cuadradas de Ncapa X Neapa- Los términos Gy, G surgen de (5.98.b) y (5.101.a). Agru-

pando ambos conjuntos de ecuaciones tenemos

[Hhipl G~ MHD = [ONhipXNcapa] oM . (9.72)
Helip Aelipﬂelip

Pero teniendo en cuenta (5.97) y (5.102)

[ghip] _ [éNhiprhip ONhipXNelip] Sl_1sl=§"! . (9.73)
elip Nelip*hip  Nelip™™elip

de manera que, multiplicando toda la ecuacién (9.72) a la derecha por S,

¢ M =5 lONhipXNcapa] oM (9.74)
elipﬂelip

de manera que podemos identificar

On, .
G =1 |, ng—s[ NhleNcaPa] . (9.75)
Aelipﬂelip

Las tultimas Ncapa, ecuaciones se obtienen andlogamente

ngl Hhip ] : GFlONhiprcapa] : GE,:lONhiprcapa]

0Nelip *Ncapa elipelip
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De la observacion de la estructura en bloques del sistema se desprenden tres inconvenientes

para la resolucion numérica:

e El bloque Gj en la esquina inferior izquierda hace imposible la resolucion del sis-
tema como una matriz banda, sin embargo, usando un resolvedor que tenga en cuenta
el perfil activo de la matriz, esta modificacion sélo representa un incremento en memoria
del orden de NhipNeqv donde Neq = 2(M + l)Ncapa es el nimero total de ecuaciones.
Asintéticamente, esto no es de importancia ya que la memoria total requerida para alma-
cenar la matriz es 2NcapaNeq. El cociente entre ambos es Nhip/(QNcapa), pero como
mencionamos anteriormente, el nimero de autovalores hiperbdlicos es igual al de nodos de
superficie, de manera que Nhip/Ncapa ~ numero de nodos en profundidad, y entonces,

este incremento se hace despreciable a medida que se refina;
e El sistema deja de ser simétrico, lo cual representa el doble de memoria requerida;

e Los elementos diagonales de las ecuaciones adicionales correspondientes a los modos
hiperbdlicos (esto es, las Nhip primeras filas de la ltima fila de bloques en (9.71) son
nulos, con lo cual es muy probable que aparezcan pivotes nulos durante el proceso de

factorizacién, en el caso de resolver con un método tipo banda o de perfil activo.

Esta tltima es la més severa de las restricciones ya que, de no resolverla, invalida el uso
de métodos tipo banda o perfil activo, y el costo computacional hace el método inviable.
Reordenar las ecuaciones, pasando las ecuaciones adicionales para los modos hiperbdlicos

a las primeras posiciones, no resuelve el problema

(Neapa) [ G1 Ge 0

Nyip) | O Hpip O

(Ncapa) | A —2B A 0
(Ncapa) 0 A -2B A 0

X
(Ncapa) -0 A —2B A
(Nelip) L o 0 _Aelipﬂelip Helip .
- ¢7(M+1) W F - (M41) 7
d)fM F—M
5% IR P B . (9.77)
o P
M+ FM+1

Como las matrices ya no son cuadradas, los pequenos nimeros entre paréntesis a la

izquierda indican el tamano (numero de filas que contiene el bloque). Las ecuaciones
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para los nodos interiores, las ecuaciones Ncapa < j < (M — 1)Ncapa en (9.71), han sido
desplazadas Nhip posiciones hacia abajo y por lo tanto sus elementos diagonales ya no
estan en la diagonal. Hemos considerado infructuosamente otras posibilidades en cuanto
a renumerar las ecuaciones de forma de evitar los pivotes nulos.

Para resolver este problema hemos ideado un procedimiento en el cual reemplazamos
las Nhip ecuaciones adicionales para los modos hiperbodlicos por otras tantas elegidas
convenientemente. La solucién para el sistema original se obtiene por superposicion de
soluciones al sistema modificado. Este método es muy eficiente, ya que eligiendo conve-
nientemente las nuevas ecuaciones el sistema puede ser llevado a la forma simétrica, lo
cual representa un ahorro significativo en memoria RAM. Sin embargo el nuevo sistema es
singular para un cierto nimero de valores del nimero de Froude. Todo esto serd discutido

en las siguientes secciones.

9.10 Solucion por superposicién
Reemplazemos las Ny, ecuaciones adicionales en (9.71) por
II;,¢" "' =r.hs. (9.78)

esto es, arbitrariamente hemos pasado las condiciones adicionales sobre los modos hiperbdlicos
en la capa —M a la capa M + 1. Ahora, supongamos que el nuevo sistema asi modificado
no es singular, y consideremos el conjunto de las soluciones W haciendo variar r.h.s. sobre
todo el espacio IR NP La solucién @ al sistema original (9.71) pertenece a dicho con-
junto, ya qye basta con considerar aquella soluciéon que se obtiene cuando reemplazamos

M+1

r.h.s. por Hhipgb . Ahora bien es sencillo ver que los elementos de este conjunto deben

ser de la forma

Nhip
W = W[) + Z O!jo 3 (979)
j=1
donde Wy se obtiene poniendo r.h.s. = 0, y los W; se obtienen sucesivamente el sis-

tema para Nhip valores linealmente independientes de r.h.s. y nulo para el resto de las

ecuaciones. Por ejemplo, podemos poner r.h.s. = e; donde

e;=[0 ... 01 0 ... 0" ; (9.80)
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donde el 1 esta en la posicion j. El sistema es entonces

0 _ -
0
0 .
F—M—|—1 :
. 0

KWO = . 5 KW] = , (981)
FMfl ej
0 ONelipXl

0

. 0 | ) )

donde todos los vectores 0 son de Ncapa X 1 salvo el expresamente indicado, mientras

que la matriz del sistema es

1 Gy 0 7
A 2B A 0
0 A -2B A O

K=| . (9.82)
.. 0 A 2B A 0
0o A 9B
0 Iy, 0

L 0 _Aelipﬂelip Helip-
Para encontrar los coeficientes {a;} en (9.79) que determinan la solucién @ del sistema
original, debemos imponer las condiciones adicionales que habiamos relajado

QP =0=QW, +Aa ; (9.83)

donde Q es la matriz de Nhip X Neq que representa las condiciones adicionales sobre los
modos hiperbélicos
Q=|[0 Hhip 0o ... 0] ; (9.84)

y A es una matriz cuadrada de Nhip X Nhip dada por
A=Q[W;, W, ... Wy| . (9.85)

Resumiendo, el método consiste en:

1) armar el sistema modificado (9.82);

2) resolver (9.80) para Wy y {Wj}j:hllp. Esto involucra una factorizaciéon de la matriz
y Nhip retrosustituciones;
3) armar la matriz de coeficientes A y el miembro derecho —QW), del sistema reducido

(9.83), aplicando las ecuaciones adicionales a cada uno de los W;
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g # Modo % Arrastre
& N LN N N\ ™\ _ | o
[} g U /\\/ >‘ =14 1.5%
S N~ =13 | 1.0%
3 RS j=12 0.8%
E N A\ =11 0.4%
@ NN ~ a i
9T =4 N =10 0.1%
3 s PN i=9 0.1%
g 3 ~—~— ~—— N =8 0.4%
N /'\‘ A - u 1.0%
8 N =7 .0%
g NN\ = [0 17%
o /\,_>< e =4 3.7%
=4 i=3
c .
S — =2
e
0 L 1 1 1 1 1 J
-15 -10 -5 0 5 10 | X 15

Figura 9.7: Modos usados en la superposicion para el Wigley.

4) resolver el sistema reducido para hallar los coeficientes {«; };

5) armar la solucién @ por superposicion, ecuacién (9.79).

Notese que este método es aplicable en cualquier caso donde sea conveniente reem-
plazar cierto nimero reducido de ecuaciones lineales por otro. Sin embargo, como veremos
mas adelante, puede que el sistema modificado puede ser singular, mientras que el original
no los sea, de tal manera que este recurso debe ser utilizado con precaucion, como veremos
en el siguiente ejemplo simple. Por otra parte, cabe mencionar que todos estos problemas
desaparecen si se opta por un resolvedor iterativo, sin embargo, es bien conocido y asi
también nosotros lo hemos comprobado que estos sistemas con superficie libre no son muy

aptos para la resolucion iterativa.

9.11 Ejemplo sobre el método de superposicion

Consideremos el sistema Ax = b de 3 X 3, con

A =

S W o
NN
N = O

1
. b=|2| (9.86)
1
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0.04 T

]qb(luego de superposicion)ﬂ

0.03
0.02

0.01

-0.01 '.. :' ; ‘: L l"
-0.02 ' LY/ :

\ ' .

'.\ , ! -
-0.03 | % | .

‘Wo (previo a superposicion) |

-0.04 1 L
15 <10 5 0 5 10 15

Figura 9.8: Potencial sobre el plano de simetria.

cuya solucién es x = [1/3  1/3 1/3]". Queremos cambiar la tercera fila por (1, 0, —2),

de manera que el sistema modificado sea Aw = b, con

1 2 0 1
3 2 w=|2 ; (9.87)
1 0 -2 c
manteniendo un miembro derecho indeterminado ¢. La solucién al sistema modificado es

de la forma w = wy + cwq, con

Awyo=[1 2 0]" = wy=[4/10 3/10 2/10]

Aw, =[0 0 1] =  w;=[2/10 —1/10 —4/10] . (9.88)
Ahora, aplicando la ultima ecuacién del sistema original a la combinacién introducida,
obtenemos
0 1 2]lw=1 ; (9.89)
4/10 2/10
(0 1 2]|3/10|+c|-1/10| =1
2/10 —4/10

7/10-9/10c=1 = c¢=-1/3 ; (9.90)
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y la solucién a (9.86) es

4/10 2/10 1/3
x=|3/10| —1/3|-1/10| = |1/3| . (9.91)
2/10 —4/10 1/3

9.12 Meétodo de superposicién sobre el Wigley

Consideremos el casco Wigley a Fr = 0.5. El cdlculo se hizo sobre una malla estruc-
turada de 51 x 14 x 14 nodos (longitud/profundidad/manga) y se encontraron 14 modos
hiperbolicos, ya que como mencionamos, en general hay tantos modos como nodos segin
la manga haya. La solucion Wy para el problema modificado es la que se muestra en la
figura 9.8. La curva que se muestra el potencial sobre la linea ABCD que pasa por el
costado del casco. Vemos que es antisimétrica con respecto a x = 0 y claramente no es
la solucion con sentido fisico que buscamos, ya que posee olas tanto aguas arriba como
aguas abajo. En la figura 9.7 vemos los modos W; usados para el cdlculo de la resistencia
de ola. Han sido ordenados de acuerdo al k; es decir, con respecto al nimero de onda.
Asi j = 1 es el de mayor longitud de onda (menor k;) hasta llegar a j = 14 que es el
de menor longitud de onda (mayor k;). En la figura 9.8 se observa el potencial obtenido
luego de aplicar el principio de superposicién. Vemos que ahora si han sido eliminadas
las componente ondulatorias aguas arriba. Al costado de cada modo se puede observar la
contribucion a la resistencia de ola, es decir el porcentaje que representa cada modo en
la suma (9.64). Finalmente, en la figura 9.9 vemos las curvas de elevacion de la superficie

para lineas aproximadamente paralelas a lineas de coriente.

9.13 Condicionamiento del sistema modificado

Como ya fue mencionado, la validez del método de superposicién se basa en que el sistema
modificado no sea singular. Veremos que esto es asi salvo para un conjunto discreto
de numeros de Froude. Esto se debe a que el problema modificado es equivalente a
la ecuacién de Helmholtz 1D con condiciones tipo Dirichlet o Neumann (dependiendo
de () en los extremos. Este problema, como es sabido, tiene un conjunto discreto de
frecuencias propias, en las cuales el sistema es singular. Consideremos la siguiente ecuacion

unidimensional:

{¢,m+/€2¢:f(x) para 0 <z <1 ;
¢ =0,0=0 enx=0.

Esta ecuacion corresponde a una simplificacion de la ecuacion para cada uno de los

(9.92)

modos, una vez que el sistema de ecuaciones es desacoplado a través de la matriz de
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0.01 \
n Léjos del
casco (y=10)
0.005 | s
O . = = EranE .
-0.005 b
: YN/
| V’ )
I I/’
-0.01 + j ‘v 4
1 Casco Wigley
_0015 1 1 i 1 1
-15 -10 -5 0 5 10 x 15

Figura 9.9: Elevacién de la superficie sobre (cuasi) lineas de corriente.

f(x)

=0 1 2 3 N-1 N

Figura 9.10: Descripcion del problema 1D para las ecuaciones modales.

cambio de base S™! como descripto en el capitulo 5. Discretizamos la ecuacién dividiendo
el intervalo [0, 1] en N intervalos con x; = jh, h = 1/N (ver figura 9.10). Por simplicidad
discretizaremos por diferencias finitas y supondremos que la fuente f es tipo escalén como
se muestra en la figura. Aplicando los conceptos que hemos desarrollado sobre los modos

hiperbélicos, llegamos al siguiente conjunto de ecuaciones
o =0 ;
¢1=0 ; (9.93)
[Gj11— 20+ ¢jalh 2+ k¢ =f; paraj=1,...,(N—1);
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que en forma matricial puede escribirse A¢ = f con

1 0 |
—-2b 1 0
1 —2b 0
A=h? ;
-2b 1 0 0
0 1 -20 1 0
i 0 1 -—2b 1
P2 fi
¢ = ¢:3 . f= f ’ : (9.94)
N I

con b =1— $(kh)?. Para obtener un sistema simétrico, modificamos el sistema elimi-

nando temporariamente la ecuacion ¢; = 0 y agregando la siguiente en el extremo x = L

¢n -2+ (B—20)py 1=c ; (9.95)
esta ecuacion proviene de combinar la ecuacion interior correspondiente al nodo N — 1

ON—2 — 200N_1 + &N

2 =0 ; (9.96)

sujeta con la condiciéon de contorno “arbitraria”
¢n = Bon-1 —ch?® . (9.97)
Esta ecuacién representa una condicién de contorno tipo Dirichlet ¢ = —ch? para 3 =0

y de tipo Neumann (0¢/0dn) ~ —hc para § = 1. Para 0 < 8 < 1, esto representa una
condicién de tipo “mizta”, intermedia entre las dos, ¢ es una constante a ser determinada.

El sistema puede ser puesto en forma matricial como

Aw="f ; (9.98)
—20 1 0 .- ]
1 —2b 0
A=n? —20 1 0 0 :
0o 1 -2b 1 0
0o 1 =2 1
i 0 1 —2b+4]
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Figura 9.11: Numero de condicién para la ecuacién modal 1D con el sistema original y el

modificado con condiciones de contorno Dirichlet o Neumann aguas abajo.

"= fo i—c] . (9.99)
Como hemos visto, debemos resolver dos veces el sistema para wy, wy, es decir,
fi
Aw, = {2 . Aw, = 0 : (9.100)
0 c
y entonces la solucién serd
¢=wo+cwy (9.101)

la constante ¢ se determina imponiendo la condiciéon ¢; = 0, es decir,

¢ =wo— (wo1/wi)wy (9.102)

donde w;; denota la componente k de w;. Hemos resuelto el problema para N = 20
para mas de 1000 valores de k distribuidos logaritmicamente entre £ = 0.1 y k = 41.687.
Para cada valor de k£ hemos calculado el nimero de condicién del sistema sin modificar

(9.93 y el del sistema modificado (9.98, con § = 0 (Dirichlet) y # = 1 (Neumann).
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c.b.Dirichlet] \

\ \
\\I"I=2 \

\

modos singulares
condiciones de bade
Dirichlet /Dirichlet

L

0 0.2

N

Figura 9.12: Modos propios del problema 1D con condiciones de contorno Dirich-
let/Dirichlet.

Los resultados se muestran en un grafico semi-logaritmico en la figura 9.11. Ambas
versiones del sistema modificado (con 3 = 0,1) se vuelven singulares para cierto conjunto
discreto de nimeros de onda k, mientras que el sistema original esta “razonablemente” bien
condicionado. Recuérdese que el operador de Laplace 1D tiene un nimero de condicion
x h™2, en particular para esta malla su nimero de condicién es ~ 161.45. Estos nimeros
de onda, para los cuales ambas versiones del sistema modificado son singulares, coinciden
salvo errores de aproximacion con los modos propios del problema para las condiciones
de contorno correspondientes. Por ejemplo, para f = 0 los modos propios se producen
cuando un numero entero de semi-longitudes de onda entran en el dominio, es decir,
2T

1:n)\:n? = k=nr paran=1/21,3/2,..., ; (9.103)

y los modos correspondientes son

Yy (z) =sin(2nmz) (9.104)

mientras que para 3 = 1 (condicién Neumann en x = 1) las singularidades se producen
cuando un numero impar de cuartos de longitudes de onda entran en el dominio n =
1/4,3/4,5/4,.... En el caso del flujo con superficie libre el pardmetro & debe asimilarse
al nimero de onda caracteristico del flujo K = ¢g/U2% oc Fr 2, y este ejemplo nos permite

extraer las siguientes conclusiones:

e para flujo 2D (por ejemplo, el cilindro sumergido), es de esperar que el sistema
modificado sea singular para un conjunto discreto de valores de Fr. Este conjunto deberia
mantener, aproximadamente AFr—2 = cte, es decir que este conjunto deberia ser més

denso hacia Froude bajos;
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Figura 9.13: Modos propios del problema 1D con condiciones de contorno Dirich-

let/Neumann.

e en 3D, cada modo hiperbdlico genera su propio conjunto de valores donde el sistema
modificado es singular, de manera que es de esperar que éste sea mas denso al refinar

transversalmente;

e si bien el cambiar el valor de (3 altera la posicién de los puntos singulares, la situacién
no mejora. Si bien hemos intentado evitar el problema de los modos singulares, parece ser
que el hecho de “cambiar de lugar” las condiciones de contorno, lleva indefectiblemente a

la aparicion de modos singulares;

e en la practica el problema de los modos singulares no ha ocasionado inconvenientes.
Hemos computado los nimeros de condiciéon para cada Fr en los diferentes problemas y
si bien presentan un comportamiento como el descripto, es dificil (a menos que se hagan
barridos muy “finos” en el nimero de Froude) que se de en un punto tan cerca de una
singularidad como para que el nimero de condicién sea demasiado alto y esto afecte la

precision de los resultados;

e parece ser que aumentando la longitud del dominio de resolucién hace mas “denso” el
conjunto de puntos singulares. Esta es otra razén (ademds del costo computacional) para
tratar de acotar lo més posible la malla en la direccién longitudinal (eje ). Recordemos
que, bajo ciertas condiciones, por ejemplo perfil delgado, el método propuesto da solu-
ciones que son independientes del punto donde se corta la malla, mientras esto sea fuera

de la zona donde se produce la perturbacién (la zona donde estd el casco).

Para k = 40 existe una transicion del sistema de ecuaciones, por la cual los modos
pasan a ser evanescentes en vez de oscilatorios. Esto se caracteriza porque las raices de

(9.93) pasan a ser de complejas conjugadas con médulo unitario a reales. Esto ocurre



9.14. Forma simétrica de las ecuaciones 158

Figura 9.14: Malla de elementos finitos sobre el cilindro sumergido.

cuando

1 2
1- 5(kh)2 <-1 = k> Fo (9.105)

que en este caso corresponde, efectivamente a k£ > 40. En este rango las ecuaciones
cambian completamente de cardcter y ambas versiones del sistema modificado pasan a
tener un condicionamiento muy bajo, mientras que el esquema original pasa a a tener
un numero de condicion que tiende rapidamente a infinito. Esto corresponderien nuestro
problema a ntimeros de Froude muy bajos, donde algunos autovalores hiperbdlicos pasan
a ser elipticos, sin embargo, en nuestro método este cambio de cardcter no afectaria, ya
que automaticamente, si un modo pasa de hiperbdlico a eliptico entonces no se hace el

pasaje de la condicién de contorno de aguas abajo a aguas arriba.

9.14 Forma simétrica de las ecuaciones

Una ventaja adicional de esta propuesta es que la matriz del sistema (9.82) puede ponerse
en forma simétrica, con el consiguiente ahorro de 50 % de memoria RAM. Puede verse
que las unicas partes no simétricas del sistema son las primera y ultima filas de bloques
(Ncapa ecuaciones cada una) de K. Consideremos la primera fila. Como hemos visto, esto
representa las ecuaciones (9.72). Ahora bien, como las ecuaciones adicionales imponen

que Hhipw_M = 0, bien podemos reemplazar el bloque nulo en el miembro derecho por
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un multiplo escalar # > 0 de Hhipw_M, de manera que el sistema modificado sea

Helip Aelipﬂelip
En estas expresiones w” representa el k-ésimo bloque de Nhip X 1 dentro del vector W.

Ahora, usando (9.73),

S lw MHD) — A'g lw M (9.107)
A = [ﬁINhipXNhip ONh/i{)XNelip] : (9.108)
ONelipXNhip elip

donde A’ es una matriz diagonal, no-singular ya que (3 > 0 y los elementos diagonales de

A

son todos reales y positivos, ver ecuacién (5.43). Multiplicamos ahora las ecuaciones

elip
(9.107) por AS(A")"!, de manera que el sistema resultante puede ponerse de la forma
Gw M) L Aw™M =0 (9.109)
donde
G=ASA) 'St . (9.110)

Ahora consideremos las ecuaciones aguas abajo. Queremos obtener la misma estructura
que en las condiciones aguas arriba, de manera que reemplazamos las ecuaciones adi-

cionales modificadas (9.78) por

M+1 M
Hhipw o ﬁﬂhipw =r.h.s. . (9.111)
Las ecuaciones aguas abajo son ahora
lﬂhipl WM+ _ l ALy, ] WM — [ €j ] . (9.112)
Helip Aelipﬂelip Nelip**

La ecuacién anterior es (a menos del miembro derecho que, por supuesto, es irrelevante
para la discusion de la simetria del sistema de ecuaciones) idéntica a la (9.106) de manera

que haciendo las mismas operaciones podemos llevarla a

e.
GwMt 4 AwM = —AS(A')! lo ’ ] : (9.113)
Nelip**
El sistema resultante que reemplaza a (9.81, 9.82) es
S
0 [ 0 ]
F7M+1 :
KW, = : , KW, = 0 ' : (9.114)
FM*I _As(AI)_l [ J ]
0 0 NelipXI
0| ' '
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Figura 9.15: Resistencia de ola sobre un cilindro sumergido.

G A 0 ]
A 2B A 0

0 A 2B A 0

K= |- . e . (9.115)

0 A —2B A 0

0 A -2B A

0 A G]

Vemos que la estructura de la matriz es simétrica. Como hemos mencionado, A y B son

simétricas si tanto el operador de Laplace en volumen como el operador de superficie son
discretizados por elementos finitos (Galerkin) o diferencias finitas centradas. De manera
que sélo resta desmostrar que la matriz de absorcién en el contorno G definida por (9.110)

es simétrica.

9.15 Simetria de la matriz de absorcion

Podemos ver que la matriz de difusion es simétrica de dos maneras. Consideremos primero
la expresion

Af(A7'B) ; (9.116)

donde f es cualquier funcién polinémica. Esta expresion es simétrica, ya que si,
f(@) =ao+ a1x + a2 + - - + 2™ (9.117)
entonces

Af(A 'B) = apA + a;A(A 'B) + azA(A 'B)(A 'B) + -+ + a,,A(A 'B)"
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Figura 9.16: Numero de condicién para el problema del cilindro sumergido.

—apA+aB+a;BA B+ +a,BA'BA'-..A'B | (9.118)

Pero cada uno de los términos es simétrico, por ejemplo,
(BAT'B)' =B"A"B"=BA"'B ; (9.119)

de manera que A f(A'B) es simétrica. Ahora bien, gracias a la descomposicién (5.43)

A 'B=SDS ! ; (9.120)
podemos poner
Af(A'B)=Af(SDS ') = ASf(D)S*' ; (9.121)
donde
f(D) = f(diag {bi}) = diag {f(b:)} - (9.122)

Como es bien conocido de la representacién de funciones de matrices. Si encontramos
un polinomio tal que la imagen de los b; sea los elementos diagonales {Cj};Y:claLpa de A, es
decir,

c; = f(b)) , J=1,2,.., Ncapa ; (9.123)

donde los {c,} son evidentes de (9.108), es decir,

Y para 1 < j < Nyj,
¢ = { hip (9.124)

Aij)”t para Nhip <j < Neapa ;

entonces la demostracién esta completa. Pero la construccion de tal polinomio es bien
conocida (los llamados polinomios de Lagrange), mientras que el mapeo sea univaluado,
esto es, ¢; = ¢ cuando b; = b,. La demostracion alternativa es puramente algebraica y
nos basaremos en las expresiones que se obtienen para la semidiscretizacién por elementos
finitos

Mo, —Kop=0 ; (9.125)
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Figura 9.17: Curva de arrastre por MEF+DNL para el modelo Wigley.

donde M = M — Kfll\/Ilibre. Las matrices M, My;p« v K son definidas positivas pero
M obviamente no lo es. Obtengamos la discretizaciéon completa por elementos finitos.

Discretizando en x

M¢j+1 - QZ;J' TP n K¢j+1 - 42’]‘ T _ 0 (9.126)

de donde salen las siguientes expresiones para A y B,
A=h> M-1/6K ; (9.127)
B=-2n"2M-2/3K . (9.128)

Ahora sean W y A" las matrices de autovectores y autovalores que resuelven el siguiente

problema generalizado de autovalores
MW = KWA” (9.129)

donde W es no singular y A" es diagonal. Como es bien sabido los autovectores (las

columnas de W) son ortogonales con respecto a K y, normalizandolos,
WKW =1 ; (9.130)

A=KW(Hh A" -1/6)W 1 (9.131)
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Figura 9.18: Resultados numéricos por MEF + DNL para el rectangulo de presion.

B=-2KW(h?A" -2/3)W ! ; (9.132)

A 'B=-2W(h 2A" —1/61) 'W 'K ' KW (h ?A" - 2/3)W !
= —2W [(h ?A" —1/6I) Y(h 2A" —2/3])| W ! . (9.133)

Pero el término entre corchetes es diagonal, de manera que podemos reemplazar a W

como la matriz de cambio de base S en (9.109). Entonces

G=AWA) "W =KW A" - 1/6)W ' WA ) 'W!

G =KW (h?2A" —1/6I) (A)""W (9.134)
y
G'=W(h2A" —1/6I) (A)"'W'K" . (9.135)
Pero de 9.130 resulta
WK =w (9.136)
W =KW . (9.137)

De manera que GT' = G.

9.16 Ejemplos numéricos

9.16.1 Cilindro sumergido en un canal

Este problema es 2D y consiste en un cilindro sumergido a una profundidad f (referida

a su eje) de 4 veces su radio b (ver figura 9.15). La profundidad del canal es H = 2f. La
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Figura 9.19: Resultados experimentales y semi-analiticos para el rectangulo de presion.

malla (ver figura 9.14) es basicamente una malla tipo “O” alrededor del cilindro con dos
capas adicionales estructuradas a la entrada y a la salida. La malla basica contiene 10
elementos en la direccion radial y 40 en la circunferencial. A esta malla basica se le han
agregado dos capas de elementos a la entrada y a la salida que es la parte “estructurada”
necesaria para aplicar el método. El Fr se refiere a la profundidad, es decir, Fr = U/\/gf

y el coeficiente de arrastre ha sido adimensionalizado como

(1Y B
Ow_<g> rT (9.138)

Es decir, como en el caso del dipolo sumergido. El factor (f/b)® hace que la curva de
resistencia de ola sea independiente del didmetro del cilindro en el limite b/f < 1. La
curva de resistencia de ola es bastante similar a la del dipolo sumergido, las diferencias se
deben a que la profundidad esta acotada y a que el problema de dipolo corresponde a un
cilindro de didmetro muy pequeno. El calculo de la resistencia de ola se realizé para 500
valores de Fr entre 0.5 < Fr < 1, y al mismo tiempo calculamos el niimero de condicion
de la matriz A (9.85) en el sistema de superposicién (9.83) (ver figura 9.16).

Vemos que el nimero de condicion presenta una serie de picos que indican un conjunto
discreto de nimeros de Froude para los cuales el sistema se hace singular. A pesar de esto
la curva de resistencia de ola no presenta ningin tipo de irregularidad, lo cual es una senal
de que estos picos en el nimero de condicién no llegan a afectar la precisién del método,

al menos no dentro de los pardmetros en que hemos realizado el experimento (grado de
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Figura 9.20: Curva de resistencia de ola para una esfera sumergida H = 4R.

refinamiento y tipo de la malla, rango de nimeros de Froude, etc). Para nimeros de
Froude muy bajos (Fr < 0.6) el nimero de condicién crece y, a partir de cierto valor
los resultados dejan de tener sentido. Todavia no tenemos una explicacion satisfactoria
para este comportamiento, pero de todas formas debemos recalcar que los valores del
rango de valores de Froude para los cuales obtenemos resultados satisfactorios con este
método supera ampliamente el que se obtiene con los otros métodos con los que hemos

experimentado, fundamentalmente: paneles + cuasiDawson y MEF + cuasiDawson.

9.16.2 Casco de la serie Wigley

En la figura 9.17 vemos la curva de resistencia de ola obtenida con el método propuesto,
la cual estd en muy buena coincidencia con los resultados reportados en la literatura.
La malla consistio de 50 x 13 x 13 = 8450 elementos. Vemos que el método propuesto
reproduce muy bien el pico primario y los secundarios. En ningin caso el arrastre se

vuelve negativo, por lo que hemos discutido previamente.

9.16.3 Rectingulo de presién (hovercraft)

Se trata de un caso especial donde la perturbaciéon no es una embarcacién sino una
variacion de presion sobre la superficie libre. Esta perturbacion puede ser producida,

por ejemplo, por un hovercraft. Las ecuaciones de gobierno linearizadas son:

Ap=0 en {2 ;

On =0 sobre Fbarco/lat : (9139)
O+ K 1000 = (Uss/pg)0:(AP)  sobre e 5 '
condiciones absorbentes DNL sobre I

ent/sal >
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Figura 9.21: Curva de arrastre para dos esferas sumergidas R =1/2, H =2, D = 4.

donde AP es constante dentro de un rectangulo de ancho B, de longitud L y nula fuera
del mismo. Aqui hemos levantado la curva de arrastre para L/B = 3/2, para el cual
contamos con resultados experimentales reproducidos por Wehausen (figura 9.19). Este
es un caso interesante porque es puramente 3D y no entra dentro de las teorias, ni la
del barco esbelto ni la del barco delgado. Ademas notemos que, como en la condicion de
superficie libre entra la derivada longitudinal de AP, lo que corresponde a d-s de Dirac
en la parte anterior y posterior del rectdngulo. Como hemos visto en el capitulo 6 el
arrastre es, basicamente, proporcional a la transformada de Fourier de AP. Ahora bien,
cuanto mas singular es la distribucion de presion, mas oscilatoria es su transformada.
Como limite, la transformada de una ¢ de Dirac es una exponencial compleja de amplitud
constante. Es de esperar que la curva de arrastre sea muy oscilatoria para Fr — 0.
Efectivamente, esto es lo que se observa en los resultados tanto numéricos (figura 9.18)
como experimentales. La coincidencia entre ambos es, ademas, muy buena. Notese como
se resuelven los picos secundarios en la curva de resistencia hasta Fr ~ 0.2. La malla

empleada fue de 30 x 10 x 15 = 4500 elementos en longitud-profundidad-transversal.

9.16.4 Esferas sumergidas

Primero consideramos una esfera de radio R = 1/2 sumergida a una profundidad de
H = 2. La curva de arrastre es muy suave lo cual es tipico de cuerpos sumergidos y con
un maximo cerca de Fr = 1. La malla fue de 3328 elementos, donde por simetria sélo se
discretizo una mitad (y > 0). Luego, modelamos dos esferas sumergidas donde valen las

mismas observaciones, pero se destaca un pico secundario para Fr ~ 0.58.



Capitulo 10

Condicion de frontera DNL por

paneles

10.1 Resumen

Mostramos una implementacién por paneles de la condicién de frontera absorbente Disc-
reta No-local (DNL). El procedimiento numérico implementado es una combinacién del
método de paneles estandar, de la estrategia de las condiciones absorbentes Discretas No-
locales (DNL), y de una representacién del potencial de ola asintdtico en corriente abajo
mediante serie de Fourier. El punto de partida serd la solucién bidimensional del proble-
ma linealizado de flujo potencial en aguas profundas y con una superficie libre, que serd
adaptada para la representacién de la solucién tridimensional por superposicién finita de
ondas planas, en donde la malla de paneles en la superficie del flujo basico es estructurada
en un cierto nimero de bandas transversales, lo que nos facilitara la introduccién de una
base de Fourier finita. Entre los ejemplos numéricos, mostramos la estela de un ferry en

un dominio ampliado de aproximadamente quince esloras.

10.2 Matriz de superficie libre

Como mencionamos en el capitulo 8, los esquemas en contra-corriente, como los de tipo
cuasi-Dawson, son usualmente introducidos en la matriz de superficie libre D,,, en con-
traste, en el método de paneles-Fourier podemos emplear un método de segundo orden
para el operador discreto. Por ejemplo, consideremos una malla estructurada (z;,y;) so-
bre la superficie libre, con n, x n, nodos y pasos de malla h,, h,, donde las velocidades

son evaluadas en los nodos pero los potenciales lo son en los centroides de los paneles. Si

167
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calado

r

crujia

Figura 10.1: Esquema descriptivo para el problema de olas generadas por una embar-

cacién.

ademds ug = (U, 0,0), donde U = cte, podemos estimar

U? (0%

(Dppu)i.u 2.5+1/2 N - <—> , (10.1)
[ g \0x? i41/2,§+1/2

y emplear un esquema de segundo orden centrado, el cual no introduce un mecanismo

disipativo equivalente en el método numérico

(Orat)isrjaji1ye = ha (Mi71/2,j+1/2 = 2fliv1/2,541/2 — Mi+1/2,j+1/2) : (10.2)

10.3 Flujo bidimensional

Consideremos primero un flujo bidimensional de izquierda a derecha con velocidad no
perturbada U, alrededor de un objeto de longitud caracteristica L y situado en z = 0.
Las ecuaciones gobernantes para el potencial de ola ji(x, z) pueden obtenerse en un modo
similar al de Stoker (1957, chap. 7)

V=0 ,en —oo < 2 <0
/l,z + (U2/g)/l,m: =0 ,sobrez=0 ; (10.3)
iy 0,1 acotados , para todo vy, 2.

Su solucién asintética corriente abajo y suficientemente lejos del cuerpo, puede escribirse
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Figura 10.2: Curva de arrastre C, en un cilindro circular sumergido en posicién horizontal,

por paneles/Fourier.

como una combinacion lineal de senos y cosenos en la direccién de propagacion x afectado

con una exponencial decreciente en la direccién del calado z
iz, 2) = Ae®7sin(Kz) + Be®*cos(Kz) paraz >,y 2<0, (10.4)

donde z,, es una abscisa suficientemente lejos del objeto, es decir, 0 < L < z,, < 00, A, B
son dos amplitudes arbitrarias las cuales son determinadas a partir de las condiciones de

borde, y K = g/U? es el numero de onda asociado con la longitud de onda A = 2n K~ =
2m(U?/9g).

10.4 Flujo tridimensional

Para el caso tridimensional necesitamos obtener una solucién asintotica equivalente. Esto
puede hacerce imponiendo condiciones de borde periddicas en la direccion de la manga, y
es equivalente a una cascada infinita de objetos con disposicion transversal a la corriente
media. Entonces, introducimos una serie finita de Fourier en la banda —L, /2 <y < L, /2
sobre una malla estructurada de paneles en n, tiras transversales y consideramos los n,
modos de Fourier

{ N, = cos(kyqy) = cos(2mqy/Ly,) para ¢ =0,2,..,n,/2 -1 (10.5)

M, = sin(kyqy) = sin(2mqy/L,) para ¢ =1,2,...,n,/2

con la condicién n, > 2, donde ky, es el numero de onda en la direccién de la manga, y

Ny, M, son los modos de Fourier coseno y seno, respectivamente. Esta base de Fourier
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Figura 10.3: Ensayo de la altura de ola constante para el cilindro sumergido en posicién

horizontal, por paneles/Fourier.
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Figura 10.4: Curva de arrastre para una esfera sumergida a H = 2R, por paneles/Fourier.

finita evaluada en las ordenadas y; de los centroides satisface las relaciones de ortogonal-
idad, lo cual puede mostrarse por medio de una matriz modal W cuadrada de dimension

n, X n, obtenida por el algoritmo simple

Algoritmo: matriz modal cuadrada
do g=1,2,....,n,/2

ky < 2m(q —1)/L,

ky < 2mq/L,

doi=1,2.,n,

yi = (1/2+0)hy

Wiog—1 cos(k;/yi)

Wigq < sin(kyy;)

end do i, q

Su primera columna es el modo constante +1, y la ultima contiene el modo +1 con la
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Figura 10.5: Malla de paneles suave y estructurada sobre la superficie libre alrededor de

un casco Wigley (vista zy).

maxima frecuencia admisible en la malla discreta. Con esta construccion para la matriz
modal W, luego de normalizar por columnas, es no singular det(W) # 0, y ortonormal,
esto es, el producto de W con su traspuesta W’ es la matriz identidad I = WW'. Los
n, modos de Fourier nos permite escribir el potencial de ola asintético fi(x,y,2) y su

derivada parcial respecto de z, 6(z,y, 2) = Oyfl, como

ny/2—1
iz, y,z)= > [Aqek”z sin(kygz) + Bye* cos(kqu)] cos(kyqy)+
q=0
ny/2
+>° [C’qekzqz sin(kyqgx) + D, ebo? COS(qul‘)] sin(kyqy) (10.6)
q=1
ny/2—1
oz, y,2) = > [Aquqekzqz 08 (kpg®) — Bykyae™* sin(kmqa:)] cos(kyqy)+
q=0
ny /2
+>° [C'qkmqek”z c08(kpg®) — Dghgge* sin(kqu)} sin(kyqy) (10.7)
q=1

donde A,, By, Cy, D, son las constantes de amplitud de los modos de Fourier, k4, kyq son
los nimeros de onda en plano de equilibrio hidrostdtico y k4 es la atenuacién en calado

de cada modo. Ahora, necesitamos una relacion entre kyq, kyq v kzq-
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Figura 10.6: Malla de paneles perturbada y estructurada sobre la superficie libre alrededor

de un casco Wigley (vista zy).

10.5 Relacion de dispersion

Con las suposiciones geométricas, el potencial de ola asintético fi(z,y, z) lo hemos rep-
resentado como la superposicién de ondas planas p,(z,y,2) en los planos z = cte, con
atenuacion exponencial en la direcciéon del calado z < 0, esto es,
ny/2
iz, y,2) = Egig(z,y, 2) donde fig(m,y, z) = eFrattkvaythzaz 0 (1().8)
q=0
y E, son ciertas constantes complejas. Por superposicién, cada onda viajera satisface la
ecuacion de Laplace en el dominio €2 y la condicion linealizada de superficie libre sobre
z=0

{ Dwfiq + Dyyfiq + Dufig = 0 en Q3 109)
KO, fiqg + Opgfiqg =0 sobre z =0 .
A partir de las cuales hallamos las relaciones discretas
ky, = 2mq/L,
kag = \/1/21(2 +1/2\/K* +4K%k2, para ¢ = 0,2, ...,n,/2 . (10.10)
k. = kgq/K

Estas pueden verse como una “relacion de dispersion” (desde que la coordenada x puede
considerarse como una coordenada temporal) entre los nimeros de onda cartesianos

Eyq, kyq v la atenuacion en calado k,, de cada modo de Fourier.
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Figura 10.7: Curva de arrastre para el casco Wigley para una malla suave y otra pertur-

bada, segiin un célculo por paneles/Fourier.

10.6 Condiciones absorbentes DNL equivalentes

Consideremos una porcién finita de la superficie libre del flujo bésico (el plano z = 0,
discretizada con una malla estructurada en n, = n, x n, paneles, donde n,, n, son el
numero de paneles en la direccion de la eslora y de la manga, respectivamente, numerados
l=(—1n,+j,paral <i<mn,yl<j<n, Introduzcamos una pared vertical en
corriente abajo suficientemente lejos de la nave, a una abscisa x,, tal que 0 < L < x,, < 00,
también discretizada con una malla estructurada con n, = n, X n, paneles, donde n, es
el numero de paneles en la direccion del calado, mientras que la malla sobre la nave tiene
ny paneles y puede ser no-estructurada, de modo que tenemos un nimero total de paneles
de n = n, +ny + n,. El sistema matricial para el problema del flujo perturbado con esta

malla “ampliada” es similar a la ecuacién (8.9)

Ap Ap Apy Ky ] Cpp Cp Cpu Op
Abp Abb Abw Hy | = Cbp Cbb wa 0 . (1011)
Awp Awb Aww My ] pr C'wb wa Oy
Introduciendo la ecuacién (8.10) y reordenando
Ay Ay Ay Ky Cw Cpuw £
Abp Abb Abw My = Cbp wa [0- ] , (1012)

Awp Awb Aww_ My pr wa
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Figura 10.8: Malla de paneles sobre el casco sin apéndices de un modelo en escala reducida

de un velero.

donde A,, = A,, — C,,D,, v Ay, = Ay, — C,,D,,. Ninguno de los vectores p,, ni
o, son conocidos, de modo que el sistema es sub-determinado. Hallaremos una relacion
entre ambos mediante las condiciones de borde absorbentes. Primero, introducimos los

n, modos de Fourier sobre la pared vertical
o;j=0; y M;=f; paraj—n,—ny=1,2..mn; (10.13)

Como estas satisfacen las ecuaciones gobernantes descartamos la iltima fila de ecuaciones

(10.12). El conjunto de ecuaciones remanentes las escribimos en forma desarollada

np np+nyg n Np n
Dot Y agt D agui=) cipfit Y. coy (10.14)
j=1 Jj=np+1 Jj=np+np+1 j=1 Jj=np+np+1
para i = 1,2, ..., (n, + n), reemplazando a partir de las ecuaciones (10.12) y (10.6, 10.7)
np np+ng n Ny /2 Np
doagui+ Y a0 (igAy + BigBy + %i3qCq + 0ijgDy) = D cisf
j=1 j=np+1 j=np+np+1 g=1 Jj=1

(10.15)
para i =1,2,...,(n, + n,) donde tenemos n, + n, + 2n,, incdgnitas, pero solo disponemos
de n, + n, ecuaciones de colocacion, de modo que necesitamos agregar 2n, ecuaciones
para las amplitudes de Fourier. En segundo lugar, introducimos 2n,, condiciones de borde
cineméticas tanto corriente arriba como corriente abajo. En corriente arriba imponemos

pendiente nula segin x en cada tira de paneles

— i + pny+i =0 para i =1,2,..,n, ; (10.16)
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Figura 10.9: Iso-elevacién a 7 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.

mientras que corriente abajo imponemos compatibilidad entre el potencial de ola y su
expansion asintotica en cada tira de paneles, en la interseccién entre la superficie libre y
la pared vertical
1 3 noo Rl
o Himny F ol > (a;’Aq + B3iBg + 750y + 5;'Dq) =0 (10.17)
j=np+np+1 g=1
para ¢ —n, +n, = 1,2, ...,n,, donde los coeficientes ay;, 87;, 7;; ¥ 0, son extrapolaciones
de aijg, Bijgs Vijq ¥ Oijq & (Tw, s, 0), y ademas hemos usado un esquema de extrapolacién
sobre las dos ultimas capas de paneles, desde que los potenciales son evaluados en los
centroides de los paneles. En esta forma cerramos el problema algebraico, desde que
ahora tenemos N = n + 2n, ecuaciones e incégnitas. Hay n paneles activos, como filas e

incognitas de la ecuacion matricial y 2n, ecuaciones absorbentes, donde n, < n.

10.7 Ejemplos Numéricos

10.7.1  Cilindro sumergido

Hemos considerdo un cilindro circular sumergido en posicién horizontal. La resistencia

de ola analitica por unidad de profundidad transversal Wi, es

We=——7

(10.18)
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Figura 10.10: Iso-elevacién a 9 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.

donde R es el radio del cilindro, f es la profundidad de su eje, g es la aceleracion de
la gravedad, U es la velocidad no perturbada corriente arriba. En este caso el nimero
de Froude representativo es definido como F = U/+v/gf. En la figura 10.2 mostramos
el coeficiente de arrastre de ola analitico C,, en funciéon del nimero de Froude F' para
R =0.1,f =1,9g = 3, el cual lo comparamos con la solucién numérica obtenida por el
método de paneles extendido para dos mallados, i) la malla C; con 128 x 3 paneles sobre
la superficie libre, y 128 paneles sobre el cilindro, ii) la malla Cy con 512 x 3 paneles
sobre la superficie libre y 128 paneles sobre el cilindro. Mientras que en la figura 10.3
mostramos el potencial de ola ¢, = ¢ y el incremento de altura n como una funcién de la
coordenada x paralela a la velocidad externa impuesta, donde podemos constatar que la
altura de ola numérica no se amortigua apreciablemente hacia corriente abajo, es decir,

que se verifica el ensayo de la altura de ola constante, introducido en el capitulo 2.

10.7.2  Esfera sumergida

Se trata de una esfera de radio R = 1 sumergida a una profundidad de H = 2R, con
respecto al centro de la esfera. El numero de Froude esta calculado con respecto a la
profundidad, Fn = u/\/gH, y la resistencia de ola F} estd adimensionalizada con el
empuje W = pV, ver figura 10.4. Podemos observar que la curva de resistencia es muy
suave, lo cual es caracteristico de los cuerpos sumergidos, y se compara razonablemente

bien con los resultados de Kim, reproducidos por Wehausen (fig.42, pag. 219). La curva
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Figura 10.11: Perfiles de ola en [m] sobre el plano y = 1.22 [m] paralelo al plano de crujia

a 7,8,9y 10 nudos equivalentes del velero, por paneles/Fourier.

presenta un maximo cerca de Fr = 0.9. El cédlculo fue hecho con paneles y condicion
absorbente por Fourier. La malla de paneles consiste en 1216 paneles activos (plano y

esfera) mas 512 pasivos (pared vertical).

10.7.3 Casco Wigley

Para el casco Wigley (modelo 1805) A (eg. Ref. 9 and 11), hemos considerado dos
mallas de paneles las cuales cubren: la superficie libre del flujo basico con 60 x 16 = 960
cuadrilateros, el casco mojado con 319 tridngulos y una pared vertical con 16 x 8 = 128
cuadrilateros, de modo que son 1279 paneles activos, 16 tiras en manga, 32 modos de
Fourier y 1311 incdgnitas en total. La primera malla es suave (sobre la superficie libre)
mientras que la segunda tiene un pequeno ruido en las coordenadas nodales dentro de
una pequena ventana centrada en el casco. El ruido lo hemos agregado con el propodsito
de estimar la sensibilidad del método a las mallas no estructuradas. En la figura 10.7
mostramos las curvas de resistencia de ola obtenidas con el método propuesto para 61

estados de velocidad. A la izquierda éstas han sido resaltadas con cruces, y estan en
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Figura 10.12: Esquema para la mediacion en el canal.

buen acuerdo con los hallados en literatura (Wehausen, 1973), mientras que a la derecha
hemos graficado ambas, donde la sensibilidad del método a la malla con ruido no es tan

apreciable.

10.7.4  Velero

Consideramos el casco de un velero sin apéndices, por medio de un modelo en escala re-
ducida (1:3.5), ensayado en un canal de seccién de 12.3 [m] por 6.5 [m], donde el modelo
fue arrastrado desde su centro de su manga. El modelo no tiene ni quilla ni timoén, su
longitud a nivel de flotacién es de 18.3 [m], un calado méximo de 0.9 [m] respecto a la linea
de flotacién de referencia. El tnico caso considerado es con el casco paralelo a la corriente
media y trimado nulo, a las velocidades equivalentes del prototipo u, entre 7 < u, < 10
nudos. En la figura 10.8 mostramos la malla del casco sin apéndices. En la generaciéon
de la malla sobre el casco hemos empleado una interpolacion de los datos con suavizacion
mediante minimos cuadrados, y nos ha bastado una tunica funcién interpolante para la
mitad simétrica del casco definida por el plano de crujia. Sobre esta superficie suave des-
cansan los nodos de la malla de paneles, siendo ésta una superficie poliedra con tridngulos
planos. La zona de generacién singular, donde tienden a deformarse excesivamente los
paneles obtenidos, la hemos ubicado en el fondo del casco, lo mas alejado posible de la
zona de empalmes con la superficie libre. Los paneles los hemos dispuesto en la forma

mas simétrica posible, en este caso, simetria con respecto al plano de crujia, de modo de
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Figura 10.13: Perfiles de estela medidos cada 25 [m] en planos paralelos al de crujia, a 30

nudos.

reducir las componenetes de fuerzas espureas causadas por la discretizaciéon. En todos los
casos, las submallas de paneles en la superficie libre son estructuradas, y contornean los
bordes de la interseccion de los cascos con el plano de equilibrio hidrostatico. La malla
de paneles cubre: la superficie libre del flujo béasico con 140 x 24 = 3360 cuadrilateros,
la superficie mojada del casco 528 tridngulos y una pared vertical con 24 x 24 = 576
cuadrildteros, de modo que tenemos 3888 paneles activos, n, = 24 tiras en manga, 48
modos de Fourier y 3936 incégnitas. En las figuras 10.9 y 10.10, mostramos las isolineas
de elevacion esperables a 7 y 9 nudos equivalentes del prototipo obtenidas por el método
propuesto. Finalmente, en la figura 10.11 mostramos los perfiles de ola en [mm], segiin
el plano y = 1.220 [m] paralelo al plano de crujia (de simetria vertical-longitudinal del

modelo) para cada una de las velocidades.

10.7.5 Ferry de transporte

Consideramos un ferry de transporte. Los ensayos de medicién de alturas de olas a
diferentes velocidades se realizaron en un modelo en escala reducida 1:25, construido en
fibra de vidrio, donde se reprodujeron la cuna de popa, los skegs y los orificios de las hélices
transversales de proa junto con sus rejillas. El modelo se lastré de modo de reproducir el
desplazamiento, calado medio y trimado correspondiente al buque real. Las dimensiones

principales del buque real y del modelo son las siguientes:
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Figura 10.14: Perfiles de estela medidos cada 25 [m] en planos paralelos al de crujia, a 40

nudos.

Desplazamiento con apéndices [tnf-kgf] 1807.800 112.87

Eslora entre perpendiculares [m] 110.000 4.400
Manga de trazado [m] 14.696 0.588
Calado medio [m] 2.375  0.095
Asiento [m)] 0.650  0.026

Los ensayos en olas se realizaron en el Canal de “Dinamica del Buque” del CEHIPAR,
cuya vasija es de 150 x 30 x 5 [m], dispone de un CPMC (Computarized Planar Motion
Carriage) para el arrastre y control del modelo. La profundidad del agua en los ensayos de
oleaje fue de 5 [m], equivalentes a 125 [m] a escala real, por lo que se considera como aguas
profundas, que es lo inico que nos interesa aqui. El modelo fue remolcado por el carro
en trayectorias rectilineas mediante un sistema de remolque enganchado en el baricentro
del modelo, tal que permitia los movimientos de desplazamiento vertical y de trimado
dindmico. Las mediciones se efectuaron mediante tres sensores resistivos de elevacion de
la superficie del agua, situados en puntos fijos de la zona central del canal, para evitar
las reflexiones en las paredes, en una misma linea transversal al canal separados por una
distancia de 2 [m] entre si (equivalentes a 50 [m] a escala real). Para cada velocidad se
hicieron cuatro pasadas a distancias de 2, 3, 8 y 9 [m] entre la crujia del modelo y el

sensor mas proximo, de este modo se midié la estela entre 50 y 325 [m] a escala real a
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Figura 10.15: Iso elevacién por paneles/Fourier a 30 nudos.

intervalos de 25 [m], en planos paralelos al de crujia. Las gréficas de los perfiles de estela
medidos por los sensores cada 25 metros en planos paralelos al de crujia son mostradas en
las figuras 10.13 y 10.14. Las superficies discretizadas comprenden: una porcion finita del
plano de equilibrio hidrostatico, la superficie mojada hidrostatica del casco, y una pared
vertical aguas abajo de la nave. Los paneles son cuadrilateros tanto en el plano como en la
pared vertical, y triangulares para el casco mojado de la nave. Para el mallado del casco se
disponia de una cierta malla base inicial, proporcionada por el constructor, empero como
no era adecuada para paneles/Fourier, se opté por generar una nueva en donde se tomaban
secciones tipicas (planos de cubierta y de crujia), e interpolaban curvas suaves por minimos
cuadrados, generalmente de tercer y de segundo grado y ocasionalmente de primer grado.
En base a estas curvas suaves se generé una malla suavizada, en el sentido de que los nodos
de la superficie poliédrica de caras planas que la definen, descansan sobre una superficie
de interpolacion suave. Esta exigencia de suavidad en la posicion de los nodos de la malla,
es un detalle a los efectos de un mejor calculo del coeficiente de presion sobre la superficie
mojada del casco, y por ende de la resistencia de ola. Asi, en las figuras 10.15 y 10.16
mostramos las isolineas de elevacién del agua a 30 y 40 nudos, respectivamente, donde las
porciones de superficie libre mostradas han sido cubiertas con paneles. Una vez hallada la

solucion en ese dominio mas reducido, podemos conocer el patréon de olas aguas abajo y
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Figura 10.16: Iso elevacién por paneles/Fourier a 40 nudos.

detras de la pared vertical, mediante un calculo de pos-procesamiento, en el sentido de que
el dato inicial es el potencial y su derivada halladas por paneles/Fourier en dicha pared,
luego en base a dichos valores nos vamos propagando corriente abajo detrds de la pared
mediante la solucion asintotica y la relacion de dispersion, donde ésta dltima nos vincula
los nimeros de onda en la superficie libre y el factor de atenuacion en profundidad. En
las figuras 10.17 y 10.18, mostramos los perfiles de estela calculados numéricamente segin
las mismas lineas de medicién en el canal de experiencias hidrodinamicas, las cuales se
comparan razonablemente bien con gréficas filtradas y suavizadas de las mediciones de
los sensores. Notemos que en el cémputo numérico de pos-procesamiento nos hemos
podido alejar a una distancia de unas 15 esloras hacia corriente abajo de la nave, y de
unas 3 esloras hacia sus costados, con una razonable calidad en las estimaciones de los
perfiles, y a un costo de computo notoriamente menor que si hubiéramos optado por una
estrategia directa (y clasica) de cubrir esa superficie con paneles. En las figuras 10.19 y
10.20, mostramos las correspondientes vista 3D de las estelas generadas por el ferry de

transporte aguas abajo de la pared vertical obtenidas por pos-procesamiento.
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Figura 10.17: Perfiles de estela a 30 nudos obtenidos por pos-procesamiento.
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Figura 10.19: Vista 3D de la estela del ferry a 30 nudos hasta 15 esloras corriente abajo.
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Figura 10.20: Vista 3D de la estela del ferry a 40 nudos hasta 15 esloras corriente abajo.



Capitulo 11
Epilogo

Los desarrollos originales mas destacables son: iginales més destacables son:
e Condicion de frontera absorbente Discreta No-local (DNL): es un procedimiento general
que permite introducir el sentido de propagacion con sentido fisico para el patrén de olas
generado por una nave emergida/sumergida. Mateméticamente se traduce en eliminar los
“modos hiperbolicos” corriente arriba y retener los “modos elipticos” corriente abajo. De
esa forma se asegura la propagacién de olas desde la fuente de perturbacién (la nave) hacia
corriente abajo. Este procedimiento i) es general con prescindencia del método numérico
empleado en el problema discreto (por ejemplo, diferencias o elementos finitas, paneles),
ii) evita la estrategia de los esquemas con difusividad numérica equivalente (o derivadas
contra-corriente). Introducido en los cap. 5, 9 y 10.
e Cdlculo de la resistencia de ola en funcion de la amplitud de ola lejana: exhibe la nitida
ventaja de entregar valores siempre positivos. Esto contrasta con una integraciéon directa
de la presion sobre la superficie mojada de la nave, la cual no muestra esta propiedad
para Froude muy pequenos, defecto bastante conocido en literatura, como lo menciona
Raven (1996) en su andlisis del método de Dawson.

Mientras que en un segundo plano podemos ubicar:
e Condicion de superficie libre linealizada para el problema de flujo perturbado a partir
del problema del flujo bdsico donde la superficie libre es el plano de equilibrio hidrostdtico.
Su mérito es que conduce a un operador definido positivo, de modo que su implementacion
por elementos finitos, con ciertas precauciones en los extremos corriente arriba y abajo,
conduce a una matriz simétrica y banda. Introducido en el cap. 4.
e Fl ensayo de altura de ola constante: reconocerlo como un ensayo de validacion para
los métodos numéricos en el problema de resistencia de ola. Introducido en el cap. 2.
e Planteamiento incompleto de la formulacion potencial (en el sentido de Birkhoof): el

sistema de ecuaciones con flujo potencial y sin condiciones explicitas de radiacién (a nivel
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del continuo) no captura el sentido de propagacién de las olas con significado fisico. Para
superarlo reconocemos al menos dos estrategias generales: mediante esquemas difusivos
tipo cuasi-Dawson o por condiciones absobentes. Discutido en el cap. 3.
e Resistencia de ola negativa: hemos dado una justificacion cuando se la obtiene por
integracién de la presion sobre la superficie mojada del casco y para Froude muy bajos.
Este efecto esptreo es frecuentemente informado en literatura, pero incompletamente
atribuido a la omisién de términos no lineales. Discutido en el cap. 9.
e FEsquema de Newton-Raphson para las ecuaciones del continuo y luego su discretizacion:
exhibe al menos dos ventajas. Primero, la formulaciéon resulta mucho maés simple que a
la inversa. Segundo, el nimero de incégnitas en sistema de Newton Raphson “discreto”
se duplica en la superficie libre, porque se calculan simultdneamente tanto los potenciales
como las alturas, mientras que “en el continuo” es simplemente el niimero de elementos,
porque las alturas es un calculo diferido. Como el nimero de elementos sobre la super-
ficie suele ser mucho mayor que el del la nave, la variante “en el continuo” permite un
significativo ahorro en los recursos computacionales. Desarrollado en el cap. 8.
e Computo debilitado del coeficiente de presion: apto en particular para paneles y mallas
no estructuradas, superando la degradacion de su forma fuerte, mencionada en la tesis de
Maitre (1988). Desarrollado en el cap. 7.
e Integracion analitica de las matrices de influencia dipolar y monopolar: especifico en el
método de elementos de borde/paneles 3D, aunque sigue cercanamente la propuesta de
Medina/Liggett (1988). Su ventaja evita introducir un error de consistencia inicial en el
problema numérico, mas o menos pronunciado. Desarrollado en el cap. 7.

Finalmente, como problemas abiertos mencionamos los siguientes:
e Interaccidn viscosa/inviscida: para completitud de un cédigo orientado a hidrodindmica
naval, deberia acoplarse un calculo de la capa limite a la solucién inviscida, en particular
cuando el Froude es muy reducido o cuando los efectos viscosos resultan preponderantes.
e Fxtension de las condiciones absorbentes a mallas 3D completamente generales.
e Condicion de superficie libre linealizada para el flujo perturbado cuando en el flujo
basico la superficie libre no coincide con el plano de equilibrio hidrostatico.
o FEfectos hidrodindmicos de sequndo orden: en particular calculo de eventuales fuerzas
de sustentacion, de arrastre inducido, y de interferencia hidrodinamicas, ocasionadas por

superficies con aptitud portante, por ejemplo, en quillas relativamente altas.



Apéndice A
Notacion y nomenclatura

Letras griegas:

® = ul_x + ¢ = potencial total

) = potencial de perturbacién

i = densidad bipolar (salto pot.)

o = densidad monopolar (flujo)
v, = potencial de ola y altura de ola
un,o = vectores bipolar y monopolar
r = superficie de borde

Q = volumen de flujo

P = densidad del fluido

Letras latinas:
Fn =U/\/gL = nimero de Froude
Rn=UL/v = nimero de Reynolds

U = rapidez no perturbada

L,B,/H = eslora, manga y calado

F, = fuerza de resistencia de ola

Cyp = coeficiente de resistencia de ola
A C = matrices bipolar y monopolar
D = matriz de superficie

H = matriz del sistema

b = vector fuente del sistema lineal
n = numero de paneles activos

ny = numero de tiras en manga

N = ndmero de incégnitas

n = versor normal
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t = versor tangencial

K =g¢/U* = ntmero de onda

kg, ky = numero de onda plano

k, = atenuacién en calado

P = presion hidrostatica

g = aceleracion de la gravedad
Supraindices:

0 = flujo potencial basico

1 = flujo potencial perturbado
Subindices:

0 = flujo potencial basico

00 = condiciones no perturbadas
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