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Abstract. En este articulo se desarrolla una teoria para analizar el problema de
inestabilidad en arcos isotropos con secciones de paredes delgadas. Se discute el estado del
arte para enfocar el problema sobre la base de una teoria de arcos de paredes delgadas
deformables por corte. El esquema bdsico de la teoria introduce términos no-lineales
adicionales (comunmente despreciados) en la formulacion de trabajos virtuales de vigas
curvas desarrollada previamente por los autores para vigas curvas. Estos términos como se
vera son fundamentales para reproducir adecuadamente el estado previo al pandeo y
calcular con precision las cargas criticas. Las componentes no-lineales de la teoria
corresponden a las rotaciones finitas semitangenciales introducidas por Argyris. Se presenta
un elemento finito acorde con la teoria para evaluar distintas situaciones y se efectia un
andlisis comparativo con resultados de extensos modelos computacionales de elementos
finitos bidimensionales y tridimensionales como forma de validar el criterio de modelacion
de arcos empleado en este articulo.
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1 INTRODUCCION

El estudio de la inestabilidad elastica de vigas curvas con seccion de paredes delgadas, ha
estimulado la atencion de la comunidad tecnoldgica durante por lo menos los ultimos veinte
afios. Desde la revision al problema de inestabilidad elastica efectuada por Yoo y Pfeiffer' en
los incipientes ochenta, se han presentado no menos de cuarenta articulos referidos a este
particular. En tales articulos, fueron introducidas nuevas teorias de inestabilidad de arcos
donde se han puesto de manifiesto las formas de pandeo tipicas de un arco solicitado en su
plano, las cuales pueden ser por desplazamiento lateral o por torsion fuera del plano. Sin
embargo se han generado grandes discrepancias entre las distintas teorias en cuanto a la forma
de pandeo de los arcos sometidos a momentos en los extremos o cargas radiales distribuidas
es decir bajo compresion uniforme. Distintos juicios y criterios se han adoptado para
simplificar la complejidad en la deduccion de las ecuaciones de equilibrio.

A partir de la discusion de Yoo y Pfeiffer, Yang y Kuo>** presentaron una teoria de
estabilidad de vigas curvas bisimétricas con secciones abiertas de paredes delgadas,
considerando efectos de curvatura y desarrollando paralelamente un elemento finito de viga
recta de clase C para el analisis de vigas curvas como un entramado plano. Sin embargo
estos autores solo contemplaron las deformaciones de segundo orden originadas por un
campo de desplazamientos lineal. Kang y Yool extendieron las ideas de los anteriores
autores, afiadiendo unos términos no lineales en el campo de desplazamientos, el cual fue
deducido para verificar las hipotesis de indeformabilidad en el plano seccional. Chang y
colaboradores!® presentaron soluciones numéricas al problema de inestabilidad de arcos
empleando elementos finitos de viga recta deformable por corte. Gendy y Saleeb!”!
desarrollaron un modelo de viga curva deformable por corte considerando una formulacion
cinematica no lineal basada en la expansion cuadratica del tensor de rotaciones de Rodriguez.
Recientemente, Kim y colaboradores® desarrollaron un modelo de viga curva no deformable
por corte con secciones abiertas monosimétricas, considerando un campo de desplazamientos
no lineales basado en las rotaciones finitas semitangenciales introducidas por Argyris'®). Por
otro lado Hu y colaboradores!"” desarrollaron una teoria de inestabilidad para vigas curvas
deformables por corte involucrando desplazamientos no lineales cuyas rotaciones se basan en
el vector de Rodriguez. Sin embargo, estos ultimos autores restringieron el modelo
estrictamente para secciones abiertas de perfil H.

La mayoria de estos modelos y teorias ha tenido determinado éxito para evaluar las cargas
los momentos criticos aplicados en los en los extremos o bien para hallar las cargas criticas
bajo carga radial uniforme. Sin embargo, los autores consideran que estados mas complejos
de carga y por lo pronto mas reales, no se pueden tratar con estos modelos puesto que no
contemplan el efecto que producen los desplazamientos no lineales sobre las cargas externas
no actuantes en el centro de referencia. El aporte de estos términos en el funcional energético
o en la expresion del principio de trabajos virtuales, es fundamental para la correcta
determinacion de las cargas criticas por vuelco lateral en las vigas curvas.

En el presente trabajo se introducen los mencionados términos no lineales a una teoria de
vigas curvas deformables por corte para secciones arbitrarias previamente desarrollada por los
autores. El presente modelo contempla un campo de desplazamientos no lineal sustentado con
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rotaciones finitas semitangenciales. Se desarrolla la teoria de inestabilidad contemplando
aquellos efectos y se introduce un elemento finito isoparamétrico de viga curva para analizar
exclusivamente problemas donde la carga no se aplica en el centro de referencia. En tal
analisis se pone especial énfasis en mostrar que la reduccion al centro de referencia de cargas
actuantes fuera de la linea de centros conduce a errores al ser contrastada con la formulacion
que se emplea en este trabajo, a la luz de comparaciones con extensos modelos de elementos
finitos bidimensionales y tridimensionales, los cuales sirven de validacion al modelo
planteado.

2 DESARROLLO TEORICO

Se considera una viga curvada en el plano, con seccidon genérica de paredes delgadas como
la expuesta en Figura 1. En ella se pueden apreciar los dos sistemas de referencia cartesianos
y dextrogiros, que se emplean. El sistema de referencia {C: %, 9,2}, es el principal y sobre el
mismo se mide la mecanica global de la viga. El sistema de referencia secundario {A: %, 3,7}

es solidario a la linea media del perfil seccional y, en el mismo se evaltan las caracteristicas
propias de la seccion transversal. Las coordenadas (s, n) son tangente y normal a la linea
media, respectivamente, tal como se puede apreciar en la Figura 2. En la Figura 2.a se
muestra el perfil de una secciéon genérica de paredes delgadas, donde se disponen las
entidades geométricas que permiten definir la cinematica de la seccion y por ende de la viga.
En tanto que en la Figura 2.b se muestra la manera en que se idealiza la seccién, como si se
tratara de una sucesion de segmentos indefinidamente pequefios, cada uno de los cuales
responde al comportamiento de una placa plana. Los puntos P, C, Op y O son el polo de la
seccion, el centroide geométrico de la seccion, el centro de referencia y el origen de la
coordenada s. Con el objeto de simplificar la descripcion analitica del modelo los tres
primeros puntos se consideran coincidentes.

o

lg,mentos del

perfil seccional

Figura 1. Viga curva genérica de paredes delgadas con sus sistemas de referencia basicos
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(2) (®)

Figura 2. Descripcion del perfil y entidades geométricas de una seccion genérica

Algunas teorias "> de vigas curvas materiales is6tropos suelen definirse en funcién de dos
polos, para poder simplificar las expresiones constitutivas en virtud de la anulacion de
determinadas integrales en el area. Sin embargo en el caso de secciones arbitrarias la
ubicacién de los centros de referencia, como el centroide, centro de corte, centro de referencia
de la funcion de alabeo, etc., impone la necesidad de calcular varias integrales en el area,
tornando en consecuencia fatigosa la obtencion de los mismos y poco ventajoso el planteo
simplificativo de dos polos de referencia, tal como fue discutido por Burgoyne y Brown!'?!.

2.1 Hipétesis del modelo y definiciones

La presente teoria de arcos isotropos deformables por corte se desarrolla a partir de los
esquemas de una teoria previa de los autores. Para ello se establecen a priori las siguientes
hipdtesis:

H.1- La seccion es indeformable en su plano, esto es que la proyeccion de cualquier
segmento recto de la seccion sobre un plano perpendicular al eje de la viga, luego de la
deformacion no manifiesta ninguna distorsion.

H.2- La seccion se considera compuesta por una sucesion de placas de pequeiio ancho tal
como se ve en la Figura 2.b. cuyo espesor puede variar a lo largo de la coordenada perimetral
“s” pero se mantiene constante a lo largo del eje de la viga.

H.3- Se emplea un solo sistema de referencia ubicado en el centroide geométrico de la
seccion. Los ejes de referencia no son necesariamente paralelos a las direcciones principales.

H.4- La siguientes deformaciones se admiten como mas las representativas

L L

-Deformaciones de primer orden debidas a desplazamientos lineales: ¢, &, ek
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-Deformaciones de segundo orden debidas a desplazamientos lineales: 7%, ryfy 1k

-Deformaciones de primer orden debidas a desplazamientos no lineales: & ,gﬁ;L et
H.5- Se desprecian componentes de deformacion de orden superior debidas a los

. . NL
desplazamientos de segundo orden, es decir 7;;

H.6- Se considera que las componentes mas representativas del tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff son {G oo

xx°>Y xy»
H.7- Se contempla la existencia de un estado arbitrario de tensiones iniciales, cuyas

0 0 0

0,50,

componentes m4s representativas son {Gxx »O0 s

H.8- La funcién de alabeo consta de dos componentes: el alabeo primario o en el contorno
,(s) y el alabeo secundario wy(s,n) o en el espesor, el cual se supone con variacion lineal en
el espesor.

H.9- En las expresiones del principio de trabajos virtuales se incorporan las componentes
del trabajo virtual de los desplazamientos no lineales sobre las cargas externas iniciales.

Bajo estas hipotesis el campo de desplazamiento puede definirse con las siguientes
expresiones|] :

ul (x)=u,, (x)—y(&(x)—”*}(’”]—za (x)- a{ by )J

uy (X)=u, (x)-z4,(x), u; (x)=u (x)+y ¢, (x)
u (x )——{zqf (x)[e ()L )j+y¢ (10 (x)}

uyL(x)——)Z}{((/ﬁx(x)) (9 (x)— “XC(X)J }_(0 ()t X )]HY(X)

" 0=, 07 +0,0) ]—(9 () )]Hy@)

(M

En (1) los superindices “L” y “NL” identifican a las componentes lineales y no lineales del
campo de desplazamiento. u (x) es el desplazamiento axial, 8_(x) y Hy (x) son parametros

de rotacion flexionales (los cuales, en el caso de una viga recta coinciden con las rotaciones

flexionales), u, (x) y u_, (x) son los desplazamientos transversales de la seccion, ¢, (x) es
la rotacion torsional de la seccién y 6 (x) es una variable de intensidad de alabeo. @ es la

funcidén de alabeo que viene expresada como:
()

o(s,n)=w, (s)+w,(s,n)

con
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0,(9)= [ [r() - w(s)lds - D

A3)
w,(s,n)=-nl(s)
siendo
.[r(s) ds i[r(s)—l//(s)]ds
v(s)=| S|, D=t )
C.{ds ids

La funcion y(s)=0 en el caso de una seccion abierta, y las cantidades r(s) y I(s),
fundamentales para describir la funcion de alabeo, se definen como:

79260 Ly 1)) Laz(9) .

En esta ultima expresion, las coordenadas [Y(s), Z(s)] identifican a las coordenadas del
punto A sobre la linea media de la pared (Figura 2) y cualquier otro punto B, queda referido
respecto de las coordenadas del punto 4 segun la siguiente expresion:

y(s)zY(s)—ni% , z(s):Z(s)-i—n% (6)

2.2 Estado de deformaciones

El estado de deformaciones e, de un cuerpo curvo como el de la Figura 1, considerando el
campo de desplazamientos (1) viene dado por:

L NL L NL
e; =& +E) 1+ 7

i L0 o) 1007 ou™ ), 1 o oup
Yo2lex, ox, |7 2| ox ox; T2 oy, ox;

J

;ﬂ.‘“:l %au,f“ +£ 614,?“% +i ou," oup"
Yo 2( ox Ox 2 ox; ox; ) 2 Ox; Ox;

Siendo g,f las componentes de primer orden debidas a desplazamientos lineales, gi]va las
componentes de primer orden debidas a desplazamientos no lineales, T]UL- las componentes de

segundo orden debidas a desplazamientos lineales y 77[7L las componentes de segundo orden

debidas a desplazamientos no lineales. Estas ultimas por hipétesis H.5 se consideran
despreciables frentes a las restantes, que de acuerdo a la hipotesis H.4 vienen descriptas
como:
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g,fx :(5017)’ Ep3—ZEp,~0 ‘904)5Z )
L _ 5 L o _ @ ow 7
}/xy—ngy:[gm [z+ay)gD8 aygm}/ (10)
ow ow .
;/fZ=2€fZ;[5D6+(y—a—jgm+§5m}f an
NL __ 6(831 gBZ) 632+£B3 6(8 6
& —{ y|: o R +z (12)
N NL ogl, oe; 6(8 &y )8 £ ]
Vo =26 2—{531 532+){6sz+ 6§3 +z p» 33 B2 (13)
e, € ) 68 T
L_ 5 M _%53 %5 J 81483
7e =260 = 7 2 (14)
L 2 | 72
M= 753(51)1_)’"’"173_251)2_5051)4) B6 7
(15)
vy, o ‘g?
T Eps—ZEps T Xy R B?+§SB4 >
nt = -¢,,-¢ a—w(s Y& —ZEp,~@Ep,) z
v 83" C847, o1 D3 D2 D4 B6 8 2 (16)

n" :{(—8 —€ a—w)(g —VEp—ZEp,—WE )} =
Xz BI B4 aZ D1 D3 D2 D4 2
—ey,| ey—zEp 2 e, 426 jz 17
B2 BS5 D8 R B3 R B4 2

donde las &p;, &p2, €81, etc. se definen como sigue para simplificar y condensar notacion:

[ O Mo (%, ¢, 00, 10u,) 00, 199,
Eo17 oy TR 027 o TR ax R ox €047 3y "R ox
ot ou,, 6¢X og, 6,
€ps= o : ) Eps= O _ey »Epr = =0, | &ps= o R (18)

u, 0 Ou,, u, Ou_,
51=0, €5,=0, ‘933:(‘9ZRJ’ ‘934:[9)(_1;]’ 555:[ 6; - R’]’ €86~

La funcion 7 que cuantifica el efecto de curvatura se define y aproxima como sigue:
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R o Y(s)  Y(s)’
f—R—ﬂ/ > g/:1—117+12 s (19)

siendo y; y y» coeficientes cuyos valores permiten considerar diferentes hipotesis de gran
curvatura (de aproximacion lineal: y;=1y y>=0 o cuadratica y,=y,=1) o bien la hipdtesis de
curvatura baja (y;=y,=0).

2.3 Expresion del principio de trabajos virtuales

La expresion del principio de trabajos virtuales, considerando estados de tensiones
iniciales arbitrarios, se puede escribir de acuerdo con la expresion (20), sujeta a la condicion
de estado inicial (21). En aquella ) es el trabajo virtual de las deformaciones lineales sobre

las tensiones incrementales. o/ identifica al trabajo virtual de las tensiones iniciales debido a
las deformaciones no lineales (12-14) y deformaciones de segundo orden (15-17), /3, es el

trabajo virtual de los desplazamientos lineales sobre las fuerzas volumétricas externas. En
tanto que </ es la componente que se afiade y que corresponde al

.[a,.jag,j. av+ .[a;j. (o) +62" )av +

S () (20)
[— J:X’,.&uf av- ‘[Ti&ufdA]{— ‘[f[oﬁu N4 J:X[O&u[NLdV):O
2 2

‘23) j(")

Esta expresion del trabajo virtual de una viga curva se encuentra sujeta a la condicion de
estado inicial determinada por la siguiente expresion:

.[0'358[/dV+(— J:)?j’&,[ av- jﬁ”&u[ dA):O @1
: A
T T

En consecuencia para poder calcular los estados criticos, es necesario establecer las
condiciones iniciales o de prepandeo con un calculo previo que involucre (21). Las forma de
los términos f(,(;)) y f( g;) correspondientes a las condiciones iniciales, son semejantes a las
expresiones (22) y (24), respectivamente.

Las componentes del principio de trabajos virtuales (20) vienen dadas por:

= _[[QX 8¢, —My 5¢,,-M , 5¢,,,—B S ,, |dx+ @)

+ I[QY Se,,+Q, S¢,,+Tsy 56 +T,y J¢, |dx
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(ZZ) :g .[{J,(g) [géj +£§6 +1; 5,2),]-#%(0) [512)8 +1; 312)2]}dx+
+§‘[{J3(”)|:(agizj 75 803+Z41§3}+00(0){13 £, 41, I: :|}dx+
+5‘[{J5@[;{3 Epy Eps _Z"EBS;&Y}WO‘S(O) {;(3 EpsEp, —;(48‘9;;95" }} dx+

+5 -[{007(0) {)53 Epy 502—148“;[”‘}%(0)[13 &p, 504—14‘%;“}}dx+
+5 -[{Jg(g) {536 62;2

+§ -[{Mg)lz 6(532 ‘931) 51?2"'@?3 }_,'_M;?) {8(532 533) €31 653 :l} dt

(23)

&y
]
Epit Xy R :| J [;53 €pi 5D2+5B5‘9D8]}dx+

ox R Oox R

& g 1))
+6 _[{Q [ €662 €p1€p3~ 322 }' z [ BZZB? ~€pi€p1 T €B2¢ B5:|}dx+
+0 [{M(o) [EBI;Dj 61)2288?:|+Q(0) [ Eps€p— 832;34}_’_@(0) [804533 ]} dx+
0 0 0 )
+6 _[Tu(d)f [534 €ps ]"'Tu(/é [‘9134 5D2]+Tu(/£V [‘9134 €py4 ]_Tu(/) [5134 EDJ]}dx

Ty = .[[KI (x.0) G, +.2, (x)30, +25 (x,0) 50, +2, (x,0) 56, | dx—
- _[[WZ (x0)3u,, +2, (r)Si, +2 (.05, Jdx=— _[{5U}T [Pl @4
o= _[[f O +.7, 050, +.2, " 80, +.2, " 5, |dx—

_[Z O+, 50, +7, " 50+ " 59, Lzo (25)

Uy [, U - [(oU) (e Ju
En las expresiones (22) a (25) se han efectuado las siguientes definiciones:
U=l 0.00..0,4.0.) Ui i, i 0,68, 20
=2, () 2,0 2,(x) 2, (x8) Zi(xt) 2 (xt) o (xn)] 7)
(@ My M, B= o, (155, 0}dd (@ @, 1= [ o, 0 fau (28)
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) o) (L00)][, do,, o
Tow Tw }= _L {[U(y oz ) U»w(” By ﬂ[a oy O ar }} d4

M, = L [zey—axyz]dAzTSV +Ty

M(”) Ng N, N
0 0 ) )
JI() :Qg’) -7, +7, };Y , v(;z():N() -7 ;ZZ""ZQ ;QZZ
N(”) N(”) NG, N
0 ) @) )
Up() N() -z +Z¢ J() N() -7 §Wz+12 1};22W2
N(a) @ N(”) N(o)
0 ) ) )
Jj() =N}€Z) -7 ;zz +7, RYZJZ , c/(;6() :N() -7 ?W + II;W

[} ©) ©
NYZW+ NyzzW J(”) B(0) N NYZW

© _ 7@
"07 _NZW_I R X5 R R +Zz Rg

N® ~Ng
@ _ags@ [0)) ©
‘709 =My -, R +Zz jo > %0 M) "R T4 I'E

{Q(”),M{,"),M”’) B(”)}J. (1zyw)dd, Q(o) J‘ 0 W dA Q(o)
{N(o) Ng,N(o) N(g) N(o) N(w%jagx {yz,zz,a)z,za),ya),yz}dA
A

&@ﬂgjwjﬂw_ﬂiﬁ; i?jﬂzwaA

MO- j o y-0" 2]aa=T@ + 12
, .
VY NG, NG, |- Iffx by o)
{Ng)zz’ !('Z)WZ’ NG, }*J- xx y z’ ,y o’ 5y za)}dA
{N(o) NgZ,N(o) }— ,[10-3* {y‘?,yz,y2a)}dA,

{NI(gW,N;”Z)Z,N%Z%I yza)z V,0 y}dA
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0 _lv 1 9] _1v 1 9] _ vy JY
9, (xt)= J; Xx?dA, 9, (x,0)= J;nydA, 9, (xt)=— j X, dd
9,(x0)= J.X (xt)——J-XdeA, K7(xt)——J‘X

~ - = 1
< ,t: X7 -X ,fdA
(o= [(X =X, 201

. u/Vﬂ(()) u/\/’“(()) N (0)+/\/”(0) e/\'ﬂ(o)
L0y 4T gy T g ey
R: TR T 2R T 2R ™
MOy NN N
2,0 = -0, - )
Rt 2 %
(’7) (0) *(0) (0) r(0)
2, 00,5,
o (/,\/‘“(()) 6/,\/’(0) \/’(())
) _ 6 6 r(0) r(0)
”2; - 2R uxc+ 2 z ( \/ )¢
9,(0) 77(0) ,(0) (0) 2(0)
o " KO KO A
1 - 2 “xc z y
R R 2R " 2R
o }[(0) j((f))+%(ﬂ) }((0)
.73(0): Ly _‘%(0)6 _73 49 46
R xc 1 z 2 y 2 X
9p0) , 9p(0) 9p0) , 9p(0) 77(0)
g IO IO ey I
5 2R xc 2 z Y72 y 2 x

7 O = jfﬁ(g) u j{%(m %5(0) _(%1(0) +}f2(0) )¢x

+ —_
g 2R T2 T2
siendo
~(0 (0 0
LV;)»J‘;) VOl

A (O ”(0) (0)
o v

L%«m HO g

'—.
<
]
=
N
ﬂ
§
<
|
§
I\
N

i,_/&.\,._z\,v_,\_.v._»

e g 30} =
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NO N Q//V;{)) +U'\'/;(0) ur\";w) 0

IE R 2R 2R
0o 0 0 0 0 0

r(0) 7 (0) 7(0)

,d,\f](ﬂ) 0 N7+ N, N 0 57)

[Cx)- ; J
X 0 0 0 0

~(0) (/’\’/}(0)
sim =N, - 0
o

1 “r2

0

B y{/](o) 0 jf](o) 5{3(0)"‘]64(0) %6(0)

Iz R 2R 2R
0o 0 0 0 0 0

%(0) ) %3(0)_’_}{4(0) jfd(())

€. 1 0 02 5 0 9

H

sim *ffzw) - ;
—( O +5) 0
0

En las expresiones (28)-(30) se definen las resultantes de tension en el area que identifican
a los esfuerzos representativos de una viga, estos son Esfuerzo Normal, Qx; Momentos
Flectores, My y Mz Bimomento, B, Esfuerzos de Corte, Qy y Qz Momento de Torsion
Pura, Tsy, Momento Flexotorsor, 73y momento torsor total Myx.

En las expresiones (31)-(41) se definen resultantes generalizadas de tensiones iniciales en
el area, las cuales en algunos casos son homologas a los esfuerzos iniciales, en otros casos
como por ejemplo (40)-(41) son resultantes generalizadas no equiparables con esfuerzos de
viga conocidos. Estos esfuerzos iniciales son fundamentales para el calculo de cargas criticas
de pandeo y de frecuencias bajo estados de precarga, los cuales se obtienen mediante un
analisis estatico previo que resulta de (21). En las expresiones (42)-(44) se definen las formas
correspondientes a las cargas externas y las en expresiones (45)-(58) se definen las formas
que intervienen en el trabajo virtual (25) de los desplazamientos no lineales sobre las cargas
externas iniciales.

Para ser mas especificos en el término del trabajo virtual 7

(4> €n caso de que exista

solamente una fuerza inicial puntual F (0):{17 (0),17;0),172 (0)}, aplicada en el

X
punto B(x,,y,,z5) de la seccién, y que no yace sobre el eje de la viga como se muestra en la
Figura 2.a. Para obtener el aporte energético de esta fuerza originado por los desplazamientos
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no lineales (1) se emplean en la expresion (25) y en (55)-(56) factores Delta de Kronecker en
el punto B. De tal manera que la expresion (25) se convierte en

24):7[‘717(0)5“xc +Z(0)§92 +Z(0) 50} +‘7:(0) 5¢\» ]X:XB (59)
siendo ahora
7 (0) 7 (0) - (0) - (0) =(0)
f(o):—yB Fy u +yB Fy ) LZB Fv +yB Fz pa) Zp Fx A (6())
1 R R = 2R y 2R %
0) (0) () =(0)
— 0 Vs _ zp FV+y, F, F
T o _ R} v, y(0>97 y 5 , T(Ij" (61)
_ z F(0)+y F" z 17(0)+y F FO
‘Z 0)_"B"y T B ", By 3 Bz 92 z, Fz(O)ey Vg 2x ¢x (62)
. 2 Fw) z 17(0) y f(O) - _
G = 0,250,y F 42, g, (63)

La expresion general de las ecuaciones constitutivas de los esfuerzos en funcion de las
deformaciones generalizadas queda con la siguiente forma:

0% }=l75lia) (64)

Donde {QE } es el vector de esfuerzos generalizados de viga, {A} es el vector de
deformaciones generalizadas y [J E] es la matriz constitutiva de los esfuerzos. Los cuales se

describen a continuacion:

lo*loy My, M, B 0, Q, T, Ty (65)
{A=le,)s —€p0s ~€pss ~€pgs Epss Engs Epys ‘9[)8}T (66)
J0 0 0 0 0 0 0
11 11 11
JLTLTL 0 0 0 0
11 11
JIJgl o 0 o0 o
AN J, 0 0 0 0 (67)
: el
sim J;: 16676 0
re
_ I

Los elementos de la matriz constitutiva (67) de los esfuerzos se obtienen con la expresion:
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Ti-p _[ g"g"")7 dsin+G .[ g g\")7 dsdn (68)

para {i, j}={1,..,8} y {h, k}={1,6} y con los vectores:

g {] Z(s)+nd— Y (s)— n P(s) nl(s),0,0,0 0} (69)

g {0 0,0,0 ‘;Y ‘;Z ()= (s)+ny(s)— Zn} (70)

En (68), £y G son los modulos de elasticidad longitudinal y transversal respectivamente.
La teoria hasta aqui expuesta se puede reducir a un modelo sin flexibilidad por corte cuando
se imponen las siguiente condiciones:

ou_ ou 0 (71)
0.=—=, 0 =—"=, 0= 9
Ox Yoo Ox

En tanto que las condiciones (71) no sean empleadas, el modelo contemplara la
flexibilidad por corte en forma completa.

3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

En la Figura 3 se puede observar un elemento finito isoparamétrico denominado ISOPSN,
de cinco nodos con los desplazamientos genéricos, definidos en la primera de (26). La forma
de interpolacion de un desplazamiento generalizado Ufx) vendra dada por la siguiente
expresion genérica (14]

Ny
U,(f):Zf/(J?)U[”) con i=1,..,7 con Xx€[0,] (72)

Ny es el numero de nodos del elemento, X es la coordenada intrinseca del elemento y
f'j, (¥) son las funciones de forma del elemento definidas segilin las expresiones siguientes:

£, (3)= 1_§7 70 2 @f3+gf4’ £,(x)= 16%—@ 2, 965 @#
3 3 3
£,(x)=—12x+76%" -128%" +64%" f;(f):]é* 1;2,;2 ,2§4;€3 1§8f4 (73)

£ (x)=— x+232 2165 4325

‘UJ_(J‘) g g g

1

| I

x=0 =1

Figura 3. Descripcion geométrica del elemento
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El vector de desplazamientos nodales de (72) viene descripto de la siguiente manera:
e U o

con
0,90, 9

Reemplazando (73) en (72), luego en las expresiones del trabajo virtual (21) a (25) y
operando en la manera habitual, se obtiene las clasicas ecuacion del método de elementos
finitos para el problema de inestabilidad:

KW@ (P} (76)

@i ) 770 77 7@ @) @ oV
{U }:{Ul U, U0, U U U, }_{un‘-’uvc-’a

) e Tz

([K]"'A[KG ]){W}:{o} con [KG ]:[KGI ]+[KGz] a7

En (77), [K] y[K G] son la matriz de rigidez global y la matriz de rigidez geométrica
global, respectivamente, en tanto que, {W}, es el vector global de desplazamientos nodales.

La (76) no es otra cosa que la (21) descripta seglin el método de elementos finitos, y de la

@

cual se obtiene, seleccionando juiciosamente una carga de inicial {P }, el estado tensional

inicial para ser empleado en el calculo de la matriz de rigidez geométrica que se halla en (77).
La matriz de rigidez geométrica estd compuesta por dos partes. La matriz (K ;, | es la parte

correspondiente al estado de deformaciones iniciales. En tanto que la matriz [K GZ] es la parte

que corresponde a la presencia de cargas externas no actuantes sobre al eje de referencia de la
viga, es decir provenientes de las expresiones (25) o bien de la (59).

4 ESTUDIOS PARAMETRICOS

4.1 Comparaciéon de Paradigmas de modelacién en el pandeo de arcos monosimétricos

En la Figura 4 se puede apreciar la geometria y estado de carga de un arco de seccion U,
construido con un material cuyas propiedades elasticas son E = 2.94 GPay G = 1.13 GPa,
siendo £y G los modulos de elasticidad longitudinal y transversal respectivamente.

En la Tabla 1 se comparan las cargas criticas Qy, obtenidas siguiendo diferentes esquemas
y métodos dentro de cinco paradigmas definidos de modelacion. El primer paradigma
corresponde a un modelo de vigas curvas no deformables por corte desarrollado por Kim y
colaboradores!® pero basado en las propiedades semitangenciales de las rotaciones finitas, el
segundo corresponde a un modelo de entramados de vigas rectas no deformables por corte'™
pero considerando matrices de correccion de carga. El tercero corresponde a un entramado de
vigas rectas deformables por corte desarrollado sobre un modelo reciente de Kim y
colaboradores!" sustentado en las rotaciones finitas semitangenciales, considerando matrices
de correccion por carga. El cuarto corresponde al modelo de viga curva deformable por corte
de este articulo y el quinto corresponde a soluciones de elementos finitos empleando
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elementos tipo placa de tres (COSMOS/M, ejecutado por los autores) y de nueve (ABAQUS,
extractado de Kim y colaboradores[g]) nodos. Esto ultimo se ha hecho con el objeto de
corroborar los esquemas de validacion sobre dos plataformas computacionales
independientes. Se puede apreciar que las soluciones basadas en modelos no deformables por
corte se encuentran con una diferencia porcentual de 10 % y 22 % para los arcos y las vigas
rectas. En tanto que la formulacion de la viga curva deformable por corte arroja mejores
resultados que la formulacion de entramados de vigas rectas deformables por corte.

Ox

Paradigmas de Cdlculo Ox [N]
Entramados de vigas rectas 6.902
no deformables por corte!®! )
Viga curva no deformable

6.125
por corte™
Entramado de vigas rectas 5813
deformables por corte!'”! ]
Viga Curva deformable por corte 5.698
presente articulo (12 elementos). )
COSMOS/M
4651 elementos Shell3T 5048
ABAQUS'™
5.639
255 elementos S9RS

Tabla 1. Descripcion de los paradigmas de calculo.

En las Figuras 5.a y 5.b se muestran dos tipicas secciones bisimétricas de paredes
delgadas, con sus dimensiones, y los puntos donde se aplican las cargas de pandeo segin el
esquema de arco biempotrado de la Figura 5.c. La ubicacion de los puntos A; y A, para cada
seccion se pueden observar en las Figuras 5.a y 5.b. Notese que la disposicion de la carga en
estos puntos es mucho mas realista que la hipotesis convencional de ubicar la carga en el
centro de referencia de la viga curva. Las vigas estan construidas con acero, cuyas
propiedades elasticas son E = 2/0 GPa 'y G = 80.7 GPa. Las cargas criticas se obtienen con
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modelos de 12 elementos finitos ISOPSN.
En la Figura 6 se muestra la variacion de la carga critica para la seccién cerrada con
respecto al angulo de abertura del arco que tiene R = / m. En tal Figura se comparan las

cargas criticas como [I] aplicada en el centro de referencia (donde la matriz correctora |K ,,

es nula), [II] aplicada en A4, y [III] aplicada en A, calculada con elementos SHELL3T de
COSMOS/M. [IV] aplicada en A; y [V] aplicada en A; calculada con elementos SHELL3T de
COSMOS/M. Notese la diferencia existente entre despreciar y utilizar la matriz de rigidez
geométrica correctora por carga y lo bien que coteja esta ultima opcion con las soluciones
computacionales de placas, que este caso manifiestan un error maximo de 1.2%. La diferencia
porcentual existente al calcular la carga critica empleando la matriz correctora y la carga
critica calculada en forma convencional, ronda como maximo el 11% para la carga aplicada
enA;yun9 % para la carga aplicada en 4.

EE=r==ma— e

Oy

b AN
b
(a) (b) (©

Figura 5. Descripcion de las secciones y carga de pandeo.

36E+06
32E+06 El
2 8E+06 &
AN\, —e—11]
=z 2AE+06 . —a—[11]
o]
% o [
& 20E+06 S A V]
o]
%
g 1,6E+06 o ™
12E+06
8,0E+05
4 ,0E+05
60 90 120 150 180

Figura 6. Variacion de la carga critica de la seccion rectangular respecto al angulo de abertura

[1],[11],[TV] MEF, ISOP5N, Cargas Aplicadas en C, A, A;. [111], [V] Cosmos/M. Cargas Aplicadas en A3, A;.

En la Figura 7 se muestra la variacion de la carga critica correspondiente a la seccion
abierta. Los indicadores de cada secuencia son idénticos a los mencionados arriba. En este
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caso se puede apreciar por simple comparacion con la Figura 6, la notable influencia que tiene
el empleo de la matriz de rigidez geométrica correctora en el calculo de las cargas criticas,

frente a la opcion convencional que anula [KGZ]. En estas circunstancias las diferencias

porcentuales méaximas en el célculo de las cargas criticas ubicadas en los puntos A; y A
frente a la carga critica aplicada en el centro de referencia, son de 42% y 45%,
respectivamente. En la Figura 7, se puede apreciar una excelente correlacion entre las
soluciones de 12 elementos finitos de viga curva y los modelos de entre 800 a 2500 elementos
SHELL3T de COSMOS/M.

54E+05

4 8E+05

4 2E+05

—e—
3,6B+05 :
= p N —a— [0
_@ 3,0E+05 - o [m
5 " - -A- - V]
©  2A4E+05 .
V1

g @ g
5 \

18E+05

12E+05

6,0E+04

0,0E+00

60 90 120 150 180

Figura 7. Variacion de la carga critica de la seccion abierta respecto al angulo de abertura

[1],[11],[TV] MEF, ISOP5SN, Cargas Aplicadas en C, A, A;. [111], [V] Cosmos/M. Cargas Aplicadas en A3, A;.

Los modos asociados a las cargas expuestas en las Figuras 6 y 7 corresponden a formas de
pandeo lateral, lo cual significa que cada carga critica es comparable en cuanto a su forma de
inestabilidad. Sin embargo debido a la disposicion y sentido de las cargas, para determinados
rangos paramétricos, es posible que se presenten permutaciones entre las formas de pandeo
lateral y pandeo netamente torsional, siendo estas ultimas las correspondientes al primer
modo de pandeo (en valores absolutos).

Este tipo de patrones de pandeo se manifiesta mayormente en angulos de abertura mas bien
pequeilos, entre 15° y 60° y en secciones abiertas. En efecto, si en el arco de perfil I, R = I m
y [ = 60°, la carga aplicada en A se ubica en sentido opuesto al de la Figura 5.c, el tipo de
forma de pandeo que se verifica es de tipo torsional.
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Op=361 1%

(@) (b)
Figura 8. Formas de pandeo para un arco de perfil I, R=1 b=60, con carga aplicada en A,
(a) Modo Torsional con @y =361 kN (b) Modo Lateral con Qy = -493 kN

El valor de la carga de pandeo de tipo torsional mencionada fue de 352 kN con 12
elementos finitos unidimensionales y de 361 kN con un modelo de elementos SHELL3T de
COSMOS/M. En la Figura 8 se pueden apreciar los modos asociados a las cargas criticas
aplicadas en el punto A4, para el arco mencionado, obtenidas con un modelo de 738 elementos
SHELL3T de COSMOS/M.

5 CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una extension a un modelo de vigas curvas isotropas
deformables por corte, con secciones paredes delgadas, para mejorar y esclarecer la forma de
calculo de las cargas criticas de pandeo cuando éstas se aplican en puntos no coincidentes con
el centro de referencia. Se ha introducido en el funcional, una serie de términos no-lineales,
comunmente despreciados en el calculo de las cargas criticas, y como se ha mostrado en este
articulo, poseen influencia insoslayable para la correcta obtencion de las cargas criticas, las
cuales han sido convalidadas con extensos modelos de elementos finitos placa, evidenciando
una excelente correlacion. Las diferencias entre la forma convencional de célculo de las
cargas criticas y la presentada en este articulo, son notables para las configuraciones de arcos
con baja curvatura y pequefio radio, en especial para las secciones abiertas. Se ha presentado
a su vez un analisis comparativo de los paradigmas de modelacion un cuanto a la obtencion
de la carga critica de una seccion monosimétrica, poniendo de relieve la eficiencia del método
propuesto en este articulo frente a otros.
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