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ResumenEn este trabajo se presenta una metodologia de resoliejamblemas dinamicos de soélidos
unidimensionales (vigas), separando la parte dinamid¢a cieematica.

Las ecuaciones intrinsecas de la dinamica de vigas, a@ilas|en donde no aparecen variables de
desplazamientos ni de rotaciones. En este trabajo se maesenformulacion variacional energéticamen-
te consistente de las mismas, donde se utilizan como vesidds fuerzas generalizadas y las medidas
de deformacion de la viga. Esta formulacion variaciomatliscretiza a través del método de elementos
espectrales. A partir de la formulacion dinamica no lirdkscreta se muestran las expresiones simpli-
ficadas obtenidas en casos particulares: soluciones jimealineal al problema estacionario, solucién
dinamica lineal y la solucion dinamica lineal obtenidar® perturbacion de la solucién al problema
estacionario.

Por otro lado, se presenta el algoritmo que permite recufssaariables clasicas de vigas, i.e. des-
plazamientos y giros, una vez resuelto el problema paraal@ables utilizadas. Este algoritmo, resuelve
la ecuacion cinematica de las rotaciones, linealizada&taxmente, a través de iteraciones en el espacio
so(3) de matrices antisimétricas que es el espacio tange$t¥ &) (el conjunto de matrices ortogonales)
donde se encuentra la solucion buscada. En este casogtan#s ecuaciones se discretizan utilizando
la técnica de elementos espectrales. Este algoritmo puéidarse complementando la solucion itera-
tiva de las ecuaciones intrinsecas en el caso que las a@@pasdan de la posicion deformada, para ir
ajustando las mismas en cada iteracion.

Finalmente, se presentan resultados de las soluciones dagos particulares nombrados anterior-
mente y se extraen conclusiones.
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1. INTRODUCCION

En algunos problemas de la mecanica de soélidos se estogéspos donde una de las di-
mensiones resulta mucho mayor que las otras dos. A estqsosygue representan elementos
estructurales que aparecen frecuentemente en ingesiefas denomina vigas y aprovechando
la diferencia entre sus dimensiones, se los modela conaosainidimensionales. Es decir, la
Unica coordenada presente en el problema es la coordexiabideala viga. Ademas, se utilizan
propiedades que representan el efecto de la reducciomsgiomal y las variables que describen
la deformacion del mismo son los desplazamientos deda lile referencia y las rotaciones de
las secciones de la viga.

Usualmente, las ecuaciones que describen la dinamicasdedas resultan altamente no
lineales debido a que incluyen relaciones cinematicagejaeionan las medidas de deforma-
cion de la viga con los desplazamientos y rotaciones poiarfunciones trascendentales.
En este trabajo se propone una metodologia donde se desataparte dinamica y la parte
cinematica del problema de forma de tratar de manerasedi&xdas cada una de ellas.

La parte dinamica se resuelve a partir de la formulac@mpletamente intnsecgpropuesta
por Hodges(2003. Las ecuaciones intrinsecas de las vigas, son aquelfatedwm aparecen
como variables las medidas de los desplazamientos y roegid&n este trabajo, se utilizan
como variables del problema de dinamica de vigas las fagyeaeralizadas (i.e. fuerzas y mo-
mentos resultantes sobre la seccion en su interseccitladimea de referencia) y las medidas
de deformacion de la viga (deformaciones y curvaturas tieda de referencia). En los casos
donde las condiciones de contorno y las cargas no dependewcaigfiguracion deformada, las
ecuaciones intrinsecas representan exactamente el damgnto de la viga, que puede ser
no prismatica (i.e. con torsion y curvaturas iniciale$@wyer secciones complejas, conteniendo
a lo sumo términos no lineales cuadraticos en las vasaBle problemas donde se cumplen
estas condiciones, por ejemplo en una viga empotrada cgassaaguidorasesto reduce con-
siderablemente la complejidad, ya que se pueden resologsletamente prescindiendo de los
desplazamientos y rotaciones.

En este trabajo se presenta una formulacion variacioreafjéticamente consistente de las
ecuaciones intrinsecas, basada en el trabapatiey Althoff (2006. Esta formulacion se dis-
cretiza a través del método de elementos espectralesrda fite obtener una interpolacion de
alto orden de las variables. Esta discretizacion resoltacontinuidad interelementél’ en las
variables y permite imponer exactamente las condicioned®rno, a diferencia de la pre-
sentada erPatil y Hodgeg2006 donde la aproximacion es discontinua y las condiciones de
contorno se cumplen aproximadamente.

A partir de la formulacion dinamica no lineal discreta seestran las expresiones simplifi-
cadas obtenidas en casos particulares:

= Solucion lineal al problema estacionario,

= Solucion no lineal al problema estacionario,

= Solucion dinamica lineal,

= Solucion dinamica no lineal en torno del estado estaciona
= Solucion dinamica linealizada en torno del estado estacio.

Para la cinematica del problema se presenta un algoritraggumite recuperar las varia-
bles clasicas de vigas, i.e. los desplazamientos deda le referencia y las rotaciones de las
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secciones, una vez resuelta la parte dinamica del probest@ algoritmo, basado en ideas de
Simo y Vu—Quoq1988, resuelve la ecuacion cinematica de las rotacionesalimada exacta-
mente, a través de iteraciones en el espagid) de matrices antisimétricas que es el espacio
tangente a50(3) que es el conjunto de matrices ortogonales donde se enauargolucion
buscadaSO(3) no es un espacio vectorial sino una variedad diferenciatdmcaso, también,
las ecuaciones se discretizan utilizando la técnica ceeieos espectrales. Este algoritmo pue-
de utilizarse complementando la solucion iterativa deeasciones intrinsecas en el caso que
las cargas dependan de la posicion deformada, para iaafisstas mismas en cada iteracion.

En la parte final del trabajo se muestran resultados de ldagtin de ambas partes de esta
metodologia.

1.1. Meétodo de Elementos Espectrales

El método de elementos espectrales es una implementpaiticular de la versiop de
los elementos finitokp. Propuesto originalmente veinte afos atRet¢ra1984; Karniadakis
et al.(1985) para evitar las restricciones de los métodos espestgidbales de ser utilizables
s6lo en dominios simples, este método multidominio de@itlen permite refinamientos locales
manteniendo la convergencia acelerada propia de las tizs@ienes espectraleslénderson y
Karniadakig1995). Este método posee convergencia espectral que resayiar ique cualquier
método algebraico para soluciones suaves.

El método de elementos espectrales puede utilizar culgolinomio de Jacobi para for-
mar sus funciones de prueba, sin embargo, las opcionesamnames son los polinomios de
Chebyshev o Legendre. Comunmente, se eligen los puntoscdadmatura de Gauss-Lobatto
como puntos de colocacion, es decir como nodos de los etemdtsto da funciones de forma
ortogonales, lo que implica que las matrices de masa resditggonales. La ventaja de este
método es que los polinomios de cualquier orden puedenaseeautomaticamente junto con
la correspondiente regla de integracion.

En este trabajo utilizamos un tipico elemento isopardoteespectral donde se utilizan po-
linomios interpolantes de alto orden para aproximar laskées dentro de cada elemento. Los
nodos corresponden a los puntos de Gauss-Lobatto, lo gaeleanentos de alto orden resulta
mas econbmico que los nodos espaciados en forma equigig¢turigan et al(2001)). En un
elemento de ordem n = p+1 es el nUmero de nodos en el elemento. De esta forma, la aéntin
dad interelemental de las variables interpoladaS®<n la figural se muestran la ubicacion
de los nodos y las funciones de forma correspondientes entdsselementos espectrales.

-o. 0. — r n
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E— / N ANSANY

Figura 1: Funciones de forma para elementos espectral@isnarisionales de 3, 5y 8 nodos.

Las integrales involucradas se evallan por medio de laatiad de Gauss-Legendre-Lobatto
(GLL). Aunque, en realidad, la cuadratura GLL no resultdaeggla de integracion exacta, es-
to es particularmente econdomico computacionalmente gaglo un nimero limitado de nodos
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contribuyen a la ecuacion correspondiente a un nodo detadm, debido a que los puntos de
integracion coinciden con los nodos del elemento. La @tadx GLL se ha utilizado desde
hace varios afios mostrando muy buenos resultados (veg, @nbs,Thompson et al(1996
2001); Hourigan et al(2001); Sheard et al(2004). Experiencias llevadas a cabo geiraldo
(1998 indicaron que para polinomios de ordene% 4, los resultados no mostraron diferen-
cias entre la integracion con la cuadratura GLL y la inteigma con la integracion exacta de
Gauss-Legendre (GL) clasica.

Ademas, debido a su gran precision, los métodos espesctarminimizadores de memoria
(Boyd (2000). Incluso cuando se requiera una precision relativaeieaja, las aproximaciones
de alto orden permiten alcanzar el error requerido con mmen@ considerablemente menor de
nodos.

2. ECUACIONES INTRINSECAS DE LA VIGA

Las ecuaciones intrinsecas, propuestadaigeg2003, resultan ser geométricamente exac-
tas en la representacion de la dinamica de vigas anjsroon torsion y curvaturas iniciales.
Estas ecuaciones estan dadas por

F’+<K+;?;)F+f - P+QP 1)
M’+<K+R)M+(e}+&)F+m = H+QH+ VP 2)
V/+(f<+i<z>v+(é1+=y)9 — 5 3)
@+ (K+i)Q = & )

dondeF = | F, F, Fj ]T yM=[ M M M, }T son la fuerza y momento resultantes
de los esfuerzos internoy¥, = [ Vi Vo Vs ]T es la velocidad de los puntos de la linea de
referencia Y2 = [ Q Qy O ]T la velocidad angular de la seccion, ambas medidas en un

marco de referenciainerciah = [ P, P, Py |"yH=[ H, H, Hs; |  sonlosvectores
de cantidad de movimiento lineal y angular que resultanugagos de las velocidades lineal y
T T . . .
angularf = [ fi fo fs |  ym=[mi my my | sonlafuerzay momento distribuidos
a lo largo de la viga. Todas las cantidades nombradas extaesentadas en la terna de la con-
figuracion deformaddl = [ K, Ky K; }T son la torsion y curvaturas de la configuracion

inicial. v = [ 11 2712 23 ]T YK = [ K Ky Ky }T son las medidas de deformacion
de la viga correspondientes a estiramientos y distorsipoesan lado y a torsion y curvaturas
por el otro, que resultan conjugados energéticos de lagdsiey momentos resultantes, todas
referidas a una terna correspondiente a la terna de la coadigu de referencia rotada luego
de la deformacion.

Ademéase; = [1 0 0 }T y el tilde (O) representa al tensor asociado al vector corres-
pondiente a través del producto vectorial, de forma quesiads vectorea y b se cumple
la relacibna x b = ab, por esto se lo denomina operador producto vectorial. Liaagfil’)
indica derivacion respecto de la coordenada a lo largo tiada de referenciX! y el punto
(0J) indica derivacion respecto de la coordenada temporal.

Las fuerzas y momentos resultantes se relacionan con lagasete deformacion a través
de la relacion constitutiva

o) Le e =etu ) ©
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donde la matriz de flexibilidad de la secci@nque depende de las propiedades materiales, la
geometria de la seccibn y de la torsion y curvaturasatesi puede obtenerse de un modelo de
rigidez de la seccion como el presentadd3taro et al(2005.

Las velocidades generalizadas y las cantidades de movtorgeneralizadas se relacionan

(R)-[2 S8y

dondel es la matriz de inercia de la seccion, que depende de laddehde los materiales y de
la geometria de la seccion.

2.1. Formulacion Variacional Intr inseca

Para obtener la formulacion variacional de las ecuacioridssecas, se pesan cada una de
las ecuacione$ a4 en forma energéticamente consisteati| y Althoff (2006), se sumany
se integran sobre todo el dominio de analisis.

/OZ{(SVT[FHL<K+;?;>F+f—P—QP}+
00T M+ (K+ M+ (6 +5)F+m—¥ - QH - VP| +
+(SFT[ < + )V+ (e14+9)Q— 7]+

+6F7 [0 ( n ) }}Xm—o @)

dondel es el largo de la viga.

A fin de escribir la ecuaciori en forma mas compacta se agrupan las medidas de deforma-
cion en el vectofy, las fuerzas y momentos resultantes en el vector de fueerasaizada¥',
las cantidades de movimiento lineal y angular en el vectamad¢idades de movimiento gene-
ralizadasP, las velocidades lineales y angulares en el vector de wkldes generalizadagy
las fuerzas y momentos distribuidos en el vector de cargastdiidas generalizaddsi.e.

I = [ F = [P S % = | f
-(2) e{m) e {B) {8 (d)
8
De esta forma, la relacion constitutiva resujta- CF y la relacion entre velocidades generali-
zadas y las cantidades de movimiento generalizddas]V.

Definiendo las siguientes matrices,

N K 0 . £ 0 N Qo0
k_|:e1 K:|7 Y= |:')’K'::|’ V_|iv Q:|7 (9)
de donde, por las propiedades del operador producto valct@sultan las identidades
K €] _ LT K 5’ _ AT

y utilizando la relacion contitutivay la relacion entre velocidades y cantidades de movimiento
6 a fin de reducir la presencia de las medidas de deformacias gantidades de movimiento

1704



como incognitas, la formulacion variacional de la ecaagipuede escribirse como

+ ORT [\7/ - (RT n 'S/T) V- @f] }Xm —0. (11)

2.2. Discretizacon de la Formulacion Variacional

Partiendo de la ecuacidrl y desarrollando los productos dentro de ella se identifidaa d
rentes términos a ser discretizados

¥/ . _ .
/ [5VTEV+5FTCF]dX1 .
0 1 2

/
/[5\7‘TF’+6\7TRF+6\7T»}F+6VTF—5VTVEV+
) D—~— Y—— ) N~ N—\—

3 4 5 6 7
4 OFT V! — §FT KTV — 6FT 47 v} ax", (12)
8 9
10

Se forma el vector de grados de libertad nodales elementad co
Q = [V VoV ool ool FOEOFS MP MpoM
Ve Ve Ve Qo Qp FrOFy By My My My ] (19)
donde el supraindice indicar el nimero de elemento y, en las variable?, 'y M, los

subindices indican la componente en la direccion reseen la terna deformada y los su-
praindices indican el nUmero de nodo del elemento.

Las variablesV y F se interpolan dentro de cada elemento como

V =H Q° y F =Hg Q° (24)
donde
H% = |: @1 06X6 @2 06)(6 Tt ®n 06X6 ] )
Hf = [ O6x6 P1 Ogxg P2 -+ Ogxs P, ]
y

D; = hi(t) Igxe

dondel;, ¢ es la matriz identidad d&x 6, 06« €S la matriz de ceros dex 6, h;(t) es la funcion
de forma asociada al nody ¢ es la coordenada natural del elemento.

Las derivadas de las variabl&¥sy F respecto de la coordenadd: V' y F’ respectivamente
se interpolan dentro de cada elemento como

V' =B Q° y F' =B Q° (15)
donde

B% = J_l |: él,t 06><6 @27t 06><6 e ®n7t 06><6 :| )

Bs = J1 [ Osx6 P1¢ Oxe Por -+ Osxe Pny }
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1
®i,t = aha;t(t)lﬁxfh J = a;_i .
Reemplazando las interpolaciones de las velocidades yades de movimiento generali-
zadas y sus derivadas en la ecuad@rse llega a las expresiones que siguen. De los primeros
dos términos de dicha ecuacion se obtiene

. 1 —_ — .
/ VT IV 4R CFlax! — / 6Q°" [T THY + Hy" C Hy | Qe dt =
Le -1

1
— 6QT / HTTHG + Hy" CH|Jdt Q. (16)
1

-~

Me
De los téerminos 3y 8
1
/ [5\7T F' 4 6F7 \7"} dx! = / 5Q°T [H%T Bg + HL” Bi—,} Q°J dt =
L -1

1
— QT / 1 [H%T B + He” Bi—,} JdtQc.  (17)

g

K
De los términos 4y 9
1
/e« [WT kF— 6FT kT \7] dx! = /1 5Q°T [H%,T k Hg — He” k7 H%] Q°J dt =

1
— 5Q°T / [H%,T k He — H KT H:-,] Jdt Q°. (18)

1

. g

g

K3

En la matrizK¢ aparecen los efectos de la torsion y curvaturas iniciglaslo tanto, si la viga
es prismatica esta matriz sera nula.

El termino 6 se discretiza interpolando las cargas geizadasf dentro del elemento segin
f = H:q donde

@ = [000000 ff fy fi mi my my -
000000 f frfrmp my mj] (19)

continen los valores de las cargas generalizadas en losnbddaliscretizacion del termino
respectivo resulta

1
Z VT Fdxt = /1 6Q" Hy" HE q° Jdt

1
= 5Q°T / HY ' Hg Jdt g (20)
-1

g

K§
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Agrupando los téerminos 5, 7 y 10 resulta

B ((V.F}: (V.F) = |

le

— A,

[WT FF VT VIV —6FT 47 V]dx'. (1)

En la matrizV aparecen las componentes de la varidblg la matriz4 depende de la varia-
ble F a través de la ecuacion constitut&apor lo tanto la integral de la ecuaci@ai resulta
ser una forma bilineal en las variabl®y F. Esta forma bilineal se denomina en adelate
B¢ ({V,F};{V,F}). De acuerdo al tipo de problema a resolver, puede resultasa€o li-
nealizar la forma bilineaB¢, para ello es Util despejar una serie de identidades. Gerssido

2 conjuntos de variabléé y F, Q; = {V1,F1} y Q. = {V,, F,} e identificando las matrices
y vectores asociados a cada uno de ellos con los subinidjcgsespectivamente, se hallan las
siguientes identidades teniendo en cuenta las propiedatieperador producto vectorial

S P o K1 O F, _ K1F _
Y1 E2 Y1 K1 M, ¥, F2 + k1M,

—sz‘él 0 FQ Y1 } N T
— . 1 = — | = - = —F, CFy, 22
{—Fz’Yl—Mz'ﬁ} [F2 Mz]{’ﬁ 2, (22)
—_———
Fy
~ _ ~ = Ql 0 P2 91P2
v,Iiv, = V;P . ~ — . 2 _
e P {Vl QlHHQ} {V1P2+91H2}
—].5291 0 ]-52 Vi D\
= ~ ~ = ~ ~ = -P,V 23
{ —P2V1 — Hgﬂl } |: P2 H2 :| { Ql } 2 b ( )
P
T | B1 M Vol _  J RVet+y Q2 | _
A K e R
VK, +Q2’71 Q V, Y1 T~
fr— ~ = ~ = — F . 24
{ 92&1 0 QQ K1 V2 c ! ( )
N7

La linealizacion de la forma bilined* (Q, Q) se obtiene evaluandola para una configura-
cibn incrementad®) + AQ a partir de una configuracion baQeconocida y despreciando los
términos correspondienteds (AQ, AQ), i.e.

B (Q+AQ.Q+AQ) ~B°(Q.Q) +B°(Q.AQ) + B (AQ.Q). (25)

Discretizando la forma bilineal para evaluar el primentigo de25, resulta
/ (5974 B -5V VIV - 6F 47 V]ax' =
[e

1
5QT / [H%T 4HE —-HT VIHS - HL 47 HS | Q° J dt, (26)

-1

. g
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donde las matrice¥ y 4 se evaluan en cada punto de integracion utilizando lasufas de
interpolacionl4y se indica coBg, (Q°) el vector asociado con la version discreta de la forma
cuadraticaB® (Q°, Q°).

Para evaluar la suma del segundo y tercer terminos del ladkxido de la ecuaciaeb se
puede utilizar |21y las identidade&2 a 24 para obtener una nueva identidad,

B (Q1, Q) + B (@2, Q1) = /g (697 4, By — 097 ¥, IV, - 087 47 Vi +
b oVT A, B — oV VTV, — 6FT 47 \71} dx' =
_ /e (597 4, By — 097 ¥, IV, - 0F7 47 V, -
— VT E, CFy+ VT P, Vy 4+ FT VI C FQ} dX(27)
Discretizando la suma de términos de la ecualibse llega a
B¢ (Qlu Q2) + B° (Q% Ql) =
_ 5(;3”/1 HY 4, Hy - HyT V) TH - HE 57 HY -
-1
~Hy" P, CHy + Hy" Py HY + Hy' VI CHg| Jdt Q5 =
=0Q7 Ky (Q)) Q5=0Q7 Ky (Q5) Q (28)
La matrizK$ (Qf) puede reescribirse como
K5 (Q9) = /11{HVT 91 Hg = Vi THG — Fy CHG + Py HE | +

+HL” [VlT CH: — 47 Hi—,] } Jdt. (29)

Segin lo anterior el lado izquierdo de la ecua@érse aproxima linealizado y discretizado
como

B (Q+AQ,Q+AQ) ~diQ" [B (Q°) + Ky (Q°) AQ] (30)
Las matrices elementaléd®, K{, K5 y K se ensamblan en las respectivas matrices glo-
balesM, K;, K. y K,. Las matrices elementalésy; (Q°) se ensamblan en la matriz global
Kn (Q) que ahora depende del vector de grados de libertal globabjdmo ocurre con el

vectorBg (Q) que se obtiene ensamblando los vectores elemeig/éq).
En base a esta discretizacion pueden plantearse divetsagses al problema de viga.

2.2.1. Solucbn lineal al problema estacionario

En el problema estacionario desaparecen los términosspmndientes a las variaciones
temporales, terminos 1 y 2 de la ecuacih Si se acepta la hipbtesis que las deformaciones
y velocidades generalizadas son pequeias, pueden desggdas terminos 5, 7 y 10 de dicha
ecuacion. Ademas, si las cargas no dependen de la cordiigiiideformada, la soluciof se
obtiene resolviendo

(K1 + K2) Q = ~Kqd (31)

con las condiciones de contorno correspondientes.
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2.2.2. Soluobn no lineal al problema estacionario

En caso de no despreciar los terminos no lineales, hay mg@itzarlos a fin de hallar iterati-
vamente la solucion al problema. Entonces, la solu€@e obtiene resolviendo iterativamente

[Ki+ K2+ Kn (Q7)] AQ = —Kqg — (K1 + K2) QY — Bg (Q) (32)

con las condiciones de contorno correspondientes. El vdetgrados de libertad nodales se
actualiza en la iteracioi+ 1 como

QY =QY +AQ. (33)

En este caso, ademas, pueden cosiderarse cargas queategerd configuracion deformada
modificando en cada iteracion el vectpe= g (Q1).

En la ecuacior2, [K; + K, + Kn (Q”)] es el jacobiano requerido para la iteracion por
el método Newton—Raphson y como las no linealidades mes<ison de segundo orden, el
método converge.

2.2.3. Soluobn dinamica lineal

Si se acepta la hipbtesis que las deformaciones y veloesdgeneralizadas son pequefas,
despreciando los téerminos 5, 7, y 10 de la ecuat@rse plantea el problema dinamico lineal,
que puede ser resuelto a través desalverpara ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE).
Estossolversrequieren que, para un instante de tiempdado, se les provea de la evaluacion
de una funcior tal que

dQ
E =F (Qm tn) . (34)
En el caso de la solucion dinamica lineal la funcibra evaluar resulta

F=M"[K;+Ks)Q, + K (35)

con las condiciones de contorno correspondientes y cori@onds iniciale®Q, y Qo.
Otra forma de resolver el problema dinamico lineal es diszaindo la derivada temporal
como

. 1
Q=5 (Qui— Q) (36)

y, evaluando la ecuacion a resolvertea at, 1 + (1 — a) t,, con0 < o < 1, resulta

MAit Qni1 — Qn) — (Ky + K3) [0Qpq1 + (1 — ) Q] + Kq [aGpi1 + (1 — ) Gn) =0
(37)
donde segin el valor del parametrse tiene un método explicita. (= 0), Crank—Nicholson
«a = 1/2) o completamente implicita = 1) y una vez fijado el paso de tiempx se calcula
la solucionQ,,,; correspondiente al instantg, ;.

2.2.4. Soluabn dinamica no lineal

La solucion del problema dinamico no lineal, tambiéndgmiebtenerse utilizando wsolver
para ecuaciones diferenciales ordinarias, en este casod®h.F a evaluar en cada instante de
tiempot dado es

F=M"[Ki+Ks) Q.+ B (Qn) + K| (38)
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con las condiciones de contorno correspondientes y cori@onds iniciale®Q, y Qo.

De la misma manera que en el caso anterior, el problema se pasdlver discretizando
la parte temporal, pero en este caso, si se utiliza un méatodexplicito habra que resolver
iterativamente el problema en cada instante de tiempo.

2.2.5. Soluciones no lineales en torno del estado estacigna

En caso de que la carga aplicada sea de la forma

a=4+q(t) (39)
la solucion sera de la forma ~ X
Q=Q+Q(t) (40)

dondeQ es la solucion del estado estacionario. Las solucionespirte temporal) (t) pueden
resolverse con usolverpara ecuaciones diferenciales ordinarias, y en este céisodén F a
evaluar sera

F=M" [K Q. +Bq (Qn) + Kqa (t")] (41)

con las condiciones de contorno correspondientes, corigiones inicialesQ, y Q, y donde
K=K, +K; + Kn <Q> (42)

La soluciobn completa se obtiene como la suma de la solu®bastado estacionario y la solu-
cion de la parte temporal obtenida de integrar la funditae la ecuaciod 1.

2.2.6. Soluciones linealizadas en torno del estado estatioio

De la misma forma que en el caso anterior se pueden obtereguasiones linealizadas en
torno del estado estacionario utilizando como funcionlesoker ODE,

F=M" [K Q. +Kqq (t) (43)

con las condiciones de contorno correspondientes y camdisiinicialeQ, y Q.
También se pueden calcular los modos de deformacionlilzaelas en torno al estado esta-
cionario, resolviendo el problema de autovalores

MQ+KQ=0 (44)

En este caso, como la ecuacion esta planteada en el espdagied, los autovalores seran pares
de nUmeros complejos conjugados de parte real nula. La jpaaginaria de cada uno indica la
frecuencia del modo asociado.

3. ECUACIONES CINEM ATICAS

Las ecuaciones cinematicas de la viga son aquellas quéorda las medidas de deforma-
cibn, en este caso curvaturay deformaciones de la linea de referengjecon los desplaza-
mientos generalizados, es decir, los desplazamientodidedede referencia y las rotaciones de
las secciones de la viga. En el caso de las rotaciones, exigteariedad de maneras de elegir
las variables que las representan. Todas ellas dan luggaresenes de la matriz de cosenos
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directores que involucran funciones trascendentaleslta@slo en relaciones altamente no li-

neales. La eleccion de estas variables puede resultataaiorees mas o menos complicadas.
En este caso, optamos por trabajar directamente con lazrdatdosenos directores asociada a
la rotacionC y relacionarla a travées del mapeo exponencial con el véctpre representa con

su direccion el eje de rotacion y con su modulo la intesdide la misma, i.eC = exp[6]. Las
ecuaciones cinematicas en este caso resultaiieages1990)

u—Cl(y+e)+e +Ku=0, (45)

K+ir+CCl'—CKCT=0, (46)

dondeC es la matriz de rotacion de la configuracion de referendadeformada yu es el
vector de desplazamientos en las ternas de la configurdeioeferencia, ambos fucnion de la
coordenada axial de la viga.

La matrices de cambio de base de la configuracion de refarana deformada de cada
seccionC = exp[é], representan rotaciones finitas y pertenecen al conjuntoadieces orto-
gonales d& x 3

SO(3)={C e R¥’|CTC =1,det (C) =1}

gue no es un espacio vectorial sino una variedad diferencial
Por otro lado, también consideraremos las matrices pgiemies al conjunto de matrices
antisimétricas:
so(3) = {0 € R0+ 0" =0}

Los elementos deo(3) representan rotaciones infinitesimales que pueden coasséerota-
ciones finitas linealizadas en torno a la identidad, por tiotao(3) es el espacio tangente a
SO(3) enI € SO(3). Los elemento®dc del espacio tangente a un elemefitoc SO(3),
Oc € TcSO(3), pueden representarse como campos vectoriales invarianierecha, es decir

TcSO(3) = {éc —0C, VO € 30(3)}. Geométricamente esto representa una rotacion infini-

tesimal superpuesta a una rotacion finfkg, cuyo vector axial e € R?, representa un tensor
espacial con componentésen la base espacial.

Proceso de actualizad@n iterativo de la matriz C

La matrizC,, € SO(3) en un determinado punto de la viga correspondiente a umiesta
t,, se actualiza en el instantg,; con la matriz de rotacion increment@), < so(3) segun
C,i1 = exp [@)n]Cn, de esta forma se asegura quig,; € SO(3).

Dado un instanté, en el cual se conoce la configuracion, las matrices acagdizen cada
iteracion, indicada por el superindice, seran
(4)

C(Z—)i-l = exp [én

n

]Cy (47)

~ (i+1)

ct —expld,” ] C, (48)

lo cual tiene sentido ya que taréS) C, comoéffﬂ) C,, estan en el espacio tangefite, SO(3).
Luego, utilizando el mapeo exponencial incremental erdseitgraciones sucesivas

CUt) = exp[Ag,,,] CY, (49)
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donde en este caiﬁ@:il C,(fll esta en el espacio tangefltg., SO(3). De esta forma com-
n+1
binando47,48y 49, resulta

(i+1) il ~(4)
exp[@n ] - eXp[AOn—i-l] exp[@ ] (50)

n

En la figura2 se representa &0(3), con los espacios tangentes a los distintos elementos y
se esquematiza el proceso de actualizacion iterativo

Tc,50(3) Mapeo

Exponencial

Mapeo !
Exponencial %

Figura 2: Representacion esquematica del proceso daliaeition de la matri€ enSO(3) y los espacios tangente
a sus elementos. Las lineas punteadas representan edsnderibs espacios tangentes, mientras que las lineas
continuas representan trayectoriassen(3)

Tomando como tensor de rotaciones incrementafﬁéfézrl coan\éffil Cffil € Tw SO(3)
n+1

se puede construir una curva 80 (3) de matrice<C perturbadag — Cﬁf}rl,g donde

i 5 (D)
Cilie = expl¢AB, ] exp[6,] C, (51)
De donde se puede hallar la parte lineal de la mﬂﬁkl
i d i 5 - (0)
LCY | = &, CY . =A8,., explf,]C, (52)
a c®

n+1

Considerando lo anterior, se puede construir un procesatiite de actualizacion de las
matrices de cosenos directores que puede resumirse como:

1. Linealizar las expresiones donde aparezca la métrieomoLf (C) = f(CY) +
f (LC®), donde las matrice€®) son las obtenidas en la iteracion anteridc@®) =

Ag"” )
2. Resolver pari&\é(i)

3. Actualizar las matrice€ como

CH) — exp[ag”] C® (53)
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4. Verificar convergencia

En la primera iteracion, las matric€s?) pueden tomarse como las matrices de un paso de
tiempo anterior o, ante la falta de una configuracion &@lgimplemente como la identidad.
Este proceso de linealizacion de las matrices de cosenadaties es equivalente al utilizado
enSimo y Vu—Quoq1988, con la diferencia que en dicho trabajo se lo utiliza pataaizar
las velocidades y aceleraciones angulares en un procestedesicion tipdNewmarky no para
resolver directamente las ecuaciones cinematicas.

3.1. Formulacion Variacional de las Ecuaciones Cinei@ticas

Comenzando con la ecuacion para las rotaciones, se ve goeldaiond6 representa una
ecuacion matricial ef®3*3. Para obtener la formulacion variacional, se pesa préptioéindo
por una matriz de rotaciones virtuales, se toma la trazarnjtegra sobre la longitud del dominio
de analisis

l
/tr [5CT <K+R+C/ CT—CKCT)] dX' = 0. (54)
0
Distribuyendo en los distintos terminos y agrupando las igsultan similares se obtiene

/ g{tr 00T (K+#)| +tr (5C7 €' €") —tr (6CT CKCT) fax' =0, (55)
0 ~ ~~ AR v

~\~ ) ~~

1 3

Las matricesC se aproximan para ser resueltas iterativamente segumatgw descripto
anteriormente. Las matrices de cosenos directores \@gdi@! se eligen en el espacio tangente
asSO(3)enC, TcS0O(3), de forma que resultan

5C =66 C. (56)
Analizando por separado los términos de la ecuas®Hmel primero resulta
tr [0CT (R +7)] = tr [C@TSéT (K+5)]. (57)
Operando, puede escribirse como
T /- K1+ K1
tr[COT80° (K+&)| = (900 02 005 )P = (001 00, 803 )M { ra+ Ko
R3 -+ Kg
(58)

donde a través de la matdd,, = tr (C) I— C®” se realizan las operaciones equivalentes al
segundo miembro d&7, despejando como factores de premultiplicacion al vetgontaciones
virtualesd@ y de postmultiplpicacion al vector de curvatuldst .

Analizando el segundo término de la ecuaddndado queC = exp|f), la derivada de esta
matriz respecto de la coordenada espakiakera

C' = 'explf] = 6'C. (59)

Derivando ambos miembros de la ecuaci@para obtener una aproximacion @lese tiene

~ (i+1) ~ (i+1)

0 exp|@

n

— (i) ——(4) ~ (4) —() , =) ~ (i)
] = AOln—i-l eXp[Agn—i-l] eXp[On ] + eXp[AOn—i-l] O/n eXp[On ]

n
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Reemplazando la ecuaci@® en el lado izquierdo y posmultiplicando ambos miembros por
1 resulta

eXp[_én
~ (i — — (i) —(i —(i ~ (i
9/( v exp[AOiil] = A9/n+1 exp[AOiil] + exp[Aefz—)H] 9,51)

n

y posmultiplicando pOEXp[—E/OSil] sellega a

~ (i) — (i)

~ (i+1 — (i) —(i
= A0+ eXp[AO;L] ¢, exp[-A8, ]

0/

Entonces, suponiendo q@é*? es pequefio se cumple qe@[K@SL] ~ exp[—ﬁgl] ~1
y se puede aproximar

8" ~ 6" + ab.
Entonces @)
T T _ soT p — soT oV T Ag
5C” ¢ " = 5C 0_5020 +6CQbA9. (60)
El termino2a da lugar a
9/1(1')
T —~T ~ (@ .
i (c@Tae 0'”) — (60, 06, 605 )Fy=( 00, 06, 605 )Mg{ 6,0 . (61)
Qé(i)
El termino2b da lugar a
AY
T —~T ~
tr(C9"60° A6) = (06, 30, 05 ) Mi{ Ad o (62)
G,

El tercer termino de la ecuaci@b es no lineal en la matri€. Linealizando el producto
<5CT CK CT> resulta

L <6CT CK CT) —scT e K e’ 15T AgCc) K e’ 45T cO KO’ Af .

3a 3b (63)
El término indicado com@8a se desarrolla como
T ——T N~ T Kl
tr[COT50 CYO R CO| = (00, 60, 005 ) Fr = (001 902 o0 ) Micq
K;
(64)

donde a través de la matiMk que depende de la matriz de rotacion de la iteracion amteri
C®, se llevan a cabo las operaciones del primer miembro.
Los terminos3b y 3¢ dan lugar a

tr [C@TSéTZé cOK e +c’sp ¢ K O’ KéT] _

AB,
— (66, 36, 565 )Kk{ Ab (65)
Aby
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donde la matriZk utilizada para realizar las operaciones del primer miendefende de la
matrizC® y del vector de torsion y curvaturas inicial.
Finalmente la linealizacion de la formulacion variagbde la ecuaciod6 resulta

. |
/ 60" |~Kx A8+ Mg A0 + My (K + k) - My K + My 07 ax' =0 (66)
0

La formulacion variacional de la ecuaciéB se obtiene pesando con un vector de desplaza-
mientos virtuales e integrando sobre la longitud del doond@ analisis

l
/ gul [u'—CT(7+e1)+e1+Ku] dX' =0 (67)
0

En esta ecuacion aparece, también, la matriz de cosemasalesC. Entonces, debe resol-
verse primero la ecuaci@b para obtener las rotaciones y luego la de los desplazarsiento

3.2. Discretizacon de la Formulacion Variacional de las Ecuaciones Cine@ticas

A fin de discretizar la ecuacion cinematica de las rotagsoimealizada (ecuaciofb) se
escriben los vectores elementales de rotaciones nodalesiationes incrementales nodales y
de rotaciones virtuales nodales, respectivamente como

o = o o o & & & - o o g
AO° = [A@% A@% AH% AH% AH% A9§ VAN AVAN A@g] T, (68)
00° = [59{ 603 60 6607 502 502 .- 50} 60% 59§}T,

donde los subindices indican la direccion de la compadgitvector y los supraindices indican
el numero de nodo del elemento. Utilizando el método dmetdos espectrales los vectores de
rotaciones, de rotaciones incrementales y de rotaciomeghs se interpolan dentro de cada
elemento como

0 = H° ©°, AO=H*A®° y  §6=H O (69)

donde
He=[T; ¥ - U, ] y U= hi(t) I,

siendol;,; la matriz identidad d8 x 3y h;(t) la funcion de forma asociada al nodo
De la misma forma se interpolan las derivadas de dichos nesctespecto de la coordenada
X1
60’ = B ©°, AG' = B¢ A®° y 50" = B¢ 6O°; (70)

donde

Ohi (1) ox!
8t I3><37 y J — at .

Reemplazando las interpolaciones de los vectores de oatxi de rotaciones virtuales y
de rotaciones incrementales y sus derivadas en la ecud@ipplanteando la integral sobre la
longitud de un elemento, se obtiene

Be=J! [ \Ith lI]Q,t . an,t } , \Ili,t =
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/ SO THT [—KK H® AO° + My B° AO° +
ge
+My (K + &) — Mg K + My, B¢ @)6<i>]dx1 -

1
60T / H [-Kg H® + Mg BY] JdtAO° +
-1

1
+596T/ H [MR (K + k) — Mk K + Mg B @e@] Jdt=0.  (71)

-1

De esta forma, la matriz de rigidez del elementm la iteracion sera:
) 1
Ko = / H" [My, B® — Kx H°] J dt (72)
-1
y el respectivo vector de cargas
FoO = / HeT [MK K — Mg (K + k) — M, B @6@] 7 dt. (73)
-1

Cabe recordar qubik y Kk dependen de la matriz de rotacion de la iteracion ant€tior
Ensamblando las matrices y vectores de cargas eIemeKéi@sy Fy “) en una matriz de
rigidez y un vector de cargas gIoba[Kéi) y Fg) el sistema de ecuaciones a resolver en cada

iteracion es
K A© = F} (74)

con las condiciones de contorno correspondientes, dartdlees el vector de rotaciones globa-
les incremental y en cada nodo del problema se actualizatiizniasegin la expresioh3, y

luego se obtiene el vector de rotaciones globales) de C(+1) = exp[8"""] hasta alcanzar
la convergencia segn algln criterio.
En el caso de la ecuacion de los desplazamientos, par&tiliscta se escribe el vector de

desplazamientos elemental como

T
U° = [uf wy wy w} w} w} - wb ouh uf (75)
donde los subindices indican la componente del vector gupsaindices indican el nUmero
de nodo del elemento. Utilizando las matridéSy B° definidas anteriormente los desplaza-
mientos y sus variaciones, asi como sus derivadas sedtdarpegin el método de elementos

espectrales dentro de cada elemento como
u = H°¢ U°, ou=H°®yU* y u = B¢ U°. (76)

Reemplazando estas interpolaciones en la ecu&digrplanteando la integral sobre la lon-
gitud de un elemento, se obtiene

1
eTHeT|:Be ey & HU® — T ] —0. 77
/_léU 1U—|-1<a2 U°-C (’ytel)—i-el/ Jdt =0 (77)
3
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Los primeros 2 términos dan lugar a la matriz de rigidez tghentoe de la forma
1
K¢ = / H" (B + & HY) J dt. (78)
—1

En el tercer termino, aparece el efecto de la matriz de cssdimectoreC y actia como
término de cargas de la forma

1
FS = / H [CT (v +e) —e] Jdt. (79)
-1

La matrizK? y el vectorF¢ se ensamblan respectivamente en la matriz gl&hat el vector
globalF,. Los desplazamientos nodales se obtienen resolviendstefrs de ecuaciones

K,U=F, (80)

con las condiciones de contorno correspondientes.

4. EXPERIMENTACI ON NUMERICA
4.1. Validacion de la Formulacion para las Ecuaciones Intinsecas

La validacion de la metodologia presentada, puede Bevarcabo de muchas formas. En
este trabajo se presenta la validacion y el estudio de ogeneia a través del calculo de las
frecuencias de los modos lineales de deformacion en toenondestado estacionario dado.
Esto tiene la ventaja de poder comparar con solucionesidateanaliticamente y resultados
numeéricos publicados por otros autores. En el procesaaltello”de los modos lineales, se
utiliza la solucion del estado estacionario, por lo targedta forma se verifica que el método
resulta efectivo tanto en la representacion de la paréeiestaria como de la parte dinamica del
problema. En los céalculos se utilizb una viga con las dargsticas presentadas en la tahla

Largo| 16m
Cuerda| 1m
Densidad lineal 0,75 kg/m
Momento de Inercia (50 % de la cuerdd),1 kgm
Centro de corte (50 % de la cuerdal
Centro de gravedad(50 % de la cuerda
Rigidez a flexion| 2 - 10* N m?
Rigidez a torsion 1 - 10*N m?
Rigidez a flexion (direccion de la cuerda - 105N m?
Rigidez axil y al corte| inf

Tabla 1: Propiedades de las vigas utilizadas en la vabdaci”

A esta viga se le calcularon las frecuencias de sus mododae@eion en tres situaciones
diferentes:

Viga empotrada: con condiciones de contorno de rotacion y velocidad nulas;

Viga empotrada con rotacbn: en este caso se impusieron como condiciones de borde en el
empotramiento una rotacian = 0 en torno a un eje perpendicular a la cuerda ¥ 0,
es decir que el eje pasa por el extremo empotrado;
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Viga empotrada con rotacibn descentrada: en este caso se impusieron como condiciones de
borde en el empotramiento una rotacidon = 0 y una velocidadv, = 51,03m s~ !,
equivalente a que el eje se ecuentre a una distancia iguabal dle la viga del extremo
empotrado, es decir wffsetigual a’.

En la tabla2 se presentan los resultados de los calculos comparaddssceaiores exactos. En

el caso de los modos de flexion, los valores se obtuvier®ritght et al.(1982 y en los modos

de torsion, dePatil y Althoff (2006. En dicha tabla se presentan para tres discretizaciones
diferentes, donde se indica cdv el nUmero de elementos espectrales en la viga ypceh
orden de interpolacion:

N =9, p=1: equivalente al método clasico de elementos finitos lewal
N =3, p=3: elementos espectrales de 4 nodos, i.e. orden 3,
N =1, p=29: equivalente a un método espectral puro, con un solo elendgentrden 10.

Estas tres discretizaciones se eligieron para comparadosaesultados presentados patil

y Hodges(2006), con los cuales se encontrd gran coincidencia en el ordeertbr obtenido.

El método utilizado erPatil y Hodgeq2006 consiste en elementos finitos de orden variable,
pero en este caso sin continuidad interelemental, lo quégnasultar en saltos en las funciones
interpoladas y cumplimiento de las condiciones de conteahmen forma aproximada.

Modo |[Exacto N=9 p=1 N=3p=3 N=1p=9
Viga empotradav, =0y v, = 0
1° flexion | 2,2428 2,2428 2,2428 2,2428
2° flexion | 14,056 13,925 14,041 14,056
3° flexion | 39,356 38,850 38,758 39,356
4° flexion | 77,122 75,366 78,598 77,046
5° flexion | 127,49 123,21 133,32 127,17
1° torsion| 31,05 31,045 31,046 31,046
2° torsion| 93,14 93,097 93,108 93,137
Viga empotrada con rotacion;, = 3,189s 'y v, = 0
1° flexion | 4,1141 41142 4,1141 4,1141
2° flexion | 16,232 15,739 16,219 16,232
3 flexion | 41,593 41,079 40,945 41,593
4° flexion | 79,459 77,781 81,032 79,383
5° flexion | 129,89 125,95 136,07 129,57
Viga empotrada con rotacion descentrada= 3,189s 'y v, = 51,03m s~ !
1° flexion | 5,7030 5,7020 5,7021 5,7025
2° flexion | 18,724 19,283 18,718 18,723
3° flexion | 44,500 43,966 43,767 44,499

Tabla 2: Frecuencias calculadas para distintas disccatizes

En las figura8 y 4 se muestran graficos logaritmicos de error para el priemo estudiado,
la viga empotrada sin rotacion. En ellas se ve como lasasude refinamientad, es decir
manteniendo el orden constante y aumentando la cantida@meros, dan como resultados
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lineas rectas cuya pendiente aumenta con el orden. Enealabcurvas de refinamientoes
decir aumentando el orden manteniendo la cantidad de etemeonstante, dan las curvas de
pendiente en aumento caracteristicas de la convergespeateal. En la figur@ se muestra el
error en la frecuencia del primer modo de flexion y en la figueadel primer modo de torsion.

10 T T T T ———— 10

[
o
&
T
{
f
[N
o
&
T

Error en frecuencia
5

Error en frecuencia

H

5
.
ol

[ | —©—N=1,p=1.14
——p=2
—4A—p=3

p=4

.
O\

. . . L 107 . . . L R
2 4 6 8 10 12 14 161820 2 4 6 8 10 121416 20 24 28
Nodos Nodos

Figura 3: Viga empotrada sin rotaciorf’ inodo de flexion
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2 4 6 8 10 12 16 20 2428 2 4 6 8 10 12 1416 20 24 28
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10
Figura 4: Viga empotrada sin rotaciorf’ inodo de torsion

En las figuras y 6 se muestran graficos logaritmicos de error para el casa dig con
rotacion y se observa que la convergencia resulta simledal primer caso. En la figufase
muestra el error en la frecuencia del primer modo de flexién ka figurab el del tercer modo.

En todas las curvas de refinamieptge ve como rapidamente el error alcanza el piso del
error numeérico de la maquina, mas alla del cual la s6lunb mejora. En los casos presentados,
se llegd al estado estacionario, para una tolerancia dehode10~'° en norma infinito, en
menos de tres iteraciones.

4.2. Validacion de la Formulacion para las Ecuaciones Cineraticas

Para validar la metodologia de resolucion de las ecuasicimematicas lo mas adecuado
es plantear una viga hipotética con sus caracteristieasgtricas y sobre esta viga, plantear
a priori una solucién de las rotaciones y desplazamientos. Reeamula estos valores en las
ecuaciones cinematicdsy 46 se obtienen las medidas de deformacjonk. Luego con estas
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Figura 6: Viga empotrada con rotacion descentrada= 3,189s ! y v, = 51,03m s~1): 3*" modo de flexion

medidas de deformacion y las caracteristicas de la viggsselven las ecuaciones discretizadas
74y 80, para obtener las rotaciones y desplazamientos que se camg@an los impuestos
priori.

A continuacion se muestran resultados de las rotaciortesiolos una viga prismatica, o sea

K = 0, de largo/ = 1. En este caso, teniendo en cuenta ue exp|6], C' = 6'c y que las
matrices de cosenos directores son ortogonales, lasan&scestaran dadas segin la ecuacion
46 por

6(X") = - /0 e dx (81)

Como ejemplo, se eligieron dos casos simples donde se \mr@ate la relacion entre las
medidas de deformacion y las rotaciones. El primero es & d& una viga con curvatura
constante:; = —2. En la figura7 se muestran el resultado de las rotaciones y la configuracio
deformada para una malla de 2 elementos de grden. La solucion exacta és(X*') = 2 X
Como es logico, la configuracion deformada correspondeaceo de radio = 1/ |x3| = 1/2.

El segundo caso corresponde a una viga con curvatura caciariineals; = —X'. Enla

. . ., x1)?
figura8 se muestran el resultado de las rotaciones, cuya solugémieeesd) (X') = % y
la configuracion deformada.

En general, la solucion se obtiene en menos de tres itekeipartiendo del vector nulo en
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en la configuracion deformada.
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Figura 8: Resultado para una viga prismatica con curvatyra= —X'. Izquierda: componente del vector de
rotacioneds (linea continua) y solucion exacta (circulos). Dereduanfiguracion sin deformar y deformada con
los vectores que indican las ternas en la configuraciorrichefda.

la primera para tolerancias d@~!2 en norma infinito. con lo cual este método resulta ideal
para combinar con el antes presentado para las ecuacionesenas en casos donde las cargas
dependan de la configuracion deformada.

5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Se presentd una metodologia para la simulacion de &amod de solidos unidimensionales
donde se desacoplan la dinamica y la cinematica del pr@bl®e la parte dinamica resultan
ecuaciones no lineales cuadraticas, las que una vez tiisck@s se resuelven iterativamente
con convergencia asegurada. La ecuacion cinematicasdettciones, que incluye funciones
trascendentales, se resuelve por medio de un métodaviteeat el espacico(3) tangente a
SO(3), alcanzando la convergencia en un nUmero de iteracion@sm’

Las ecuaciones se discretizan por el método de elemerngesteses. Este método permite
variar el orden de interpolacion hasta altos ordenes y sficaela convergencia espectral del
método tanto en la parte dinamica como cinematica.

Se validaron las soluciones contra resultados publicaoiostp autores y contra soluciones
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analiticas.
Los trabajos a futuro en este campo estaran centrados en:

= adaptar la formulacion para permitir el estudio de estmast formadas por varias vigas,
como porticos y reticulados;

= buscar la posibilidad de crear una formulacion de tipo anddn ambas formulaciones, la
dinamica y la cinematica.
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