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Resumen.En este trabajo se presenta una metodologı́a de resoluciónde problemas dinámicos de sólidos
unidimensionales (vigas), separando la parte dinámica dela cinemática.

Las ecuaciones intrı́nsecas de la dinámica de vigas, son aquellas en donde no aparecen variables de
desplazamientos ni de rotaciones. En este trabajo se presenta una formulación variacional energéticamen-
te consistente de las mismas, donde se utilizan como variables las fuerzas generalizadas y las medidas
de deformación de la viga. Esta formulación variacional se discretiza a través del método de elementos
espectrales. A partir de la formulación dinámica no lineal discreta se muestran las expresiones simpli-
ficadas obtenidas en casos particulares: soluciones linealy no lineal al problema estacionario, solución
dinámica lineal y la solución dinámica lineal obtenida como perturbación de la solución al problema
estacionario.

Por otro lado, se presenta el algoritmo que permite recuperar las variables clásicas de vigas, i.e. des-
plazamientos y giros, una vez resuelto el problema para las variables utilizadas. Este algoritmo, resuelve
la ecuación cinemática de las rotaciones, linealizada exactamente, a través de iteraciones en el espacio
so(3) de matrices antisimétricas que es el espacio tangente aSO(3) (el conjunto de matrices ortogonales)
donde se encuentra la solución buscada. En este caso, también, las ecuaciones se discretizan utilizando
la técnica de elementos espectrales. Este algoritmo puedeutilizarse complementando la solución itera-
tiva de las ecuaciones intrı́nsecas en el caso que las cargasdependan de la posición deformada, para ir
ajustando las mismas en cada iteración.

Finalmente, se presentan resultados de las soluciones de los casos particulares nombrados anterior-
mente y se extraen conclusiones.
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1. INTRODUCCI ÓN

En algunos problemas de la mecánica de sólidos se estudiancuerpos donde una de las di-
mensiones resulta mucho mayor que las otras dos. A estos cuerpos, que representan elementos
estructurales que aparecen frecuentemente en ingenierı́a, se los denomina vigas y aprovechando
la diferencia entre sus dimensiones, se los modela como sólidos unidimensionales. Es decir, la
única coordenada presente en el problema es la coordenada axial de la viga. Además, se utilizan
propiedades que representan el efecto de la reducción dimensional y las variables que describen
la deformación del mismo son los desplazamientos de la lı́nea de referencia y las rotaciones de
las secciones de la viga.

Usualmente, las ecuaciones que describen la dinámica de las vigas resultan altamente no
lineales debido a que incluyen relaciones cinemáticas querelacionan las medidas de deforma-
ción de la viga con los desplazamientos y rotaciones por medio de funciones trascendentales.
En este trabajo se propone una metodologı́a donde se desacoplan la parte dinámica y la parte
cinemática del problema de forma de tratar de maneras diferenciadas cada una de ellas.

La parte dinámica se resuelve a partir de la formulacióncompletamente intrı́nsecapropuesta
por Hodges(2003). Las ecuaciones intrı́nsecas de las vigas, son aquellas donde no aparecen
como variables las medidas de los desplazamientos y rotaciones. En este trabajo, se utilizan
como variables del problema de dinámica de vigas las fuerzas generalizadas (i.e. fuerzas y mo-
mentos resultantes sobre la sección en su intersección con la lı́nea de referencia) y las medidas
de deformación de la viga (deformaciones y curvaturas de lalı́nea de referencia). En los casos
donde las condiciones de contorno y las cargas no dependen dela configuración deformada, las
ecuaciones intrı́nsecas representan exactamente el comportamiento de la viga, que puede ser
no prismática (i.e. con torsión y curvaturas iniciales) ytener secciones complejas, conteniendo
a lo sumo términos no lineales cuadráticos en las variables. En problemas donde se cumplen
estas condiciones, por ejemplo en una viga empotrada con cargasseguidoras, esto reduce con-
siderablemente la complejidad, ya que se pueden resolver completamente prescindiendo de los
desplazamientos y rotaciones.

En este trabajo se presenta una formulación variacional energéticamente consistente de las
ecuaciones intrı́nsecas, basada en el trabajo dePatil y Althoff (2006). Esta formulación se dis-
cretiza a través del método de elementos espectrales de forma de obtener una interpolación de
alto orden de las variables. Esta discretización resulta con continuidad interelementalC0 en las
variables y permite imponer exactamente las condiciones decontorno, a diferencia de la pre-
sentada enPatil y Hodges(2006) donde la aproximación es discontinua y las condiciones de
contorno se cumplen aproximadamente.

A partir de la formulación dinámica no lineal discreta se muestran las expresiones simplifi-
cadas obtenidas en casos particulares:

Solución lineal al problema estacionario,

Solución no lineal al problema estacionario,

Solución dinámica lineal,

Solución dinámica no lineal en torno del estado estacionario,

Solución dinámica linealizada en torno del estado estacionario.

Para la cinemática del problema se presenta un algoritmo que permite recuperar las varia-
bles clásicas de vigas, i.e. los desplazamientos de la lı́nea de referencia y las rotaciones de las
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secciones, una vez resuelta la parte dinámica del problema. Este algoritmo, basado en ideas de
Simo y Vu–Quoc(1988), resuelve la ecuación cinemática de las rotaciones, linealizada exacta-
mente, a través de iteraciones en el espacioso(3) de matrices antisimétricas que es el espacio
tangente aSO(3) que es el conjunto de matrices ortogonales donde se encuentra la solución
buscada.SO(3) no es un espacio vectorial sino una variedad diferencial. Eneste caso, también,
las ecuaciones se discretizan utilizando la técnica de elementos espectrales. Este algoritmo pue-
de utilizarse complementando la solución iterativa de lasecuaciones intrı́nsecas en el caso que
las cargas dependan de la posición deformada, para ir ajustando las mismas en cada iteración.

En la parte final del trabajo se muestran resultados de la validación de ambas partes de esta
metodologı́a.

1.1. Método de Elementos Espectrales

El método de elementos espectrales es una implementaciónparticular de la versiónp de
los elementos finitoshp. Propuesto originalmente veinte años atrás (Patera(1984); Karniadakis
et al.(1985)) para evitar las restricciones de los métodos espectrales globales de ser utilizables
sólo en dominios simples, este método multidominio de alto orden permite refinamientos locales
manteniendo la convergencia acelerada propia de las discretizaciones espectrales (Henderson y
Karniadakis(1995)). Este método posee convergencia espectral que resulta mayor que cualquier
método algebraico para soluciones suaves.

El método de elementos espectrales puede utilizar cualquier polinomio de Jacobi para for-
mar sus funciones de prueba, sin embargo, las opciones más comunes son los polinomios de
Chebyshev o Legendre. Comunmente, se eligen los puntos de lacuadratura de Gauss-Lobatto
como puntos de colocación, es decir como nodos de los elementos. Esto da funciones de forma
ortogonales, lo que implica que las matrices de masa resultan diagonales. La ventaja de este
método es que los polinomios de cualquier orden pueden generarse automáticamente junto con
la correspondiente regla de integración.

En este trabajo utilizamos un tı́pico elemento isoparamétrico espectral donde se utilizan po-
linomios interpolantes de alto orden para aproximar las variables dentro de cada elemento. Los
nodos corresponden a los puntos de Gauss-Lobatto, lo que para elementos de alto orden resulta
más económico que los nodos espaciados en forma equidistante (Hourigan et al.(2001)). En un
elemento de ordenp, n = p+1 es el número de nodos en el elemento. De esta forma, la continui-
dad interelemental de las variables interpoladas esC0. En la figura1 se muestran la ubicación
de los nodos y las funciones de forma correspondientes en distintos elementos espectrales.
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Figura 1: Funciones de forma para elementos espectrales unidimensionales de 3, 5 y 8 nodos.

Las integrales involucradas se evalúan por medio de la cuadratura de Gauss-Legendre-Lobatto
(GLL). Aunque, en realidad, la cuadratura GLL no resulta serla regla de integración exacta, es-
to es particularmente económico computacionalmente ya que sólo un número limitado de nodos
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contribuyen a la ecuación correspondiente a un nodo determinado, debido a que los puntos de
integración coinciden con los nodos del elemento. La cuadratura GLL se ha utilizado desde
hace varios años mostrando muy buenos resultados (ver, entre otros,Thompson et al.(1996,
2001); Hourigan et al.(2001); Sheard et al.(2004)). Experiencias llevadas a cabo porGiraldo
(1998) indicaron que para polinomios de ordenesp ≥ 4, los resultados no mostraron diferen-
cias entre la integración con la cuadratura GLL y la integración con la integración exacta de
Gauss-Legendre (GL) clásica.

Además, debido a su gran precisión, los métodos espectrales sonminimizadores de memoria
(Boyd(2000)). Incluso cuando se requiera una precisión relativamente baja, las aproximaciones
de alto orden permiten alcanzar el error requerido con un número considerablemente menor de
nodos.

2. ECUACIONES INTR ÍNSECAS DE LA VIGA

Las ecuaciones intrı́nsecas, propuestas enHodges(2003), resultan ser geométricamente exac-
tas en la representación de la dinámica de vigas anisótropas con torsión y curvaturas iniciales.
Estas ecuaciones están dadas por

F′ +
(
K̃ + κ̃

)
F + f = Ṗ + Ω̃P (1)

M′ +
(
K̃ + κ̃

)
M + (ẽ1 + γ̃)F + m = Ḣ + Ω̃H + ṼP (2)

V′ +
(
K̃ + κ̃

)
V + (ẽ1 + γ̃)Ω = γ̇ (3)

Ω′ +
(
K̃ + κ̃

)
Ω = κ̇ (4)

dondeF =
[

F1 F2 F3

]T
y M =

[
M1 M2 M3

]T
son la fuerza y momento resultantes

de los esfuerzos internos,V =
[

V1 V2 V3

]T
es la velocidad de los puntos de la lı́nea de

referencia yΩ =
[

Ω1 Ω2 Ω3

]T
la velocidad angular de la sección, ambas medidas en un

marco de referencia inercial.P =
[

P1 P2 P3

]T
y H =

[
H1 H2 H3

]T
son los vectores

de cantidad de movimiento lineal y angular que resultan conjugados de las velocidades lineal y
angular.f =

[
f1 f2 f3

]T
y m =

[
m1 m2 m3

]T
son la fuerza y momento distribuidos

a lo largo de la viga. Todas las cantidades nombradas están representadas en la terna de la con-
figuración deformada.K =

[
K1 K2 K3

]T
son la torsión y curvaturas de la configuración

inicial. γ =
[

γ11 2γ12 2γ13

]T
y κ =

[
κ1 κ2 κ3

]T
son las medidas de deformación

de la viga correspondientes a estiramientos y distorsionespor un lado y a torsión y curvaturas
por el otro, que resultan conjugados energéticos de las fuerzas y momentos resultantes, todas
referidas a una terna correspondiente a la terna de la configuración de referencia rotada luego
de la deformación.

Además,e1 =
[

1 0 0
]T

y el tilde (�̃) representa al tensor asociado al vector corres-
pondiente a través del producto vectorial, de forma que dados dos vectoresa y b se cumple
la relacióna × b = ãb, por esto se lo denomina operador producto vectorial. La prima (�′)
indica derivación respecto de la coordenada a lo largo de lalı́nea de referenciaX1 y el punto
(�̇) indica derivación respecto de la coordenada temporal.

Las fuerzas y momentos resultantes se relacionan con las medidas de deformación a través
de la relación constitutiva{

γ

κ

}
=

[
R S

ST T

]{
F

M

}
= C̄

{
F

M

}
(5)
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donde la matriz de flexibilidad de la secciónC̄, que depende de las propiedades materiales, la
geometrı́a de la sección y de la torsión y curvaturas iniciales, puede obtenerse de un modelo de
rigidez de la sección como el presentado enOtero et al.(2005).

Las velocidades generalizadas y las cantidades de movimiento generalizadas se relacionan
según {

P

H

}
=

[
G K

KT I

]{
V

Ω

}
= Ī

{
V

Ω

}
(6)

dondēI es la matriz de inercia de la sección, que depende de la densidad de los materiales y de
la geometrı́a de la sección.

2.1. Formulación Variacional Intr ı́nseca

Para obtener la formulación variacional de las ecuacionesintrı́nsecas, se pesan cada una de
las ecuaciones1 a 4 en forma energéticamente consistente (Patil y Althoff (2006)), se suman y
se integran sobre todo el dominio de análisis.

∫ ℓ

0

{
δVT

[
F′ +

(
K̃ + κ̃

)
F + f − Ṗ− Ω̃P

]
+

+ δΩT
[
M′ +

(
K̃ + κ̃

)
M + (ẽ1 + γ̃)F + m − Ḣ− Ω̃H − ṼP

]
+

+ δFT
[
V′ +

(
K̃ + κ̃

)
V + (ẽ1 + γ̃)Ω − γ̇

]
+

+ δFT
[
Ω′ +

(
K̃ + κ̃

)
Ω − κ̇

]}
dX1 = 0 (7)

dondeℓ es el largo de la viga.
A fin de escribir la ecuación7 en forma más compacta se agrupan las medidas de deforma-

ción en el vector̄γ, las fuerzas y momentos resultantes en el vector de fuerzas generalizadas̄F,
las cantidades de movimiento lineal y angular en el vector decantidades de movimiento gene-
ralizadas̄P, las velocidades lineales y angulares en el vector de velocidades generalizadas̄V y
las fuerzas y momentos distribuidos en el vector de cargas distribuidas generalizadas̄f , i.e.

γ̄ =

{
γ

κ

}
, F̄ =

{
F

M

}
, P̄ =

{
P

H

}
, V̄ =

{
V

Ω

}
, f̄ =

{
f

m

}
.

(8)
De esta forma, la relación constitutiva resultaγ̄ = C̄F̄ y la relación entre velocidades generali-
zadas y las cantidades de movimiento generalizadas,P̄ = ĪV̄.

Definiendo las siguientes matrices,

k̂ =

[
K̃ 0

ẽ1 K̃

]
, γ̂ =

[
κ̃ 0

γ̃ κ̃

]
, V̂ =

[
Ω̃ 0

Ṽ Ω̃

]
, (9)

de donde, por las propiedades del operador producto vectorial, resultan las identidades

[
K̃ ẽ1

0 K̃

]
= −k̂T ,

[
κ̃ γ̃

0 κ̃

]
= −γ̂T , (10)

y utilizando la relación contitutiva5 y la relación entre velocidades y cantidades de movimiento
6 a fin de reducir la presencia de las medidas de deformación y las cantidades de movimiento
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como incógnitas, la formulación variacional de la ecuación 7 puede escribirse como

∫ ℓ

0

{
δV̄T

[
F̄′ +

(
k̂ + γ̂

)
F̄ + f̄ − Ī

˙̄V − V̂ Ī V̄
]

+

+ δF̄T
[
V̄′ −

(
k̂T + γ̂T

)
V̄ − C̄

˙̄F
]}

dX1 = 0. (11)

2.2. Discretizacíon de la Formulación Variacional

Partiendo de la ecuación11 y desarrollando los productos dentro de ella se identifican dife-
rentes términos a ser discretizados

∫ ℓ

0

[
δV̄T

Ī
˙̄V︸ ︷︷ ︸

1

+ δF̄T
C̄

˙̄F︸ ︷︷ ︸
2

]
dX1 =

∫ ℓ

0

[
δV̄T F̄′

︸ ︷︷ ︸
3

+ δV̄T k̂ F̄︸ ︷︷ ︸
4

+ δV̄T γ̂ F̄︸ ︷︷ ︸
5

+ δV̄T f̄︸ ︷︷ ︸
6

− δV̄T V̂ Ī V̄︸ ︷︷ ︸
7

+

+ δF̄T V̄′

︸ ︷︷ ︸
8

− δF̄T k̂T V̄︸ ︷︷ ︸
9

− δF̄T γ̂T V̄︸ ︷︷ ︸
10

]
dX1. (12)

Se forma el vector de grados de libertad nodales elemental como

Qe =
[

V 1
1 V 1

2 V 1
3 Ω1

1 Ω1
2 Ω1

3 F 1
1 F 1

2 F 1
3 M1

1 M1
2 M1

3 · · ·

· · · V 1
1 V n

2 V n
3 Ωn

1 Ωn
2 Ωn

3 F n
1 F n

2 F n
3 Mn

1 Mn
2 Mn

3

]T
(13)

donde el supraı́ndicee indicar el número de elemento y, en las variablesV , Ω, F y M , los
subı́ndices indican la componente en la dirección respectiva en la terna deformada y los su-
praı́ndices indican el número de nodo del elemento.

Las variables̄V y F̄ se interpolan dentro de cada elemento como

V̄ = He
V̄

Qe y F̄ = He
F̄

Qe (14)

donde
He

V̄
=

[
Φ1 06×6 Φ2 06×6 · · · Φn 06×6

]
,

He
F̄

=
[

06×6 Φ1 06×6 Φ2 · · · 06×6 Φn

]

y
Φi = hi(t) I6×6

dondeI6×6 es la matriz identidad de6×6, 06×6 es la matriz de ceros de6×6, hi(t) es la función
de forma asociada al nodoi y t es la coordenada natural del elemento.

Las derivadas de las variablesV̄ y F̄ respecto de la coordenadaX1: V̄′ y F̄′ respectivamente
se interpolan dentro de cada elemento como

V̄′ = Be
V̄

Qe y F̄′ = Be
F̄

Qe (15)

donde
Be

V̄
= J−1

[
Φ1,t 06×6 Φ2,t 06×6 · · · Φn,t 06×6

]
,

Be
F̄

= J−1
[

06×6 Φ1,t 06×6 Φ2,t · · · 06×6 Φn,t

]
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y

Φi,t =
∂hi(t)

∂t
I6×6, J =

∂X1

∂t
.

Reemplazando las interpolaciones de las velocidades y cantidades de movimiento generali-
zadas y sus derivadas en la ecuación12 se llega a las expresiones que siguen. De los primeros
dos términos de dicha ecuación se obtiene

∫

ℓe

[
δV̄T

Ī
˙̄V + δF̄T

C̄
˙̄F
]
dX1 =

∫ 1

−1

δQeT
[
He

V̄

T
Ī He

V̄
+ He

F̄

T
C̄ He

F̄

]
Q̇eJ dt =

= δQeT

∫ 1

−1

[
He

V̄
T

Ī He
V̄

+ He
F̄

T
C̄ He

F̄

]
J dt

︸ ︷︷ ︸
Me

Q̇e. (16)

De los términos 3 y 8

∫

ℓe

[
δV̄T F̄′ + δF̄T V̄′

]
dX1 =

∫ 1

−1

δQeT
[
He

V̄

T Be
F̄

+ He
F̄

T Be
V̄

]
QeJ dt =

= δQeT

∫ 1

−1

[
He

V̄
T Be

F̄
+ He

F̄
T Be

V̄

]
J dt

︸ ︷︷ ︸
Ke

1

Qe. (17)

De los términos 4 y 9

∫

ℓe

[
δV̄T k̂ F̄− δF̄T k̂T V̄

]
dX1 =

∫ 1

−1

δQeT
[
He

V̄
T k̂ He

F̄
− He

F̄
T k̂T He

V̄

]
QeJ dt =

= δQeT

∫ 1

−1

[
He

V̄
T k̂ He

F̄
− He

F̄
T k̂T He

V̄

]
J dt

︸ ︷︷ ︸
Ke

2

Qe. (18)

En la matrizKe
2 aparecen los efectos de la torsión y curvaturas iniciales,por lo tanto, si la viga

es prismática esta matriz será nula.
El término 6 se discretiza interpolando las cargas generalizadas̄f dentro del elemento según

f̄ = He
F̄
q̄ donde

q̄e =
[

0 0 0 0 0 0 f 1
1 f 1

2 f 1
3 m1

1 m1
2 m1

3 · · ·

· · · 0 0 0 0 0 0 fn
1 fn

2 fn
3 mn

1 mn
2 mn

3

]
(19)

continen los valores de las cargas generalizadas en los nodos. La discretización del término
respectivo resulta

∫

ℓe

δV̄T f̄ dX1 =

∫ 1

−1

δQeT He
V̄

T He
F̄

q̄e J dt

= δQeT

∫ 1

−1

He
V̄

T He
F̄

J dt

︸ ︷︷ ︸
Ke

q

q̄e. (20)
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Agrupando los términos 5, 7 y 10 resulta

Be
({

V̄, F̄
}

;
{
V̄, F̄

})
=

∫

ℓe

[
δV̄T γ̂ F̄ − δV̄T V̂ Ī V̄ − δF̄T γ̂T V̄

]
dX1. (21)

En la matrizV̂ aparecen las componentes de la variableV̄ y la matrizγ̂ depende de la varia-
ble F̄ a través de la ecuación constitutiva5, por lo tanto la integral de la ecuación21 resulta
ser una forma bilineal en las variables̄V y F̄. Esta forma bilineal se denomina en adelate
Be

({
V̄, F̄

}
;
{
V̄, F̄

})
. De acuerdo al tipo de problema a resolver, puede resultar necesario li-

nealizar la forma bilinealBe, para ello es útil despejar una serie de identidades. Considerando
2 conjuntos de variables̄V y F̄, Q̄1 =

{
V̄1, F̄1

}
y Q̄2 =

{
V̄2, F̄2

}
e identificando las matrices

y vectores asociados a cada uno de ellos con los subı́ndices1 y 2 respectivamente, se hallan las
siguientes identidades teniendo en cuenta las propiedadesdel operador producto vectorial

γ̂1 F̄2 =

[
κ̃1 0

γ̃1 κ̃1

]{
F2

M2

}
=

{
κ̃1F2

γ̃1F2 + κ̃1M2

}
=

=

{
−F̃2κ1

−F̃2γ1 − M̃2κ1

}
= −

[
0 F̃2

F̃2 M̃2

]

︸ ︷︷ ︸
F̂2

{
γ1

κ1

}
= −F̂2 C̄ F̄1, (22)

V̂1 I V̄2 = V̂1 P̄2 =

[
Ω̃1 0

Ṽ1 Ω̃1

]{
P2

H2

}
=

{
Ω̃1P2

Ṽ1P2 + Ω̃1H2

}
=

=

{
−P̃2Ω1

−P̃2V1 − H̃2Ω1

}
= −

[
0 P̃2

P̃2 H̃2

]

︸ ︷︷ ︸
P̂2

{
V1

Ω1

}
= −P̂2 V̄1, (23)

γ̂T
1 V̄2 = −

[
κ̃1 γ̃1

0 κ̃1

]{
V2

Ω2

}
= −

{
κ̃1V2 + γ̃1Ω2

κ̃1Ω2

}
=

=

{
Ṽ2κ1 + Ω̃2γ1

Ω̃2κ1

}
=

[
Ω̃2 Ṽ2

0 Ω̃2

]

︸ ︷︷ ︸
−V̂T

2

{
γ1

κ1

}
= −V̂T

2 C̄ F̄1. (24)

La linealización de la forma bilinealBe
(
Q̄, Q̄

)
se obtiene evaluándola para una configura-

ción incrementadǎQ + ∆Q a partir de una configuración baseQ̌ conocida y despreciando los
términos correspondientes aBe (∆Q, ∆Q), i.e.

Be
(
Q̌ + ∆Q, Q̌ + ∆Q

)
≈ Be

(
Q̌, Q̌

)
+ Be

(
Q̌, ∆Q

)
+ Be

(
∆Q, Q̌

)
. (25)

Discretizando la forma bilineal para evaluar el primer término de25, resulta
∫

ℓe

[
δV̄T γ̂ F̄ − δV̄T V̂ Ī V̄ − δF̄T γ̂T V̄

]
dX1 =

δQeT

∫ 1

−1

[
He

V̄
T γ̂ He

F̄
− He

V̄
T V̂ Ī He

V̄
− He

F̄
T γ̂T

He
V̄

]
Qe J dt

︸ ︷︷ ︸
Be

Q
(Qe)

, (26)
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donde las matriceŝV y γ̂ se evaluan en cada punto de integración utilizando las fórmulas de
interpolación14y se indica conBe

Q (Qe) el vector asociado con la versión discreta de la forma
cuadráticaBe (Qe,Qe).

Para evaluar la suma del segundo y tercer términos del lado derecho de la ecuación25 se
puede utilizar la21 y las identidades22a 24para obtener una nueva identidad,

Be
(
Q̄1, Q̄2

)
+ Be

(
Q̄2, Q̄1

)
=

∫

ℓe

[
δV̄T γ̂1 F̄2 − δV̄T V̂1 Ī V̄2 − δF̄T γ̂T

1 V̄2 +

+ δV̄T γ̂2 F̄1 − δV̄T V̂2 Ī V̄1 − δF̄T γ̂T
2 V̄1

]
dX1 =

=

∫

ℓe

[
δV̄T γ̂1 F̄2 − δV̄T V̂1 Ī V̄2 − δF̄T γ̂T

1 V̄2 −

− δV̄T F̂1 C̄ F̄2 + δV̄T P̂1 V̄2 + δF̄T V̂T
1 C̄ F̄2

]
dX1.(27)

Discretizando la suma de términos de la ecuación27 se llega a

Be
(
Q̄1, Q̄2

)
+ Be

(
Q̄2, Q̄1

)
=

= δQeT

∫ 1

−1

[
He

V̄
T γ̂1 He

F̄
− He

V̄
T V̂1 Ī He

V̄
− He

F̄
T γ̂T

1 He
V̄
−

−He
V̄

T F̂1 C̄ He
F̄

+ He
V̄

T P̂1 He
V̄

+ He
F̄

T V̂T
1 C̄ He

F̄

]
J dt Qe

2 =

= δQeT Ke
N (Qe

1) Qe
2 ≡ δQeT Ke

N (Qe
2) Qe

1 (28)

La matrizKe
N (Qe

1) puede reescribirse como

Ke
N (Qe

1) =

∫ 1

−1

{
He

V̄

T
[
γ̂1 He

F̄
− V̂1 Ī He

V̄
− F̂1 C̄ He

F̄
+ P̂1 He

V̄

]
+

+ He
F̄

T
[
V̂T

1 C̄ He
F̄
− γ̂T

1 He
V̄

]}
J dt. (29)

Según lo anterior el lado izquierdo de la ecuación25 se aproxima linealizado y discretizado
como

Be
(
Q̌ + ∆Q, Q̌ + ∆Q

)
≈ δQeT

[
Be

Q

(
Q̌e

)
+ Ke

N

(
Q̌e

)
∆Q

]
(30)

Las matrices elementalesMe, Ke
1, Ke

2 y Ke
q se ensamblan en las respectivas matrices glo-

balesM, K1, K2 y Kq. Las matrices elementalesKe
N (Qe) se ensamblan en la matriz global

KN (Q) que ahora depende del vector de grados de libertal global, lomismo ocurre con el
vectorBQ (Q) que se obtiene ensamblando los vectores elementalesBe

Q (Qe).
En base a esta discretización pueden plantearse diversas soluciones al problema de viga.

2.2.1. Solucíon lineal al problema estacionario

En el problema estacionario desaparecen los términos correspondientes a las variaciones
temporales, términos 1 y 2 de la ecuación12. Si se acepta la hipótesis que las deformaciones
y velocidades generalizadas son pequeñas, pueden despreciarse los términos 5, 7 y 10 de dicha
ecuación. Además, si las cargas no dependen de la configuración deformada, la soluciónQ se
obtiene resolviendo

(K1 + K2)Q = −Kqq̄ (31)

con las condiciones de contorno correspondientes.
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2.2.2. Solucíon no lineal al problema estacionario

En caso de no despreciar los términos no lineales, hay que linealizarlos a fin de hallar iterati-
vamente la solución al problema. Entonces, la soluciónQ se obtiene resolviendo iterativamente

[
K1 + K2 + KN

(
Q(i)

)]
∆Q = −Kqq̄− (K1 + K2)Q

(i) −BQ

(
Q(i)

)
(32)

con las condiciones de contorno correspondientes. El vector de grados de libertad nodales se
actualiza en la iteracióni + 1 como

Q(i+1) = Q(i) + ∆Q. (33)

En este caso, además, pueden cosiderarse cargas que dependan de la configuración deformada
modificando en cada iteración el vectorq̄ = q̄

(
Q(i)

)
.

En la ecuación32,
[
K1 + K2 + KN

(
Q(i)

)]
es el jacobiano requerido para la iteración por

el método Newton–Raphson y como las no linealidades máximas son de segundo orden, el
método converge.

2.2.3. Solucíon dinámica lineal

Si se acepta la hipótesis que las deformaciones y velocidades generalizadas son pequeñas,
despreciando los términos 5, 7, y 10 de la ecuación12, se plantea el problema dinámico lineal,
que puede ser resuelto a través de unsolverpara ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE).
Estossolversrequieren que, para un instante de tiempotn dado, se les provea de la evaluación
de una funciónF tal que

dQ

dt
= F (Qn, tn) . (34)

En el caso de la solución dinámica lineal la funciónF a evaluar resulta

F = M−1 [(K1 + K2)Qn + Kqq̄] (35)

con las condiciones de contorno correspondientes y con condiciones inicialesQ0 y Q̇0.
Otra forma de resolver el problema dinámico lineal es discretizando la derivada temporal

como

Q̇ =
1

∆t
(Qn+1 − Qn) (36)

y, evaluando la ecuación a resolver ent = αtn+1 + (1 − α) tn, con0 ≤ α ≤ 1, resulta

M
1

∆t
[Qn+1 − Qn] − (K1 + K2) [αQn+1 + (1 − α)Qn] + Kq [αq̄n+1 + (1 − α) q̄n] = 0

(37)
donde según el valor del parámetroα se tiene un método explı́cito (α = 0), Crank–Nicholson
α = 1/2) o completamente implı́cito (α = 1) y una vez fijado el paso de tiempo∆t se calcula
la soluciónQn+1 correspondiente al instantetn+1.

2.2.4. Solucíon dinámica no lineal

La solución del problema dinámico no lineal, también puede obtenerse utilizando unsolver
para ecuaciones diferenciales ordinarias, en este caso la funciónF a evaluar en cada instante de
tiempot dado es

F = M−1 [(K1 + K2)Qn + BQ (Qn) + Kqq̄] (38)
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con las condiciones de contorno correspondientes y con condiciones inicialesQ0 y Q̇0.
De la misma manera que en el caso anterior, el problema se puede resolver discretizando

la parte temporal, pero en este caso, si se utiliza un métodono explı́cito habrá que resolver
iterativamente el problema en cada instante de tiempo.

2.2.5. Soluciones no lineales en torno del estado estacionario

En caso de que la carga aplicada sea de la forma

q̄ = q̂ + q (t) (39)

la solución será de la forma
Q̄ = Q̂ + Q (t) (40)

dondeQ̂ es la solución del estado estacionario. Las soluciones de la parte temporalQ (t) pueden
resolverse con unsolverpara ecuaciones diferenciales ordinarias, y en este caso lafunciónF a
evaluar será

F = M−1
[
K̂Qn + BQ (Qn) + Kq q (tn)

]
(41)

con las condiciones de contorno correspondientes, con condiciones inicialesQ0 y Q̇0 y donde

K̂ = K1 + K2 + KN

(
Q̂

)
. (42)

La solución completa se obtiene como la suma de la solucióndel estado estacionario y la solu-
ción de la parte temporal obtenida de integrar la funciónF de la ecuación41.

2.2.6. Soluciones linealizadas en torno del estado estacionario

De la misma forma que en el caso anterior se pueden obtener lasecuaciones linealizadas en
torno del estado estacionario utilizando como función en el solverODE,

F = M−1
[
K̂Qn + Kq q (tn)

]
(43)

con las condiciones de contorno correspondientes y condiciones inicialesQ0 y Q̇0.
También se pueden calcular los modos de deformación linealizados en torno al estado esta-

cionario, resolviendo el problema de autovalores

MQ̇ + K̂Q = 0 (44)

En este caso, como la ecuación esta planteada en el espacio de fases, los autovalores serán pares
de números complejos conjugados de parte real nula. La parte imaginaria de cada uno indica la
frecuencia del modo asociado.

3. ECUACIONES CINEM ÁTICAS

Las ecuaciones cinemáticas de la viga son aquellas que relacionan las medidas de deforma-
ción, en este caso curvaturasκ y deformaciones de la lı́nea de referenciaγ, con los desplaza-
mientos generalizados, es decir, los desplazamientos de lalı́nea de referencia y las rotaciones de
las secciones de la viga. En el caso de las rotaciones, existeuna variedad de maneras de elegir
las variables que las representan. Todas ellas dan lugar a expresiones de la matriz de cosenos
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directores que involucran funciones trascendentales, resultando en relaciones altamente no li-
neales. La elección de estas variables puede resultar en relaciones más o menos complicadas.
En este caso, optamos por trabajar directamente con la matriz de cosenos directores asociada a
la rotaciónC y relacionarla a través del mapeo exponencial con el vectorθ que representa con
su dirección el eje de rotación y con su módulo la intensidad de la misma, i.e.C = exp[θ̃]. Las
ecuaciones cinemáticas en este caso resultan (verHodges(1990))

u′ −CT (γ + e1) + e1 + K̃ u = 0, (45)

K̃ + κ̃ + C′ CT −C K̃ CT = 0, (46)

dondeC es la matriz de rotación de la configuración de referencia ala deformada yu es el
vector de desplazamientos en las ternas de la configuraciónde referencia, ambos fucnión de la
coordenada axial de la viga.

La matrices de cambio de base de la configuración de referencia a la deformada de cada
sección,C = exp[θ̃], representan rotaciones finitas y pertenecen al conjunto dematrices orto-
gonales de3 × 3

SO(3) =
{
C ∈ R

3×3|CTC = I, det (C) = 1
}

que no es un espacio vectorial sino una variedad diferencial.
Por otro lado, también consideraremos las matrices pertenecientes al conjunto de matrices

antisimétricas:
so(3) =

{
θ̃ ∈ R

3×3|θ̃ + θ̃
T

= 0
}

Los elementos deso(3) representan rotaciones infinitesimales que pueden considerarse rota-
ciones finitas linealizadas en torno a la identidad, por lo tanto so(3) es el espacio tangente a
SO(3) en I ∈ SO(3). Los elementos̃θC del espacio tangente a un elementoC ∈ SO(3),
θ̃C ∈ TCSO(3), pueden representarse como campos vectoriales invariantes a derecha, es decir

TCSO(3) =
{
θ̃C = θ̃C, ∀ θ̃ ∈ so(3)

}
. Geométricamente esto representa una rotación infini-

tesimal superpuesta a una rotación finita.θ̃C, cuyo vector axial esθ ∈ R3, representa un tensor
espacial con componentesθi en la base espacial.

Proceso de actualizacíon iterativo de la matriz C

La matrizCn ∈ SO(3) en un determinado punto de la viga correspondiente a un instante
tn, se actualiza en el instantetn+1 con la matriz de rotación incrementalθ̃n ∈ so(3) según
Cn+1 = exp [θ̃n]Cn, de esta forma se asegura queCn+1 ∈ SO(3).

Dado un instantetn en el cual se conoce la configuración, las matrices actualizadas en cada
iteración, indicada por el superı́ndice, serán

C
(i)
n+1 = exp[θ̃

(i)

n ]Cn (47)

C
(i+1)
n+1 = exp[θ̃

(i+1)

n ]Cn (48)

lo cual tiene sentido ya que tantoθ̃
(i)

n Cn comoθ̃
(i+1)

n Cn están en el espacio tangenteTCn
SO(3).

Luego, utilizando el mapeo exponencial incremental entre dos iteraciones sucesivas

C
(i+1)
n+1 = exp[∆̃θ

(i)

n+1]C
(i)
n+1 (49)
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donde en este casõ∆θ
(i)

n+1 C
(i)
n+1 está en el espacio tangenteT

C
(i)
n+1

SO(3). De esta forma com-

binando47,48 y 49, resulta

exp[θ̃
(i+1)

n ] = exp[∆̃θ
(i)

n+1] exp[θ̃
(i)

n ] (50)

En la figura2 se representa aSO(3), con los espacios tangentes a los distintos elementos y
se esquematiza el proceso de actualización iterativo

Figura 2: Representación esquemática del proceso de actualización de la matrizC enSO(3) y los espacios tangente
a sus elementos. Las lı́neas punteadas representan elementos de los espacios tangentes, mientras que las lı́neas
continuas representan trayectorias enSO(3)

Tomando como tensor de rotaciones incrementales a∆̃θ
(i)

n+1 con∆̃θ
(i)

n+1 C
(i)
n+1 ∈ T

C
(i)
n+1

SO(3)

se puede construir una curva enSO(3) de matricesC perturbadasξ −→ C
(i)
n+1,ξ donde

C
(i)
n+1,ξ = exp[ξ∆̃θ

(i)

n+1] exp[θ̃
(i)

n ]Cn (51)

De donde se puede hallar la parte lineal de la matrizC
(i)
n+1

LC
(i)
n+1 =

d

dξ

∣∣∣∣
ξ=0

C
(i)
n+1,ξ = ∆̃θ

(i)

n+1 exp[θ̃
(i)

n ]Cn︸ ︷︷ ︸
C

(i)
n+1

(52)

Considerando lo anterior, se puede construir un proceso iterativo de actualización de las
matrices de cosenos directores que puede resumirse como:

1. Linealizar las expresiones donde aparezca la matrizC como Lf (C) = f
(
C(i)

)
+

f
(
LC(i)

)
, donde las matricesC(i) son las obtenidas en la iteración anterior yLC(i) =

∆̃θ
(i)

C(i)

2. Resolver parã∆θ
(i)

3. Actualizar las matricesC como

C(i+1) = exp[∆̃θ
(i)

]C(i) (53)
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4. Verificar convergencia

En la primera iteración, las matricesC(0) pueden tomarse como las matrices de un paso de
tiempo anterior o, ante la falta de una configuración válida, simplemente como la identidad.
Este proceso de linealización de las matrices de cosenos directores es equivalente al utilizado
enSimo y Vu–Quoc(1988), con la diferencia que en dicho trabajo se lo utiliza para actualizar
las velocidades y aceleraciones angulares en un proceso de integración tipoNewmarky no para
resolver directamente las ecuaciones cinemáticas.

3.1. Formulación Variacional de las Ecuaciones Cineḿaticas

Comenzando con la ecuación para las rotaciones, se ve que laecuación46 representa una
ecuación matricial enR3×3. Para obtener la formulación variacional, se pesa premultiplicando
por una matriz de rotaciones virtuales, se toma la traza y se integra sobre la longitud del dominio
de análisis

∫ ℓ

0

tr
[
δCT

(
K̃ + κ̃ + C′ CT − C K̃ CT

)]
dX1 = 0. (54)

Distribuyendo en los distintos términos y agrupando los que resultan similares se obtiene
∫ ℓ

0

{
tr

[
δCT

(
K̃ + κ̃

)]

︸ ︷︷ ︸
1

+ tr
(
δCT C′ CT

)
︸ ︷︷ ︸

2

− tr
(
δCT CK̃CT

)

︸ ︷︷ ︸
3

}
dX1 = 0. (55)

Las matricesC se aproximan para ser resueltas iterativamente según el proceso descripto
anteriormente. Las matrices de cosenos directores virtualesδC se eligen en el espacio tangente
aSO(3) enC, TCSO(3), de forma que resultan

δC = δ̃θ C. (56)

Analizando por separado los términos de la ecuación55, el primero resulta

tr
[
δCT

(
K̃ + κ̃

)]
= tr

[
C(i)T δ̃θ

T
(
K̃ + κ̃

)]
. (57)

Operando, puede escribirse como

tr
[
C(i)T δ̃θ

T
(
K̃ + κ̃

)]
=

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
Fκ =

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
Mκ





κ1 + K1

κ2 + K2

κ3 + K3





(58)
donde a través de la matrizMκ = tr

(
C(i)

)
I−C(i)T se realizan las operaciones equivalentes al

segundo miembro de57, despejando como factores de premultiplicación al vectorde rotaciones
virtualesδθ y de postmultiplpicación al vector de curvaturasK + κ.

Analizando el segundo término de la ecuación55, dado queC = exp[θ̃], la derivada de esta
matriz respecto de la coordenada espacialX1 será

C′ = θ̃
′

exp[θ̃] = θ̃
′

C. (59)

Derivando ambos miembros de la ecuación50 para obtener una aproximación deθ̃
′

se tiene

θ̃′
(i+1)

n exp[θ̃
(i+1)

n ] = ∆̃θ′
(i)

n+1 exp[∆̃θ
(i)

n+1] exp[θ̃
(i)

n ] + exp[∆̃θ
(i)

n+1] θ̃
′
(i)

n exp[θ̃
(i)

n ].
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Reemplazando la ecuación50 en el lado izquierdo y posmultiplicando ambos miembros por

exp[−θ̃
(i)

n ] resulta

θ̃′
(i+1)

n exp[∆̃θ
(i)

n+1] = ∆̃θ′
(i)

n+1 exp[∆̃θ
(i)

n+1] + exp[∆̃θ
(i)

n+1] θ̃
′
(i)

n

y posmultiplicando porexp[−∆̃θ
(i)

n+1] se llega a

θ̃′
(i+1)

n = ∆̃θ′
(i)

n+1 + exp[∆̃θ
(i)

n+1] θ̃
′
(i)

n exp[−∆̃θ
(i)

n+1].

Entonces, suponiendo queθ(i+1)
n es pequeño se cumple queexp[∆̃θ

(i)

n+1] ≈ exp[−∆̃θ
(i)

n+1] ≈ I

y se puede aproximar

θ̃
(i+1)

≈ θ̃
(i)

+ ∆θ̃.

Entonces
δCT C′ CT = δCT θ̃

′

= δCT θ̃′
(i)

︸ ︷︷ ︸
2a

+ δCT ∆̃θ′

︸ ︷︷ ︸
2b

. (60)

El término2a da lugar a

tr

(
C(i)T δ̃θ

T
θ̃′

(i)
)

=
(

δθ1 δθ2 δθ3

)
Fθ =

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
Mκ





θ′1
(i)

θ′2
(i)

θ′3
(i)



 . (61)

El término2b da lugar a

tr
(
C(i)T δ̃θ

T
∆̃θ

)
=

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
Mκ





∆θ′1
∆θ′2
∆θ′3



 . (62)

El tercer término de la ecuación55 es no lineal en la matrizC. Linealizando el producto(
δCT C K̃ CT

)
resulta

L

(
δCT C K̃ CT

)
= δCT C(i) K̃ C(i)T

︸ ︷︷ ︸
3a

+ δCT ∆̃θ C(i) K̃ C(i)T

︸ ︷︷ ︸
3b

+ δCT C(i) K̃ C(i)T ∆̃θ
T

︸ ︷︷ ︸
3c

.

(63)
El término indicado como3a se desarrolla como

tr
[
C(i)T δ̃θ

T
C(i) K̃ C(i)T

]
=

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
FK =

(
δθ1 δθ2 δθ3

)
MK





K1

K2

K3




(64)

donde a través de la matrizMK que depende de la matriz de rotación de la iteración anterior,
C(i), se llevan a cabo las operaciones del primer miembro.

Los términos3b y 3c dan lugar a

tr
[
C(i)T δ̃θ

T
∆̃θ C(i) K̃ C(i)T + C(i)T δ̃θ

T
C(i) K̃ C(i)T ∆̃θ

T
]

=

=
(

δθ1 δθ2 δθ3

)
KK





∆θ1

∆θ2

∆θ3



 (65)
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donde la matrizKK utilizada para realizar las operaciones del primer miembrodepende de la
matrizC(i) y del vector de torsión y curvaturas inicialK.

Finalmente la linealización de la formulación variacional de la ecuación46 resulta
∫ ℓ

0

δθT
[
−KK ∆θ + Mκ ∆θ′ + Mκ (K + κ) −MK K + Mκ θ′(i)

]
dX1 = 0 (66)

La formulación variacional de la ecuación45se obtiene pesando con un vector de desplaza-
mientos virtuales e integrando sobre la longitud del dominio de análisis

∫ ℓ

0

δuT
[
u′ − CT (γ + e1) + e1 + K̃ u

]
dX1 = 0 (67)

En esta ecuación aparece, también, la matriz de cosenos directoresC. Entonces, debe resol-
verse primero la ecuación66 para obtener las rotaciones y luego la de los desplazamientos.

3.2. Discretizacíon de la Formulación Variacional de las Ecuaciones Cineḿaticas

A fin de discretizar la ecuación cinemática de las rotaciones linealizada (ecuación66) se
escriben los vectores elementales de rotaciones nodales, de rotaciones incrementales nodales y
de rotaciones virtuales nodales, respectivamente como

Θe =
[
θ1
1 θ1

2 θ1
3 θ2

1 θ2
2 θ2

3 · · · θn
1 θn

2 θn
3

]T
,

∆Θe =
[
∆θ1

1 ∆θ1
2 ∆θ1

3 ∆θ2
1 ∆θ2

2 ∆θ2
3 · · · ∆θn

1 ∆θn
2 ∆θn

3

]T
,

δΘe =
[
δθ1

1 δθ1
2 δθ1

3 δθ2
1 δθ2

2 δθ2
3 · · · δθn

1 δθn
2 δθn

3

]T
,

(68)

donde los subı́ndices indican la dirección de la componente del vector y los supraı́ndices indican
el número de nodo del elemento. Utilizando el método de elementos espectrales los vectores de
rotaciones, de rotaciones incrementales y de rotaciones virtuales se interpolan dentro de cada
elemento como

θ = He Θe, ∆θ = He ∆Θe y δθ = He δΘe; (69)

donde
He =

[
Ψ1 Ψ2 · · · Ψn

]
y Ψi = hi(t) I3×3,

siendoI3×3 la matriz identidad de3 × 3 y hi(t) la función de forma asociada al nodoi.
De la misma forma se interpolan las derivadas de dichos vectores respecto de la coordenada

X1:
θ′ = Be Θe, ∆θ′ = Be ∆Θe y δθ′ = Be δΘe; (70)

donde

Be = J−1
[

Ψ1,t Ψ2,t · · · Ψn,t

]
, Ψi,t =

∂hi(t)

∂t
I3×3, y J =

∂X1

∂t
.

Reemplazando las interpolaciones de los vectores de rotaciones, de rotaciones virtuales y
de rotaciones incrementales y sus derivadas en la ecuación66 y planteando la integral sobre la
longitud de un elemento, se obtiene
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∫

ℓe

δΘeT HeT
[
−KK He ∆Θe + Mκ Be ∆Θe +

+Mκ (K + κ) −MK K + Mκ Be Θe (i)
]
dX1 =

δΘeT

∫ 1

−1

HeT [−KK He + Mκ Be] J dt∆Θe +

+δΘeT

∫ 1

−1

HeT
[
Mκ (K + κ) −MK K + Mκ Be Θe (i)

]
J dt = 0. (71)

De esta forma, la matriz de rigidez del elementoe en la iteracióni será:

K
e (i)
θ =

∫ 1

−1

HeT [Mκ Be − KK He] J dt (72)

y el respectivo vector de cargas

F
e (i)
θ =

∫ 1

−1

HeT
[
MK K −Mκ (K + κ) − Mκ Be Θe (i)

]
J dt. (73)

Cabe recordar queMK y KK dependen de la matriz de rotación de la iteración anteriorC(i).
Ensamblando las matrices y vectores de cargas elementalesK

e (i)
θ y F

e (i)
θ en una matriz de

rigidez y un vector de cargas globalesK
(i)
θ y F

(i)
θ el sistema de ecuaciones a resolver en cada

iteración es
K

(i)
θ ∆Θ = F

(i)
θ (74)

con las condiciones de contorno correspondientes, donde∆Θ es el vector de rotaciones globa-
les incremental y en cada nodo del problema se actualiza la matriz C según la expresión53, y

luego se obtiene el vector de rotaciones globalesθ(i+1) deC(i+1) = exp[θ̃
(i+1)

] hasta alcanzar
la convergencia según algún criterio.

En el caso de la ecuación de los desplazamientos, para discretizarla se escribe el vector de
desplazamientos elemental como

Ue =
[
u1

1 u1
2 u1

3 u2
1 u2

2 u2
3 · · · un

1 un
2 un

3

]T (75)

donde los subı́ndices indican la componente del vector y lossupraı́ndices indican el número
de nodo del elemento. Utilizando las matricesHe y Be definidas anteriormente los desplaza-
mientos y sus variaciones, ası́ como sus derivadas se interpolan según el método de elementos
espectrales dentro de cada elemento como

u = He Ue, δu = He δUe y u′ = Be Ue. (76)

Reemplazando estas interpolaciones en la ecuación67 y planteando la integral sobre la lon-
gitud de un elemento, se obtiene

∫ 1

−1

δUeTHeT
[
BeUe

︸ ︷︷ ︸
1

+κ̃ HeUe

︸ ︷︷ ︸
2

−CT (γ + e1) + e1︸ ︷︷ ︸
3

]
J dt = 0. (77)
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Los primeros 2 términos dan lugar a la matriz de rigidez del elementoe de la forma

Ke
u =

∫ 1

−1

HeT (Be + κ̃ He) J dt. (78)

En el tercer término, aparece el efecto de la matriz de cosenos directoresC y actúa como
término de cargas de la forma

Fe
u =

∫ 1

−1

HeT
[
CT (γ + e1) − e1

]
J dt. (79)

La matrizKe
u y el vectorFe

u se ensamblan respectivamente en la matriz globalKu y el vector
globalFu. Los desplazamientos nodales se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

Ku U = Fu (80)

con las condiciones de contorno correspondientes.

4. EXPERIMENTACI ÓN NUMÉRICA

4.1. Validación de la Formulación para las Ecuaciones Intŕınsecas

La validación de la metodologı́a presentada, puede llevarse a cabo de muchas formas. En
este trabajo se presenta la validación y el estudio de convergencia a través del cálculo de las
frecuencias de los modos lineales de deformación en torno de un estado estacionario dado.
Esto tiene la ventaja de poder comparar con soluciones obtenidas analı́ticamente y resultados
numéricos publicados por otros autores. En el proceso de c´alculo de los modos lineales, se
utiliza la solución del estado estacionario, por lo tanto de esta forma se verifica que el método
resulta efectivo tanto en la representación de la parte estacionaria como de la parte dinámica del
problema. En los cálculos se utilizó una viga con las caracterı́sticas presentadas en la tabla1.

Largo 16 m
Cuerda 1 m

Densidad lineal 0,75 kg/m
Momento de Inercia (50 % de la cuerda)0,1 kg m

Centro de corte (50 % de la cuerda)
Centro de gravedad(50 % de la cuerda)

Rigidez a flexión 2 · 104N m2

Rigidez a torsión 1 · 104N m2

Rigidez a flexión (dirección de la cuerda)4 · 106N m2

Rigidez axil y al corte ı́nf

Tabla 1: Propiedades de las vigas utilizadas en la validaci´on

A esta viga se le calcularon las frecuencias de sus modos de deformación en tres situaciones
diferentes:

Viga empotrada: con condiciones de contorno de rotación y velocidad nulas;

Viga empotrada con rotacíon: en este caso se impusieron como condiciones de borde en el
empotramiento una rotaciónωe = 0 en torno a un eje perpendicular a la cuerda yve = 0,
es decir que el eje pasa por el extremo empotrado;
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Viga empotrada con rotacíon descentrada: en este caso se impusieron como condiciones de
borde en el empotramiento una rotaciónωe = 0 y una velocidadve = 51,03m s−1,
equivalente a que el eje se ecuentre a una distancia igual al largo de la viga del extremo
empotrado, es decir unoffsetigual aℓ.

En la tabla2 se presentan los resultados de los cálculos comparados conlos valores exactos. En
el caso de los modos de flexión, los valores se obtuvieron deWright et al.(1982) y en los modos
de torsión, dePatil y Althoff (2006). En dicha tabla se presentan para tres discretizaciones
diferentes, donde se indica conN el número de elementos espectrales en la viga y conp el
orden de interpolación:

N = 9, p = 1: equivalente al método clásico de elementos finitos lineales,

N = 3, p = 3: elementos espectrales de 4 nodos, i.e. orden 3,

N = 1, p = 9: equivalente a un método espectral puro, con un solo elemento de orden 10.

Estas tres discretizaciones se eligieron para comparar conlos resultados presentados porPatil
y Hodges(2006), con los cuales se encontró gran coincidencia en el orden del error obtenido.
El método utilizado enPatil y Hodges(2006) consiste en elementos finitos de orden variable,
pero en este caso sin continuidad interelemental, lo que puede resultar en saltos en las funciones
interpoladas y cumplimiento de las condiciones de contornosólo en forma aproximada.

Modo Exacto N = 9 p = 1 N = 3 p = 3 N = 1 p = 9
Viga empotrada:ωe = 0 y ve = 0

1o flexión 2,2428 2,2428 2,2428 2,2428
2o flexión 14,056 13,925 14,041 14,056
3o flexión 39,356 38,850 38,758 39,356
4o flexión 77,122 75,366 78,598 77,046
5o flexión 127,49 123,21 133,32 127,17
1o torsión 31,05 31,045 31,046 31,046
2o torsión 93,14 93,097 93,108 93,137

Viga empotrada con rotación:ωe = 3,189s−1 y ve = 0
1o flexión 4,1141 4,1142 4,1141 4,1141
2o flexión 16,232 15,739 16,219 16,232
3o flexión 41,593 41,079 40,945 41,593
4o flexión 79,459 77,781 81,032 79,383
5o flexión 129,89 125,95 136,07 129,57
Viga empotrada con rotación descentrada:ωe = 3,189s−1 y ve = 51,03m s−1

1o flexión 5,7030 5,7020 5,7021 5,7025
2o flexión 18,724 19,283 18,718 18,723
3o flexión 44,500 43,966 43,767 44,499

Tabla 2: Frecuencias calculadas para distintas discretizaciones

En las figuras3 y 4 se muestran gráficos logarı́tmicos de error para el primer caso estudiado,
la viga empotrada sin rotación. En ellas se ve cómo las curvas de refinamientoh, es decir
manteniendo el orden constante y aumentando la cantidad de elementos, dan como resultados
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lı́neas rectas cuya pendiente aumenta con el orden. En cambio, las curvas de refinamientop, es
decir aumentando el orden manteniendo la cantidad de elementos constante, dan las curvas de
pendiente en aumento caracterı́sticas de la convergencia espectral. En la figura3 se muestra el
error en la frecuencia del primer modo de flexión y en la figura4 el del primer modo de torsión.
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Figura 3: Viga empotrada sin rotación: 1er modo de flexión
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Figura 4: Viga empotrada sin rotación: 1er modo de torsión

En las figuras5 y 6 se muestran gráficos logarı́tmicos de error para el caso de la viga con
rotación y se observa que la convergencia resulta similar ala del primer caso. En la figura5 se
muestra el error en la frecuencia del primer modo de flexión yen la figura6 el del tercer modo.

En todas las curvas de refinamientop se ve como rápidamente el error alcanza el piso del
error numérico de la máquina, más allá del cual la solución no mejora. En los casos presentados,
se llegó al estado estacionario, para una tolerancia del orden de10−10 en norma infinito, en
menos de tres iteraciones.

4.2. Validación de la Formulación para las Ecuaciones Cineḿaticas

Para validar la metodologı́a de resolución de las ecuaciones cinemáticas lo más adecuado
es plantear una viga hipotética con sus caracterı́sticas geométricas y sobre esta viga, plantear
a priori una solución de las rotaciones y desplazamientos. Reemplazando estos valores en las
ecuaciones cinemáticas45y 46se obtienen las medidas de deformaciónγ y κ. Luego con estas
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Figura 5: Viga empotrada con rotación (ωe = 3,189s−1 y ve = 0): 1er modo de flexión
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Figura 6: Viga empotrada con rotación descentrada (ωe = 3,189s−1 y ve = 51,03m s−1): 3er modo de flexión

medidas de deformación y las caracterı́sticas de la viga seresuelven las ecuaciones discretizadas
74 y 80, para obtener las rotaciones y desplazamientos que se comparan con los impuestosa
priori .

A continuación se muestran resultados de las rotaciones obtenidos una viga prismática, o sea
K = 0, de largoℓ = 1. En este caso, teniendo en cuenta queC = exp[θ̃], C′ = θ̃

′

C y que las
matrices de cosenos directores son ortogonales, las rotaciones estarán dadas según la ecuación
46por

θ
(
X1

)
= −

∫ X1

0

κ dX1. (81)

Como ejemplo, se eligieron dos casos simples donde se ve claramente la relación entre las
medidas de deformación y las rotaciones. El primero es el caso de una viga con curvatura
constanteκ3 = −2. En la figura7 se muestran el resultado de las rotaciones y la configuración
deformada para una malla de 2 elementos de ordenp = 4. La solución exacta esθ (X1) = 2 X1.
Como es lógico, la configuración deformada corresponde a un arco de radior = 1/ |κ3| = 1/2.

El segundo caso corresponde a una viga con curvatura con variación linealκ3 = −X1. En la

figura8 se muestran el resultado de las rotaciones, cuya solución exacta esθ (X1) =
(X1)

2

2
, y

la configuración deformada.
En general, la solución se obtiene en menos de tres iteraciones partiendo del vector nulo en
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Figura 7: Resultado para una viga prismática con curvaturaκ3 = −2. Izquierda: componente del vector de rotacio-
nesθ3 (lı́nea continua). Derecha: configuración sin deformar y deformada con los vectores que indican las ternas
en la configuración deformada.
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Figura 8: Resultado para una viga prismática con curvaturaκ3 = −X1. Izquierda: componente del vector de
rotacionesθ3 (lı́nea continua) y solución exacta (circulos). Derecha:configuración sin deformar y deformada con
los vectores que indican las ternas en la configuración deformada.

la primera para tolerancias de10−12 en norma infinito. con lo cual este método resulta ideal
para combinar con el antes presentado para las ecuaciones intrı́nsecas en casos donde las cargas
dependan de la configuración deformada.

5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Se presentó una metodologı́a para la simulación de la din´amica de sólidos unidimensionales
donde se desacoplan la dinámica y la cinemática del problema. De la parte dinámica resultan
ecuaciones no lineales cuadráticas, las que una vez discretizadas se resuelven iterativamente
con convergencia asegurada. La ecuación cinemática de las rotaciones, que incluye funciones
trascendentales, se resuelve por medio de un método iterativo en el espacioso(3) tangente a
SO(3), alcanzando la convergencia en un número de iteraciones m´ınimo.

Las ecuaciones se discretizan por el método de elementos espectrales. Este método permite
variar el orden de interpolación hasta altos ordenes y se verifica la convergencia espectral del
método tanto en la parte dinámica como cinemática.

Se validaron las soluciones contra resultados publicados por otro autores y contra soluciones
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analı́ticas.
Los trabajos a futuro en este campo estarán centrados en:

adaptar la formulación para permitir el estudio de estructuras formadas por varias vigas,
como pórticos y reticulados;

buscar la posibilidad de crear una formulación de tipo mixta con ambas formulaciones, la
dinámica y la cinemática.
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