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Resumen. Se presenta en este trabajo una descripcion completa del algoritmo de Multipolos Rapidos
combinado con el Método de los Elementos de Contorno (FMBEM, en inglés) y su implementacion
para un problema de potencial estacionario. Se usa la alternativa de una formulacion usando variable
compleja. El algoritmo implementado es luego validado y calibrado para resolver problemas que
consisten en el estudio del campo de temperaturas en un sélido bidimensional con multiples agujeros.
La validacion se realiza comparando los resultados de la solucion por FMBEM con los obtenidos
utilizando una formulacién directa de BEM para el mismo problema. El proceso de calibracion
comprende la determinacion de los parametros cantidad de elementos por celda, nimero de términos
en las expansiones y tolerancia del resolvedor iterativo. El primer parametro involucra directamente al
tamario de la celda y la cantidad de vecinos cercanos que un elemento posee; este mostro ser el mas
sensible con la calidad y el tiempo de solucion.
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1 INTRODUCCION

El Fast Multipole Method (FMM) estd considerado entre los 10 algoritmos mas
importantes desarrollados durante el siglo XX. Fue desarrollado por Rokhlin y Greengard
(1985, 1987, 1988) a mediados de los 80s, y tomo casi una década a la comunidad cientifica
descubrir su potencial para combinarlos con el Método de los Elementos de Contorno
(BEM). El FMM combinado con el BEM permite resolver problemas de varios millones de
incognitas en horas en una computadora de escritorio. Esto abre el camino hacia mas
aplicaciones obstaculizadas por la falta de eficiencia en el proceso de solucion.

La clave del FM-BEM es la reduccion del costo computacional del calculo de los
coeficientes de la matriz densa (costo cuadratico) y su resolucion (costo cubico en el caso de
revolvedores lineales) a cuasi-lineal. Esta reduccion se logra agrupando los elementos de
contorno en celdas y expandiendo las soluciones fundamentales en series multipolo (Liu,
2006 y Nishimura 2002). Las celdas poseen una estructura jerarquica tipo arbol en la que las
divisiones mas pequefias (hojas) contienen un nimero de elementos prescripto. De esta forma
se logra traducir las interacciones nodo-nodo (o elemento-elemento) a celda-celda, con el
producto matriz por vector calculado utilizando las expansiones multipolo. Finalmente se
utiliza un resolvedor iterativo (GMRES) que prescinde del almacenamiento de la matriz de
coeficientes (matrix free).

2 EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO DIRECTO

Se describe a continuacion brevemente el método de elementos de contorno para
problemas de potencial en dos dimensiones en régimen estacionario gobernado por la
ecuacion de Laplace

V2p(x)=0, VxeV; (1)
bajo las condiciones de contorno

p(X)=9(x), Vxe§;

@)
4x) sz—f]’(x) “G(x). VxeS,:

donde ¢ es el campo de potencial en el dominio V, S=S U S, el contorno de V, n la normal
exterior y las cantidades con barra son valores conocidos, ver Figura 1.

Figura 1: Dominio V, contorno Sy variables del sistema.
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La solucion se puede escribir como

P(x) = I[G(X, VAY)-Fxy)ey)]dS(y), VxeV;
s

donde G(x,y) y F(x,y) son las funciones de Green para problemas en 2D

1 1
G(X5 Y) = EIH(FJ > Y
F(x ):aG(x,y): 1 Jr
Y on(y) 2mron’

3)

(4)

(5)

Haciendo que los puntos de colocacion x pertenezcan al contorno S(Figura 1), se llega a la
formulacion clasica de BEM (Brebbia 1992), conocida también como BIE por su

denominacion en inglés boundary integral equation

C(x)o(x) = I[G(X, VAy)-Fxy)9(y)]dS(y), VxeS.
S

Si la superficie es suave en el punto de colocacion x, el coeficiente C(x)=1/2.

(6)

Se discretiza el contorno Sutilizando N elementos constantes dados por segmentos rectos

con un nodo en el centro (Figura 2).

Figura 2: Discretizacion del contorno Susando elementos constantes.

Situando el punto de colocacion x en el nodo i, se obtiene la forma discreta de BIE a partir

de la ecuacion (6). De esta forma resulta

N
) ZZ[gijqj - fij¢j]a parai=1,2,..., N;

=1

N | =

g = j GLyMS(y), f;= j F(x,y)dS(y), paraij=1,2,...,N;

AS, AS,
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donde ¢ y q; (j=1,2,...,N) son los valores nodales de ¢y q en el elemento A (Figura 2),
respectivamente.

Aplicando las condiciones de contorno (2) en cada nodo al sistema de ecuaciones anterior,
y reordenando luego sus columnas para agrupar las incognitas del problema se llega a

Ah=Db, 9)

donde A es la matriz de coeficientes, A el vector que agrupa los valores de ¢y q desconocidos
y b el vector de valores conocidos. La construccion de la matriz A requiere operaciones de
orden cuadratico O(N?) y su espacio de almacenamiento es también O(N?) dado que es una
matriz llena. La solucion del sistema de ecuaciones (7) utilizando eliminacién de Gauss
utiliza operaciones de O(N3). Es por esto el BEM directo, en este enfoque convencional, es en
general lento e ineficiente para problemas de gran escala.

3 EL FAST MULTIPOLE METHOD (FMM)

El método FMM propuesto por Rokhlin (1985) otorga una técnica para calcular
rapidamente el producto matriz vector mencionado en el punto anterior con operaciones de
O(N log(N)) de acuerdo a Aluru (1996). La idea: traducir las interacciones nodo-nodo (o
elemento-elemento) a celda-celda, como se ve en la Figura 3; es decir reemplazar las
interacciones directas z, - z por las expandidas con el método FMM. Las celdas poseen
estructura jerarquica (arbol) donde las mas pequenas (hojas) poseen un nimero especificado
de elementos. En FMM el sistema de ecuaciones se resuelve mediante métodos iterativos
como el GMRES done se utilizan las expansiones multipolo para calcular el producto del lado
izquierdo de (9), es decir el producto matriz por vector prueba (la posible solucion).

4
o
(5]

[ ]
e
»
L ]

Evaluacién utilizando momentos multipolo y expansion local (a la derecha).
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Figura 3: Aceleracion mediante momentos entre particulas distantes (izquierda) y particulas locales (derecha).

3.1 Formulacion del BEM utilizando notacion compleja

Continuando con el ejemplo de potencial en dos dimensiones, se describe en lo que sigue
las expansiones necesarias para el FMM. Se usara notacién compleja por conveniencia, X € y

se reemplazan por zp= X;+iX; y z=Y;Hiy, (i=+—1 ) respectivamente (Figura 4).

SH

>
Figura 4: Notacién compleja y los puntos de las expansiones multipolo.
Considerar primero, la siguiente integral del kernel G de BIE (6)
Jetmamas), (10)
S

donde $ es un subgrupo de Sy esté lejos del punto de colocacion x (Figura 4).
Introduciendo ahora la notacion compleja se escribe

G(x.y) =Re{G(2,2)}, (11)
donde
G(zo,z):—ziln(zo—z). (12)
V4
Asi, la integral en (10) es la parte real de
jG(%,Z)Q(Z)dS(Z)- (13)
S
Analogamente se escribe en forma compleja la integral del kernel F de BIE (6)
[Fao@esa), (14)
S,

donde
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G . , , ,_0dG
F(zo,z):ﬁz(n1 +i)G =n(2)G y G EE' (15)

De esta manera el kernel F(x,y) es la parte real de Re{F(Z,2)} en notacion compleja.

3.2 Conceptos del Fast Multipole Method

Se describen ahora varios conceptos importantes para el método FMBEM:

e Expansién Multipolo (momentos)

Siendo z; un punto cercano al punto de campo z, es decir|z— ZC| 0 |ZO —Z;|, se escribe
1 1 yAl A
G(zy,2)=——In(zy—2)=——|In(zy — z.) +1In| 1 - . 16
(2.2) =~ _In(2~2 M{ (2 - 2) [ ZO_ZCH (16)

i k
Aplicando la siguiente serie de Taylor, In(1-¢) = —Z% , para |g“ | <1, se obtiene
k=1

G(z. 2=~ Y Oz~ 2)lk(z- %), (7
k=0

k -1
donde 1,(2) :%, para k>0; Oy (z)= (k k1).
| VA

, para k=1; y Oy(2) =—In(2). Tener en cuenta

que las derivadas de l1(2) y O(2) satisfacen I’ (2)= l1(2), para k=1; y O’ (2)=-Ok+1(2), para
k>0.

Ahora, la integral de G en (13) se evaltia como

jG(zo,zm(z)dS(z):% _[ D Oz~ 2)lk(z-2) [a2dS(2)
S s L k=0 , (18)
LS
:Ekz_(;ok(z()_zc)lvlk(zc)
donde
Mk(Zc)=J.|k(Z—Zc)Q(Z)dS(Z), (19)

S

son los momentos alrededor de Z., independientes del punto de colocacion 7z, y solo se
necesitan calcular una sola vez.
Considerando al kernel F, recordando la definicion en (15) y usando (17) se obtiene

, 1 X
G =gk20k<zo—zc)lk_l<z—zc>, (20)
=1
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y la integral en (14) queda dada por

[Fao@is@ =Y o -zm@), e
S, k=1
donde
Ne(z) = [ @l (2= 20020, 22)
S

Estos son los momentos de la integral del kernel F, similares a los (19) para la integral del
kernel G. Notar la diferencia en los momentos N, ya que N¢=0.

e Traglacion moment-to-moment (M2M)
Si el punto Z; es movido a - (Figura 4) se aplica la siguiente traslacion

My(z) = j (2~ 2)9(2)dS(2) =jlk(<z— 2)+ (2~ Z)UDA(D) .  (23)
S S,

Usando la formula binomial

n_ C N _m.n-m n_ n! _| N
(a+b) —Z(mJa b  donde (mj_(n—m)!m!_[n—mj’ (24)

m=0

se llega a

M ()= ) I (Ze — )M (%) (25)

k
=0

En esta traslacion M2M hay un niimero finito de términos y se aplica tanto a las integrales
del kernel G como a las del kernel F.

e Expansién Local y Traslacion moment-to-local (M2L)
Sea el punto z_ cercano al punto de colocacion 7y (Figura 4), es decir |Zo - Z|_| O |ZC - Z|_|.
De la expansion multipolo (18), se tiene

f(2)= [ 620 202D = 2 Ol - %Mo) 26)
S, k=0

Para obtener la expresion de la expansion local se expande f(z) alrededor de z usando
series de Taylor

f(z)=Y fO@)(z-2). (27)
1=0

Ahora evaluando la (26) en z_
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[}

N
0@ =0 0L - 2Me(@), (28)
k=0

y reemplazando en (27), se obtiene la expansion local

[o@.2a@as@-Y L@@ -2, 29)
S, 1=0

donde los coeficientes estan dados por la siguiente traslacion M2L.:

J— I -
L) =00 0wz - 2M(@). (30)
k=0

Esta traslacion M2L se aplica también a las integrales del kernel F.

e Tradlacion Local-to-local (L2L)

Si el punto z es movido a z - (Figura 4), se obtiene la siguiente expresion usando la local
expansion (29) anterior:

[s@aa@is0=Y LEn@-2= Y L@ -+ @ -2 61
S, =0 =0

Aplicando la formula binomial (24), se obtiene

[o@2a@ese =Y Lam@-2. 62)
S, =0

donde los coeficientes estan dados por la traslacion L2L:
L@ = D I (@ =2)n(2). (33)
m=l

La traslacion L2L se aplica también a las integrales del kernel F.
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3.3 Algoritmos y procedimientos del FMM

Paso 1. Discretizacion.
Discretizar la frontera Sde la misma manera que en BEM convencional usando elementos
constantes, ver Figura 2.

Paso 2. Determinar la estructura de arbol de la malla.

e Construir un cuadrado que circunscriba el contorno S Este cuadrado es la celda de nivel
[=0 que contiene a todos los elementos de la malla.

Celdas en el nivel 1 Celdas en el nivel 2

3 4 12 13 15 16

__)l..—o-—'——o—'—'—o—m_*_

Celdas en el nivel 3 Celdas en el nivel 4

——0—+—0— T
|46 f 0

|| |
N gquw"“lw R

Figura 5: Construccion de la estructura tipo arbol (Paso 2). Numeracion correlativa de las celdas comenzando
desde la celda 0 en el nivel 0. Las hojas estan sombreadas en gris.

e Dividir la celda de nivel |=0 (celda padre) en 4 cuadrados iguales (cuyo lado mide la
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mitad del de la celda padre). Cuando una de estos nuevos cuadrados contiene al menos un
elemento de la malla se lo considera ‘una celda’ (celda hijo) de nivel |=1. Se dice que un
elemento de contorno pertenece a una celda C si su nodo esta en C. (ver Figura 5)

e Continuar con el proceso, dividiendo ahora las celdas de nivel | para obtener las celdas
de nivel |1=2, y asi sucesivamente hasta que la cantidad de elementos de contorno
pertenecientes a una celda alcance el minimo especificado.

Una celda sin hijos (es decir aquella que contiene la cantidad de elementos minima
especificada) se llama hoja (sombreadas en la Figura 5 y en la Figura 6). Usando este
procedimiento, ilustrado paso a paso en la Figura 5 para el caso en que se especifico la
cantidad minima de elementos por celda igual a uno, se obtiene la estructura de arbol que
se ilustra en la (Figura 6).

11 12
228 29

45|(46

9 ]10§24

Figura 6: Arbol (quad-tree) con las celdas (cuadrados) y elementos del contorno (flechas negras).
Las hojas son las celdas sombreadas en gris, y les corresponde un elemento a cada una.

Paso 3. Calculo de los momentos multipolo (Upward pass)

Calcular los momentos multipolo para todas las celdas. El proceso comienza por las celdas
C hojas usando (19) y (22) y considerando z. como el centro de las celdas C (ver Figura
7a). Luego para las celdas C no-hojas del nivel |, los momentos multipolo se calculan
sumando los momentos multipolo de sus hijos luego de aplicar la traslacion M2M de (25).
La tradacion M2M traslada los momentos desde el centro del hijo de C al centro de C.
Este procedimiento se repite a partir | > 2 incrementando el nivel | (ver Figura 7b).
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Contorno
/ m Punto del campo

e Centro de la celda

N

NN
N\

o Punto de colocacion

NN

e
...
.
...
_____
e
LI
fea

SR
QE=ommD.s

Vit

(a) Calcular los momentos multipolo.

A Momentos multipolo

[ M2M de hijo a padre

(b) Trasladar los momentos multipolo
desde los hijos hasta los padres.

Figura 7: Momentos multipolo y traslacion M2M (Paso 3).

Paso 4. Calculo de los coeficientes de las expansiones |ocal es (Downward pass)

Se definiran unos conceptos importantes primero. Se dice que dos celdas son “adyacentes
en € nivel I’ si ambas estan en el nivel | y comparten al menos un vértice. Dos celdas son
“bien separadas en € nivel 1” si no son adyacentes en el nivel |, pero sus padres lo son en
el nivel |-1. La lista de todas las celdas bien separadas de una celda C en el nivel | se
denomina “lista de interaccion” de C.

Ahora se calcula la expansion local asociada a una celda C. La misma representa la suma
de: (a) las contribuciones de los elementos de contorno en las celdas de la lista de
interaccion de C, y (b) las contribuciones de todos los elementos de contorno en las celdas
que no son adyacentes al padre de C. Las contribuciones (a) se calculan usando la
traslacion M2L (30) (ver Figura 8a) y las contribuciones (b) se hacen trasladando la
expansion local desde el dentro del padre de C al centro de C usando la traslacion L2L
(33) (ver Figura 8b). Este proceso se repite comenzando desde |=2 y aumentando | hasta
llegar a las hojas. En el nivel 2, no existen contribuciones (b) ya que no hay celdas bien
separadas en el nivel 1.
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M2L en nivel 2 L2L de padre a hijo
\ Celda C Celda Pc (padre de la celda C) Celda C

L\ %: ------ m

<L
TeezT 1
PR o ,//// 1’ 1
._a /, // /7 1
ra 7’ ,’ 1
-~ /, / 1
/’ 7 7 1
P e ’ / ]
< Y |
v A / é
’ / I |
s 4 !
/ I L
s s I s -
« J J ’ !
e I
(a) Calcular los coeficientes de la expansion (b) Calcular la contribucion a los coeficientes
local asociada a Pc usando los momentos de la expansion local asociada a la celda C
multipolo asociados a las caldas en la lista de usando los momentos multipolo asociados a
interaccion de Pc y trasladarlos para obtener las celdas en la lista de interaccion de C.

la contribucion a los coeficientes de la
expansion local asociada a la celda C.

La suma de estas contribuciones da el coeficiente
de la expansion local asociado a la celda C.

Figura 8: Traslaciones M2L y L2L (Paso 4).

Paso 5. Evaluacion de lasintegrales en BIE.

Calcular el lado derecho de (6). Las contribuciones de los elementos que pertenecen a la
celda que contiene al punto de colocacion z, y la de los elementos que pertenecen a las
celdas adyacentes a C se calculan como en BEM directo (ver Figura 9a). La contribucion
de todo el resto se hace usando la expansion local (29). Esto se realiza utilizando los
coeficientes de la expansion local calculados en el paso 4 y cambiando en punto de
expansion desde en centro de C al punto de colocacion z, (ver Figura 9b).

Paso 6. Iteraciones de la solucion.

Actualizar el vector desconocido en AA=b correspondiente a la BIE (6) y continuar con el
Paso 3 para la multiplicaciéon matriz vector hasta que la solucidén converja dentro de una
tolerancia dada.
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B Punto del campo
o Punto de colocaciéon

[ N S B

L - L

(a) Evaluacion de la contribucion del (b) Evaluacion de la contribucion de
campo lejano mediante el coeficiente los elementos de contorno en las
de la expansion local. celdas adyacentes mediante calculo

o~ e

La suma de éstas da la contribucion de todos los elementos de contorno.

Figura 9: Evaluacion de la contribucion total (Paso 5).

3.4 Implementacion

A continuacidon se describe la implementacion actual del codigo en Fortran 90 para
resolver problemas de potencial en 2D con Fast Multipole.

La discretizaciéon se hace usando elementos constantes. Las integrales no singulares,
singulares o cercanas a singulares se realizan en forma analitica. El c6digo no hace uso de
integracion numérica en ningun caso. El esquema de calculo tipo matrix-free sigue el
propuesto por de Liu y Nishimura (2006). El programa desarrollado utiliza un resolvedor
iterativo GMRES cuyo codigo fuente se obtuvo de la pagina web netlib
(http://www.netlib.org/). Para el esquema iterativo del resolvedor GMRES se proveen dos
rutinas: una rutina para el producto matriz por vector matvec y otra msolve para calcular la
matriz del pre-condicionador. La primera se realiza utilizando las expansiones multipolo ya
descriptas, donde se produce la reduccion del tiempo de calculo, y la ultima se calcula
evaluando directamente las soluciones fundamentales entre todos los elementos dentro de
cada hoja, generando asi una matriz diagonal bloque. El pre-condicionador es de vital
importancia para la convergencia del método.
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4 RESULTADOS

Se desarrollo un codigo para problemas de potencial estacionario en dos dimensiones
usando Fortran 90 y considerando su futura paralelizacion. Esta implementacion es validada y
calibrada usando un caso de aplicacion que consisten en el estudio del campo de temperaturas
en un solido bidimensional con multiples agujeros. La geometria del solido es una placa
cuadrada con un arreglo ordenado de 10 x 10 agujeros y condiciones de contorno 0°C y 100°C
en sus lados inferior y superior respectivamente. El perfil térmico obtenido se puede ver en la
Figura 10.

Temperature

Joor
Q00000000 O|

Q000000000 ki
QOO0O0OOQOO| i

]

[ Confouor Fill of Temperature. | m

Figura 10: Perfil térmico obtenido para la placa con agujeros.

4.1 Validacion

La validacion se realiza comparando los resultados de la soluciéon por FMBEM con los
obtenidos utilizando una formulacion directa de BEM para el mismo problema.

El primer paso consiste en determinar el nimero de elementos requeridos para el BEM
directo en un estudio de convergencia (Figura 11), una malla de 4400 elementos resulta
adecuada.

Se mide, luego, la calidad (menor energia almacenada) de la solucion para FMBEM
utilizando siempre la misma malla de 4400 elementos. Al aumentar el numero de elementos
por celda se llega a un valor idéntico de energia que el del método directo, como se ve en la
Figura 11.

4.2 Calibracion

El proceso de calibracion comprende la determinacion de los parametros cantidad de
elementos por celda, nimero de términos en las expansiones y tolerancia del resolvedor
iterativo. El primer parametro involucra directamente al tamafio de la celda y la cantidad de
vecinos cercanos que un elemento posee; este mostrd ser el mas sensible con la calidad y el
tiempo de solucion como puede verse en la Figura 12. El valor del error (comparado con la
solucion por BEM directo en cada nodo) es la media de toda la placa y las barras de error
representan la dispersion con respecto a la media. Para mas de 10 elementos por celda el error
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relativo se reduce notablemente y su dispersion casi desaparece. Se observa un incremento en
el tiempo de CPU al pasar de 200 elementos por celda ya que el nimero de vecinos cercanos
(donde se utiliza integracion directa como en BEM) es tan grande que el método se convierte
en un BEM directo (imaginemos como extremo una Unica celda conteniendo a todos los
elementos).

Finalmente la Figura 13 muestra el speed-up del FMBEM frente a BEM directo

5300 : T

T T T T T
SO
—HB— BEM directo
[ |
5250 —O— FMBEM i
5200 .
K] mas elementos
o n por celda
g
) 5150 -
5100 4 .\5z¥ |
I >10 Ll
5050 . ; . ; . I . I
o] 2000 4000 6000 8000

numero de elementos

Figura 11: Energia almacenada en funcion del nimero de elementos.

400

T T T T T T T T
60 - I
¢ 350
40 - - 300
8
250
o 20 m
2 L =
© 200 &
© 0 - - - o = =k
- 04 o == =) =) j=a td )
5 e—© | ;T
E o) 3
(-
® -204 L 100 £
2
4 . r )
a0 50
1 -0
-60 —

3 5 10 20 60 200 400 600

elementos por celda

Figura 12: Error relativo y tiempo de CPU vs. elementos por celda para la malla de 4400 elementos.
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700 . ; . ; . ; : . :
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600 © BEMdirecto ji i
» FMBEM i
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> .
@ K4
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o 30| Y .
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Figura 13: Comparacion del tiempo de CPU usado por BEM directo y FMBEM.

5 CONCLUSIONES

En el presente trabajo se implement6 el método de los Elementos de Contorno acelerado
con el Fast Multipole Method para problemas de potencial en dos dimensiones. Observando
el tiempo de CPU usado por ambos BEM y FMBEM, se percibe la amplia ventaja de su
utilizacion y la puerta que este Gltimo abre hacia problemas de mayor tamafio. De los estudios
de validacion y calibracion, observando las figuras de error y tiempo vs. elementos por celda
se manifiesta la existencia de un rango Optimo donde la calidad de solucion no va en
desmedro del tiempo de ejecucion. La calidad de la solucion por FMBEM puede mejorarse
utilizando elementos de mayor orden, pero esto pude no ser del todo ventajoso para la
eficiencia en problemas de mayor escala, ya que el codigo utiliza integracion analitica en
todas las integrales (singulares y no singulares).
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