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Resumen. Los dispositivos piezoeléctricos polarizados con electrodos interdigitales presentan un
alto nivel de acoplamiento electromecéanico, ya que la disposicion y topologia de los electrodos
permiten que la direccion principal de polarizacion coincida con la direccién axial de las fibras
piezoeléctricas. Esta es una de las razones por las que los nombrados dispositivos han sido objeto de
numerosos trabajos de investigacion en la Gltima década. Otras caracteristicas estan relacionadas
con la resistencia al dafio, alta anisotropia y elevada capacidad para alojarse en estructuras de forma
compleja.

En este trabajo se estudia el caso de micro generadores de energia eléctrica basados en la
disposicion de dispositivos piezoeléctricos del descrito anteriormente en estructuras, que se sabe,
estaran sometidas a importantes niveles de vibraciones durante su vida de servicio.

A partir del modelo matematico del sistema se obtienen las ecuaciones de elementos finitos y se
introduce el efecto de la red eléctrica conectada a los electrodos de los dispositivos piezoeléctricos.
Al realizar las transformaciones a las ecuaciones originales se obtienen las mismas en el espacio de
estados, con lo que se estudian las variaciones de amortiguamiento, frecuencias naturales y potencia
disipada en funcion de los valores de resistencia eléctrica.
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1. INTRODUCCION

Ciertos materiales piezoeléctricos exhiben importantes niveles de acoplamiento
electromecéanico, lo cual resulta de gran utilidad en aplicaciones como control de
vibraciones, microposicionamiento y microgeneracion de energia eléctrica. Esta Gltima
aplicacion hace uso del efecto piezoeléctrico directo, es decir la aparicién de cargas
eléctricas en las superficies del material como consecuencia de la distorsién del mismo
(Lesieutre et al. 2004).

En una estructura dotada de dispositivos piezoeléctricos, la conexion de un circuito
disipativo (resistivo) o un circuito que transfiera la energia a una bateria, produce,
necesariamente, un amortiguamiento de las vibraciones mecanicas, (Lesieutre et al. 2004).
Numerosos autores han investigado el tema de amortiguamiento producido por la
disipacion de energia en una red eléctrica pasiva conectada a dispositivos y laminados
piezoeléctricos. Hagood y Flotow (1991), analizaron el efecto de conectar resistencias e
inductores a los terminales de dispositivos piezoeléctricos adheridos a una viga en voladizo,
observaron que el efecto producido por la conexion de las resistencias era de naturaleza
similar a la presencia de un material viscoeldstico. Saravanos (1999) analiz6 el
amortiguamiento en placas laminadas y la variacion del mismo con el valor de resistencia
eléctrica.

En los ultimos diez afios ha surgido la idea de “captar” energia del entorno de operacién
de ciertas maquinas y mecanismos para transformarla en energia eléctrica y alimentar
dispositivos de monitoreo, cuando éstos operan en ambientes remotos 0 cuando se
encuentran completamente aislados del medio externo (Williams and Yates, 1996;
Chandrakasan et al. 1999; Lu et al. 2004) .

El presente articulo presenta el analisis numérico de un sistema micro generador de
energia eléctrica que aprovecha las vibraciones impuestas o inducidas por el entorno. El
sistema esta compuesto por una estructura flexible de tipo cajon cerrado de paredes
delgadas con rigidizadores longitudinales en cuyo recubrimiento se encuentran adheridos
parches piezoeléctricos polarizados con electrodos interdigitales, del tipo utilizado en
control activo de vibraciones, (Guennam y Luccioni 2006). Usando el método de elementos
finitos, el concepto de espacio de estado y la resolucion de las ecuaciones con herramientas
numericas del paquete Matlab, se evallan las caracteristicas del conjunto. Se evaltan y
cuantifican, en el dominio del tiempo y la frecuencia, la energia eléctrica generada, los
desplazamientos y los niveles de amortiguamiento experimentados por la estructura.

2. ANALISIS DEL SISTEMA

Las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de la estructura analizada,
se resuelven utilizando el método de elementos finitos. En la literatura se encuentra una
gran cantidad de trabajos que abordan el analisis del continuo piezoeléctrico con el método
de elementos finitos y numerosos elementos han sido propuestos, Benjeddou (2000)
presenta un estudio sobre los avances y tendencias en formulaciones y aplicaciones del
método de elementos finitos destinados a la modelacion de estructuras que utilizan
materiales piezoeléctricos.
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Teniendo en cuenta la presencia de grados de libertad mecanicos y eléctricos, la
ecuacion matricial de elementos finitos que plantea el equilibrio dinamico del problema
acoplado, puede expresarse de la siguiente manera:

{[M ] 0} {{dm }}{[Cmm] OH{ }}{[K n] (K ]H{ m}} {{Fm }}
. ) (1)
o ofld) L o oflid)) LIKal [KelJla)) LR
Donde {q,} y {g.} son, respectivamente, los vectores de desplazamientos mecéanicos y
potenciales eléctricos nodales. [M ]y [C,,,] son las matrices de masa y amortiguamiento

respectivamente y [K,.], [K,.] v [K..] son las matrices de rigidez mecanica, de
acoplamiento electromecénico y dieléctrica respectivamente.

Para la resolucion de las ecuaciones dindmicas que surgen del planteo del problema, se
puede emplear el concepto de estado. Asi, la ecuacion (1) puede reestructurarse de manera
tal de obtener la equivalente ecuacion de estado del sistema en la forma convencional
siguiente:

()} = [Alix()}+ [B]lu(t)) 2
ty(®); =[C]{x()}+ [P]{u(®)}

Donde {x(t)} es el vector de estado, {u(t)} es el vector de entrada e {y(t)}el vector salida
del sistema. Por otra parte, [A] es la matriz del sistema y [B] la de entrada del sistema,
mientras que [C] y [D] son las de salida.

Para obtener las matrices del sistema y de entrada, resulta conveniente realizar una
particion de la ecuacion (1) en término de grados de libertad libres y prescriptos, tanto
mecanicos como eléctricos, con lo cual se obtiene la ecuacion (3), donde los subindices my
e indican grados de libertad mecénicos y eléctricos respectivamente y |y p libres y
prescriptos.

i) o [ma] olflan)) [les] o [ek] o]fin)
o o o ol oooo{q;}+

] o [mz] ol (lea] o [ez] ofliaz)

o o o oflie] Lo 0 o o] ®
k] ke] ke ] ke (1R

ko] [ke] kel kel et _ R

kel [ka] k] [kez]laz)[ iR

kel kel kel kellae) L)

Una vez obtenidas las ecuaciones acopladas y realizada la particion de las ecuaciones, se
afiaden las ecuaciones impuestas por la presencia de los elementos eléctricos. Finalmente,
mediante una reestructuracién de ecuaciones se obtienen las ecuaciones en el espacio de
estados para el presente caso.
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El potencial eléctrico permanece libre en correspondencia con los grados de libertad
eléctricos a los que se conecta el circuito. Desarrollando las dos primeras ecuaciones

resulta:
i i o o o
= {Fa )= [m. Jaz 1ok, fae ) [« fae) - (k2 fae )
k2 ot Ik = - k2 e 2 e ©)

Agrupando los segundos miembros en un vector y renombrando las matrices y vectores
correspondientes a grados de libertad libres se pueden escribir las dos primeras ecuaciones
de la siguiente manera:

Mu+Cu+Ku+K,,,,V=F (6)

Piezo
Ko ' U+ KoV =Q (7

Piezo

Donde
M =[mp,]

c=[ch,]

K=[K" ]
s
Kow = [K2]
u=1a,}
~{a!}

Y ademas:

-loi. Jae - [t Hog }- [ fae | ©
Q=1{F!j- [k for }- [« for (10)

La corriente eléctrica es:

,_ 4

dt (11)

Ecuacion del circuito eléctrico compuesto de una resistencia y una inductancia en serie
(circuito LR serie):

V =RJ+LJ (12)
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J=RWV -R*LJ (13)
Planteando la derivada de (7) y reemplazando en ella la ecuacion (13) resulta:

K U+ KoV =RV +R*LI =0 (14)

Piezo

Se puede expresar (6), (10) y (12) en una sola ecuacion matricial:

M Oaxa Oaxb Oaxb U C K KPiezo Oaxb U F
Oaxa Iaxa Oaxb Oaxb u - I Oaxa Oaxb Oaxb u O
a Wt T ) = (15)
bxa Obxa KDieI R™L V KPiezo Obxa -R Obxb \ 0
Obxa Obxa Obxb -L J Obxa Obxa beb -R|[J 0
Por consiguiente la matriz A y B resultan:
M Oaxa Oaxb Oaxb B C K K Piezo Oaxb
0 | 0 0 —1 0 0 0
[A] —_ axa axa axb i>l<b % . axa axkil axb (16)
Obxa Obxa KDieI R™L KPiezo Obxa -R Obxb
Obxa 0b><a Obxb - L Obxa Obxa beb - R
M Oaxa Oaxb Oaxb N
0 | 0 0
[B] — axa axa axb i;b (17)
bxa Obxa KDieI R L
Obxa Obxa Obxb -L

Las matrices de salida se construyen segun la salida deseada. En el caso mas simple y en
el que se desee conservar todo el vector de estado como salida se tratard de una matriz
identidad.

Con el sistema replanteado en el espacio de estados resulta comodo evaluar, en funcién
de los valores de resistencia eléctrica, el movimiento de los polos del sistema en el plano
complejo (lugar de raices), la respuesta dinamica en estado estacionario en el dominio de la
frecuencia y la respuesta temporal.

Caracteristicas modales:

Planteando la transformada de Laplace de la ecuacion de estado se obtiene:

sX(s)=[A]X(s)+[BL(s) (18)

Por lo tanto la transformada de Laplace del estado resulta:

X(s)=(s[1]-[A])"[B]U(s) (19)
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Por otra parte, la transformada de Laplace de la salida del sistema est4d dada por la
siguiente expresion:

tr(s)i=[Clix(s)} (20)

Reemplazando se obtiene una expresion que relaciona entrada con salida a través de un
operador matricial, el mismo recibe el nombre de funcion de transferencia.

Y(s)=[Cl(s[1]-[A])*[B]u(s) (21)

Teniendo en cuenta que:

sl-[a)- A @

la funcion de transferencia entre entrada salida, finalmente resulta:

Adj(s[1]-[A)]
Frrans (s)= [C]D;[(S[IHA]) [B]

La ecuacion caracteristica del sistema se obtiene igualando a cero el denominador, es
decir:

(23)

Det(s[1]-[A]

Los valores de s que satisfacen la ecuacién caracteristica (24) son los polos del sistema.
Si todos los parametros, excepto el valor de la resistencia eléctrica, se mantienen
inalterados, se pueden graficar el lugar geométrico del movimiento de s(R) en el plano

0 (24)

complejo. En base a las raices complejas s, se pueden obtener las frecuencias naturales “

y los factores de amortiguamiento modales °» mediante las siguientes expresiones:

Re(s,
o, =[s,| ¥ gn=—ag) (25)

n
Respuesta en frecuencia:

Al excitar la estructura con una sefial arménica de frecuencia variable dada por la
expresion:

u(t)=U e’ (26)

se obtiene la funcion de transferencia entre la entrada y la salida y se observa la
respuesta en estado estacionario, también, para diferentes valores de la resistencia eléctrica.
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Superado el régimen transitorio, la respuesta del sistema, o sea el vector de estado
valdra:

x(t)=[H,, e (27)
La matriz [H , ] relaciona el estado del sistema con la entrada U  en estado estacionario.
La derivada del vector de estado sera:
X(t)=jo[H,Jue" (28)
En régimen permanente se tiene:
jo[H,pe =[A]lH,Jue™ +[BJue™ (29)
Por lo tanto:
[H,u]=(jelt]-[A]*[B] (30)

De igual manera, se pueden obtener matrices de respuesta en frecuencia de la salida del
sistema:

H,.]=[cIH..] (31)

3. DESCRIPCION DE LA ESTRUCTURA ANALIZADA

Se trata de una estructura de tipo cajon cerrado, mono-celda, con rigidizadores
longitudinales y costillas. En el recubrimiento se disponen parches piezoeléctricos.
orientados a +/-45°. La figura 1 detalla la geometria del sistema estudiado, donde se pueden
observar los dispositivos de fibras piezoeléctricas adheridos a la piel del cajon. Se disponen
los mismos de manera tal de maximizar el aprovechamiento de la energia contenida en las
vibraciones torsionales de la estructura.
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Figura 1: Estructura analizada.

Cada parche piezoeléctrico independiente posee dos terminales eléctricos que se
conectan internamente a los electrodos interdigitales. Un terminal de cada parche se
conecta a tierra mientras los restantes a resistencias que finalmente se conectan también a
tierra. En los desarrollos de las ecuaciones se considero el caso general de circuitoinductivo
resistivo (LR), sin embargo en el siguiente trabajo se considera solo una red pasiva resistiva
pura.

En la zona activa, se emplean elementos de membrana piezoeléctrica en los que el
campo eléctrico yace en el plano de los mismos(Guennam y Luccioni 2007). Las costillas y
demés zonas pasivas se modelan con elementos de cascara convencionales. Finalmente,
para los rigidizadores se emplean elementos de barra axiales. En la tabla 1 se detallan las
propiedades materiales de la cerdmica y la resina del dispositivo piezoeléctrico empleado.

Propiedades electromecanicas de la cerdmica PZT-5H

Elastica (GPa)

Cu Ci Ca Ca1 Ca Ca3 Cas Css Ces
130.6 85.66 135.8 88.3 90.42 121.3 23.47 22.99 22.99
Piezoeléctrica (C/m?) Dieléctrica (x 10° F/m)
€15 €26 €31 €32 €33
17.03 17.06 -6.9 7.07 22.9 1.27 1.27 1.51
Densidad (Kg/m®)
7740
Propiedades electromecanicas de la resina Epoxy
Elastica(Gpa)
Ciu=Cx»n=C33=8.0 C1p=C13=Cp=8.0
Dieléctrica (x 10 F/m) Densidad (Kg/m°)
1.51 900

Tabla 1: Propiedades electromecénicas de la ceramica piezoeléctrica.
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Los rigidizadores, costillas y largueros estan construidos con aluminio cuyas
propiedades mecéanicas se detallan en la tabla 2.

Modulo Elastico (Gpa)
71.0
Madulo de Poisson
0.33
Densidad (Kg/m®)
2713

Tabla 2; Propiedades mecanicas del aluminio.

En la figura 2 se detalla el elemento de membrana piezoeléctrica utilizado para modelar
la zona activa, (Guennam y Luccioni, 2007). El elemento posee un solo grado de libertad
eléctrico y el campo eléctrico corre paralelo a las fibras piezoeléctricas.

Un GDL eléctrco
NOJO 4 infemo a.}=9

e3local'ﬁ eZJOCGJ

I‘"\,‘I € fibra
/ oo O 2 o

Nodo 1 \‘\ Nodo 2 Iefigioba[

Nodo 3
u

Tres GDL mecdnicos
=4V
por nodo ﬁ’" }

w

el local \

N
Y

e A \*--.‘_
. L ) lglobal .~ ~ 62 lobal
Campo eléctrico dlineado e A -8loba

con las fibras piezoeléctricas

Figura 2: Elemento finito de membrana piezoeléctrica con el campo eléctrico contenido en su plano y un
grado de libertad eléctrico interno.

La malla de elementos finitos se muestra en la figura 3. En la misma se muestran los
nodos retenidos durante el proceso de condensacién de los grados de libertad mecanicos.
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Figura 7: Potencia disipada en funcion de la resistencia eléctrica. Excitacion torsional.

La variacion de la potencia generada en funcion de la frecuencia de excitacion y
resistencia eléctrica conectada a los electrodos puede observarse en la figura 6 para

excitacion flexional y figura 7 para excitacion torsional
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Figura 8: Respuesta temporal ante una momento torsor aplicado en el extremo libre modulado por una sefial

impulsiva.

2082



La relacion entre la potencia generada y la amplitud de las oscilaciones puede verse,
para un valor de resistencias de 2000€2, en la figura 9, mientras que la figura 10 presenta la
respuesta para valores de resistencias de 20000Q2. En ambos casos, la excitacion es una
cupla aplicada en el extremo en forma de escalén de 0.5 segundos de duracién y valor 13.4
Nm.

Resistencia = 2000 Q x 10°

Potencia Disipada (W)

Desplazamiento punto A (m)

|

|

|

|
0.6 0.8 1 1.2 1.4
Tiempo (seg)

Figura 9: Respuesta temporal ante una momento torsor aplicado en el extremo libre modulado por una cupla
de 0.5 duracion.

x10° Resistencia = 20000 Q) x 10*
2 ——— —— — ——— " ————
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
15— — — — — |- — === 4= - - - —— ==~ 7
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
L= = 1= = = = = B - - — - - ———— 6
— | | | | |
£ | | | | |
Z | | | | | s
o5 — — — — — - ——— B iy [ — 5
2 | | | | | =
s | | | | | =t
o | | | | | S
g of -+ e - 4 5
© | | | | | I
‘E | | | | | o
g | | | | |
S -05F — - — — — - ——— T iy [ — 3
=y | | | | |
3 | | | | |
[a] | | | | |
Kl NS T RN [N e [ 2
| | | | |
| | | | |
| | | | |
A58 - — — — - - — - — = RN S R - - — — 4 1
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
2 . . . . . . 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Tiempo (seg)

Figura 10: Respuesta temporal ante una momento torsor aplicado en el extremo libre modulado por una cupla
de 0.5 segundos de duracion.

2983



5. CONCLUSIONES

En este trabajo se evalla numéricamente el comportamiento de un sistema
microgenerador de energia eléctrica basado en dispositivos piezoeléctricos. montados en
una estructura tipo cajon cerrado de paredes delgadas. El sistema aprovecha la energia
mecénica que recibe del medio y al transformarla en energia eléctrica se produce en la
estructura un amortiguamiento que se puede evaluar utilizando las herramientas numéricas
descriptas.

La potencia extraida por la red eléctrica depende fuertemente de los valores de
resistencia eléctrica de la misma. Los resultados obtenidos guardan concordancia con los
presentados por otros autores para el caso de placas con laminados piezoeléctricos. La
energia mecanica extraida del medio podria ser empleada para generar energia eléctrica en
pequefias escalas, lo que actualmente constituye un campo activo de investigacion.
Simultaneamente la red pasiva, contribuye a reducir las amplitudes des de las vibraciones
mecanicas del sistema.
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