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Resumen.Los trenes de engranajes son utilizados masivamente en sistemas de transmisión de poten-
cia mećanica. Aun cuando las carcasas y los ejes utilizados son generalmente muy rı́gidos, cuando se
aplican torques y fuerzas externas sobre el tren de engranajes todos sus componentes sufren pequeñas
deformaciones. Para mejorar los resultados de los análisis nuḿericos, deben considerarse estas defor-
maciones y sus efectos en el contacto entre engranajes. Este trabajo presenta un elemento de engranaje
modificado para modelar el efecto de desalineaciones y desplazamientos de ejes sobre la cinemática
del mecanismo y los esfuerzos transmitidos. Teniendo en cuenta el efecto de asentamiento que se logra
luego de las etapas iniciales de marcha, se comparan modelos teóricos y emṕıricos para describir los
perfiles de presiones de contacto que resultan de la desalineación entre ruedas dentadas. El efecto de
las modificaciones introducidas se describe en algunos casos de ejemplo. Finalmente se detallan algunas
conclusiones y oportunidades de mejora para la formulación implementada.
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1. INTRODUCCI ÓN

El ańalisis dińamico de trenes de engranajes ha sido objeto de múltiples estudios durante
las últimas d́ecadas (Gregory et al.(1963); Kubo et al.(1972); Özg̈uven and Houser(1988);
Rama Mohana Rao and Muthuveerappan(1993); Vedmar and Henriksson(1998); Ajmi and
Velex (2005)). Los modelos mateḿaticos utilizados van desde sistemas con unúnico grado
de libertad hasta modelos 3D. El análisis 3D del contacto entre dientes de engranajes tiene
un costo computacional demasiado alto para su implementación en programas multipropósito
para ańalisis de mecanismos flexibles, donde los engranajes deben ser modelados como juntas
flexibles capaces de representar el movimiento tridimensional de los engranajes teniendo en
cuenta los efectos elásticos, de amortiguamiento, fricción, etc. (Cardona(1995, 1997)).

La importancia de la desalineación y los errores de transmisión en la generación de vibra-
ciones, ruido y sobrecargas dinámicas en este tipo de mecanismos ha sido reconocida desde hace
mucho tiempo por los constructores de máquinas. El objetivo de este trabajo es incluir el efecto
de la desalineación y el cambio de la distancia entre centros en la formulación del elemento de
engranaje desarrollada porCardona(1995, 1997), para el caso de engranajes cilindricos.

La seccíon2 es dedicada al análisis de variaciones en el huelgo circunferencial y losángulos
de presíon y de helice. En la sección 3 se analizan los momentos adicionales que aparecen
debido a la desalineación de los ejes. La sección 4 muestra algunos resultados sobre modelos
de ensayo. Finalmente, en la sección5 se presentan algunas conclusiones y futuros desarrollos.

2. VARIACIONES DE HUELGO CIRCUNFERENCIAL, ÁNGULOS DE PRESIÓN Y
HÉLICE

En el dentado de evolvente, elángulo de presión se define como elángulo entre la lı́nea tan-
gente a ambos circulos base y una perpendicular a la lı́nea que conecta los centros de las ruedas
dentadas. Como se muestra en la figura1, siendo constantes los radios de ambos circulos base,
las variaciones en la distancia entre centros producen una variación en eĺangulo de presión, que
puede expresarse como:

cos α0

cos α
=

a

a0

(1)

dondeα0 y a0 son elángulo de presión y la distancia entre centros nominales, siendoα y a sus
valores instant́aneos.

En engranajes helicoidales, elángulo de h́elice efectivo cambia con la distancia entre centros,
como se muestra esquemáticamente en la figura2. La relacíon entre ambos parámetros puede
expresarse como :

tan β0

tan β
=

a0

a
(2)

dondeβ0 es elángulo de h́elice nominal yβ es el valor instantáneo deĺangulo de h́elice.
Otro efecto producido por la modificación en la distancia entre centros es la variación del

huelgo cincunferencial entre dientes. Definiendog0 como el huelgo nominal (o de diseño), el
huelgo efectivog resulta:

g = g0 + πm

(
a

a0

− 1

)
+ 2ax (inv α0 − inv α) (3)

donde (inv) representa a la función evolvente ym es el ḿodulo del dentado.
La distancia nominal entre centros se calcula como la suma de los radios primitivos de ambas

ruedas dentadasa0 = rpA + rpB. La distancia instantánea entre centrosa puede calcularse
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Figura 1:Variación delángulo de presión

Figura 2:Variación delángulo de h́elice
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en t́erminos de las posiciones de los centros (grados de libertad explı́citos del elemento de
engranaje). Como las variaciones deángulo son afectadas solamente por la componente radial
del desplazamiento (y no por su componente axial), la distancia entre centros es proyectada
sobre los ejesµ”

2 y ξ”
2 (figura3 ).

Para calcular las fuerzas internas, el elemento de engranaje modificado utiliza las expresiones
desarrolladas porCardona(1995, 1997), incluyendo lośangulos efectivos calculados con las
ecuaciones (1) y (2).

Figura 3:Sistemas de referencia locales

3. MOMENTOS ADICIONALES DEBIDOS A LA DESALINEACI ÓN

En engranajes ideales, la presión de contacto entre dientes se distribuye uniformemente a
lo largo del ancho de los mismos. Aún cuando se consideren efectos de borde, en ausencia de
desalineaciones la presión de contacto se distribuye simétricamente respecto del plano medio
de las ruedas, y no existen momentos actuando en el punto de contacto teórico entre las ruedas
dentadas.

En presencia de desalineaciones –debidas a flexión de losárboles, desplazamientos de los
apoyos, errores de fabricación, etc.– la presión de contacto se distribuye asimétricamente re-
specto del plano medio de la rueda. Dependiendo de la fuerza de contacto, la rigidez de los
dientes y la desalineación, el area de contacto puede cubrir todo el ancho del diente o solo una
parte del mismo.

Este efecto es considerado en normas internacionales comoISO 6336-1:1996(1986) y AN-
SI/AGMA 2001-C95(1995). La norma ISO utiliza un ḿetodo simplificado consistente en
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Figura 4:Definiciones de lośangulos de h́elice y cono

suponer una distribución lineal de la presión de contacto. Este ḿetodo no toma en cuenta el
efecto del desgaste durante las primeras etapas del rodaje (al que llamaremos asentamiento).

Como es sugerido por ESDU (ESDU 88033(1988)), una mejor aproximación a la distribu-
ción real de presiones de contacto es la definida porNiemann(1973), que asume una distribu-
ción parab́olica e identifica dos casos, uno con contacto en todo el ancho del diente (asociado a
altas cargas, pequeñas desalineaciones y baja rigidez de los dientes), y otro con contacto parcial
(asociado con bajas cargas, grandes desalineaciones y alta rigidez de los dientes).

3.1. Contacto parcial

La distribucíon de presiones se describe como (Niemann(1973)):

p = pmax



1−

[
x + b

2

bc

]3


 (4)

dondep es la presíon de contacto,b el ancho total del diente,bc el ancho de contacto yx la
posicíon a lo largo del ancho del diente.

El ancho de contacto resulta:

bc =

√
4Pb

3ϕk
(5)

siendoP la fuerza total de contacto,ϕ el ángulo de desalineación yk la rigidez del diente.
La integracíon de la ecuación (4) a lo largo del ancho de contacto da como resultado la

fuerza total de contacto, mientras que integrando la expresiónpx sobre el ancho de contacto se
obtiene el momento adicionalM generado por el desplazamiento axial de la fuerza de contacto
resultante:
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Figura 5:Distribución de presiones con contacto parcial

Figura 6:Distribución de presiones con contacto total
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3.2. Contacto total

La distribucíon de presiones es descripta por (Niemann(1973)):

p = pmax


1−

(
x + b

2

b

)3

 + pmin

(
x + b

2

b

)3

(6)

Como en el caso de contacto parcial, integrando la ecuación (6) sobre el ancho del diente obten-
emos la fuerza total de contactoP , e integrandopx sobre el ancho del diente calculamos el
momentoM generado por el desplazamiento axial de la fuerza de contacto resultante:

3.3. Casos de desplazamiento de la fuerza resultante

El sentido del desplazamiento de la fuerza de contacto resultante es función del signo de
la desalineación y del sentido de la fuerza de contacto entre dientes (o del signo del torque
aplicado al par de ruedas dentadas).

Las figuras12 y 18, incluidas en la sección 4, muestran un ańalisis del desplazamiento de la
fuerza de contacto resultante en función de estos parámetros.

4. EJEMPLOS

4.1. Engranajes exteriores

4.1.1. Definicíon del modelo

X Y

Z

N10/N11

N30/N31

N20

N40/N41

N60/61

N50

Figura 7:Modelo para ańalisis de engranajes exteriores

Para analizar el comportamiento del elemento de engranaje modificado, se utilizó el modelo
descripto en la figura7 .

Se utilizaron elementos rı́gidos para modelar lośarboles, para obtener desalineaciones entre
ruedas controladas, que solo dependan del desplazamiento del extremo de dichosárboles. En-
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Nodo x y z
10/11/12 0.000 0.000 0

20 0.000 0.020 0
30/31 0.000 0.040 0

40/41/42 0.075 0.000 0
50 0.075 0.020 0

60/61 0.075 0.020 0

Tabla 1:Coordenadas nodales

Elemento Tipo Nodos
1 RIGID 10/20
2 RIGID 20/30
5 RIGID 40/50
6 RIGID 50/60
11 HINGE 11/10/12
31 HINGE 31/30
41 HINGE 41/40/42
61 HINGE 61/60
91 GEAR 20/50

Tabla 2:Definición de elementos

tre los nodos centrales de cadaárbol se definío un elemento de engranaje. Los parámetros de
definición de nodos y elementos se listan en los cuadros1, 2 y 3.

Se realiźo un ańalisis estacionario, por lo que el tiempo se indica al solo efecto de identificar
los diversos instantes en la evolución del ańalisis.

4.1.2. Cargas aplicadas y desplazamientos prescritos

En el instante 0, los engranajes estan ubicados en sus posiciones nominales, sin carga apli-
cada.

Entre los tiempos 0 y 0.1, se aplica una rotación de 1 radian sobre el primer arbol (elemento
hinge 11) y un torque de -1000 [Nm] sobre el segundo arbol (elemento hinge 41).

Entre 0.1 y 0.2, la distancia entre centros se incrementa 1 mm (desplazando los nodos 41
y 61 en la direccíon X positiva), y el segundo engranaje se desplaza 2 mm sobre el eje de su
árbol (desplazando los nodos 41 y 61 en dirección Y positiva). Entre los tiempos 0.2 y 0.3 los
nodos 41 y 61 regresan a sus posiciones originales, y la distancia entre centros recupera su valor
nominal.

Entre 0.3 y 0.4 se impone una desalineación desplazando 1 mm en la direcciónZ positiva al

Paŕametro Valor Paŕametro Valor
Número de dientes ZA 20 Número de dientes ZB 10

Módulo normal M 0.004698 Angulo de presíon nominal PALP 20
Rigidez del diente KR 1.E8 Ancho del diente TTOOTH 0.020

Angulo de h́elice HELA 20 Angulo de h́elice HELB -20
Huelgo nominal GAP 0.00005 Angulo de cono CONA / CONB 0

Tabla 3:Paŕametros del elemento de engranaje
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nodo 61.
Entre 0.4 y 0.5 el momento aplicado al segundoárbol cambia a -100 [Nm], alcanzando un

valor de +1000 [Nm] en el instante 0.6.
Entre los tiempos 0.6 y 0.8 se invierte el sentido de la desalineación, desplazando 1 mm en

la direccíonZ negativa al nodo 61.
Entre 0.8 y 0.9 el torque sobre el segundoárbol se reduce a 100, pasando a un valor de -1000

[Nm] al final del ańalisis.
Finalmente, entre los tiempos 0.9 y 0.95 la rotación impuesta al primeŕarbol retorna a cero,

manteniendo este valor hasta el final del análisis.
La figura8 muestra la evolución de cargas y desplazamientos impuestos.

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.4

0.8

1.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Q20

-1000

-500

0

500

1000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Mt42

V =V41 61

W61

Torque

Displacements

U =U41 61

Rotation

Figura 8:Dentado exterior: Evolución de cargas y desplazamientos impuestos

4.1.3. Resultados

La figura9 muestra la variación delángulo de presión α, el ángulo de h́eliceβ, y el huelgo
circunferencial durante el análisis.

La figura 10 representa la evolución del ángulo de desalineación, el ancho de contacto y
el momento adicional en los nodos del elemento de engranaje debidas a la variación en la
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Figura 9:Dentado exterior: Evolución deángulos de presión, h́elice y huelgo
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distribucíon de las presiones de contacto sobre los dientes (desplazamiento de la fuerza de
contacto resultante).
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Figura 10:Dentado exterior: Evolución delángulo de desalineación, ancho de contacto y momento adicional

La figura11 describe la evolución de las cargas sobre los extremos de cada eje. La figura
12 esquematiza el desplazamiento y la dirección de la fuerza de contacto resultante en diversas
etapas del proceso.
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Figura 11:Dentado exterior: Evolución de fuerzas en los extremos de losárboles
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Figura 12:Dentado exterior: Evolución de la fuerza de contacto resultante durante el proceso de carga
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4.2. Engranajes interiores

4.2.1. Definicíon del modelo

X Y

Z

N10/N11

N30/N31

N20

N40/N41

N60/61

N50

Figura 13:Modelo para ańalisis de engranajes interiores

Para analizar el comportamiento del elemento de engranaje con dentado interno, se utilizó el
modelo descripto en la figura13. Los datos de nodos y elementos son listados en los cuadros4,
5 y 6.

Nodo x y z
10/11/12 0.000 0.000 0

20 0.000 0.020 0
30/31 0.000 0.040 0

40/41/42 0.025 0.000 0
50 0.025 0.020 0

60/61 0.025 0.020 0

Tabla 4:Coordenadas nodales

4.2.2. Cargas aplicadas y desplazamientos prescritos

La evolucíon de los desplazamientos y cargas impuestas, mostrada en la figura14es similar
al ejemplo de engranajes exteriores, excepto por la dirección del desplazamientoX entre los
instantes 0.1 y 0.3, porque se impone un desplazamientoX negativo a los nodos 41 y 61 para
modelar un incremento en la distancia entre centros.
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Elemento Tipo Nodos
1 RIGID 10/20
2 RIGID 20/30
5 RIGID 40/50
6 RIGID 50/60
11 HINGE 11/10/12
31 HINGE 31/30
41 HINGE 41/40/42
61 HINGE 61/60
91 GEAR 20/50

Tabla 5:Definición de elementos

Paŕametro Valor Paŕametro Valor
Número de dientes ZA 20 Número de dientes ZB 10

Módulo normal M 0.005 Angulo de presíon nominal PALP 20
Rigidez del diente KR 1.E8 Ancho del diente TTOOTH 0.020

Angulo de h́elice HELA 0 Angulo de h́elice HELB 0
Huelgo nominal GAP 0.00005 Angulo de cono CONA / CONB 180 / 0

Tabla 6:Paŕametros del elemento de engranaje

4.2.3. Resultados

La figura15muestra la evolución delángulo de presión y el huelgo circunferencial.
En la figura16se grafica la evolución delángulo de desalineación, el ancho de contacto y el

momento adicional en los nodos del elemento de engranaje, debidos a la desalineación.
La figura17muestra la evolución de las cargas sobre los extremos de cadaárbol. El desplaza-

miento y la direccíon de la fuerza de contacto resultante a lo largo del proceso se esquematizan
en la figura18.
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Figura 14:Dentado interior: Evolución de cargas y desplazamientos impuestos
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Figura 15:Dentado interior: Evolución delángulo de presión y el huelgo
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Figura 16:Dentado interior: Evolución delángulo de desalineación, ancho de contacto y momento adicional
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Figura 17:Dentado interior: Evolución de cargas en los extremos de cadaárbol
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Figura 18:Dentado interior: Evolución de la resultante de las fuerzas de contacto durante el proceso
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5. CONCLUSIONES Y DESARROLLO FUTURO

La modificacíon del elemento de engranaje para considerar el efecto de variaciones en la
distancia entre centros y la desalineación resulta en una representación mas realista y precisa de
las cargas transmitidas por el dentado y las relaciones cinemáticas entre los componentes de la
transḿısión..

Como desarrollo futuro se planea realizar mejoras adicionales en los procedimientos de
cálculo, tales como:

a) Extender el ćalculo de desalineaciones al caso de engranajes cónicos.

b) Tomar en cuenta las modificaciones introducidas de exprofeso al perfil de los dientes du-
rante el proceso de fabricación (por ejemplo el crowning o abarrilado de dientes), modifi-
cando la distribucíon de presiones de contacto en terminos de valores para una geometrı́a
parametrizada del dentado corregido.

c) Calcular las rotaciones inducidas por desplazamientos axiales en engranajes helicoidales.

d) Considerar las restricciones adicionales que se producen si el huelgo entre los engranajes
se reduce a cero debido a grandes desalineaciones o reducciones en la distancia entre
centros (áun cuando estáultima situacíon es poco probable).

Otra importante mejora serı́a el desarrollo de un procedimiento automático para identificar
paŕametros tales como la rigidez de dentado en diversos instantes del proceso de engrane, uti-
lizando un modelo parametrizado y tridimensional de elementos finitos para resolver esta escala
de ańalisis del problema.

Aún cuando es imposible determinar “a priori” su interrelación con las desviaciones intro-
ducidas por la flexibilidad de los componentes de la transmisión, los errores de fabricación (tales
como errores geoḿetricos en el dentado, desviaciones en la posición de los cojinetes, excentri-
cidad de lośarboles, etc.) podrı́an ser incluidos en el modelo utilizando un enfoque estadı́stico
para calcular una “envolvente” de defectos.
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