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Resumen. Uno de los elementos que caracteriza la regularidad puntual de una funcién localmente
acotada es el exponente Holder « de cada punto, 0<a <+, el cual capta la irregularidad -
rugosidad- del grafico de la funcion en los puntos donde aparecen singularidades, siendo mas irregular
cuanto menor sea el valor del exponente. Asimismo describe la regularidad -suavidad- en puntos no
singulares, siendo mas regular cuanto mayor sea el valor del exponente.

Los fendomenos naturales suelen tener comportamientos complejos y presentar caracteristicas
multifractales, es decir, las funciones que los modelizan estan caracterizadas por diferentes exponentes
Holder, que ademas pueden fluctuar punto a punto. También casi todo punto suele ser singular, por lo
que el analisis multifractal global permite conocer la estructura de estas singularidades. Este analisis
describe la distribucion de los diferentes exponentes Holder & de una funcion mediante el calculo del
espectro multifractal, que asocia a cada « la dimension de Hausdorff del conjunto de puntos donde la
funcion tiene regularidad puntual de exponente Holder « . Diferentes métodos basados en el Analisis
Wavelet han sido propuestos para el calculo del espectro multifractal, siendo los mas relevantes el
Wavelet Transform Modulo Maxima (WTMM) y el de Wavelet Leader (WL). Otro de los métodos
propuestos, no basado en wavelets, es el MFDFA, que construye funciones de fluctuacion, a partir de
los datos numéricos globales de la sefial.

El trabajo consiste en la descripcion del método MFDFA, la aplicacion a una sefial de un
electroencefalograma (EEQG) realizado durante el suefio humano y su caracterizacion de los diferentes
estadios del suefio humano mediante el calculo del espectro multifractal en cada fase del suefio.

A partir de los resultados obtenidos con este método, se proponen tres diferentes cuantificadores
correspondientes a los exponentes Holder y al espectro multifractal que muestran la correlacion en la
evolucion temporal de dichos cuantificadores con el correspondiente hipnograma.
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1 INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha incrementado la evidencia experimental de que los sistemas
complejos presentan ciertos “principios organizativos”, los que aparecen en fendmenos muy
dispares entre si, como los pertenecientes a la fisica, la ecologia, la biologia o la economia.
Segun Stanley, estos principios se pueden agrupar en dos grandes categorias: la invariancia
escalar y la universalidad (Stanley et al., 2000).

El primero de estos principios considera que los sistemas complejos suelen tener una
organizacion jerarquica cuya manifestacion se modela a través de una ley de potencia de
alguna variable relevante del problema. Entre los muchos ejemplos existentes podemos citar
la invariancia del ritmo cardiaco humano o de la intensidad sismica (Ashkenazy, 2001;
Telesca et al., 2005). El exponente de esta ley de potencia resulta una magnitud que
caracteriza al sistema.

La universalidad se entiende como la tendencia que tienen los conjuntos de exponentes
provenientes de diferentes sistemas a agruparse en diferentes “clases de universalidad”. El
hecho de que todos los sistemas que caen en la misma clase de universalidad tienen el mismo
exponente sugiere la existencia de similares mecanismos microscopicos responsables del
comportamiento de invariancia de escala. En resumen, de la bibliografia existente, se puede
concluir que muchos autores consideran que la universalidad se refiere a comportamientos
microscopicos que se manifiestan macroscopicamente en la ley de potencia.

Estos conceptos actuales pueden rastrearse en los trabajos de Kolmogorov de los principios
de la década de 1940, cuando se encontraba estudiando el fenomeno de la turbulencia. Con
una notable intuicion, Kolmogorov propone que en el caso de la turbulencia totalmente
desarrollada-con vortices de diferentes escalas que interactuan entre si- la energia de la
disipacioén se transmite a través de los vortices mas grandes a los més pequefios a través de
una ley de potencia cuya base es la dimension caracteristica del vortice y el exponente de
dicha funcién define caracteristicas propias del sistema (Kolmogorov, 1941). En estas ideas
se halla el origen de lo que actualmente se conoce como formalismo o analisis multifractal.

Los principios organizativos de los sistemas complejos pueden ser cuantificados a través
de este formalismo, pues proporciona un mecanismo de invariancia escalar para el analisis y
la generacion de sefales complejas. Esencialmente se basa en el calculo de dos conjuntos de
numeros o funciones asociadas a la sefial: los exponentes Holder, que cuantifican la
regularidad; y el espectro multifractal, que cuantifica la multifractalidad.

El analisis multifractal describe la distribucion de los diferentes exponentes Holder o de
una funcion mediante el célculo del espectro multifractal, que asocia a cada « la dimension
de Hausdorff del conjunto de puntos donde la funcion tiene regularidad puntual de
exponente Holder «. Recordemos que la regularidad puntual de una funcién localmente
acotada estd caracterizada por el exponente Holder & de cada punto,0 <o <+, que es un
parametro que capta la rugosidad o suavidad de una funciéon en cada punto (Jaffard, 1997;
Mallat,1999).

Existen diversas metodologias para el calculo del espectro multifractal. La primera que
aparecio consiste en el calculo de la dimension de Hausdorff en los casos en que es posible o,
mas simplemente, en el calculo de la dimensién de capacidad, que fue introducida por
Kolmogorov en 1958 y que es muchisimo mas simple de calcular en términos numéricos.
Consiste en generar una cobertura del sistema con bolas de tamafo ¢ y medir la densidad de
dicha cobertura. Este método se conoce como “box counting” y estima en cuanto varia el
tamafo del conjunto como funcion de la variacion de la unidad de medida (Falconer, 1997).

Al comienzo de la década de los noventa, Arneodo y sus colaboradores propusieron
calcular el espectro multifractal de manera estadistica con el método basado en el estudio de
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los maximos de la transformada wavelet continua del sistema, que se conoce como Wavelet
Transform Modulo Maxima (WTMM) (Muzy et al., 1991; Arneodo et al., 1995).

Otro de los métodos propuestos, no basado en analisis wavelet, es el Multifractal
Detrended Fluctuation Analysis (MFDFA). A mediados de los noventa Peng, desarroll6 el
Detrended Fluctuation Analysis (DFA) (Peng et al., 1995) que resultd ser una técnica de
amplio uso para la deteccion de propiedades de escala con comportamiento fractal de series
temporales no estacionarias. El DFA tuvo gran suceso en la aplicacion a diferentes campos
tales como secuencias de DNA, sefales asociadas a variables economicas o a la fisica del
estado solido. Afios mas tarde, Kantelhart y Stanley extendieron este algoritmo para series
temporales con comportamiento multifractal, desarrollando el MFDFA (Kantelhard et al.,
2002). Estos dos métodos estan bien probados, en principio, para el caso de medidas p de
Borel no negativas, singulares y de soporte acotado. Esto incluye el caso de aquellas cuyo
soporte es un conjunto de Cantor generalizado. En estos casos, se puede definir una funcion
de particion cuya naturaleza depende del método, y a partir de ella, construir el
correspondiente formalismo multifractal que permite analizar la regularidad Holder de
funciones que integran dichas medidas.

Tanto el WIMM como el MFDFA han demostrado experimentalmente su eficacia al
caracterizar estadisticamente sistemas tales como cardiacos, sismicos, econdmicos, etc.
(Kantelhard et al., 2002; Telesca et al., 2005, Ashkenazy, 2001), aunque la extension de estos
métodos a casos mas generales es un problema en desarrollo y abierto en el estado actual. Un
buen trabajo de comparacion entre ambos métodos es el de Oswiecimka et al., 2006.

En los ultimos afos, Stephane Jaffard (Jaffard, 2004) ha propuesto otra metodologia, que
se la conoce como Wavelet Leaders (WL), para la caracterizacion de los exponentes Holder y
de su relacion con la regularidad Holder y las oscilaciones locales. Jaffard presentd una nueva
formulacion en términos del supremo local de los coeficientes wavelet, al que llam6 “wavelet
leader”. Este método ha demostrado su superioridad frente al MFDFA y al WTMM en el
caso de la presencia de singularidades oscilantes, aunque la implementacion y el calculo
computacional resultan mas trabajosos.

Finalmente, podemos mencionar que en una linea totalmente diferente a las descriptas han
aparecido en el afio 2006 nuevos métodos numéricos para la estimacion del espectro
multifractal (Turiel et al., 2006). En cuanto a la estimacion de los exponentes de la
regularidad local, existen numerosos trabajos de estimacion para el caso de sefales naturales,
como puede ser el del caso de la estimacion de la variacion de los exponentes Holder del flujo
de trafico vehicular (Shang et al., 2006).

En este trabajo aplicaremos el método MFDFA a una sefial de un EEG realizado durante el
suefio humano con el fin de calcular el espectro multifractal en cada fase del suefio.

El suefio humano posee cinco estados de profundidad diferente, 4 estadios de suefio sin
movimientos oculares rapidos (No REM) y un suefio con movimientos oculares rapidos
(REM). Para realizar este estadiaje se miden diferentes variables fisiologicas, siendo el
parametro fundamental el registro de la actividad electroencefalografica (Rechschaffen y
Kales, 1968). La representacion temporal de las distintas fases del suefio es el hipnograma
que da una vision global de la distribucion de estas fases durante el tiempo de registro y que
constituye una importante herramienta para el diagnostico. El objetivo de nuestro trabajo sera
caracterizar cada fase del suefio relacionando el calculo del espectro multifractal con el
registro del hipnograma.

En la seccion 2 introduciremos nociones matematicas de los exponentes Holder y del
espectro multifractal, en la seccion 3 describiremos el método MFDFA y en la seccion 4
mostraremos la aplicacion y luego las conclusiones.
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2 EXPONENTES HOLDER Y ESPECTRO MULTIFRACTAL

2.1 Regularidad Holder Puntual

Sean >0 y X, € R’. Una funcion localmente acotada f:R® ——>R es C*(x,) si
existe una constante C >0 y un polinomio P, de grado menor « tal que, en un entorno de

XO
|00 =P, (0| < Clx=x,|" (1)

En el caso ¢ =0 la condicion (1) es |f(X)| < C y convenimos que al polinomio nulo le

asignamos grado — 0.
Luego el exponente Holder de f en X, es

H . (x,) =supla: f € C“(x,)} )

El exponente Holder describe la suavidad o la rugosidad del grafico de una funcioén en
cada punto. Si f:R ——R tiene exponente Holder H,(X,)=a, con 0<a <1, de la

definicién se puede deducir que f no es derivable en X,; entonces, en este caso, el
exponente capta la rugosidad que tiene el grafico de la funcion en esta singularidad. Por

. . ) ’ .
ejemplo, si f(X) = |X|A , con N un numero natural, se puede ver que el exponente Holder en

1 . , , 5 . -y
X, =0 es—. Es decir que, cuanto mas pequeflo es el exponente, mas rugosa es una funcion en
n

ese punto y cuanto mas cerca de 1 esta el exponente resulta menos rugosa.

2.2 Dimension de Hausdorff y Espectro Multifractal

Los fenomenos naturales suelen presentar caracteristicas multifractales, es decir, las
funciones que los modelizan estan caracterizadas por diferentes exponentes Hdlder, que
ademads pueden fluctuar punto a punto. La cuestién es entonces caracterizar al conjunto de
puntos X, que tienen el mismo exponente Holder puntual H, (X,)=ca . La dimension de

Hausdorff de este conjunto es la medicidn que mejor se ajusta para este proposito ya que
muchas funciones multifractales suelen tener el mismo exponente Holder puntual sobre
conjuntos densos y la dimension de Hausdorff puede ser diferente en cada conjunto denso, lo
cual permite distinguirlos. Otras nociones de dimension o medida asignan el mismo valor a
los conjuntos densos, lo que hace que no sean apropiadas para describir a estos conjuntos
(Falconer, 1990; Falconer, 1997). El siguiente paso es definir la dimension de Hausdorff y el
espectro multifractal.

& -cubrimiento.

Sea Ac R’y £>0. Decimos que {AI }ieN es un ¢- cubrimiento de A si {A,} es un

ieN

cubrimiento de A por conjuntos acotados A, con didmetro |A| <g.
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Medida de Hausdorff & -dimensional.
Cubrimos al conjunto A con todos los ¢ - cubrimientos posibles. Entonces, para cada

5 €[0,d], se calcula

5 . o
me= ot {SIAT} g
Luego se define la medida de Hausdorff o -dimensional de A como
m, (A) =lim M? 4)

Dimension de Hausdorff.
Sea Ac RY, luego existe 0< 5, <d tal que

VS <5,, M,;(A)=-+wo (5)

VS>3, my(A)=0 (6)

Entonces la dimension de Hausdorff del conjunto A serd el valor o, .

Espectro Multifractal
El espectro multifractal es la funcidén que asocia a cada o la dimension de Hausdorff del
conjunto de puntos donde la funcion tiene regularidad puntual de exponente Holder « .

Es decir, si 0<a<+wo y f:R" —R,
d(a) =dim{x, eR*: H,(x)=a] 7)

Para muchas funciones matematicas el espectro multifractal d(«) puede determinarse a

partir de la definicion (Jaffard, 2004). En cambio, en funciones que modelizan fendmenos
naturales, donde el exponente Holder fluctua punto a punto, no es posible obtenerlo en forma
directa. Entonces se hace una estimacion indirecta a través de una formula llamada
formalismo multifractal (Jaffard, 1997); que computa valores globales de la funcion. Esta
formula tiene variantes que dependen del espacio de funciones al que pertenece la funcion a
estudiar. En este caso supondremos que las funciones tienen caracteristicas auto-similares.
Una funcion f tiene caracteristicas auto-similares si existen subconjuntos disjuntos donde el

gréafico de la funcidn restringido a cada uno de estos subconjuntos es una transformacion afin
de f.

3 EL METODO MFDFA

Muchas sefiales presentan caracteristicas de “autosimilaridad”, es decir, que tienen
propiedades similares en todas las escalas. Normalmente, la autosimilaridad es correlacionada
con las dimensiones fractales, esto es, la relaciéon no entera entre la medida del dominio y la
medida del grafico. Consideremos que tenemos una medida g con un soporte C. Podemos
recubrir a este soporte con una familia de conjuntos formados por N(S) cajas Bj(s) cada una
de lado s. La funcion de particion asociada con la medida y con la cobertura se define como:
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N(s)

Z@,5) = Y 4'(9) (8)

donde g es un nimero real y 2°(s) es una funcion de B(s).

Admitiendo que para s— 0" se tiene la siguiente relacion exponencial,
Z(g,5)~s" 9

A partir de esta relacion, el formalismo multifractal usa la transformada de Legendre para
relacionar el exponente de escala 7(q) con el espectro multifractal. Suponiendo que 7(q) es

una funcion de concavidad negativa, la transformada de Legendre de la funcion —7(q) es

ing{— 7(Q) + Qo) (10)
ge
Y se puede establecer (Falconer, 1997; Jaffard, 1997) que
d(a) =inf{-7(q) + ga} (11)
ge

Dado«, derivando —7(q)+qe, se tiene que el minimo se alcanza en un Unico q y esto
sucede cuando

a=1'(q) (12)
Asimismo, se estima

d(a) =qa-1(q), (13)

donde a es la intensidad de la singularidad o el exponente de Holder y d(«) es el espectro
multifractal.

Descripcion del método
Supongamos que {Xl,...,XN} es una serie de tiempo equiespaciada de longitud N, que

estd definida sobre un soporte compacto. El algoritmo se basa en cinco pasos:

1. Se determina el “perfil”
Para i=1,...,N se define

Y(i)=>(x,—<x>) (14)
k=1
donde < x> es el promedio de la serie, es decir

N
<x>=ink (15)
NS

2. Se divide el perfil Y(i) sobre N, =int(N/S) segmentos no solapados de igual

longitud entera S.
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3. Se calcula la tendencia local en los N, segmentos ajustando los datos del

perfil de cada segmento con un polinomio usando el método de cuadrados
minimos (el polinomio puede ser lineal, cuadratico o de un orden superior, en
cada caso el método sera MFDFA1, MFDFA2,...). Entonces, si Yy, es el

polinomio que ajusta los datos (i,Y (i)) sobre cada segmento v, v=1,...,N

s
se eliminan las tendencias polinomiales del perfil en cada segmento o
calculando

Y(o-Ds+i)-y,((0-1)s+i) (16)

Luego se determina la varianza

F2(0,9) =

ml»—&

ZS: Y((o-Ds+i)-y, (0-Ds+i)’ (17)

4. Se promedian sobre todos los segmentos para obtener la funcion de - ésimo
orden de fluctuacion con q#0.

N

: A
F,(s) = {Ni 7 Fw, s)}% } (18)

S

Para q=0, tomando limite cuando q——0, se define

F,(s) = exp{ﬁzsln(F 2(0, s))} (19)

s v=l

5. Se determina el comportamiento escalar de la funcion de fluctuacion
analizando los graficos Log-Log de F,(s) versus s para cada valor de ¢ . Si la

serie presenta correlaciones con una ley de potencia, entonces
h(a)
Fy(s)~s (20)

Finalmente, se obtiene la funcion h(q) tomando logaritmo a ambos lados de la
ecuacion (20)

log(F, (s)) = h(qg).log(s) + ¢ (21)

N

Para series de tiempo {Xl,...,XN} estacionarias, tales que X, 20 y Zxk =1 Kantelhard y
k=1

sus colaboradores (Kantelhard et al., 2002) encontraron que los exponentes h(Q) se
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relacionan con el exponente de escala 7(q)del formalismo multifractal introducido en (9).

Para estas series de tiempo el paso 3 no es necesario pues no hay que eliminar tendencias;
luego la definicion de varianza se simplifica a

F2(0,5) = {Y (s) =Y ((v-Ds)} (22)

Entonces, suponiendo que la longitud N de la serie es un multiplo entero de la escala S y
reemplazando en la ecuacion (18) se tiene

s % A
F(8) = WZW (s) =Y ((-Ds)* (23)
v=I1
Usando la relacion (20) se obtiene

N
S

DY (ws) =Y ((v-Ds)|" ~s*@! (24)
Ademas,
Y(s)=Y((v-Ds)= D X = p,(v) (25)
k=(v-1)s+1

donde p,(v) es la probabilidad caja en el formalismo multifractal standard.
Entonces, volviendo a la ecuacion (24) tenemos que

N
> p )" ~sM@ (26)
v=1

Como consecuencia de las relaciones de las ecuaciones (9), (12) y (13) encontramos que
(@ =ah(@ -1, a=7(@=h(@+gh'(q) y d(a)=aq(a—-h(@)+1 27

4 APLICACION

4.1 Algunas nociones sobre la dindmica del suefio en un adulto

Los estados y las fases del suefio humano se definen seglin los patrones caracteristicos que
se observan mediante el EEG, el electrooculograma (EOG), una medicion de los movimientos
oculares, y el electromiograma de superficie (EMG) que mide la actividad de los musculos
del mentdén como testigos de la actividad muscular durante el suefio.

El suefio de un adulto joven normal comprende de 4 a 6 ciclos por noche. El primer ciclo
comienza cuando el individuo entra en un suefio No REM pasando por los estadios 1 y 2,
luego utiliza de 70 al100 minutos para los estadios 3 y 4 de suefio profundo; a continuacién el
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suefio se vuelve mas superficial pasando al suefio REM en el que se desarrolla la actividad
onirica. Y, asi sucesivamente, ¢éste ciclo se repite a intervalos de 90 minutos
aproximadamente. En la primera mitad de la noche predomina el suefio profundo, mientras
que la segunda mitad da lugar al suefio mas superficial de los estadios 1 y 2 y al suefio REM,
¢éste ultimo aumenta progresivamente su duracion.

Cada estadio del suefio esta caracterizado principalmente por la actividad EEG, los
movimientos oculares y el tono muscular.

El estadio 1 se caracteriza por una actividad EEG con ondas con predominio de
frecuencias de 2-7Hz y baja amplitud, asimismo pueden observarse ondas agudas en vertex.
Ademas hay movimientos lentos de ojos y el tono muscular es ligeramente inferior al de la
vigilia.

El estadio 2 se determina por la presencia de ondas con elementos discontinuos llamados
husos o spindles, de duracioén de al menos medio segundo con una frecuencia de 12-14Hz, y
de complejos K, que es una onda negativa aguda seguida de una componente lenta positiva de
una duracion de medio segundo de frecuencia de 1-4Hz (ver Figura 2).

La etapa 3 tiene un patron de menor frecuencia y mayor amplitud que las etapas anteriores,
con la aparicion de ondas lentas de a lo sumo 2Hz y de amplitud, tomada pico a pico, mayor
que 75uV (ver Figura 3).

El estadio 4 estd compuesto en mas del 50% por ondas lentas de frecuencia menor que 2Hz
y amplitud mayor que 75uV; pueden ser monomorfas o tener una sobrecarga de actividad con
frecuencias répidas (ver Figura 4). En las etapas 3 y 4 el tono muscular es leve y no se registra
actividad ocular.

Por tultimo el suefio REM esta caracterizado por movimientos oculares rapidos y atonia
muscular mientras que las ondas cerebrales tienen frecuencias mixtas de baja amplitud;
ademads pueden aparecer ondas con forma de dientes de sierra de 4Hz.

La polisomnografia consiste en el registro de los pardmetros electrofisiologicos que
definen los estados de suefio y de vigilia, es decir EEG, EOG, EMG. A partir de ella se puede
construir un hipnograma que es el grafico que resume en que estadio (REM, 1, 2, 3 0 4) esta
el sujeto a lo largo del periodo en que estd dormido. Se suele hacer este estudio en una noche
de suefio en condiciones normales para el paciente. El hipnograma constituye una herramienta
de diagndstico basica para la deteccion de los llamados “trastornos del suefio”. La
“clasificacion internacional de los trastornos del sueno” (International classification of sleep
disorders o ICSD) distingue tres grandes grupos de enfermedades del suefio: disomnias
(narcolepsia, sindrome de las piernas inquietas, apneas, microdespertares, etc.), parasomnias
(sonambulismo, pesadillas, trastornos al despertar, paralisis del suefio, etc.) y trastornos
psiquiatricos del suefio (depresion, Parkinson, epilepsias durante el suefio, trastornos
degenerativos, insomnio fatal, etc.). Algunas de estas patologias, principalmente las
pertenecientes al grupo de las disomnias como las apneas o los microdespertares, han
aumentado su frecuencia de aparicion en los ultimos afos, convirtiéndose en una verdadera
epidemia del mundo moderno. Para profundizar acerca de la actividad EEG y la fisiologia del
suefio se puede consultar diversa bibliografia, e.g. ver Amzica y Steriade (2001); Ganong
(1998); Rubio Aramendi (1999).

Las sefiales que analizamos fueron registradas en el suefio de un adulto varén normal de 30
anos en el Laboratorio del Suefio del Hospital de Clinicas de Porto Alegre. Ademas se cuenta
con el hipnograma de este registro, confeccionado por especialistas médicos en el estudio del
suefio. Cuenta con un total de 3.522.560 datos, tomados a una frecuencia de 128Hz, en el
canal C3 (Central Izquierdo), a lo largo de algo mas de 7 horas y media (7 horas 38
minutos).
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Finalmente, aclaramos que utilizamos el método MFDFAT1 (es decir que se resta una
funcidn lineal de cada segmento de datos) pero por simplicidad lo llamamos MFDFA.

4.2 Aplicacién del analisis multifractal a una serie de EEG correspondiente a una
polisomnografia.

Considerar que los registros de EEG dan cuenta de un fenémeno complejo producido por
el cerebro no es nuevo. Existen numerosos antecedentes en la literatura de los sistemas
complejos que realizaron (o intentaron realizar) alguna cuantificacion, haciendo uso de las
herramientas de los sistemas dindmicos y de la teoria del caos, e.g. ver Babloyantz, (1985).
Sin embargo, se han podido implementar estas metodologias en situaciones muy especiales,
tales como las crisis epilépticas y estadios de suefio profundo (Schreiber, 1999). En los dos
casos, las sefiales EEG pueden modelizarse matematicamente mientras que en sefiales EEG
del estado de wvigilia de un sujeto normal no es posible, hasta la actualidad, encarar este
analisis con herramientas matematicas como las mencionadas, fundamentalmente porque no
estamos frente a una sefal estacionaria.

En cuanto al analisis de series cerebrales utilizando el formalismo multifractal, existen
varios trabajos entre los que podemos mencionar un estudio de la dindmica de las ondas
cerebrales (Yuan et al., 2006), otro sobre la caracterizacion del mal de Alzeheimer (Pan et al,
2004) que utiliza el método DFA y un estudio en una crisis tonico-clénica mediante el
MFDFA (Figliola et al., 2007).

Para este trabajo se comenzd con la clasificacion y division del registro de datos en los
diferentes estadios, respetandose la informacion proveniente del hipnograma, el que fue
realizado por médicos o técnicos especializados quienes distinguen “a 0jo” en que estadio se
halla el sujeto. En la Figura 1 mostramos el hipnograma de las dos primeras horas de suefio.

Movimientos; ] "= "
Vigilia —m ] [
REM - —
Estadio 1-| mmmm = (1 ] ] [
Estadio 2 - . s e
Estadio 3- C RN - e .
Estadio 4- N . — -
——— — T

T T T T T T T T
000 025 050 075 100 125 150 175 200
Tiempo (horas)

Figura 1: Hipnograma realizado entre las 23:36:00 y 1:36:00 horas.
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Las Figuras 2, 3 y 4 muestran una parte significativa de sefales correspondientes a los
estadios 2, 3 y 4.

EEG Estadio 2

100 B

a0 B

Diferencia de Potencial (uv)
[}

snk 4

00 g

| 1 1 1 1

500 1000 1500 2000 2500 3000
huestreo
Figura 2: Sefial EEG- Estadio 2
EEG Estadio 3

400 T T T T T
300 e
200 e

100 B
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1 1 1 1 1
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Figura 3: Sefial EEG- Estadio 3
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EEG Estadio 4
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Figura 4: Sefial EEG- Estadio 4

En cada estadio se aplicé el método MFDFA descripto en la seccion 3. Se advirtié que no
fue posible construir los espectros multifractales en los casos de la vigilia, de suefio REM 'y
del suefio No REM en el estadio 1, debido a que el exponente 7(q), definido en la ecuacion
(27), no era una funciéon concava (Falconer, 1997) por lo que algunas de las hipotesis de
trabajo supuestas no eran validas. En cambio si fue posible estudiar los estadios 2, 3 y 4 del

suefio No REM. La Figura 5 muestra los espectros de los estadios 2, 3 y 4 que se suceden
durante aproximadamente 15 minutos del suefio.
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Espectros Suefio - Hora 1:24:48 a 1:39:44
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Figura 5: Espectros Multifractales d(«) para tres estadios diferentes. Observe que a medida que el suefio es mas

profundo los espectros mantienen aproximadamente sus dimensiones pero se trasladan hacia la izquierda.

En las Figuras 6, 7, 8 se pueden observar las funciones h(q) y 7(q), definidas en la
ecuacion (27), a partir de las que se construyeron los espectros multifractales de la Figura 5.
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Figura 6: Funciones h(q) y 7(q) del estadio 2
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Funciones hiq) v Tau(qg) - Estadio 3 - Hora 1:.29:00 a 1:.23:20
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Figura 7: Funciones h(q) y 7(q) del estadio 3
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Figura 8: Funciones h(q) y 7(q) del estadio 4
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Por otro lado fue necesario construir cuantificadores del conjunto de los exponentes Holder
y de la magnitud del espectro multifractal para poder seguir la evolucion del suefio con dichos
parametros.

Asi definimos,

Z ad(a)
Medla 1 = W (28)
Media 2 = ) a.d(a) (29)

Y, el area del rectangulo donde se encaja el grafico del espectro multifractal,

Area = (max{d (a)} - min{d (@) }){méx{a } - min{z}) (30)

La Figura 9 muestra los valores de estos parametros durante el periodo de suefio
estudiado.

Estimadores Suefio - Hora 1:24:48 a8 1:39:44

Media 2

Estadios

Estimadores y Estadios

T Media i

Minutos

Figura 9: Se puede observar que la Media 1 sigue un patrén analogo al que sigue la clasificacion de los estadios.
Se puede notar que la Media 1 decrece de manera similar a medida que se pasa de una fase a otra.
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5 RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado el método MFDFA aplicado a una serie de EEG en el
caso de suefio en un adulto joven, normal y sano. Ademads, se han presentado algunos
estimadores utiles para evaluar a los correspondientes espectros y exponentes Holder: son los
dos valores medios del valor a y el estimador del area del espectro multifractal.

A partir de los resultados obtenidos y considerando al hipnograma como patron,
encontramos que:

— Solamente fue posible calcular el espectro multifractal en el caso de estadios No
REM 2, 3 y 4. Los casos REM, vigilia y estadio | No REM parecen no ser pasibles
a dicho andlisis, lo que resulta consistente con la dificultad que se ha tenido en
aplicar otros métodos de estudio en sefiales de EEG de individuos normales en la
vigilia (Schreiber, 1999). De este resultado “negativo” podemos inferir dos posibles
explicaciones. La primera es que el MFDFA no se adapta a este tipo de fenémeno
porque, como se advirtié en la introduccion, el método solo ha sido bien probado
para medidas de Borel no negativas, singulares y de soporte acotado, y tal vez no se
cumpla dicha hipdtesis en estas sefales. La otra posibilidad es que sencillamente no
se observen en los casos REM, vigilia y estadio 1 No REM comportamientos de
invariancia escalar propios de la multifractalidad.

— Las series correspondientes al estadio 4 presentan exponentes Holder mas cercanos
a cero, lo que podria interpretarse como la presencia de frecuencias rapidas ademas
de las ondas lentas en la sefial. Entonces, el corrimiento de los exponentes Holder
permitiria evaluar una caracteristica propia que puede ser particular en cada
paciente o de la existencia de alguna diferenciacion dentro del estadio 4 a lo largo
del suefo.

— En cuanto a la sincronizacion con el hipnograma, podemos observar en la Figura 9
que todos los cuantificadores (Media 1, Media 2 y Area) cambian exactamente en
el momento en que cambia el estadio.

— Entre los tres cuantificadores notamos que la Media 1 es la que mejor se ajusta al
hipnograma, reduciendo su valor a medida que el suefio pasa del estadio 2 al 4. De
todas maneras, se puede pensar que los otros cuantificadores siguen otro tipo de
dinamica con respecto al hipnograma pero que no logran reflejar del todo sus
cambios.

Este trabajo tuvo por objetivo presentar una metodologia que podria ser exitosa, por
un lado, como apoyo al trabajo de los especialistas que realizan los hipnogramas (sin
pretender reemplazarlos) y que, por otro lado, podria ser util en la investigacion de la
invariancia escalar de los sistemas complejos. Permite también comprender la suavidad o
rugosidad de las senales y con ello relacionarlas con la presencia de diferentes formas de
ondas propias de las diferentes fases de suefo.

En trabajos futuros se espera corroborar estas hipotesis con el tratamiento de sefiales
EEG de suefio de otros sujetos, a fin de poder establecer una estadistica que de lugar a
conclusiones mas generales.
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