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Resumen.Se solucionan las ecuaciones de Navier Stokes en dominios defronteras curvas para flui-
dos isotérmicos, incompresibles y Newtonianos en régimen laminar y en un espacio bidimensional. La
división del dominio en volúmenes se hace mediante mallas estructuradas no ortogonales con el fin de
adaptarse de la mejor manera a las geometrías analizadas. Serealiza la aproximación del término difusi-
vo por medio del esquema de diferencias centradas, y se utiliza un esquema de diferencias desplazadas
de segundo orden, llamadoQuadratic Upstream Interpolation for Convective Kinetics(QUICK) para
interpolar los valores de velocidad que componen el términoconvectivo. Los términos que aparecen en
la ecuación de conservación discretizada, al ser aplicada avolúmenes de caras no ortogonales, se aproxi-
man realizando un promedio simple entre los valores vecinos, para el caso del gradiente de presiones y el
término convectivo adicional. El nuevo término difusivo secalcula empleando el teorema de la divergen-
cia aplicado a la derivada de una cantidad escalar. Para lograr un enlace entre la presión y la velocidad
se utiliza el algoritmo de soluciónSemi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations(SIMPLE) apli-
cado a mallas desplazadas. El código creado (2D-SIMPLENS) es evaluado mediante el análisis de flujo
en una cavidad rectangular para un número de Reynolds 1000. Posteriormente se encuentra solución a la
situación de flujo alrededor de un cilindro circular para números de Reynolds menores que 40.
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1. INTRODUCCIÓN

La utilidad de los métodos de solución de sistemas de ecuaciones diferenciales radica en
la aplicabilidad a situaciones generales. Entre las cualidades que propician la generalidad del
método la capacidad de resolver las ecuaciones gobernantesen todo tipo de geometrías es un
aspecto primordial. La ortogonalidad es la condición que permite expresar las ecuaciones go-
bernantes discretizadas de una forma simple, pero que puederestringir la capacidad de hallar
solución en geometrías curvas. Se plantea la necesidad de ampliar la capacidad de modelación
para poder adaptar la malla a curvas presentes en la geometría que interviene en los fenómenos
a resolver relacionados con la dinámica de fluidos o, más específicamente, con la solución de la
ecuación de Navier Stokes aplicada a un fluido con un comportamiento laminar en estado esta-
cionario, y que se considera incompresible, isotérmico y Newtoniano. Los volúmenes finitos se
deformarán de acuerdo a la geometría, y por lo tanto sus carasserán no ortogonales entre sí,
por lo que las ecuaciones discretizadas en cada uno de dichosvolúmenes tiene que valerse de
aproximaciones adicionales con el fin de no perder la precisión con respecto al caso ortogonal.

Las estrategias comúnmente utilizadas para adaptar el mallado a geometrías curvas se pueden
agrupar en tres diferentes grupos: mallas no estructuradas, mallas de frontera inmersa y mallas
adaptadas al cuerpo. Las mallas no estructuradas parecen lamejor opción en cuanto a geometría
se trata, pues en estas no es necesario que los volúmenes conserven una orientación definida
con respecto a sus vecinos y por lo tanto sus lados son completamente libres para aproximar las
curvas presentes en el dominio. En el caso de la solución de las ecuaciones de Navier Stokes
se encuentran algunas desventajas relacionadas con la complejidad adicional del algoritmo de
solución. Como primera complicación se hace necesario usarmallas desplazadas, estrategia
utilizada porVidovic et al. (2004); o en su defecto esquemas de interpolación que garanticen
un buen acoplamiento entre las variables primitivas velocidad y presión, tal como lo imple-
mentanPerron et al.(2004). Además, los esquemas de interpolación tales como las diferencias
desplazadas deben ser retroalimentados con los valores de la velocidad para así elegir las canti-
dades nodales más adecuadas, que para el caso no estructurado resulta en una labor compleja,
pues es probable que los nodos no formen un patrón consecutivo en ninguna de las direcciones
de los ejes del sistema de referencia.

Las mallas de frontera inmersa preservan la ortogonalidad en todo el dominio, excepto en la
fronteras. Por lo tanto la malla se sobrepone al dominio realdel problema, teniendo en cuenta
los interceptos con la frontera real para crear volúmenes decaras no ortogonales. Dichas caras
unen estos puntos para crear la frontera aproximada. Es así como el volumen que queda dividido
por la frontera se une con el vecino adyacente en la direcciónnormal a la frontera para formar
un volumen donde solo una de sus caras se encuentra inclinada. En esta superficie unitaria la
función se aproxima por medio de un polinomio cuyos coeficientes serán parte de la solución
de acuerdo con el método explicado y planteado porYe and Mittal(1999). Desde este enfoque
es posible conservar la simplicidad que supone el algoritmopara mallas ortogonales pero aún
así existen algunas desventajas relacionadas con los datosde entrada algoritmo. Los programas
de preprocesamiento disponibles tales comoGID y Gambit, no tienen la capacidad de diseñar
mallas ortogonales en geometrías curvas de acuerdo con lo que plantea esta metodología, por lo
tanto se convierte en un paso adicional crear los datos de entrada que contengan la información
sobre los interceptos de los elementos y la curva real del dominio.

En el presente estudio se utilizan mallas estructuradas quese adaptan a la forma de la fron-
tera, importadas desde el programa comercialGID, con el propósito de solucionar las ecua-
ciones de Navier Stokes en dominios bidimensionales. Para su aplicación se utilizan diver-
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sos esquemas de interpolación tales como diferencias centradas y diferencias desplazadas de
segundo ordenQUICK revisadas enVersteeg and Malalasekera(1995). Las componentes del
gradiente de presión al igual que del término convectivo queaparece en la discretización de la
ecuación aplicada a caras no ortogonales, son evaluados a partir de un promedio simple. El algo-
ritmo de soluciónSIMPLEintroducido enPatankar(1980) se implementa con el fin de acoplar
la ecuación de continuidad con la ecuación de momentum por medio de las correcciones a las
variables primitivas, que se obtienen al solucionar una ecuación de corrección de presiones.
Los procedimientos mencionados se sintetizan en el código de solución2D-SIMPLENS, im-
plementado medianteFortran. Este es aplicado al análisis de situaciones de flujo en cavidades
rectangulares y flujo externo alrededor de un cilindro circular hasta un número de Reynolds
característico donde el régimen de flujo sea laminar y se garantice estado estacionario. La com-
binación de esquemas de interpolación así como el tratamiento de mallas desplazadas en divi-
siones no ortogonales y la adecuación del algoritmo de solución, permiten el uso del método
de volúmenes finitos en geometrías curvas sin perder la relativa simplicidad que en arreglos
ortogonales existe.

2. ECUACIONES DE NAVIER STOKES

El movimiento de los fluidos incompresibles y Newtonianos está descrito por las ecuaciones
de Navier Stokes. Un análisis detallado del movimiento de unfluido con dichas características
se logra a partir de la solución de este sistema de ecuaciones, constituido por expresiones que
describen la conservación de la masa y del momentum lineal. Masa y momentum se expresan
en su forma intensiva, es decir, unidad y velocidad, respectivamente, para formar ecuaciones
que establecen relaciones entre los mecanismos de transporte, la acumulación y las fuentes.

Considerando un análisis de flujo bidimensional en estado estacionario, en ausencia de fuerzas
de cuerpo, y de acuerdo a las características planteadas para el fluido de trabajo, se simplifican
las ecuaciones de conservación para llegar a su forma reducida tanto para la conservación de la
masa (1) como para la ecuación del momentum (2), donde~u, p, µ y ρ corresponden al vector
velocidad(u, v), presión, viscosidad dinámica y densidad, respectivamente.

∇ · ~u = 0 (1)

ρ~u · ∇~u − µ∇2~u = − ~∇p (2)

Por lo tanto la ecuación de conservación del momentum (2) balancea flujos convectivos
(término no lineal), flujos difusivos (laplaciano de la velocidad) y término fuente (gradiente de
presión). Este conjunto de ecuaciones corresponde al modelo que describe la dinámica del fluido
incompresible y Newtoniano, y cuya solución se obtiene a partir del Método de Volúmenes
Finitos para régimen laminar.

3. MALLADO ESTRUCTURADO NO ORTOGONAL

Las mallas estructuradas mantienen un patrón fijo que se acomoda a las variaciones del do-
minio. Por esta misma naturaleza la orientación de los elementos con respecto a los vecinos se
mantendrá constante, es decir, cada volumen está rodeado por cuatro vecinos ubicados genéri-
camente con respecto a este. Por lo tanto es válido referirsea los vecinos según las posiciones
norte(I, J + 1), sur(I, J − 1), este(I + 1, J) y oeste(I − 1, J).

Luego de dividirse el dominio en una malla estructurada no ortogonal, la discretización de
las ecuaciones gobernantes en los volúmenes resultantes puede realizarse de dos formas bási-
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cas según la adaptabilidad del sistema de coordenadas utilizado. El primer caso es aquel en
que el sistema de coordenadas es único para todo el dominio, es decir, los parámetros que lo
definen (vectores unitarios, escalas y transformaciones con respecto a un sistema de coorde-
nadas ortogonal) son constantes para todos los volúmenes finitos que conforman el dominio.
Dependiendo de la geometría del problema y de la complejidaden cuanto a implementación del
código, se elige la mejor opción: rectangular, cilíndrico,esférico, entre otros. Otra alternativa
es generar un sistema de coordenadas con parámetros variables que se adapte a cada uno de los
volúmenes, según la orientación de las caras que lo conforman. A la luz de este nuevo sistema
de coordenadas las ecuaciones gobernantes también cambiansu forma de acuerdo con las trans-
formaciones y vectores unitarios variables, convirtiéndose así en las ecuaciones de conservación
de las cantidades o propiedades de interés en la dirección ortogonal a las caras de los volúmenes
que conforman el dominio.Wesseling et al.(1999) plantea las estrategias y los modelos de cál-
culo necesarios para aplicar tal metodología en problemas de dinámica de fluidos utilizando
mallas escalonadas. La primera opción, aunque supone mayornúmero de aproximaciones que
disminuyen la eficiencia de la solución, establece un marco de aplicación casi intuitiva del méto-
do desde su concepción matemática básica. Es así como las aplicaciones, ejemplos y el enfoque
de la programación de los códigos se hace con base en un sistema de coordenadas rectangular
fijo, que proporciona una idea general de la discretización de las ecuaciones de transporte de
acuerdo su formulación integral.

Las mallas desplazadas ostaggered gridsen arreglos estructurados no ortogonales se cons-
truyen de forma similar que en el caso ortogonal, pues aún se puede diferenciar una dirección
predominante en la malla, a diferencia de las mallas no estructuradas. Por otro lado la forma-
ción de los volúmenes correspondientes a las variablesu y v (velocidad del fluido enx y en
y, respectivamente), se realiza sin recurrir a transformaciones del sistema de coordenadas base.
Se establece que los vértices de los volúmenes desplazados corresponden a los puntos medios
de las superficies del volumen central y su vecino, paralelasal desplazamiento en esa misma
dirección, tal como se muestra en la Figura1. Los volúmenes desplazados resultantes son aná-
logos a los obtenidos en una malla estructurada ortogonal. Sin embargo, se debe tener en cuenta
que la dirección en la que la malla principal se desplaza paracrear las mallas secundarias, no
corresponde exactamente a la dirección de la variable dependiente velocidad. La dirección de
desplazamiento está dada por la curvatura de las fronteras yla componente de la velocidad
que geométricamente predomina, por ejemplo, el volumen correspondiente a la velocidadu se
desplaza siguiendo la malla principal en la direcciónx.

4. DISCRETIZACIÓN EN VOLÚMENES FINITOS

A continuación se realizan las aproximaciones necesarias para obtener las ecuaciones de
Navier Stokes discretizadas, según el método de volúmenes finitos, aplicadas a un fluido incom-
presible, isotérmico, bidimensional y Newtoniano cuyo movimiento se da en régimen laminar
y estado estacionario. El primer paso es llevar el sistema a su forma integral, realizando la inte-
gración de cada uno de los términos que conforman las ecuaciones sobre volúmenes de la forma
mostrada en la Figura2, donde cada cara recibe un número que corresponde al subíndice de los
parámetros que la definen.
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Figura 1: Mallas desplazadas en las direcciones predominantesu y v.

4.1. Ecuación de conservación de la masa

Al integrar la expresión (1) sobre un volumen genérico de la malla principal (no desplazada)
y aplicar el teorema de la divergencia, se llega a la siguiente expresión.

∮

S

(ρ~u) · ~ndS = 0 (3)

Teniendo en cuenta que el producto del vector normal~n por el diferencial de superficie bidi-
mensional está dado por la expresión (4), el valor de la integral se puede aproximar según (5),
que representa la ecuación de continuidad discretizada en volúmenes de caras no ortogonales.
N representa el número de caras del volumen, que para este caso(paralelogramo) equivale a 4,
dx y dy representan la diferencia entre dos puntos (vértices) que definen la superficie, para el
caso bidimensional, en las coordenadasx y y respectivamente. Los vectoresî y ĵ corresponden
a los vectores unitarios ortogonales del sistema de coordenadasx y.

~ndS = dyî− dxĵ (4)

∮

S

(ρ~u) · ~ndS =
N

∑

l=1

(ρ~u · ~n∆S)l = 0 (5)

El componente del vector velocidadu en los puntosI, j eI, j−1, y v eni, J e i−1, J no se
conocen directamente, por lo tanto es necesario hacer un segundo grupo de aproximaciones para
relacionar tales cantidades con los valores nodales de la variable según las mallas escalonadas
ilustradas en la Figura1. La ecuación (6) expresa la componente de la velocidad desconocidau
en el puntoI, j.

uI,j =
1

4
(ui,J + ui,J+1 + u∗

i−1,J+1 + u∗

i−1,J) (6)

Estos promedios suponen una predominancia de los valores elegidos de velocidades en las
zonas descritas en la Figura3 para las velocidades enx. También puede observarse como la no
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Figura 2: Volumen limitado por la superficie de integración.

ortogonalidad de las caras con respecto al sistema de coordenadas hace necesaria la inclusión
de términos en la ecuación discretizada, que involucran además de los vecinos norte (i, J + 1),
sur (i, J − 1), oeste (i − 1, J) y este (i + 1, J), volúmenes a su vez vecinos de estos últimos, lo
cual puede traer complicaciones en el momento de armar la matriz de coeficientes y al definir
condiciones de frontera. Los términos producto de la no ortogonalidad tienden a cero conforme
las caras de los volúmenes se acercan al ángulo recto, y por esta razón tales contribuciones se
manejan de forma explícita, es decir, se calculan con la información de la iteración inmediata-
mente anterior. Por lo tanto, de aquí en adelante, lasu∗ corresponden a valores de velocidad
disponibles o computables con la información que a ese momento se encuentra en memoria. La
ecuación de continuidad discretizada (5), se utilizará más adelante para deducir la ecuación de
corrección de presiones.

Figura 3: Aproximación espacial de valores de las velocidades.
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4.2. Ecuación de conservación del momentum

Luego de integrar la expresión (2) y aplicar el teorema de la divergencia, se obtiene la
ecuación de conservación del momentum en su forma vectorial, integral y linealizada (7), que
describe la dinámica de un fluido con las propiedades mencionadas arriba. En esta ecuación
vectorial los términos que contienen la variable velocidad(difusivo y convectivo) son agrupa-
dos al lado izquierdo en la integral de superficie, mientras el término fuente relacionado con
la presión queda al lado derecho. La ecuación de conservación del momentum es linealizada
utilizando la información de la velocidad disponible en memoriau∗ en el término convectivo.

∮

S

(ρ~u∗~u − µ~∇~u) · ~ndS = −

∮

S

p~ndS (7)

Para llevar a cabo la discretización de la ecuación anterioren los volúmenes desplazados, se
debe descomponer en las direccionesx y y. Para ilustrar el proceso se considera la ecuación en
x (8), que se discretiza en el volumen desplazado en esta dirección (Figura1).

∮

S

(ρ~u∗u − µ~∇u) · ~ndS = −

∮

S

pnxdS (8)

Si se considera un volumen deN caras y la aproximación para integrales de superficie utilizada
hasta ahora, se puede llegar a la expresión (9). Esta es el resultado de un proceso similar al
aplicado a la ecuación de continuidad y por el cual se subdivide la superficie total en cuatro
superficies donde se aproximan los valores de las variables en el punto central. Como se puede
observar en la ecuación (9), es necesario realizar otras aproximaciones ya que tanto los valores
de los gradientes de velocidad (términos difusivos) como los correspondientes a la velocidad y
presión, no se conocen en algunos de los puntos establecidospor esta aproximación inicial. Las
siguientes aproximaciones están agrupadas según su naturaleza y de acuerdo a la variable en
cuestión.

N
∑

l=1

((ρ~u∗u − µ∇u) · ~n∆S)l = −

N
∑

l=1

(pnx∆S)l (9)

4.2.1. Términos Difusivos

La discretización de los flujos difusivos por medio del esquema de diferencias centradas,
aplica solo para algunas de las derivadas que conforman los gradientes de la ecuación (9),
pues en esta aparecen términos adicionales asociados con lano ortogonalidad de las caras de
los volúmenes con respecto al sistema de coordenadas. Talesderivadas de la velocidad no se
pueden calcular utilizando el esquema de diferencias centradas, pues no se conocen algunos
valores nodales necesarios. Es por esto que se considera un modelo semi-implícito de acuerdo al
teorema de la divergencia para discretizar las derivadas restantes. Considere la expresión (10),
en términos de una variable dependiente cualquiera, que se deriva con respecto a la variable
independientexi, dondei toma cualquiera de los valores uno, dos o tres para representar ax, y
o z respectivamente. Loŝei corresponden a los vectores unitarios ortogonalesî, ĵ y k̂.

∂φ

∂xi

=
1

V

∫

V

∂φ

∂xi

dV =
1

V

∮

S

φêi · ~ndS ≈
1

V

∑

k

φk(êi · ~n∆S)k (10)
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Según la Figura4, se reemplazan los valores genéricos de la ecuación (10), para producir
aproximaciones de la forma (11), en ese caso para el calculo de la derivada en el puntoI +1, J ,
con∆xc,d

a,b = xc,d − xa,b .

(

∂u

∂y

)

I+1,J

= −
1

Vi+1,J

(ui+1,J∆xi+1,j
i+1,j−1

+ ui,J∆xi,j−1

i,j + u∗

I+1,j∆xi,j
i+1,j + u∗

I+1,j−1∆xi+1,j−1

i,j−1
)

(11)

Figura 4: Aproximación de las derivadas por medio del teorema de la divergencia.

4.2.2. Términos convectivos

Los términos que representan la convección se aproximan de forma similar a los difusivos,
es decir, para los componentes que no se hacen nulos cuando las caras del volumen son orto-
gonales a alguno de los ejes del sistema coordenado se aplicael esquema de segundo orden
QUICK, mientras los términos convectivos restantes se aproximanhaciendo un promedio entre
los nodos más cercanos. El no aplicar esquemas de interpolación más avanzados a estos térmi-
nos, está justificado por su poco peso con respecto a los términos tradicionales de las mallas
estructuradas. En la siguiente expresión se ilustra el uso del esquemaQUICK para interpolar el
valor deu en el puntoI + 1, J .

(ρu∗u)I+1,J = (ρu∗)I+1,J(a1ui+1,J + b1ui,J + c1ui+2,J + d1ui−1,J) (12)

Los coeficientes están definidos en el grupo de ecuaciones (13), en términos del parámetro
de desplazamientof , cuyo valor está dado por la siguiente secuencia lógica: siuk > 0 entonces
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fk = 1 si nofk = 0

ak =
3

8
(2 − fk)

bk =
3

8
(1 + fk)

ck = −
1

8
(1 − fk)

dk = −
1

8
(fk)

(13)

4.2.3. Valores de Presión

Los términos ubicados al lado derecho de la ecuación (9) son calculados de acuerdo con la
disponibilidad del valor de la presión en memoria, pues es una característica del algoritmo de
soluciónSIMPLEhacer una suposición inicial de la presión en la primera iteración, para luego
de sucesivas soluciones del sistema, retroalimentar este valor a la iteración presente desde la
iteración inmediatamente anterior. En mallas escalonadas, estrategia utilizada para mejorar el
acople entre las variables velocidad y presión, la variabledependiente presión es almacenada
de acuerdo a sus valores nodales con respecto a la malla principal. Es por esto que se requiere
calcular, según un promedio, algunos de los valores que componen el término resultante de la
integral de superficie sobre la presión. En la ecuación (14) se aproxima el valor de la presión en
i, j en términos de los valores nodales o disponibles en memoria.De manera similar se aproxima
pi,j−1. Las otras contribuciones al términopI,J y pI+1,J están disponibles en la memoria.

pi,j =
1

4
(pI+1,J + pI+1,J+1 + pI,J+1 + pI,J) (14)

4.2.4. Ensamble

Finalmente se construye la ecuación de momentum discretizada enx, reorganizando y agru-
pando en coeficientes los componentes de la expresión resultante de reemplazar en (9) cada uno
de sus términos por las aproximaciones realizadas productodel esquema de diferencias cen-
tradas, elQUICK y las demás estrategias utilizadas para las contribucionespropias de la no or-
togonalidad. La expresión resultante del ensamble forma lamatriz de solución de la ecuación de
momentum enx discretizada, que hasta este momento no se puede solucionarpara la velocidad
debido a la falta de información sobre la presión. La forma general la ecuación de momentum
discretizada, solo aplica a los volúmenes internos, es decir, aquellos que no tienen contacto con
la frontera del dominio. Para los volúmenes ubicados en la frontera se deben eliminar algunos
coeficientes y agregar términos adicionales conocidos comofuentes, dependiendo del tipo de
frontera a aplicar. El proceso de discretización para la ecuación de momentum eny se realiza
de manera similar, pero sobre el volumen desplazado en dichadirección (Figura1).

5. ALGORITMO DE SOLUCIÓN SIMPLE

En el algoritmoSIMPLE se utiliza una ecuación adicional que hace las veces de enlace
necesario entre las variables velocidad y presión, ya que delas tres ecuaciones que permiten
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resolver el sistema bidimensional de Navier-Stokes hay una(continuidad) en la cual la pre-
sión no aparece explícita. El proceso es descrito por el esquema de la Figura5, y comienza
con una suposición inicial que permite solucionar el sistema de ecuaciones lineales producto
de la discretización de la ecuación de momentum, para obtener valores de velocidadesu y v
preliminares. Estas se corrigen por medio de los resultadosobtenidos al solucionar la ecuación
adicional que se deduce a continuación.

Figura 5: Esquema del algoritmo de soluciónSIMPLEpara solucionar la ecuación de Navier Stokes.

Para llegar a una expresión de corrección de presiones en mallas no ortogonales, se considera
la siguiente manera de escribir en forma simplificada la ecuación discretizada de momentum,
para un valor de velocidadu∗ que corresponde al resultado de solucionar la ecuación de acuerdo
a un campo de presiones supuestop∗

ai,Ju∗

i,J −

N+2
∑

l=1

(au∗)l = −

N
∑

l=1

(p∗nx∆S)l + S̄ (15)

Si se le resta la expresión (15) a la ecuación discretizada de momentum aplicada al campou
(solución exacta de la ecuación de momentum enx) , el resultado será la siguiente relación en
virtud de las definiciones de corrección de velocidad y presión, (17) y (18), respectivamente.

ai,Ju′

i,J −

N+2
∑

l=1

(au′)l = −

N
∑

l=1

(p′nx∆S)l (16)

u′ = u − u∗ (17)
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p′ = p − p∗ (18)

A continuación se introduce la aproximación característica del algoritmo de soluciónSIM-
PLE, y la nueva simplificación propia del presente estudio en el tratamiento de mallas no or-
togonales, para llegar a una expresión definitiva (19) para el valor nodali, J . En elSIMPLE,
el segundo término de la izquierda en la expresión (16) se desprecia. La nueva simplificación
consiste en tomar como nulos los términos del lado derecho dela ecuación (16) que apare-
cen al considerar volúmenes con fronteras no ortogonales. Esta aproximación se hace teniendo
en mente una malla estructurada lo suficientemente refinada para que los diferenciales de área
que multiplican las presionespi,j y pi,j−1 tiendan a cero, y que al ingresarlas a la ecuación de
continuidad, como se realiza a continuación, estén multiplicando diferenciales de área relativa-
mente pequeños que hacen el término despreciable.

ui,J = u∗

i,J −
p′I+1,J∆yI+1,j

I+1,j−1
+ p′I,J∆yI,j−1

I,j

ai,J

(19)

El siguiente paso es utilizar la ecuación de continuidad discretizada (5) aplicada al volumen
principal de la Figura1, para reemplazar en esta los valores de las velocidades no conocidas,
según la ecuación (19), y el valor, en términos de la corrección de presión, de las velocidades
obtenidas por medio de una deducción similar. Al sustituir yorganizar se obtiene la ecuación
de corrección de presiones discretizada para hacer aplicada a los volúmenes internos de mallas
estructuradas no ortogonales.

6. RESULTADOS

En una cavidad rectangular se plantea un problema bidimensional de dinámica de fluidos
cuando la superficie superior se desliza con una velocidadua enx, generando el movimiento
del fluido que se encuentra al interior de la cavidad caracterizado por el número de Reynolds
definido por (20), y que para este caso corresponde a agua líquida a una tempertatura de 20◦C.
En la Figura6 se muestran las características geométricas del dominio con L = H = 1m
y las condiciones de frontera propias del problema a resolver, teniendo en cuenta el estado
estacionario y un tratamiento por medio de variables primitivas (p,u,v) con el fin de aplicar
el algoritmo de soluciónSIMPLE. De este modo se resuelve la ecuación de Navier Stokes para
obtener una solución particularizada por las condiciones de frontera tipo dirichlet para la veloci-
dad en todas sus fronteras, pues en tres de estas se considerala condición de no deslizamiento
por tratarse de paredes y la restante se especifica la velocidad enx.

Re =
ρLua

µ
(20)

A continuación se muestran los resultados obtenidos al aplicar los esquemas de interpolación
aplicados a los términos de la ecuación de Navier Stokes. Además de esto se utiliza una malla
deformada30 × 30 (Figura7) con el fin de mostrar la capacidad del código2D-SIMPLENS
de hallar una solución validable en dominios divididos por medio de mallas estructuradas no
ortogonales.

Al realizar una comparación cualitativa (Figura8) con los esquemas de interpolación de
segundo (Fluent SOU) y primer orden (Fluent FOU) implementados mediante una malla de
igual número de elementos y el programa comercialFluentque utiliza el método de volúmenes
finitos y un algoritmo de la familiaSIMPLE para llegar a la solución, se puede apreciar la
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Figura 6: Problema de flujo en una cavidad rectangular.

Figura 7: Malla utilizada en la simulación.

diferencia entre los resultados obtenidos y el aumento en exactitud conforme crece el orden del
esquema de interpolación utilizado hasta llegar a la solución encontrada porGhia et al.(1982)
y reproducida porErturk and Gökcöl(2005). Así como el valor de de velocidad en las líneas
centrales se acerca a las respectivas cantidades experimentales, las líneas de corriente obtenidas
(Figura9) generan un patrón de acuerdo con los registros experimentales. El presente número de
Reynolds se caracteriza por la presencia de un vórtice central levemente desviado en la dirección
del flujo en la frontera superior, y dos vórtices de menor tamaño en las esquinas inferiores.

La situación de flujo externo plantea problemas adicionalesen cuanto a tratamiento de fron-
teras. Tres nuevos tipos de frontera son necesarios implementar al código para particularizar al
caso de flujo externo la solución de la ecuación de Navier Stokes. Tanto en las fronteras su-
perior e inferior como en la frontera derecha se aplica una condición del tipo Dirichlet para la
presión, teniendo en cuenta una extensión del dominio que garantice valores de presión ambien-
te en estas fronteras. También en la frontera derecha, es necesario suponer una restricción tipo
Neumann para las velocidades en la dirección normal a dicha frontera, en la frontera izquierda
(entrada) una condición Dirichlet en la que se especifica el valor de la velocidad de la corriente
que atraviesa el cilindro, y en el objeto aplica la condiciónde pared ya utilizada, pero ahora
sobre una frontera curva que ocasiona la deformación de la malla que divide el dominio en
volúmenes de caras no ortogonales. Con el objetivo de lograruna validación del código de
acuerdo a los datos experimentales disponibles, se hace unacomparación entre las caracterís-
ticas geométricas de los vórtices simétricos (Figura10) y los coeficientes de arrastre para los
números de Reynolds 20 y 40. En la tabla 1 se realiza la comparación entre los datos obtenidos
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Figura 8: Velocidades obtenidas en la línea horizontal media (izquierda) y en la línea vertical media (derecha) para
el flujo en cavidades a un número de Reynolds 1000.

mediante el código de volúmenes finitos desarrollado y los datos experimentales y numéricos
utilizados porChung(2006) para la comparación de los parámetros medibles por medio dela
actividad experimental.

Los resultados obtenidos se encuentran en el intervalo de valores disponibles en referencias
para datos tanto experimentales como numéricos, lo cual verifica la información entregada por
el código. Para un número de Reynolds igual a 20 el vórtice se extiende una distancia menor que
en el caso de Reynolds cuarenta, lo cual se debe a una menor contribución de la transferencia
de momentum por convección al total, es decir, una velocidadmayor (Reynolds 40) supone
mayor momentum e incide en una mayor rapidez en la transferencia de este, lo cual resulta en
la creación de un vórtice de mayor tamaño. Se puede observar en la tabla 1 que para este caso
específico se obtienen resultados concordantes con los demás resultados numéricos y el dato
experimental que se presenta. El coeficiente de arrastre también sigue la tendencia experimental,
pues en esta para número de Reynolds menor a mil la relación con el coeficiente de arrastre
es inversamente proporcional. Tal tendencia se debe a los efectos asociados a la separación
de la capa límite que se da en números de Reynolds mayores que seis para el caso de flujo
externo alrededor de un cilindro circular. La malla creada yutilizada en las simulaciones (Figura
11) busca adaptarse de la mejor forma a la curvatura de la frontera del cilindro sin perder la
orientación que las caracteriza como estructurada. Así mismo se realiza un refinamiento en
las zonas de altos gradientes de velocidad para que el códigopueda captar efectos como la
formación de vórtices y la separación de la capa límite, y realice una transición suave entre los
volúmenes de superficies inclinadas y aquellos en disposición ortogonal.

La separación de la capa límite se puede apreciar en las figuras donde se plasman las líneas
de corriente (Figura12), pues aguas abajo del punto de separación se da la formaciónde los vór-
tices, zona que además se caracteriza por las bajas velocidades del fluido y los altos gradientes
de velocidad al acercarse a las líneas de corriente que pasanpor encima del punto de separación.
Los vórtices obtenidos se verifican por medio de la longitud característicaLv (Figura10) que se
mide desde el final del cilindro hasta el punto en que las líneas de corriente externas al vórtice
vuelven a unirse y, como se puede ver en la tabla 1, los valoresobtenidos están cerca tanto de
los resultados producto de la experimentación como de otrosprocesos numéricos.

Tanto para el caso de flujo en cavidades como flujo externo se logra la validación de los
procedimientos numéricos utilizados a partir de los datos disponibles para la descripción del
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Figura 9: Líneas de flujo y campo de velocidad obtenidos.

movimiento en régimen laminar de un fluido Newtoniano, isotérmico, isotrópico e incompre-
sible en un dominio bidimensional. Según esto las condiciones de frontera, el algoritmo de
solución y los esquemas de interpolación aplicados en el código 2D-SIMPLENSson aptos para
este tipo de problemas, lo cual sugiere confiabilidad en los resultados futuros que se puedan
obtener utilizando el código desarrollado.

7. CONCLUSIONES

La aproximación de flujos difusivos por medio del esquema de diferencias centradas es una
forma sencilla pero adecuada de tratar este tipo de fenómenos de transporte, hecho que se de-
muestra en la precisión de los resultados para flujo en cavidades. La exactitud de la aproxi-
mación del término convectivo depende notoriamente del orden de la misma. Es así como al
utilizar un esquema de diferencias centradas de primer orden se obtienen resultados correc-
tos en tendencia pero alejados de la solución real, que se logra por medio de un esquema de
diferencias desplazadas de segundo orden como elQUICK.

Las condiciones de frontera definen la forma particular de lasolución de las ecuaciones go-
bernantes. Es por esto que soluciones correctas se logran a partir de una buena implementación
de estas de acuerdo con la elección de las fronteras del dominio computacional. Por lo tanto es
posible afirmar que el tipo de condiciones utilizadas constituye una estrategia adecuada para el
tratamiento de fronteras en los casos estudiados.

El uso de mallas no ortogonales se realiza sin perder la exactitud lograda en mallas ortogo-
nales mediante la implementación de nuevas aproximacionespara los términos que aparecen
luego de tener en cuenta una inclinación de las caras en los volúmenes. Para el caso de flujo en
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Figura 10: Características geométricas de los vórtices simétricos generados entre Re=1 y Re=40 en la situación de
flujo externo alrededor de un cilindro circularTaneda(1956).

Tabla 1: Comparación entre datos experimentales disponibles, resultados obtenidos mediante el código2D-
SIMPLENSy datos numéricos utilizados y obtenidos porChung(2006)

Re = 20 Re = 40
Contribución Cd Lv/D Cd Lv/D

Experimenal
Relf 2.16 1.62
Weiselberger 2.05 1.64
Taneda 0.9 2.1
Tritton 2.08 1.59

Numérico
Dennis y Chang 2.05 0.94 1.52 2.35
Ta Phoe Loe 0.94 2.14
Fornberg 2.00 0.91 1.50 2.24
Chung 2.05 0.96 1.54 2.30

Resultados obtenidos
2D-SIMPLENS 1.99 0.96 1.52 2.16

cavidades se logran resultados más cercanos a los registrosencontrados en literatura que al uti-
lizar el programa comercialFluent. En la situación de flujo externo los resultados obtenidos son
satisfactorios pues la diferencia con los parámetros de comparación experimentales es menor
que un 8 % para todos los casos. De las aproximaciones realizadas para los nuevos términos di-
fusivos, convectivos, y del gradiente de presiones, esta última es la estrategia que más impacta
en la conservación de la exactitud y por lo tanto en la viabilidad del uso de mallas estructuradas
en dominios de fronteras curvas.

En el código2D-SIMPLENSse sintetizan cada una de las características ya mencionadas para
constituir un exitoso acercamiento a la dinámica de fluidos computacional por medio del método
de volúmenes finitos. En el momento, la aplicación del mismo se limita a mallas estructuradas,
flujo bidimensional, régimen laminar y estado estacionario. Barreras, que de acuerdo a este
primer desarrollo, pueden ser fácilmente superadas para así ampliar el espectro de aplicación a
problemas de dinámica de fluidos.
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Figura 11: Mallado.

Figura 12: Lineas de corriente obtenidas en el caso de flujo externo alrededor de un cilindro circular.
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