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Resumen. Los flujos a bajos niimeros de Mach representan una situacién limitante en la resolucién
de flujos compresibles. A medida que el nimero de Mach tiende a cero, los cédigos para flujo com-
presible basados en la densidad sufren de falta de eficiencia y precision. Una de las técnicas propuestas
para capturar la solucién de tales flujos consiste en el precondicionamiento de las ecuaciones. En es-
tos esquemas, se multiplican las derivadas respecto al tiempo por una matriz apropiadamente definida
(precondicionador), lo cual escala los autovalores del sistema de modo tal que sus érdenes de magnitud
resultan similares. Al afectar el término de la derivada temporal, el sistema de ecuaciones precondiciona-
das so6lo posee la misma solucidn estacionaria que el sistema original. Para la aplicacién de este método
a problemas dependientes del tiempo, ha surgido la técnica de “doble tiempo”, donde los términos que
incluyen derivadas respecto al tiempo fisico son tratados como términos fuente y/o reactivos, y las deriva-
das respecto al pseudo-tiempo son multiplicadas por el precondicionador. Durante cada paso de tiempo
fisico, el sistema pseudo-temporal de ecuaciones es avanzado en el tiempo artificial hasta alcanzar un
estado pseudo-estacionario. En el presente trabajo se muestra, mediante un anélisis de autovalores, que
el precondicionamiento de las ecuaciones con una matriz formulada para flujo estacionario puede no ser
apropiado cuando se lo aplica a flujos no estacionarios. Se presenta una adaptacién del precondicionador
al caso no estacionario cuando se emplea una estrategia tipo ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Las
ecuaciones son discretizadas en el espacio mediante el Método de Elementos Finitos, donde el término
de estabilizacién debe calcularse adecuadamente para el sistema precondicionado. Se incluye ademas el
tratamiento de condiciones de contorno absorbentes. Diversos casos test son resueltos y comparados con
resultados obtenidos empleando las ecuaciones para flujo compresible no precondicionadas y cédigos
para flujo incompresible.
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1. INTRODUCCION

Los flujos a bajos niimeros de Mach (M) representan una situacion limitante en la resolu-
cion de flujos compresibles. A medida que el nimero de Mach tiende a cero, las estrategias de
resolucion para flujo compresible basadas en la densidad sufren de falta de eficiencia y preci-
sion. Esto se debe a que las ecuaciones se mal condicionan, con un nimero de condicién del
sistema O(1/M) (Choi y Merkle, 1993). Existen distintos enfoques para solucionar el referido
problema: uno de ellos es la modificacion de las estrategias basadas en la densidad para flu-
jos compresibles cuando el nimero de Mach disminuye; otra opcién consiste en extender las
estrategias para resolver flujos incompresibles (basados en la presion) al régimen compresible.
Existen también formulaciones unificadas, como la presentada por Mittal y Tezduyar (1998).

Dentro de los métodos basados en la densidad, se han propuesto dos técnicas para capturar la
solucion de flujos a bajos numeros de Mach: el desarrollo asintético y el precondicionamiento.
Ambas técnicas se basan en el escalamiento del nimero de condicion del sistema. En el méto-
do asintdtico se introduce una forma perturbada de las ecuaciones, donde términos especificos
son despreciados dando lugar a la aparicién de modos pseudo-acusticos en lugar de las ondas
acusticas de cardcter fisico. Las velocidades de propagacién de estos modos pseudo-acusticos
son comparables a la velocidad del fluido (Choi y Merkle, 1993). Aunque estos métodos son
muy robustos y aplicables tanto a flujos viscosos como inviscidos, la naturaleza de la perturba-
cién limita su uso a flujos incompresibles o muy poco compresibles.

Los esquemas de precondicionamiento consisten en premultiplicar las derivadas respecto al
tiempo por una matriz apropiadamente definida (precondicionador), lo cual escala los autova-
lores del sistema de modo tal que sus 6rdenes de magnitud resultan similares, eliminando asi el
mal condicionamiento del sistema. Al afectar el término de la derivada temporal, el sistema
de ecuaciones modificadas (precondicionadas) s6lo posee la misma solucion estacionaria que
el sistema original. Para la aplicaciéon de este método a problemas dependientes del tiempo,
ha surgido la técnica de “doble tiempo”, donde los términos que incluyen derivadas respecto
al tiempo fisico son tratados como términos fuente y/o reactivos. Durante cada paso de tiem-
po fisico, el sistema pseudo-temporal de ecuaciones es avanzado en el tiempo artificial hasta
alcanzar un estado pseudo-estacionario (Turkel y Vasta, 2005; Vigneron et al., 2006; Liu y Plet-
cher, 2007). Se han disefiado precondicionadores locales que funcionan muy bien cuando se los
utiliza en la determinacién de un flujo estacionario (Choi y Merkle, 1993; Nigro et al., 1998),
aunque trabajos recientes han mostrado que tales precondicionadores pueden no ser apropiados
para problemas no estacionarios (Vigneron et al., 2006).

El principal objetivo del trabajo en el cual se encuadra el presente articulo es la realizacion de
flujometrias dindmicas en motores de combustién interna. El flujo en el interior de las camaras
de un motor de combustién interna estd caracterizado por un ndmero de Mach bajo, excepto
en los primeros instantes de apertura de la véalvula o lumbrera de escape donde se alcanzan
regimenes transonicos en el puerto de escape (Heywood, 1988). La aplicacion de interés limita
las estrategias para la resolucion de flujos a bajo nimero de Mach a aquellas que, bajo una tnica
formulacién, funcionen correctamente para todo Mach.

En este trabajo se propone utilizar el método de precondicionamiento de las ecuaciones con
el precondicionador propuesto por Choi y Merkle (1993). Se analiza el nimero de condicién
de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible no estacionario precondicionadas
cuando se utiliza una estrategia ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) y, en base a este anali-
sis, se redefinen apropiadamente los pardmetros del precondicionador considerado. Se presenta
ademas la estrategia numérica de resolucién y el tratamiento de condiciones de contorno absor-
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bentes. Se resuelven algunos casos test y se comparan con las soluciones obtenidas mediante
las ecuaciones para flujo incompresible.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA Y ANALISIS DE AUTOVALORES

Se presentan a continuacion las variables utilizadas en el andlisis de autovalores del sistema
de ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible

U = [p, pu, pe]”
Q= [p,u, 7"

siendo U el vector de variables conservativas usuales y Q el vector de variables viscosas, donde
p es la densidad del fluido, u el vector velocidad, e la suma de las energias interna y cinética , p
la presion y 7' la temperatura. A bajo numero de Mach, resulta conveniente realizar los estudios
empleando las variables (Q debido a que la densidad tiende a ser espacialmente constante.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible viscoso escritas en su forma cuasi-
lineal quedan expresadas del siguiente modo (Hirsch, 1990)

oU  9U 9 (. aU
T et L b ¥ G )
ot Mom  om ( ”axj) S )

)

donde A; son los jacobianos advectivos, K;; los jacobianos difusivos y S el vector fuente. Se
considera ademds que el fluido en estudio es un gas perfecto.

El precondicionamiento de las ecuaciones consiste en premultiplicar la derivada respecto al
tiempo por una matriz apropiadamente definida. El objetivo es modificar los autovalores del sis-
tema de tal forma que el nimero de condicidn se reduzca. La estrategia de precondicionamiento
resulta util cuando el problema a resolver es estacionario, debido a que los sistemas precon-
dicionado y no precondicionado s6lo comparten la misma solucion estacionaria. Para aplicar
el método de precondicionamiento a problemas no estacionarios se ha propuesto la técnica de
“doble tiempo” en la cual, para cada instante de tiempo (tiempo fisico, t), se avanzan las ecua-
ciones en el pseudo-tiempo (7) hasta alcanzar un estado pseudo-estacionario cuando 7 — <.
Introduciendo el término de la derivada pseudo-temporal afectada por un precondicionador I',
el sistema de ecuaciones para la estrategia de doble tiempo posee la forma

3)

oU U  9U 9 (. OU
or "ot Mon 8_9@(1{ >+S

J

. : L .oy .
Notar que cuando el sistema tiende al estado pseudo-estacionario, el término — tiende a cero,

-
con lo cual la solucién de la ecuacion (3) a un tiempo ¢ fijo tiende a la correpondiente solucién
de (2).

Cambiando a variables viscosas, la ecuacién (3) se reescribe

oU0Q IUIQ oUoQ 9 (.. 9UIQ
29Qar "o at  NaQoz, 8:@( ”GQ&BJ) 8 @
Sea
oU
L=T55 (5)
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el precondicionador en la base de variables viscosas. Entonces, premultiplicando por su inversa

0 ou o ouo 0 ou o
—Q+1‘V_1——Q+I‘;1Ai— Q =T;! Kij——Q
or 0Q ot 0Q Oz; Ox; 0Q Ox;
En este trabajo se analizara el precondicionador propuesto por Choi y Merkle (1993) para
la resolucion de problemas estacionarios a bajo nimero de Mach, el cual fue aplicado en el
contexto de elementos finitos por Nigro et al. (1998). Este precondicionador estd definido por

la expresion

) +T,'S (6)

1
0O 0 0 0
BM?2
U 0 0 0
paz 7
v
— — 0 0 0
w
0 0 0
BM? g
petp 0 pu pv pw PR
pBM; 1]
donde M, es un nimero de Mach de referencia, u = [u, v, w]T, v es la relaciéon de calores

especificos, R la constante particular del gas, J es un parametro abitrario que juega el rol de un
coeficiente de la derivada temporal de la presion, y 3 = zc?, siendo ¢ = \/yRT la velocidad
del sonido y z = max(2iny, 2vis)

2
Ziny = M

T

a;(o; — 1) }

Zyis = MAax {
; A 2 /4,2
aj—1+c¢ /uj

J
CFL

;= =1,2,3
a] O'Reh]. J ) 4

con C'F'L el nimero de Courant, o €l nimero de Fourier y Rey,; el nimero de Reynolds basado
en la longitud caracteristica /;. El nimero de Mach de referencia M, reemplaza al nimero de
Mach en la matriz de precondicionamiento debido a que el término 1/M? tiende a ser singular
en regiones donde el M tiende a cero. En la préxima seccidn se discutird la eleccion de M,
(véase la ecuacion (19) para la definicion dada por Choi y Merkle (1993)).

Con este precondicionador el sistema de ecuaciones adopta una forma muy similar a la ob-
tenida cuando se aplica el método de compresibilidad artificial con el agregado de la ecuacion
de conservacion de la energia (Choi y Merkle, 1993).

Se realizard un anélisis de dispersion del sistema de ecuaciones (6). Sean

~ ou
AV i = I‘ilAi—
) A% aQ
- _ ou 8
Ky.ij = Flez‘j% ®
S, =TI.'S

Discretizando la derivada repecto al tiempo fisico mediante una férmula en diferencias atrasadas

8_Q ~ Cth+1 - E(Qn7 Qn_la s )
ot~ At ’

)
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donde ¢, es una constante que depende del orden del esquema temporal, el sistema (6) se expresa
del siguiente modo:

9Q | & pa0Y 0Q _ 9 (L 0Q ,0U »
= +A K. .. — —I‘ nor. or!
a AtV aQQ v, Zaxi amz ( v, 1 axj) + S + At Y aQ (Q ) Q ) )
(10)

Para simplificar la notacion, en la ecuacion anterior se suprimio el supraindice n + 1 para las
variables que se evaltan en el citado paso de tiempo.

Si se asume que el término fuente no tiene efecto en la ecuacién de dispersion y, para sim-
plificar el estudio, considerando nulos los términos difusivos (ecuaciones de Euler), el andlisis
se realiza sobre la ecuacion

8Q F 1_Q+Av zaQ

or At Y 0Q oz, 0 (i

Introduciendo el modo de Fourier en el sistema

Q = Quexp [i(ka — WT)} , (12)

la ecuacion (11) se traduce a una ecuacidn de dispersion para w

10U
( zwI—l—EI‘v%—l—zksz)Q—O (13)
donde I es la matriz identidad. Debido a que la malla posee un nimero finito de nodos, las
longitudes de onda estdn limitadas por el espaciamiento de la grilla. Para tener en cuenta este
filtrado, se puede tomar ||k|| = ¢/h, donde h es una medida del tamafo del elemento, y ¢ €
[0, 7]. Sean A = w/|| k|| 1a velocidad de onda y u;, = u”k/||k||. Dividiendo la ecuacién (13) por
i||k|| se obtiene el sistema GQ = 0, donde

Ct _1 ou k’z

' r A, — 14
“Ac T 9q T (9

Para que el sistema GQ = 0 tenga solucién no trivial, debe verificarse que det G = 0, lo cual
equivale a calcular los autovalores de la matriz
A Ct 1 (9U l{?z

G= T, + A, (15)
HkHAt 0Q I

Definiendo los numeros de Courant

CFL. — uk.At

(16)

cAt

CFL.= —

h
los autovalores de G estan dados por
MG)1as = up(l —ic, CFL;Y)
Uy, _ 1 (17)
( ) ?<1—ZCtCFLu )Ti

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



142 E.J. LOPEZ, N.M. NIGRO, M.A. STORTI

donde

1
T = (14 M*) £ /(1 — M2y)2 — 4M2 1— 18
+ ( + rX) \/( rX) r (ZM+CtCFLC_1)2+ X ( )

En la ecuacién (18) y = v — (v —1)d, mientras que la eleccion de M, diferencia los distintos
precondicionadores. Tomando la definicién sugerida por Choi y Merkle (1993)

M, si M < M,
M, =< M si M, <M<1 (19)
1 si M>1

0, equivalentemente, M, = min(1, méx(M, M,)), donde M, es un nimero de Mach de “corte”
aplicable en zonas donde el nimero de Mach es nulo, se tienen los autovalores del sistema
precondicionado con el precondicionador disefado para estado estacionario.

Cuando se aplica una estrategia ALE, las ecuaciones de Euler para el método de doble tiempo
quedan expresadas

ou ouU ou

donde 1 es la velocidad de la malla. Aplicando un anélisis andlogo al anterior, se encuentran
los siguientes autovalores

)\(GALE)17273 == uk(l - ’LCtCFLJI) — fbk

g 1 : -1 ~ 1 ALE 1)
)\(GALE)4,5 = §[uk(1 — ’lCtCFLu ) — uk]Ti
con
1
TAME — (14 M%) £ /(1 — M2y)? —4M? | — 1— 22
+ ( + rX) \/( rX) r (ZM+CtCFLC_1)2+ X ( )

siendo M = (uy — Gx)/cy uy = u'k/[k].
El caso viscoso no posee una solucién sencilla de obtener, por lo cual algunos autores utilizan
formulas aproximadas para considerar los efectos de tales términos.

2.1. Estrategias de precondicionamiento

El nimero de condicidn se define como

max(I\])  méx(L, [Ty, [7-)
CN = — = — (23)
min((\]) ~ min(L, [75],[72])

La figura 1 muestra el niimero de condicion del sistema de ecuaciones de Euler en funcién del
niimero de Courant CF' L, adoptandoc;, = 1, =1(x = 1), M, =1 x 10 %y M =1 x 1073,
El precondicionador para estado estacionario (SP, por Steady Preconditioner) corresponde a la
definicién de M, dada en la ecuacidon (19). Si el problema es no estacionario, Vigneron et al.
(2006) sugieren tomar

M, = min(1, max(\/ M2 + CFL;% M,)) (24)
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Figura 1: Niimero de condicién en funcién de CF L, para M =1 x 1073,

Esta definiciéon es la denominada UP (Unsteady Preconditioner) en la figura 1. Se incluye
ademads el nimero de condicién para cuando no se utiliza ningtin precondicionador (NP), lo
cual equivale a tomar M, = x~'/2 en la ecuacién (18).

Como se observa en la figura, adoptando el precondicionamiento “no estacionario” se tiene
un niimero de condicién de orden 1 para todos los C'F'L.. Para flujos viscosos, Merkle (1998)
propone utilizar la siguiente aproximacion

M|y si Re>1

Mr: .
M/Re si Re<1

(25)

en la cual M,|;,, es el nimero de Mach de referencia para el caso inviscido y Re es el nimero
de Reynolds.

La propuesta en este trabajo es utilizar la expresion (24) dado que el precondicionador adop-
tado tiene en cuenta la relacion entre “tiempos viscosos” y “tiempos inerciales” (véase la defi-
nicién del pardmetro [ en la ecuacion (7)).

3. IMPLEMENTACI()N NUMERICA
3.1. Formulacion variacional

Utilizando la técnica ALE s6lo de modifican los jacobianos advectivos del sistema de ecua-
ciones (véase la ecuacion (20)). Por lo tanto, para clarificar la siguiente exposicion se considera
nula la velocidad de la malla. Entonces, agregando las correspondientes condiciones de con-
torno a la ecuacion precondicionada (3) con la estrategia de doble tiempo, queda planteado el
problema a resolver. La formulacién variacional de este problema se escribe:
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Hallar U" € " tal que VW" € ¥

ouUr  ouUh oUh OWh_ oUh
/QW ( o o A )d9+/9 9, Ky, -0

numel h h h h h
N Z/ 2 OW [FaU LU L,0U _Q<K“8U )—s] o

oxy, or ot " Ox; Oxy Y Ox;
= / W"SdQ + / W"doQ
Q o9
(26)
donde
Fh — {Uh‘Uh e [H1h<Q)]ndf7 Uh|Qe € [Pl(Qe)]ndf, Ut = g sobre 899} @

Y= {WhW" ¢ [H"(Q)]"Y, Wh|qe € [PH(Q9)]™, W" =0 sobre 099,}

y f y g representan, respectivamente, los vectores de condiciones de contorno naturales y Diri-
chlet.

Las derivadas respecto a ¢ y 7 son discretizadas aplicando el esquema en diferencias ba-
ckward Euler

aU Nun+1,m+1 — Umee

ot At
ou Un+1,m+1 _ Un—i—l,m (28)
or AT

Obsérvese los indices empleados para indicar cada paso de tiempo. Ademads, se propone una
formulacién implicita en los dos tiempos t y 7.

El correcto funcionamiento del esquema dependera de la eleccion de la matriz de tiempos
intrinsecos (7') para la estabilizacion. En este trabajo se propone aplicar la estrategia Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), es decir, estabilizar teniendo en cuenta sélo la parte advec-
tiva del sistema. De la ecuacién (6) y utilizando las definiciones dadas por (8), el sistema de
ecuaciones de Navier-Stokes en la base viscosa se expresa

8Q L 0u 8Q - 0Q 0 (-~ 0Q ~
o Y aqa T T an <Kf aa:j> 5y

El tensor de difusividad numérica introducido por la estrategia SUPG estd dado por (Hughes

y Mallet, 1986)

(29)

K — A7 A, (30)

donde 7, es la matriz de tiempos intrinsecos en la base de variables viscosas. Entonces, al
emplear la estrategia de estabilizacion SUPG se esta resolviendo la ecuacion

0Q ,o0U0Q - 0Q 0 (o 0Q - - 0?’Q -
— 4+ I, —=—+ A, — = i— AT A — 1
or v aQar Mo, 8xi( “”axj)+ Tl T8 G
Reemplazando Iy, A,, Kv,ij y S, por sus respectivas definiciones
ou 18U0Q ouoQ ., 0 ou 0Q
or I 8Q ot T AGS 8Q ox; =1 ox; Ky 0Q Ox; (32)
2
+I'~ 1AaU aQr Aaua Q + TS,

0Q "oU 0Q Ox?
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expresando la ecuacion en funcion de las variables conservativas

8U+1“ 19U r—lA-aU 9 <K8—U> +

or ot ! 8:61 8951 " 0x;
0Q 0?U
1429 T 7TA
AU Yo
y, finalmente, luego de premultiplicar ambos miembros por la inversa de la matriz de precondi-
cionamiento, se llega a

(33)

+ IS,

8U OU ou 0 ou 8U oQ.__,,.0°U
De la anterior se deduce que
. 0Q ., _0U_
T = 8Q 8UF =90 7T, (35)

La matriz de tiempos intrinsecos 7, puede calcularse siguiendo distintos enfoques. Uno de
ellos es la definicidn presentada por Hughes y Mallet (1986) adaptada al sistema precondicio-
nado

7 = |By| (36)
siendo
D 85@
B, = A, 37
Oz, J 37)

los jacobianos advectivos precondicionados transformados al elemento master, en la cual &; son
las coordenadas del elemento master.

Otra opcidn consiste en utilizar la propuesta de Le Beau et al. (1993) adaptada al problema
precondicionado

h

;o= _ (38)

En este trabajo se utiliza la ecuacion (38) para la estabilizacién del esquema con una correc-
cion debido a los efectos viscosos (véase por ejemplo el trabajo de Mittal y Tezduyar (1998)),
tanto para la formulacién no precondicionada como para la modificada por el precondiciona-
miento. Los autovalores de la matriz A estan dados por

/\(Av)1,2,3 =u
)\(A Jos = w(l+ BM?x/c* £ ) (39)
V%o 2
2
donde ¢* = u (1 + Mf”‘) + 43M? (1 — %)

hA*(A);
2 max; |A(A)]
(véase la ecuacion (30)) para la onda con velocidad de propagacion A(A);, se tienen modos
sub-estabilizados dada la disparidad que presentan las citadas velocidades en el limite de bajo
nimero de Mach. La referida sub-estabilizacion espacial se manifiesta mediante oscilaciones
numéricas en la solucion.

Siendo la estabilizacion del esquema no precondicionado proporcional a
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3.2. Condiciones de contorno dinamicas

Del mismo modo que ocurre con la estabilizacion del Método de Elementos Finitos, las
condiciones de contorno dindmicas deben reformularse cuando se precondiciona el sistema de
ecuaciones. Partiendo de la ecuacion (10) en variables viscosas y siguiendo el andlisis propuesto
por Storti et al. (2008), para problemas multidimensionales se realiza un estudio simplificado
1D en la direccion normal a la frontera considerando la proyeccion de los jacobianos advectivos
en dicha direccion

A, =A, (40)

donde n; son las componentes del versor normal exterior a la frontera en el punto considerado.
Diagonalizando el jacobiano proyectado

A, =M, A, M, (41)

con Avm = diag[/\(Av,n)], se definen las matrices de proyeccion

_ 1 sii=j7y N(Ayn) <0
J 0 sino 42)
1L, + 1y, =1

Las matrices de proyeccion en la base de variables viscosas se obtienen transformando la base
I, = M, II5, M., (43)
Finalmente, volviendo a la base de variables conservativas se tienen las matrices de proyec-

cion
~ou

5050 (44)

En este trabajo, se aplican las condiciones de borde dindmicas empleando multiplicadores
de Lagrange tal lo propuesto por Storti et al. (2008). En este caso, para un nodo ¢ ubicado sobre
la frontera, el sistema de ecuaciones a resolver resulta

H&H(Uref)(Ui - Uref) + HJ[;n(Uref)Ulm =0

45
R,(U) + T, (Up)Upy = 0 )

donde U, es un estado de referencia, Uy, es el multiplicador de Lagrange y R;(U) es el resi-
duo para el nodo ¢. Cuando se adopta como estado de referencia el estado en el paso de tiempo
anterior, es decir, para el paso de tiempo n + 1, U = U™, Storti et al. (2008) muestran que
se conservan los invariantes de Riemann, si éstos existen. Esta estrategia se denomina ULSAR
(Use Last State As Reference) y es la que se aplica en el presente trabajo.

4. RESULTADOS NUMERICOS
4.1. Test 1D con condiciones de borde dependientes del tiempo

Este test fue propuesto por Liu y Pletcher (2007) con el objetivo de evaluar el comporta-
miento de las ecuaciones de Euler precondicionadas. Se trata de un test 1D donde el dominio
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computacional se extiende al intervalo [0, 800]. Inicialmente la densidad, velocidad y presion
son espacialmente constantes y fijadas a los valores 1, 1, 1/(yM¢), respectivamente, donde
My = 0.02 es un nimero de Mach de referencia. En x = (0 se imponen la densidad al valor
constante 1, y la velocidad variable con la ley

u =1+ 0.2sin(t) (46)

En el extremo derecho del dominio (x = 800) se impone una presion variable dada por la
expresion

P [1 4 0.08sin(t)] 47)

Mg

Se empled una malla de elementos finitos de tamafio uniforme h = 2, con un paso de tiempo
At = 0.1. Las figuras 2 a 4 presentan la solucidon obtenida para el instante ¢ = 100 em-
pleando las ecuaciones precondicionadas. El mismo test fue resuelto con las ecuaciones no
precondicionadas, obteniéndose una solucién similar a la calculada cuando se aplica el pre-
condicionador. Con el objetivo de comparar ambas soluciones, la figura 5 ilustra la diferencia
porcentual adimensional (D P A) entre las mismas en el instante ¢ = 100. Esta diferencia se
calcula como DPA = 100U/UREY, donde UREF es un estado de referencia el cual en este
caso se adopt6 igual al estado inicial.

1.04
1.03
1.02
1.01

1
0.99

Density

0.98
0.97
0.96

0.95

0.04 i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Figura 2: Distribucién de densidad obtenida con las ecuaciones precondicionadas para ¢ = 100.

La convergencia en cada paso de tiempo es similar para ambos sistemas (precondicionado y
sin precondicionar), tomando alrededor de 6 iteraciones para disminuir 10 6rdenes en la norma
del residuo. El sistema precondicionado con el precondicionador SP para estado estacionario
no convergi6 en el primer paso de tiempo, ain luego de 4000 iteraciones en el pseudo-tiempo.

Como observacion, cabe mencionar que Liu y Pletcher (2007) reportan que el método LU-
SGS (Xu et al., 2005) (el cual es un método de Volimenes Finitos basado en la densidad) no
logra capturar para este test el acoplamiento entre las ondas de presion y velocidad. Ademas,
indican que la convergencia del método fue alcanzada por la adicién de un término disipativo
relativamente alto. Este y otros tests 1D similares, pudieron ser resueltos correctamente con las
ecuaciones no precondicionadas cuando se aplica el Método de Elementos Finitos.
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Figura 3: Distribucion de velocidad obtenida con las ecuaciones precondicionadas para ¢ = 100.
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Figura 4: Distribucién de presion obtenida con las ecuaciones precondicionadas para ¢ = 100.
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Figura 5: Diferencia porcentual entre las soluciones obtenidas con las ecuaciones precondicionadas y sin precon-
dicionar para t = 100.

4.2. Flujo en una cavidad cuadrada

El presente test ha sido empleado por décadas como benchmark de los solvers de las ecua-
ciones de Navier-Stokes para flujo incompresible. El mismo consiste en un fluido confinado
dentro de una cavidad cuadrada cuya tapa se mueve con velocidad uniforme. El test fue resuelto
para dos numeros de Reynolds: 100 y 1000. La malla empleada consistio de 60 x 60 elementos
cuadrangulares, uniforme para el caso e = 100 y, para Re = 1000, con una relacién 1:10
entre los elementos cercanos a la pared y los ubicados en la regién central del dominio. El
nimero de Mach de la pared mévil es 4.5 x 10~*. Como condiciones de contorno se impu-
SO una temperatura constante sobre las paredes y, ademds, no deslizamiento sobre las mismas.
Inicialmente el fluido estd en reposo y a presion y temperatura constantes. El test fue resuelto
con la estrategia de precondicionamiento presentada y, con fines de comparacion, también re-
solviendo las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible (NSI) aplicando elementos
finitos estabilizados mediante el método Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG, Brooks
y Hughes (1982)) y Pressure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG, Tezduyar et al. (1992)). Las
figuras 6 a 8 presentan los campos de densidad, modulo de la velocidad y perturbacion de la
presion (calculada como p — p, con p = 1 x 10° Pa) obtenidos. Se observa que los mismos son
suaves y no presentan oscilaciones numéricas.

Para analizar la precision del método de resolucidn presentado, se comparan los perfiles de
velocidad en las lineas centrales vertical y horizontal de la cavidad (x = 0.5 e y = 0.5, respec-
tivamente). La componente u de la velocidad se compara sobre la linea vertical, mientras que
la componente v es analizada sobre la horizontal. Se comparan las soluciones correspondientes
al sistema precondicionado, las ecuaciones para flujo incompresible y una solucién de referen-
cia calculada por Ghia et al. (1982). Las figuras 9 y 10 presentan estos resultados. La solucién
calculada a partir de las ecuaciones precondicionadas presenta una pequefia discrepancia res-
pecto de la obtenida con la formulacion incompresible, principalmente en cercania de extremos
locales de los perfiles. Esto puede deberse a una falta de convergencia al estado estacionario
del esquema precondicionado, ocasionada por errores de redondeo debido al uso de variables
dimensionales.
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(a) Re = 100 - UP (b) Re = 1000 - UP

Figura 6: Campo de densidad convergido para el test de la cavidad cuadrada.
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Figura 7: Médulo de la velocidad convergido para el test de la cavidad cuadrada.

(a) Re =100-UP (b) Re = 1000 - UP (c) Re = 1000 - NSI

Figura 8: Campo de presion convergido para el test de la cavidad cuadrada.

4.3. Flujo en un canal con una indentacion movil

Este problema se trata de un flujo que escurre por un canal bidimensional con una indenta-
cion movil. El mismo ha sido estudiado experimentalmente por Pedley y Stephanoff (1985) y
numéricamente por Ralph y Pedley (1988). La figura 11 muestra un esquema de la geometria
del dominio de flujo, con la forma de la indentacién tomada del trabajo de Pedley y Stephanoff
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dad.
(1985), y aproximada mediante la siguiente funcién
h si0 < x <y
y(x) =< 0.5h{1 —tanh [a(x — z3)]} siz) <z < x3
0 six > a3

donde a = 4.14, x; = 4b, x3 = 6.5b, x5 = 0.5(x1 + x3) y

h = 0.5hmsx [1 — cos(27t")] (48)
) t—1o
dot* = .
siendo T
y
T N T
== a =
| < |
S X X
Xz
X3
I, I,

Figura 11: Geometria del dominio de flujo (no a escala): b=1cm, [; =9.85 cm, I3 = 18.0 cm.

b es la altura del canal, T el periodo de oscilacién y hy4 = 0.38b especifica el bloqueo
maximo de la seccion transversal del canal en el instante t* = 0.5. La geometria del canal es
simétrica respecto de x = 0. El nimero de Strouhal basado en la altura del canal, la velocidad
media U = 2/3unsy y el periodo de oscilacion,

(49)

es 0.037, y el numero de Reynolds basado en las mismas cantidades de referencia, es 507. En
el instante inicial ¢ = ¢, el flujo se asume completamente desarrollado (flujo de Poiseuille),
con una velocidad maxima wu,5, = 1.5 m/s. El perfil de velocidad se asume constante en la
seccion de entrada, imponiéndose ademas en dicha seccién una densidad unitaria. En la seccion
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de salida se aplican condiciones de contorno dindmicas seglin se present6 en la seccioén §3.2,
con la estrategia ULSAR para el estado de referencia. Sobre las paredes del canal, asumidas
isotérmicas, se impone la condicidn de no deslizamiento. La dindmica de la malla fue resuelta
aplicando la estrategia presentada por Lopez et al. (2007), la cual consiste en la optimizacién
de la calidad de la grilla empleando un indicador geométrico de calidad del elemento. La malla
utilizada consistié en una de 12362 elementos triangulares no estructurada y 6759 nodos, siendo
el paso de tiempo de la simulacién At = T /200.

Las figuras 12, 13 y 14 presentan, respectivamente, los campos de densidad, mddulo de la
velocidad y pertubacién de la presién (con p = 1 x 10° Pa) para los instantes t* = 0.2, 0.3, 0.4,
0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 1. Estos resultados fueron obtenidos con la estrategia de precondiciona-
miento presentada.

EEEE—
R
R —
_

1.1614 1.1614 1.1614 1.1614 1.1614 1.1614 1.1615

Figura 12: Campo de densidad ([kg/m®]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido con la estrategia
UP. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6,0.7,0.8,09 y 1.

La tabla 1 muestra una comparacién de los valores de velocidad maxima del flujo y el ins-
tante de aparicion de los tres primeros vortices. Se comparan los resultados obtenidos con la
estrategia propuesta, y dos soluciones considerando las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible.

En la figura 15 se puede observar la posicion de los tres primeros vortices que se forman
en funcién del tiempo. En la misma se presenta una comparacioén con los resultados experi-
mentales reportados por Pedley y Stephanoff (1985) y una solucién de Navier-Stokes para flujo
incompresible (L6pez et al., 2007). En dicha figura, el eje x se define siguiendo la propuesta de
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Figura 13: Médulo de la velocidad ([m/s]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido con la estrategia
UP. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7,0.8,0.9 y 1.

UP Lopez et al. (2007) | Demirdzi¢ y Peri¢ (1990)
Velocidad maéx. 2916 m/sat*=0.37 | 2931 m/sat* =0.38 2.645m/sat* =04
Aparece 1" vortice t*=0.22 t*=0.23 t* =0.2-0.25
Aparece 24° vértice t* =0.345 t*=0.35 t*=0.35-0.4
Aparece 3° vortice t* =0.425 t*=0.42 t*=0.45

Tabla 1: Comparacion de los resultados obtenidos con el sistema de ecuaciones precondicionadas y dos soluciones
de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible.

la referencia (Pedley y Stephanoff, 1985)

. (x—x)(108H)'/3

Tr =

(50)

Con el objetivo de evaluar la utilidad de la herramienta de precondicionamiento, el test fue
resuelto bajo las mismas condiciones con el sistema de ecuaciones no precondicionadas. En
las figuras 16, 17 y 18 se observan respectivamente los campos de densidad, médulo de la ve-
locidad y pertubacion de la presion para los instantes t* = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1. La solucion
obtenida no representa el comportamiento del fluido, dado que no se generan los distintos vorti-
ces. El campo de presion calculado posee “ruido” numérico, el cual no puede observase en la
figura 18 debido a que la escala se mantuvo fija. Por este motivo, se incluye la figura 19 con
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Figura 14: Campo de la perturbacién en la presion ([Pa]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido
con la estrategia UP. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 09 y 1.
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Figura 15: Evolucién temporal de los tres primeros vértices formados.
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una escala de colores apropiada. Dicha figura corresponde al campo de perturbacion en la pre-
sién para el instante ¢t* = 0.5. La figura 20 corresponde al mismo campo representado como
elevacion tridimensional. Tales oscilaciones numéricas pueden deberse a la sub-estabilizacion
del esquema no precondicionado cuando se aplica la ecuacion (38) para el calculo de la matriz
de tiempos intrinsecos, segtn lo discutido en la seccién § 3.1. Ademds, siendo el CLF,, O(1)
(CLF. O(1/M)) y el esquema de integracién temporal sélo de primer orden, la formulacién
del sistema no precondicionado presenta una elevada difusividad, lo cual se evidencia en los
resultados obtenidos.

1 | 1
1.159 1.1595 1.16 1.1605 1.161 1.1615 1.162 1.1625 1.163 1.1635

Figura 16: Campo de densidad ([kg/m3]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido sin precondi-
cionar el sistema. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.
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Figura 17: Médulo de la velocidad ([m/s]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido sin precondi-
cionar el sistema. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.
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Figura 18: Campo de la perturbacion en la presion ([Pa]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido
sin precondicionar el sistema. De arriba hacia abajo, instantes t* = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.
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Figura 19: Campo de la perturbacién en la presion ([Pa]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido
sin precondicionar el sistema en el instante t* = 0.5, donde se modifico la escala del mapa de colores.

W

I \

e

| | | =
1 2 3

Figura 20: Campo de la perturbacion en la presion ([Pa]) para el test del canal con una indentacién mévil obtenido
sin precondicionar el sistema en el instante t* = 0.5.
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S. CONCLUSIONES

Se presento la adaptacion al caso no estacionario del método de precondicionamiento de
las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible en un contexto de Elementos Finitos,
aplicable a la resolucion de flujos a bajo nimero de Mach. El precondicionador utilizado fue
uno disenado originalmente para el célculo de flujos estacionarios con el Método de Volimenes
Finitos. Mediante un anélisis de autovalores del sistema de ecuaciones precondicionadas, se
mostro que deben redefinirse los parametros involucrados en el precondicionador para que el
nimero de condicion sea O(1) independientemente del paso temporal utilizado. Se presentaron
ademads la estabilizacion del Método de Elementos Finitos y el tratamiento de condiciones de
contorno absorbentes.

Fueron resueltos varios casos test los cuales presentan bajos nimeros de Mach. Se observé un
buen acuerdo entre las soluciones obtenidas con la estrategia propuesta y soluciones calculadas a
partir de una formulacién incompresible. Asimismo se mostré que, en igualdad de condiciones,
utilizar el sistema no precondicionado conduce a soluciones excesivamente difusivas y que
presentan “ruido” numérico en alguno/s de sus campos.
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