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Resumen. Se presenta un esquema numérico en diferencias finitas dominio temporal para solucionar la
ecuacién de onda eléstica en dos dimensiones, este esquema utiliza una aproximacién de cuarto orden
para las derivadas espaciales y segundo orden para las derivadas en el tiempo, basado en una malla
discreta similar a la descrita por Levander (1988).

El campo de onda es solucionado en el modelo de Marmousi2 donde se le ha inducido una anisotropia
polar vertical . El modelo asume que la anisotropia aumenta en presencia de medios de baja velocidad
como lo ocurrido en capas estratificadas de arenisca y arcilla. También asume una variacion lateral de
la velocidad en funcién de la profundidad . Para este modelado se tiene en cuenta los pardmetros de
anisotropia descritos por y la anelipticidad usada por Alkhalifah y Tsvankin (1995).

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


http://www.xiccg.uis.edu.co/petrosismica/
http://www.ecopetrol.com.co

724 J.A. TORRES, H. GONZALEZ ALVAREZ, C.C. ESCOBAR PIEDRAHITA

1. INTRODUCCION

La sismica de reflexion son un conjunto de técnicas utilizadas para adquisicion, modelado,
procesamiento e interpretacion sismica. El uso de esquemas numéricos es importante y valioso
para el modelado sismico de ciertas regiones o estructuras geoldgicas. Este modelado busca
obtener una imagen interna del subsuelo en base a modelos sintéticos con el fin de entender y
conocer los rasgos del interior de la tierra con el propdsito de encontrar reservas de hidrocar-
buros, minerales o gas. Durante varias décadas el uso estos esquemas y principalmente los que
utilizan diferencias finitas aportaron a la solucion de la ecuaciéon de onda expresada en deriva-
das parciales. En trabajos como los de Madarriaga (1976), Virieux (1984 y 1986) y Levander
(1998) se implementaron estos tipos de soluciones numéricas para el medio acustico y eléstico
Isétropo 2D. Estas aproximaciones son usadas para transformar un conjunto de ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales en un conjunto algebraico que evalua el campo en nodos de
una malla discreta y de esta manera encontrar una solucién aproximada de las ecuaciones para
medios con propiedades y caracteristicas similares a la del subsuelo.

En este trabajo utilizamos la ecuacidn eldstica considerando anisotropia polar vertical a través
de las relaciones constitutivas y de movimiento para el caso bidimensional. Serdn discretizadas
usando el esquema arriba mencionado, usaremos la relaciones entre los coeficientes eldsticos
del medio y los pardmetros ¢, vy 0 definidos por Thomsen (1986), la anelipticidad 7 relacio-
nada con las velocidades horizontal y la velocidad en direccion del eje de simetria de las ondas
Py S. El modelo de Marmousi2 (Martin, G. R., 2006) es muy conocido y usado en migracién
e inversion sismica, el modelo esta compuesto por capas estratificadas, posee variaciones late-
rales fuertes y fallas. Simularemos las ondas sismicas P y la componente vertical de la onda
S observando el comportamiento del campo de onda cuando atraviesa las capas. En ciertas ca-
pas de este modelo consideramos que la anisotropia aumenta cuando la velocidad vertical de
la onda disminuye y es tipico de las capas sedimentarias que poseen arcilla o areniscas. Usare-
mos la expresion de la variacion de la velocidad horizontal v, con la profundidad 2z usado por
Alkhalifah, (1997)

2. TEORIA

La ecuacion de movimiento de Cauchy (Slawinsky, 2003) para un medio continuo lineal-
mente eldstico tridimensional que no considera fuerzas de cuerpo esta dada por la ecuacion (1)

2 3
0 U; B 80’0‘

p - )
8752 — 8xj

=

i€{1,2,3} (1)

Donde u; es el desplazamiento de una particula en un tiempo ¢ y posicion x;, el 0;; es la tension.
La expresion de la deformacion ¢;; esta dado por la ecuacion (2).

1 auk i 8ul
ISl = — —_— _

M 2 8951 (%ck
A continuacion escribiremos la relacion entre el esfuerzo y la tension para un medio eldstico
(ley de Hooke).

), ke {1,2,3} (2)

0ij = Ciju e 1,5 €1{1,2,3} (3)
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El tensor de cuarto orden C;1; describe las propiedades del medio, los dos primeros subindi-
ces estdn relacionados con la tension y los dos tltimos con la deformacion, ahora si sustituimos
la ecuacion (3). en (1) se obtiene.

82Ui —C 62uk
P = ik 0,0
La expresion (4) es la conocida ecuacion de onda. No obstante el tensor de cuarto orden es
simetrico en los dos primeros indices y en los dos ultimos, esta propiedad y la condicién de

que el medio es elastico hicieron posible a Voigt definir una nueva representacion de este tensor
como una matriz de seis por seis, que Thomsen describio en el trabajo del 1986.

i,j €{1,2,3} 4)

2.1. Medio Isotropo

La representacion del tensor de elasticidad para el medio is6tropo esta dada por la matriz de
Voigt en (5).

Cii Cia Cho
Cia C11 Cho 0
| Cip Cip Cny
C(Iso - 044 (5)
0 Cy
Cua
Cii=A+2p Cia = A Cu=p (6)

El conjunto de ecuaciones de conservacion del momentum y las de de esfuerzo para el medio
isétropo en dos dimensiones son:.

v, 00,y 004,
==+

p@t - Ox 0z

avz . ao-zz ao_zz

ot T ox | 02
G = O+ Oug o
o (G )

Donde (v, v,) son las componentes de la velocidad, (0,,, 0., 0,.) son los esfuerzos princi-
pales y de corte, p es la densidad de masa.

2.2. Medio con Anisotropia Polar Vertical

Un material con anisotropia polar vertical esta completamente especificado por cinco cons-
tantes independientes elasticas, no obstante Thomsen (1986) introdujo tres pardmetros anisotro-

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



726 J.A. TORRES, H. GONZALEZ ALVAREZ, C.C. ESCOBAR PIEDRAHITA

pos, €, 9, y 7, para describir la anisotropia.

Ci1 — Csg
Co6 — Cua
5 )
5 (Ci3 + 044)2 — (C33 — Cuy) (10)
2C53(Cs3 — Cua)
Crg = % (11)

La matriz de Voigt para un medio con anisotropia anisotropia polar vertical queda dado por
la ecuacién (12).

Cin Cie Cis
Cia Cn Cis 0
Cis Ci3 C
e (12)
0 Cua

Las ecuaciones de movimiento para un medio con anisotropia polar vertical en términos de
las velocidades, esfuerzos y los coeficientes eldsticos son:

v, 00, 004,
=2y

p ot oz 0z
v, 0o, 00,
= +

ot T ox | o2
G = Cuge + 4Ong:
5 oG5
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3. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS

Usando una aproximacion de segundo orden para las derivadas en el tiempo, la solucién de
las ecuaciones (7) del medio isétropo puede ser expresada de forma discreta como

U$|?-:11/2,j = vx‘?—i—l/Q,j + bi+1/2,j5t (Dy0ye + D.0y2) ‘?+1/2,j
v, Zﬁlﬂ = V112 + bija1/20t (DyOaz + D2022) |71 0
ot T = ol 4 8t (CriDyv, + CraDovs) |1 (14)
Uzzlz;rlﬂ = UZZ\Z;UZ + 6t (C12Dv, + C1 D.v2) |7
:cz|?j11/227j+1/2 = O-zz|?+_11/227j+1/2 + 0t (CaaD2vy + CaaDyv2) 7419 11 /0
y para (13) del medio anisotropia polar vertical es.

U33|?-:_11/2,j = U$|?+l/2,j + bit1/2,501 (Dz0se + D.0y2) |?+1/2,j
vlitinge = Valiage + bige1s20t (Datus + D2022) 711
0m|2j1/2 = am|zj_l/2 + 6t (CriDyv, + Ci3Dv.) |7 (15)
oI = 0|1 4 6t (CraDav, + G Do) |7

Uzz’?-:rll//;,j—l—lﬂ = UIZ‘?J:11//22,J'+1/2 + 0t (CauD,vy + CuyDyvy) |?+1/2,j+1/2

En las dos ecuaciones (14) y (15) los subindices 7 y 7 representan las componentes espaciales
en direccion x y z respectivamente, n es el indice del tiempo, ¢ el paso del tiempo, el parametro
b; ; es el inverso de la densidad y D, representa el operador centrado de diferencias finitas de
la derivada espacial de 0/0« con respecto a la variable o y dada por la ecuacion (16) segtin el
orden de aproximacion.

3.1. Operador de Cuarto Orden

Las derivadas espaciales de las ecuaciones de movimiento de los medios is6tropos y aniso-
tropia polar vertical discretizadas estdn dadas de la forma.

Ov,,
— ~ D% 16
Oa ali; (16)
Donde D, representa la forma discreta del operador diferencias % actuando en la variable
Va, y evaluada en los puntos (z, z) = (idx, jdz), con un espaciado 6/ uniforme en la malla, el

operador de cuarto orden en diferencias finitas puede escribirse como (Levander, 1988)

Dwvw’i,j = shls (Um‘i-i-l/Q,j - UI’i—l/Zj) T o (Uw‘i+3/2,j - Um’i—3/2,j) (17)
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3.2. Condicion de Estabilidad y Dispersion

Para los esquemas numéricos dados en las ecuaciones (14) y (15), es indispensable la condi-
cion de estabilidad y en el trabajo de Levander (1988), tal condicion estd dada por la expresion

5t < 0,606< Oh > (18)

Umaz

Donde v,,,, es el valor de la velocidad maxima del medio y esta se refiere a la velocidad de
la onda compresional y la otra condicidon importante en €l esquema, es la de minima dispersion
en la malla (Levander, 1988)

< (o) )

Donde f es la frecuencia maxima de la onda y v,,;, la velocidad minima de la onda. Una

buena regla es trabajar para que la longitud de onda sea del orden de 8 a 10 veces el tamaiio de
la celda.

4. MODELO

El modelo de Marmousi, creado inicialmente por el Instituto Francés de Petréleo (IFP), es
usado comunmente en procesamiento de datos sismicos como migracién e inversiéon. Ademas
los datos utilizados en este trabajo para crear los modelos de velocidad y densidad se basan en
una segunda version del modelo conocido como Marmousi2, que hizo parte de una disertacion
de maestria en la Universidad de Houston, U.S.A. (Gary Martin, 2004), ver figuras 1 y 2.

1000

2000

Figura 1: Valores de velocidad de onda P

Segin Alkhalifah (1997) se asume en este modelo que:

1. La anisotropia aumenta cuando la velocidad disminuye, esta es una propiedad de los
sedimentos con areniscas y arcilla.

2. La velocidad horizontal aumenta gradualmente con la profundidad.

Los pardmetros a tener en cuenta son: la anelipticidad 7, la velocidad de onda la P en direc-
cién del eje de simetria «, la velocidad 3 de onda S, el valor de la densidad p y los pardmetros
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1090

2000

Figura 2: Valores de velocidad de onda S

de Thomsen ¢ y d. Ahora bien el cambio de la velocidad horizontal v, esta dada por la expresion
(20).

v, = 1750 4- 0,82 (20)

Y la anelipticidad 7 definida por Alkhalifah y Tsvankin (1997a) en terminos de la velocidad
horizontal y la velocidad de apilamiento o velocidad NMO wv.

1 v?
ﬁ—i(ﬁ—l) (21)

En el caso de = 0 el medio se considera con anisotropia eliptica, y los valores de ¢ y d son
iguales a razén de le expresion (22)

e—10
1426

Se conoce segun Alkhalifah y Tsvankin (1997a) que si & = v entonces se puede hablar de
un medio is6tropo.

n— (22)

4.1. Calculo de Parametros y coeficientes

En la tabla 1 estdn los coeficientes eldsticos de la representacion del tensor de elasticidad
C;.j.k; para el medio con anisotropia polar vertical. Ademads estos son calculados a través de
la velocidad vertical P, denotada por «, la velocidad vertical de la onda S, denotada por (3, la
densidad p, la velocidad lateral v}, y la velocidad de apilamiento v.

] Coeficiente elédstico | Pardmetros que intervienen \ Relacion \

Cs3 @, p a’p
Cua B, p ﬁzp
o a, p, € (1+2¢)a?p
Cis @, B, p, 0 (D—=03%)p

Tabla 1: Coeficientes elasticos del medio con anisotropia polar vertical
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Aqui D esta dada por la relacion siguiente.

D= \/2a25 (a% — 32) + (a2 — (32) (23)

Para el caso is6tropo los coeficientes quedaran descritos en la tabla 2.

’ Coeficiente elastico \ Parametros que intervienen \ Relacion ‘

Cn o, p a’p
C(44 ﬁ, 1Y ﬁQP
Ciz a, 3, p (042 - 252)P

Tabla 2: Coeficientes eldsticos para el medio isétropo

Para calcular los coeficientes descritos arriba debemos hallar el valor de £ usando la ecuacion
(24)

Vp —
E =

(24)
«

Debido a que el pardmetro ¢ no se conoce, buscaremos un valor aproximado J, de manera
iterativa, usando las ecuaciones (20), (21)y (22) de la siguiente manera.

1
Inicio : 7 = 3

L_ll
a?(1+246)

Vp —

«

e—n (25)

5 =
2n+1

Si |5 - 5| < 0.0001 Entonces
0 — 5 Salir de la iteracion

Mientras o < 0 Y vaya a inicio

S. LA FUENTE

La funcién que simula una fuente explosiva en nuestro modelo de velocidad, es definida en
un nodo de la malla (z,, z,) y asignada a los esfuerzos o, y 0., utilizando la siguiente funcién

de gauss.
(t) = [1 = (W)] exp [— (#)] 6)

Donde wy es la frecuencia angular, ¢, es el tiempo en el cual es activada la fuente y esta dado
en términos de la frecuencia de la ondicula f usando la expresion t, = 3/(2f).

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXVII, pags. 723-734 (2008) 731

500
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Figura 3: Valores de la anelipticidad

6. EL CAMPO DE ONDA EN UN MEDIO CON ANISOTROPIiA POLAR VERICAL

La propagacion de las ondas sismicas en el modelo de Marmousi2, utilizando diferencias fi-
nitas se pueden observar para la componente vertical (ver figura 5) y horizontal (ver figura 4) de
las velocidades en 800 pasos de tiempo (0,8 s), 1a explosion se ubicé en (xg, z5) = (500m, 50m),
el tamafio de la celda 6h = 4m, la frecuencia utilizada es de 60 H z.

0 200 400 800 1000 1200

Horizontal Velocity Propanation

Figura 4: Componente Horizontal de la Velocidad v, (anisotropia polar vertical)

Vertical Yelocity Propagation

Figura 5: Componente Vertical de la Velocidad v, (anisotropia polar vertical)
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7. EL CAMPO DE ONDA EN UN MEDIO ISOTROPO

Para el caso isétropo tenemos las siguientes capturas para las componentes de las velocidades
vertical (ver figura 6) y la componente horizontal (ver figura 7)

0 200 400 (=] 200 1000 1200 1400 1600

200

400

Vertical Velocity Propagation

Figura 6: Componente Vertical de la Velocidad v, (Isétropo)

Horizontal Yelocity Propagation

Figura 7: Componente Horizontal de la Velocidad v, (Is6tropo)
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8. TRAZAS SISMICAS

Las trazas sismicas para las componentes de las velocidades utilizaron 60 gedfonos ubicados
a la izquierda y derecha de la fuente (x4, z5) con las misma condiciones para el caso anis6tropo
y el caso isétropo (ver figura 8)

Tienpo [nilisegundo] s 200 400 Tempo nt Hsegundo]
600

0 200 400

offset [n] offset [n]

Tiempo [milisegundo] Tienpo [nilissgundol
600 500

offest, [n] offset [n]

Figura 8: Trazas sismicas para el medio con anisotropia polar vertical la componente horizontal (lado arriba iz-
quierdo), la componente vertical (lado arriba derecho), y para e medio isétropo, la componente horizontal (lado
abajo izquierdo) y la componente vertical (lado abajo derecho)
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9. CONCLUSIONES
= Se realiz6 un modelado para el campo de onda en el modelo Marmousi2 usando la ecua-

cion elastica para un medio isétropo y anisétropo polar vertcial en dos dimensiones.

= Usamos un esquema en diferencias finitas dominio temporal que aproximo numéricamen-
te la ecuacion de onda, con criterios de estabilidad y dispersion.

= Se obtuvieron registros de trazas sismicas usando 60 ge6fonos para los dos medios.
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