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Resumen: En este trabajo se propone una función de endurecimiento no uniforme representado por 
sucesivas superficies de fluencia con capa, en el marco de una formulación constitutiva no lineal para 
la predicción del comportamiento mecánico tanto de hormigones de resistencia normal (NSC) como de 
hormigones de alta resistencia (HSC).  
Se utiliza como superficie de máxima resistencia el criterio de falla propuesto por los autores en 
trabajos anteriores, dependiente del parámetro de prestación, del primer invariante de tensiones, del 
segundo y tercer invariantes de tensiones deviatóricas, y de tres parámetros materiales del hormigón. 
La consideración del parámetro de prestación permite tener en cuenta la influencia de la calidad del 
hormigón en el valor de la máxima resistencia.  
En esta propuesta, las sucesivas superficies de carga poseen una capa o capuchón. Los meridianos 
tienen forma elíptica, manteniéndose una continuidad de tipo C1, y cerrándose sobre el semieje 
negativo del primer invariante de tensiones. Esto permite interpretar mejor el comportamiento del 
hormigón frente a alto confinamiento. Al igual que la superficie de máxima resistencia, dependen del 
parámetro de prestación del hormigón, por lo que son válidas para distintas calidades de hormigón. Se 
incluye en particular la justificación y formulación de estas superficies, la definición del parámetro de 
endurecimiento correspondiente, y la extensión de las mismas, planteadas para el meridiano de 
compresión, a otros meridianos caracterizados con distintos ángulos de Lode. 
La función de endurecimiento que se presenta es sólo un aspecto de una formulación constitutiva 
actualmente en desarrollo, que se basará en la teoría de la elasto-plasticidad con flujo no asociado y en 
la teoría de la fisura difusa pero con una formulación del ablandamiento basado en la energía de 
fractura.  
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1 INTRODUCCION 

En este trabajo se presenta una función de endurecimiento no uniforme para hormigones 
de distintas prestaciones en el marco de la teoría de la elastoplasticidad, constituida por 
sucesivas superficies de carga cerradas sobre el semieje negativo hidrostático de presiones, 
con un parámetro de endurecimiento que no varía entre 0 y 1, sino que puede variar desde un 
valor mínimo hasta un valor mayor cualquiera. Los meridianos de estas superficies están 
formados por curvas elípticas tangentes a la superficie de máxima resistencia. Ambas 
superficies dependen del parámetro de prestación, del primer invariante de tensiones, del 
segundo y tercer invariantes de tensiones deviatóricas, y de tres parámetros materiales del 
hormigón. Esta propuesta logra interpretar el fenómeno de compactación volumétrica 
creciente con el nivel de confinamiento manteniéndose una continuidad del tipo C1. 

La superficie de máxima resistencia en la que se basa, es dependiente del índice de 
prestación del hormigón y fue desarrollada previamente por los autores. Por lo tanto la 
superficie de máxima resistencia y la ley de endurecimiento, son válidas para hormigones de 
distintas calidades, desde hormigones de resistencia normal (NSC - Normal Strength 
Concretes) hasta hormigones de alta resistencia (HSC – High Strength Concretes). (Folino et 
al., 2008). 

El trabajo incluye la justificación de la utilización de superficies de carga cerradas con 
una capa o capuchón frente al empleo de superficies de carga abiertas, un breve resumen de la 
superficie de máxima resistencia dependiente del grado de prestación, el planteo de la curva 
inicial del endurecimiento, el planteo de las sucesivas superficies de carga con la 
correspondiente definición del parámetro de endurecimiento adoptado, y su extensión a los 
distintos meridianos posibles de carga. 

2 POR QUÉ SUPERFICIES DE CARGA CON CAPA (O CAPUCHON)? 

Para responder esta pregunta, es necesario remarcar algunos aspectos del 
comportamiento mecánico del hormigón frente a compresión, sin y con confinamiento. 

Si se analiza el comportamiento de una probeta de hormigón sometida a compresión 
uniaxial, se observa que hasta alcanzar el pico, se presentan básicamente dos zonas bien 
diferenciadas: una zona prácticamente lineal en el que las deformaciones pueden considerarse 
elásticas, y una zona con deformaciones plásticas o irrecuperables en la que se distinguen a su 
vez dos comportamientos diferentes como se explica más abajo.  

La zona inicial proporcional está regida por el módulo de elasticidad tangente inicial, el 
cual, dado que el hormigón es un material compuesto, dependerá no sólo de los módulos de 
elasticidad de la pasta y de los agregados, sino también de las propiedades de la interface 
pasta-agregado, la cual puede considerarse como un tercer material. Desde el fraguado, el 
hormigón presenta un estado de microfisuración interna, debido a la concentración de 
tensiones que se generan por contracción de secado y por temperatura en el proceso de 
hidratación del cemento. Estas microfisuras hacen que el diagrama tensión-deformación sea 
en realidad curvo desde prácticamente el inicio del ensayo, aunque en general se considera 
recto, identificándose un rango elástico lineal, en el que estas microfisuras no se propagan, o 
sea que se mantienen prácticamente estáticas.  

A un cierto nivel de carga, estas fisuras empiezan a propagarse y el diagrama tensión- 
deformación se curva ya mucho más evidentemente. Nuevamente, en esta zona curva pueden 
distinguirse básicamente dos etapas: la primera, en la que las microfisuras comienzan a 
avanzar y a conectarse entre sí pero de manera aproximadamente estable. Luego, este avance 
de las fisuras se vuelve inestable llegándose finalmente al pico, luego del cual se produce un 
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pronunciado “ablandamiento” del material con localización de la falla.  
Si en el ensayo uniaxial descripto, se evalúan las deformaciones volumétricas, se 

observa que las distintas fases de comportamiento descriptas, se corresponden con diferentes 
leyes de variación de las deformaciones volumétricas. Hay una primera etapa de 
compactación volumétrica creciente prácticamente lineal; luego, una segunda etapa en la cual 
las deformaciones volumétricas empiezan a disminuir gradualmente y no linealmente hasta 
llegar a ser nulas cuando la tensión se aproxima a la tensión pico; y una tercera etapa en la 
que comienza un fenómeno de dilatación volumétrica hasta la falla final. La dilatación está 
por lo tanto asociada con la degradación del material. 

Sin embargo, si el mismo ensayo se realiza bajo tensiones de confinamiento, no sólo se 
observa un incremento de la tensión pico, sino que se observa que la dilatación es menor 
cuanto mayor es la presión de confinamiento, hasta que para ciertos niveles de confinamiento, 
no se observa dilatación. Esto significa que el hormigón frente a altos estados de 
confinamiento experimenta claramente menor degradación que el hormigón sin confinar.  

Este fenómeno también se confirma evaluando curvas de tensión de carga-descarga 
versus deformación correspondientes a un ensayo de compresión triaxial, donde se observa 
que si bien la descarga se produce con una rigidez menor que la correspondiente a la tangente 
inicial a la curva, esta rigidez por un lado es mayor cuanto mayor es el confinamiento y 
además, no se degrada en los sucesivos ciclos. (Sfer et al., 2002). 

Este comportamiento del hormigón frente a presiones de confinamiento, es 
representable mediante la teoría de la elastoplasticidad. Si bien esta teoría fue desarrollada en 
principio para materiales metálicos, en los que se relaciona la degradación del material con 
deformaciones plásticas debidas a dislocaciones, se ha demostrado que es aplicable al 
modelado del comportamiento mecánico del hormigón. En este caso, la degradación no se 
debe a dislocaciones, sino a microfisuras y al colapso de los poros, el que se acepta asociar 
con las deformaciones plásticas. (Ohtani y Chen, 1988). 

Sin embargo, si las superficies de carga son abiertas, no se limita la zona elástica al 
avanzar hacia el lado negativo del eje de presiones hidrostáticas, lo cual se contradice con lo 
observado experimentalmente como se explicó anteriormente. 

Si en lugar de superficies de carga abiertas, se consideran superficies de carga cerradas, 
cuando se incrementa la presión hidrostática, la zona elástica tendrá un límite, a partir del cual 
comenzará a haber deformaciones plásticas. Por lo tanto, frente a altos confinamientos habrá 
deformaciones plásticas aún con cargas deviatóricas pequeñas o incluso, nulas. 

3 MAXIMA RESISTENCIA DEPENDIENTE DEL PARAMETRO DE 
PRESTACION 

Se resumen aquí los aspectos fundamentales del criterio de máxima resistencia basado 
en el índice de prestación. 

Todo lo explicado en la sección anterior es válido para cualquier tipo de hormigón. Sin 
embargo, los niveles de carga a partir de los cuales se producen los cambios de 
comportamiento descriptos, pueden variar considerablemente si se considera un NSC o un 
HSC. . (Folino et al., 2008) 

Básicamente, los materiales constituyentes de ambos hormigones son los mismos, pero 
para lograr una elevada resistencia a compresión uniaxial, es necesario por un lado, 
seleccionar cuidadosamente los materiales componentes (tipo de piedra, tipo de cemento, etc), 
y por otro, es imprescindible reducir la relación W/B (agua/materiales cementicios) para lo 
cual es necesario introducir en la mezcla adiciones minerales (como por ejemplo humo de 
sílice) y aditivos químicos (superplastificantes). 
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Como se explicara previamente, el hormigón es un material compuesto. Básicamente a 
nivel meso-mecánico está constituido por pasta y por agregados gruesos. En el caso de los 
NSC, los agregados tienen una rigidez mucho más alta que la pasta, y la interface pasta 
agregado tiene una importancia fundamental. Al tener más agua que los HSC, son más 
porosos y presentan en consecuencia mayor microfisuración antes de ser cargados. 
Contrariamente, en los HSC, la pasta tiene una menor diferencia de rigidez con la de los 
agregados, diferencia que será menor cuanto mayor sea la calidad del hormigón, al tener 
menos agua son mucho menos porosos, y por lo tanto presentan una menor microfisuración 
inicial. 

Figura 1 – Predicciones de máxima resistencia para los meridianos de 
compresión y de tracción para hormigones de distintas calidades (en 

coordenadas normalizadas) 

Estas diferencias de composición, se reflejan en comportamientos mecánicos 
gradualmente (pero no linealmente) distintos al ir aumentando la resistencia a compresión 
uniaxial. Así los HSC frente a cargas de compresión presentan un rango elástico mucho más 
extendido, deformaciones laterales menores, y comportamiento más frágil en general. 
Además, desde el punto de vista de la dosificación, resulta posible obtener una determinada 
resistencia uniaxial a compresión f’c a partir de distintas proporciones de mezclas, resultando 
por lo tanto pastas de distinta calidad, distintas relaciones de rigidez pasta/agregado, y por lo 
tanto, distintos comportamientos, aún teniendo la misma resistencia uniaxial a compresión f’c. 

Una característica importante que surge de la comparación de la falla de NSC versus 
HSC, es que si bien en ambos la resistencia en el meridiano de tracción es bastante menor que 
en el de compresión, para los HSC esta diferencia es aún más acentuada. Es decir, 
básicamente lo que sucede es que al aumentar la resistencia a compresión, la resistencia a 
tracción no aumenta en la misma medida. 

Lo expuesto, sumado a que la mayoría de los criterios de máxima resistencia 
desarrollados para hormigón, han sido desarrollados en base a la falla de NSC, llevó a que los 
autores desarrollaran un nuevo criterio de falla, válido para NSC y para HSC. 

Para ello se definió el “Parámetro de Prestación (Performance Parameter) bP” 
adimensional, cuya definición se basa en la relación que existe entre la resistencia uniaxial a 
compresión f’c y la relación W/B (agua/materiales cementicios), considerando que el valor 
W/B está directamente vinculado con la porosidad y por lo tanto con la calidad del hormigón. 

P. FOLINO, G. ETSE912

Copyright © 2008 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



En el Anexo I se presenta un resumen de las ecuaciones que definen el Criterio de Falla 
basado en el Parámetro de Prestación. En las Figs. (1) y (2) se muestran resultados obtenidos 
con este criterio para hormigones de distintas calidades. Por último, cabe destacar que el 
rango de aplicabilidad de este criterio es para hormigones sin fibras ni refuerzos de ningún 
tipo, entre aproximadamente 20 y 140 MPa de resistencia uniaxial a compresión, y con 

/ ' 6cfξ ≤ .  

 
Figura  2 – Predicciones de máxima resistencia para los meridianos de 
compresión y de tracción para hormigones de distintas calidades (en 

coordenadas sin normalizar) 

4 DEFINICION DE LA CURVA DE INICIO DEL ENDURECIMIENTO EN EL 
MERIDIANO DE COMPRESION 

4.1 Definición y calibración del parámetro de inicio del endurecimiento “kel“ 

Como se explicara anteriormente, para todos los hormigones puede considerarse que, en 
un ensayo de compresión uniaxial, existe una zona de proporcionalidad entre tensiones y 
deformaciones. El punto en el cual comenzarán las deformaciones plásticas está directamente 
vinculado a la calidad del hormigón. Se observa que la zona elástica es muy pequeña para 
NSC (aproximadamente 30% de f’c), mientras que para HSC este límite es mucho mayor 
(alcanzándose en algunos casos valores del orden del 80% de f’c o incluso, mayores). 

Se define “kel“ como el parámetro de inicio del endurecimiento, de manera tal que en un 
ensayo de compresión uniaxial, el comienzo de las deformaciones plásticas sucederá cuando 
la tensión alcance el valor kel . f’c.  

 
'

0.11 [ ]0.10  0.50   0.95
300

c
el P

f MPak β≤ = − + ≤    (1) 

Se propone la Ec. (1) como ley de variación de “kel” en función del parámetro de 
prestación bP (ver Anexo I) y de la resistencia a compresión uniaxial f’c, calibrada sobre la 
base de diversos resultados de ensayos a compresión uniaxial recopilados de la literatura. En 
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la Fig. (3) se representa dicha ley de variación, y con líneas punteadas se representa el rango 
de variación posible de acuerdo a valores extremos posibles de bP para un mismo valor de f’c. 

 
Figura  3 – Ley de variación empírica propuesta para el parámetro de 

inicio del endurecimiento 

4.2 Trazado de la primer superficie de fluencia 

Para la primer superficie de fluencia, definida sobre el meridiano de compresión, se 
adoptan las siguientes hipótesis (Ver Fig. 4): 

 
Figura  4 – Primer superficie de fluencia – Hormigón f’c=20MPa 

Hay una zona ubicada entre el vértice de la parábola que define el meridiano de 
compresión en coordenadas normalizadas de acuerdo al criterio de máxima resistencia basado 
en el parámetro de prestación (Ver Anexo I), y un punto denominado “P1” de coordenadas 
( )1 1; cξ ρ , en la que no hay endurecimiento: el comportamiento del hormigón en esta zona es 

elástico hasta la falla sobre la superficie de máxima resistencia. A partir del punto “P1” la 
superficie de fluencia que separa el rango elástico del plástico está constituida por una curva 

xmax
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que cumple las siguientes condiciones de paso y de tangencia: 

a. Pasa por el punto denominado “P1” de coordenadas ( )1 1; cξ ρ  

b. Pasa por un punto denominado “P2”, el cual coincide con el punto de tensiones en 
el que en un ensayo uniaxial a compresión comienzan las deformaciones plásticas. 
Las coordenadas del punto “P2” serán:  

 ( )2 2
2;  ;  .
33

el
elc

k kξ ρ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2) 

c. Es tangente a la curva de máxima resistencia en el punto “P1”. 
d. Su tangente en un punto denominado “xmax” es normal al eje de presiones. 

Por lo tanto se busca una curva que cumpla con las 4 condiciones enunciadas. Se adopta 
una elipse cuyo centro esté sobre el eje de presiones hidrostáticas en las coordenadas (xcen ; 
0), con lo cual, la cuarta condición se verá cumplida. Esta elipse deberá pasar por “P1”, ser 
tangente en “P1” a la curva de máxima resistencia, y deberá pasar por “P2”. Su ecuación 
general será 

 
( )2

2

2 2 1cenx y
a b

ξ −
+ =           (3) 

ó  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =      con   cenx xξ= −    ;   cy ρ=  (4) 

El punto “P1” se supone conocido, y sus coordenadas ( )1 1; cξ ρ cumplen la ecuación de 

la curva que representa el meridiano de compresión de máxima resistencia dependiente de la 
prestación: 

 2
1 1 1. . . 1 0cA y B y C ξ+ + − =       donde    1 1cy ρ=   (5) 

Además, las coordenadas de “P1” cumplen la ecuación de la elipse: 

 
2 2
1 1
2 2 1x y

a b
+ =          con     1 1 cenx xξ= −    ;   1 1cy ρ=  (6) 

La condición de tangencia en el punto “P1” exige que: 

 1
1 1

c

P P

ddy n
dx d

ρ
ξ

⎤⎤ = =⎥⎥⎦ ⎦
 (7) 

De la Ec. (4),  
2

1
2

11
.

P

xdy b
dx ya

⎤⇒ = −⎥⎦
 (8) 

De la Ec. (5),  1
1

 
2. . c

Cn
A y B

−
⇒ =

+
 (9) 

Mecánica Computacional Vol XXVII, págs. 909-926 (2008) 915

Copyright © 2008 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



y por lo tanto, de las Ecs. (7) a (9),  
2

1
2

1 1

1 . xa
n yb

⇒ = −  (10) 

En el punto denominado “P2”, de coordenadas ( )2 2
2;  ;  .
33

el
elc

k kξ ρ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, la 

ecuación de la elipse será: 

 
2 2
2 2
2 2 1x y

a b
+ =      con     2 2 cenx xξ= −    ;   2 2cy ρ=  (11) 

Se observa que en la ecuación general de la elipse (Ec. (3)) hay 3 incógnitas: xcen, a y 
b, las cuales pueden despejarse del conjunto de ecuaciones constituidas por las Ecs. (6), (10) y 
(12), resultando: 

  
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 21 2 1

2 2
1 1 1 21 2

. . .

2. . .
cen

n y y y
x

y n y y

ξ ξ ξ

ξ ξ

− − −
=

− − −
 (12) 

 2 2 1 1
1

1

.x ya x
n

= −  (13) 

 
( )

2 2
2 1

2 2
1

.a yb
a x

=
−

 (14) 

Condición de elipticidad: Para que la elipse pueda construirse, considerando que el 
punto “P2” está fijo, el punto “P1” no puede ser cualquiera, sino que debe ser tal que se 
cumpla a2>0, b2>0 y por lo tanto a2/b2>0. De estas condiciones de elipticidad puede 
demostrarse que surge primero una condición obvia que es 

 1 2ξ ξ>  (15) 

Y una segunda condición que determina un rango dentro del cual debe estar el 
punto”P1” 

 2 2 2
1 2 1 22

2 . . 1 . . 0
c

y A y C y y
B

ξ⎡ ⎤+ − + + >⎣ ⎦  (16) 

  

2
2 2 2
2 2 2 12 2

2
2 2 2
2 2 22 2

1 1. . 1 . . . 1 .

1 1. . 1 . . . 1 .

c c

c c

A y C A y C y y
B B

A y C A y C y
B B

ξ ξ

ξ ξ

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − − + − < <⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤< − − + + − + −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 (17) 

Elección del punto “P1”: se observa que cuanto menor sea y1, mayor será el semieje 
mayor de la elipse, y mayor será la zona elástica. Lamentablemente no hay suficientes datos 
de ensayos hidrostáticos como para calibrar este valor con gran precisión. De todos los puntos 
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comprendidos en el rango determinado por la Ec. (17), se propone adoptar el siguiente valor 
calibrado en función del parámetro de prestación: 

 
2

2 2 2
1 2 2 22 2

1 1 11 . . . 1 . . . 1 .
.100P c c

y A y C A y C y
B B

ξ ξ
β

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − + − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (18) 

De esta manera, la curva de fluencia inicial sobre el meridiano de compresión queda 
definida por la Ec. (18), junto con las Ecs. (12), (13) y (14).  

Figura  5 – Primer superficie de fluencia – 
Hormigón f’c=20MPa 

 

Figura  6 – Primer superficie de fluencia – 
Hormigón f’c=60MPa 

 
Figura  7 – Primer superficie de fluencia – Hormigón f’c=100MPa 

En las Figs. (5), (6), y (7), se observa que al variar la calidad del hormigón, varía la 
curva inicial de fluencia, observándose que para hormigones de bajo nivel de prestación, el 
punto P1 está muy cerca del vértice de la curva de máxima resistencia, mientras que para 
hormigones de alto nivel de prestación, la zona elástica es más amplia, y el punto “P1” llega a 
ubicarse en el semieje negativo del eje hidrostático de presiones. 

4.3 Parámetro de endurecimiento inicial “ko“ 

Se define como parámetro de endurecimiento incial a la relación entre la coordenada y 
del Punto “P1” de tangencia de la primer superficie de fluencia, dada por la Ec. (18), y la 
correspondiente al punto del ensayo de compresión uniaxial igual a 2 / 3 . 
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 1
2 / 3o
yk =    (19) 

5 DEFINICION DE LAS SUCESIVAS SUPERFICIES DE CARGA SOBRE EL 
MERIDIANO DE COMPRESION 

5.1 Evolución de la superficie de fluencia durante el endurecimiento 

Definida la primer superficie de acuerdo a lo expuesto en la Sección 4, se considera que 
la misma va evolucionando durante el proceso de endurecimiento de acuerdo a las siguientes 
condiciones: 

- El punto “P1” se va desplazando de manera continua sobre la superficie de 
máxima resistencia y hacia el semieje negativo del eje de presiones hidrostáticas, 
de manera tal que la coordenada 1 1del punto Pi iy adquiere un valor 

 1 1
2.       donde   
3

ii
ocy k k kρ= = ≥    (20) 

- Las curvas que constituyen las sucesivas curvas de carga, son elipses tangentes al 
meridiano de compresión de la superficie de máxima resistencia en el nuevo punto 

“ 1Pi ”, de coordenadas ( )1 1 ; i i
c cξ ρ  las cuales cumplen la ecuación de la curva 

correspondiente al meridiano de compresión de máxima resistencia.  
- Estas elipses mantienen constante la relación entre los cuadrados de sus semiejes 

expresada en la Ec. (10). 
A partir de las ecuaciones de paso y tangencia por el punto “ 1Pi ”, y de la condición de 

relación de semiejes constante 

 
( )2

21
1

2 2 1

i i
icen

i i

x y
a b

ξ −
+ =          con     1 1

ii
cy ρ=       (21) 

 
( )2 1

2
1 1

1 .

i i
i cen

i i i

xa
b n y

ξ −
= −           (22) 

 
2 2

2 2

i

i
a a cte
b b

= =           (23) 

Se determinan las incógnitas quedando las elipses perfectamente definidas 

  
2

1 11 2. .
ii i i

cen
ax n y
b

ξ= +           (24) 

  ( ) ( )
22 22

11 2 .
ii i i

cen
aa x y
b

ξ= − +           (25) 
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12

2 2
2.i i ab a

b

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (26) 

5.2 Parámetro de endurecimiento 

En la Fig. (8) se observan distintas curvas de carga obtenidas para un determinado tipo 
de hormigón en el meridiano de compresión.  

De acuerdo a lo estipulado en la Ec. (20), cada una de estas curvas está caracterizada 
por un parámetro “k” que se adoptará como parámetro de endurecimiento. Obsérvese que “k” 
tiene un valor mínimo dado por “ko”, pero no tiene un valor máximo. Es decir, desde un 
punto de vista teórico, un punto cargado sólo con una presión hidrostática creciente, se iría 
degradando infinitamente pero sin “fallar”. 

El parámetro de endurecimiento queda definido entonces como la relación entre la 
resistencia a corte (2da coordenada de Haigh Wetergaard normalizada) del punto donde la 
elipse correspondiente es tangente a la superficie de máxima resistencia, y la resistencia a 
corte correspondiente al punto de ensayo de compresión uniaxial, el cual en un diagrama 
normalizado es constante e igual a 2 / 3 . 

 
Figura  8 – Superficies de carga – Hormigón f’c=20MPa 

En las Figs. (9), (10), y (11), se observa la variación de las superficies de carga en el 
meridiano de compresión al ir variando la calidad del hormigón. 

Este tipo de planteo es usualmente conocido como “capa y cono”, donde la capa es la 
superficie de fluencia y el cono es la superficie de falla. En la implementación numérica, de 
acuerdo al camino de carga, se alcanzará en determinado momento una cierta superficie de 
fluencia caracterizada por su correspondiente parámetro de endurecimiento. Si en el siguiente 
paso la tensión de prueba cae fuera de la superficie, deberá retornar a la superficie de fluencia 
actualizada. Sin embargo, pueden darse dos situaciones distintas, de acuerdo a la relación 
entre las coordenadas de tensiones del punto de retorno, respecto a las correspondientes al 
punto donde la superficie de fluencia actualizada es tangente a la superficie de falla. Esta 
relación definirá si ya se ha alcanzado la falla, o si el material sólo se ha degradado sin 
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alcanzarla.  
Como se dijera en el resumen, esta función de endurecimiento es sólo un aspecto de una 

formulación constitutiva actualmente en desarrollo, que se basará en la teoría de la elasto-
plasticidad con flujo no asociado. Actualmente, se está trabajando sobre la ley de 
endurecimiento basado en las sucesivas superficies de carga aquí propuestas, y en el potencial 
plástico que se utilizará. 

Figura  9 – Superficies de carga – Hormigón 
f’c=20MPa 

 

Figura  10 – Superficies de carga – Hormigón 
f’c=60MPa 

 

Figura  11 – Superficies de carga – Hormigón f’c=100MPa 

6 EXTENSION A OTROS MERIDIANOS 

Las distintas curvas de carga deducidas en las Secciones 4 y 5 para el meridiano de 
compresión, se extienden al resto de los meridianos adoptando la misma proporcionalidad que 
existe entre las respectivas curvas de máxima resistencia las cuales cumplen 

    0   60           *  c
r

ρθ ρ∀ ° ≤ ≤ ° ⇒ =       (27) 

Donde “r” es el factor de elipticidad en el plano deviatórico (Ver Anexo I) que depende 
del tercer invariante de tensiones deviatóricas y de la excentricidad “e”, la cual a su vez 
depende de las constantes del material y del primer invariante de tensiones. Se adopta 
entonces para las curvas de carga  
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 *   0   60            y
yc
r

ρ
θ ρ∀ ° ≤ ≤ ° ⇒ =       (28) 

 
Figura  12 – Superficies de carga – Meridianos de 
compresión y de tracción - Hormigón f’c=20MPa 

 

Figura  13 – Superficies de carga – Meridianos de 
compresión y de tracción - Hormigón f’c=100MPa 

En las Fig. (12) y (13) se presentan las curvas de carga correspondientes a los 
meridianos de compresión y de tracción (dibujadas como negativas) correspondiente a dos 
hormigones de calidades muy distintas. Se observa en estas figuras el mayor rango elástico 
que poseen los hormigones de alta resistencia (HSC) frente a los hormigones de resistencia 
normal (NSC), no alcanzándose la capa hasta valores muy altos de presión hidrostática. 

Existen en la literatura distintas funciones de fluencia propuestas en el marco de 
formulaciones constitutivas basadas en distintas teorías para modelar el comportamiento de 
materiales cohesivo friccionales. Sin embargo, pocas son del tipo capa, es decir cerradas 
sobre el eje de presiones hidrostáticas. Así por ejemplo las propuestas por Oller (1988) y por 
Grassl et al. (2002), consideran superficies abiertas. Otras que sí consideran superficies 
cerradas con capa, como las propuestas por Han y Chen (1987), Kang y Willam (1999), y por 
Fossum y Fredrich (2000), no presentan continuidad del tipo C1 como la presentada aquí. 
Otras, como la función de fluencia propuesta por Etse (1992), tiene el inconveniente de estar 
representada por una función de cuarto orden. Además, ninguna de estas superficies adapta su 
forma de acuerdo a la calidad del hormigón, más allá de la modificación propia de los 
parámetros del material.  

7 CONCLUSIONES 

En este trabajo se presentan superficies de endurecimiento no uniforme cerradas sobre 
el eje de presiones hidrostático, con una capa o capuchón, en el marco de una formulación 
constitutiva no lineal para la predicción del comportamiento mecánico tanto de hormigones 
de resistencia normal como de hormigones de alta resistencia.  

Se adopta como superficie de máxima resistencia el criterio basado en el índice de 
prestación desarrollado previamente por los autores. Como consecuencia, tanto la superficie 
de máxima resistencia como las superficies de carga, resultan dependientes del parámetro de 
prestación, del primer invariante de tensiones, del segundo y tercer invariantes de tensiones 
deviatóricas, y de tres parámetros materiales del hormigón. La consideración del parámetro de 
prestación permite tener en cuenta la influencia de la calidad del hormigón tanto en el valor 
de la máxima resistencia como en el endurecimiento.  

Las sucesivas superficies de carga presentan las siguientes características: 
- Hay una zona ubicada entre el vértice de la superficie de máxima resistencia, y un 
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punto que dependerá de la calidad y del nivel de endurecimiento del hormigón en 
la que no hay endurecimiento: el comportamiento del hormigón en esta zona es 
elástico hasta la falla sobre la superficie de máxima resistencia.  

- A partir de este punto, el endurecimiento está representado por sucesivas 
superficies de carga. La forma de cada una de estas superficies está caracterizada 
por meridianos con forma de elipses, tangentes a la superficie de máxima 
resistencia, con su centro ubicado sobre el semieje negativo de presiones 
hidrostáticas, de manera que cuando esta elipse intersecta dicho semieje, lo hace 
en forma  perpendicular, formando una capa o capuchón.  

- La deducción de estas elipses se hace para el meridiano de compresión, pero luego 
se extienden al resto de los meridianos basándose en la misma proporcionalidad 
que existe entre las ordenadas de los meridianos sobre la superficie de máxima 
resistencia, logrando una continuidad del tipo C1. 

- Desde el punto de vista teórico, estas superficies pueden evolucionar 
infinitamente.  

Estas superficies de carga cerradas, limitan la zona elástica de manera tal que si se 
incrementa la presión hidrostática, permitirían reproducir, implementadas en el modelo global 
de plasticidad de flujo no asociado (en la cual se está trabajando actualmente), deformaciones 
plásticas frente a altos confinamientos aún con cargas deviatóricas pequeñas o incluso, nulas. 
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ANEXO I - ECUACIONES DEL CRITERIO DE MÁXIMA RESISTENCIA BASADO 
EN EL ÍNDICE DE PRESTACIÓN 

El planteo de la superficie se hace en términos de las coordenadas de Haigh Westergaard: 

 1
2     ;     2

3
I Jξ ρ= =   ;     3

3/2
2

3 3cos(3 )
2

J
J

θ =  (29) 

donde I1 es el primer invariante del tensor de tesiones σ , J2 y J3 son el segundo y tercer 

invariantes de tesiones deviatóricas s . 
Parámetro de Prestación: 

 
( )

'1                '  in [ ]
1000 /

c
P c

f f MPa
W B

β =  (30) 

Valor medio propuesto para el índice de prestación cuando no se conoce la relación W/B, 
para  f’c ≤ 55Mpa (7977psi): 

 ( )1.60 (2.60 4). '                '  in [ ]P c cE f f MPaβ = −  (31) 

para f’c > 55MPa (7977psi): 

 (2.5 2). ' (4.00 2).            '  in [ ]P c
cE fE e f MPaβ −= −  (32) 
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Para estimar valores máximos y mínimos del índice de prestación, considerar: 

 f’c
max  = f’c + 5 MPa  (33) 

Criterio de falla: ( ), , , ' ,

   

1 0      **c PfF ξ ρ θ β
ρ ρ ρρ= − = ⇒ =  (34) 

 
   

   0   60           *  c
r
ρθ ρ∀ ° ≤ ≤ ° ⇒ =  (35) 
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e e e e e
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θ θ

− + −
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− + − − + −  (36) 
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⎛ ⎞
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=
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=

 (37) 

Ecuación general del criterio de falla dependiente de la prestación: 

 
22. . * . . * . 1 0cF Ar B r Cρ ρ ξ= + + − =  (38) 

 2    . . . 1 0
3 cc cA B Cπθ ρ ρ ξ= ⇒ + + − =  (39)  

 20    . . . 1 0t ttA B Cθ ρ ρ ξ= ⇒ + + − =  (40) 

Ecuaciones de los coeficientes del criterio, que adoptan un valor constante para una 
determinada calidad de hormigón: 

 ( )( )
( )

( 2) 13 1
2 ( 2) 3

t tb b

t tb b

m
A

m m

α α α α

α α α α

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

− − −
= − +

− − +
 (41) 
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( 2 1) 1
3 2

( 2) 3
t tb b

t tb b
c

m
B
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α α α α

α α α α
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⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

− − −
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− − +
 (42) 
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2 ( 2) 113
2 ( 2) 3
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t
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α α α α αα
α α α α α
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⎪ ⎪⎣ ⎦
⎨ ⎬
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− − − −+= +
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 (43) 

 ( )( )
( )

1
3

( 2) 3
t tb b

t tb b

C m
m m

α α α α

α α α α⎡ ⎤
⎣ ⎦

− −
=
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 (44) 
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Propuesta de calibración de parámetros del material incluidos en el modelo: 
 

 0.051.05. Pm β=  (45) 

 

*
* '

' '

*
* '

' '

0.27

0.27

 
6.70.             ,  in [ ]

972.            ,  in [ ]

P

P

t
ct t

c c

t
ct t

c c

f f f MPa
f f

f f f psi
f f

βα

βα

=

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

=

 (46) 

 

*

'

max

min
maxmin

max min

min
min

max min

      (1.21. 1.50. )

0.89

1 0.11

1 0.125

P P

P P
P PP

P P

P P
P P

P P

b
tb b

c

b

b b

b

f
k

f

k

k k

k

α α

β β

β ββ β β
β β

β ββ β
β β

⎧
⎪
⎪
⎪

⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦

⎪
⎡ ⎤⎪
⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

= = +

≥ → =

−
≤ ≤ → = −

−

−
≤ → = −

−

 (47) 

Se debe cumplir Bc ≥ 0,50 Bt. De esta condición resulta que los tres parámetros del material 
deben cumplir la siguiente ecuación:  

 

( )

2
2

2
2 2

1 4( 2 ) .
(5 ) 2( 2)

1 41 ( 2) 3 . 0
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 (48) 

En las ecuaciones (29) a (48),  
αb Relación entre la resistencia a compresión uniaxial y la resistencia a compresión 

uniaxial  f*b/ f’c 
αt Relación entre la resistencia a tracción uniaxial y la resistencia a compresión 

uniaxial f*t/ f’c 
βP Parámetro de Prestación  

; ; ξ ρ θ  Coordenadas de Haigh Westwergaard en el espacio de tensiones principales  [MPa] 
; ρ ξ  1a y  2a coordenada de Haigh Westwergaard normalizadas con respecto a f’c 

cρ  Resistencia a corte para θ=π/3 (meridiano de compresión) (2a coordenada de Haigh 
Westwergaard normalizada con respecto a f’c) 

*ρ  Resistencia a corte (2a coordenada de Haigh Westwergaard normalizada con 
respecto a f’c)  

tρ  Resistencia a corte para θ=0 (meridiano de tracción) (2a coordenada de Haigh 
Westwergaard normalizada con respecto a f’c) 

A;Bc;Bt;C Coeficientes del Criterio de falla dependiente de la prestación.  
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CTET  Ensayo convencional de extensión triaxial 
e  Excentricidad e= ρt / ρc 
f’c  Resistencia a compresión uniaxial [MPa] 
f’b  Pico de presión de confinamiento lateral en un ensayo CTET bajo tensión axial 

nula, o resistencia a compresión biaxial [MPa] 
f*b  Pico de presión de confinamiento lateral en un ensayo CTET bajo tensión axial 

nula, o resistencia a compresión biaxial calibrada empíricamente en términos de βP 
[MPa] 

f’t  Resistencia a tracción uniaxial [MPa] 
f*t  Resistencia a tracción uniaxial calibrada empíricamente en términos de βP [MPa] 
m  Pendiente a la curva de máxima resistencia trazada en función de las coordenadas 

normalizadas ( ; )ξ ρ  en el punto de compresión uniaxial (fricción equivalente) 
r  Factor de elipticidad en el plano deviatórico 
W/B Relación agua/materiales cementicios [W=contenido de agua [kg/m3], B=contenido 

de (cemento + adiciones minerales) [kg/m3] 
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