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Resumen.

En este trabajo se presentan dos elementos cuadrildteros de cuatro nudos para el andlisis de 1dmi-
nas delgadas. La principal caracteristica de los elementos es que los unicos grados de libertad son los
desplazamientos traslacionales de la superficie media. Ademads del uso de un solo punto de integracién
en el centro del elemento, que los hace econdémicos desde el punto de vista computacional. El compor-
tamiento membranal resulta de una interpolacién bi-lineal estdndar de la geometria dentro del elemento.
Para evitar la aparicién de modos espureos de deformacién (hourglass) se incluyen fuerzas membranales
provenientes de un esquema de estabilizacion fisica. El campo de curvatura se asume constante en cada
elemento, se expresa en funcién de los gradientes sobre el contorno del elemento y resulta dependiente
de la posicién de todos los nudos de los elementos vecinos. En algunos problemas puede producirse una
configuracién deformada de flexion sin energia asociada, lo que se controla a través de un esquema de
estabilizacion artificial que resulta efectivo tanto para problemas lineales y no lineales. En el trabajo se
muestra que la aplicacién de condiciones de contorno es sencilla. Los elementos se basan en una formu-
lacién Lagrangiana total y ha sido implementado en cédigos con integracidn explicita e implicita de las
ecuaciones de movimiento. Las formulaciones propuestas permiten tratar superficies suaves o superficies
quebradas y ramificadas. Se presentan varios ejemplos numéricos en régimen lineal, no lineal geométrico
y no lineal material, a los fines de evaluar las caracteristicas de convergencia. Los resultados obtenidos
muestran que los elementos convergen en todos los casos a la solucién correcta.
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1. INTRODUCCION

En los tultimos afios ha habido una importante actividad en el desarrollo de elementos de
laminas que prescinden de las rotaciones como grados de libertad. Las aproximaciones son muy
diversas, una muy promisoria pero todavia limitada a problemas lineales de placas es la basada
en el concepto de “isogeometria”(Cottrell et al. (2006)) asociada a funciones usadas en los sis-
temas de CAD. Uno de los objetivos aqui es utilizar una tnica definicién geométrica (NURBS)
a los fines de simplicar los procedimientos de refinamiento. Una segunda aproximacion, que
comparte algunas ideas con la anterior en lo referido a la interaccion con los sistemas de CAD,
que no esta limitada a problemas lineales y facilita el tratamiento del contacto, es el concepto
de “superficies de subdivision”(Cirak and Ortiz (2000, 2001)). Los esquemas de subdivision
construyen superficies suaves a partir de una malla de control inicial usando un proceso de re-
finamiento repetitivo. Una vez generada la malla, para evaluar las curvaturas en cada elemento
(triangulo), se utiliza una parcela regular de 12 elementos sobre la que se define una funcion de
interpolacion especial. La tercera aproximacion, ya no asociada con los sistemas CAD y con
mayores antecedentes dentro del MEF (Ofiate and Cervera (1993); Sabourin and Brunet (1993))
consiste en evaluar la curvatura usando una parcela de elementos formada por el elemento sobre
el cual se desea evaluar las deformaciones y los inmediatamente adyacentes (parcela de 4 ele-
mentos triangulares o 5 elementos cuadrildteros). En problemas tridimensionales los principales
desarrollos ha sido con elementos triangulares utilizando interpolaciones lineales sobre cada el-
emento (Onate and Zarate (2000); Flores and Onate (2001)). En todos los casos se ha usado
un unico punto de integracion en la superficie y un nimero variable de puntos de integracién
en el espesor de acuerdo a la aplicacion. Estos elementos se han implementado en codigos
comerciales y se han utilizado extensivamente para simulaciones de embuticion de laminas del-
gadas con excelentes resultados (Brunet and Sabourin (1995); Rojek and Ofiate (1998); Onate
et al. (2002)). Una mejora sustancial en el comportamiento membranal de estos elementos se
logré utilizando una aproximacidn cuadratica sobre la parcela de cuatro elementos(Flores and
Onate (2005)), dando lugar a un elemento con comportamiento similar al tridngulo de defor-
macion lineal pero sin los problemas de bloqueo membranal que presenta este ultimo. En la
Referencia (Ofiate and Flores (2005)) se presenta un amplio rango de aplicaciones que muestra
el excelente comportamiento membranal y flexional de este tiltimo elemento. Todos los elemen-
tos descriptos hasta aqui suponen que la superficie es suave y que no hay cambios bruscos en
la rigidez flexional de la 1dmina, lo cual surge de la forma en que se interpola la geometria. En
la referencia (Flores and Onate (2006a)) se presenta un elemento para ldminas bidimension-
ales (basicamente de revolucién) en el cual esta ultima restriccion fue levantada, de tal forma
que es posible considerar ldminas con quiebres e incluso ramificadas. Una extension a proble-
mas tridimensionales, usando nuevamente tridngulos ha sido presentada en (Flores and Onate
(2006b)), lo cual implica un aumento importante en el campo de aplicacion, incluyendo la in-
dustria aerondutica entre otras. Finalmente cabe mencionar que existe una cuarta alternativa
para la formulacién de elementos sin grados de libertad de rotacion a partir de las teorias de
laminas deformables por corte transversal o de la aproximacion de sélido degenerado (ver por
ejemplo (Reese (2006)) y los trabajos alli citados). Esta Gltima aproximacion es completamente
diferente porque los grados de libertad rotacionales son eliminados a costa de nuevos grados de
libertad traslacionales (los desplazamientos de la superficie superior e inferior).

A diferencia de otras formulaciones la mayoria de los desarrollos han sido realizados so-
bre elementos triangulares, y no existe un desarrollo exhaustivo de elementos cuadrilateros. El
trabajo de (Onate and Cervera (1993)) sugiere la posibilidad de considerar elementos de placa
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delgada cuadrildteros pero no indica los detalles y menos atn provee de resultados. La primera
aproximacion mencionada (Cottrell et al. (2006)) incluye la utilizacién de superficies de control
de cuatro lados nuevamente para placas. El primer elemento sin grados de libertad de rotacion
cuadrildtero para laminas delgadas ha sido presentado en la Ref.(Brunet and Sabourin (2006))
como una extension de un elemento triangular. La formulacién utiliza una parcela de cinco
cuadriléteros, y calcula deformaciones de flexion normales a los lados comunes a partir de sus
giros relativos, las cuales son luego interpoladas usando coordenadas de area. Adicionalmente
a las cuatro dngulos de giros evaluados a cada lado del elemento principal de la parcela se adi-
cionan dos dngulos internos para evitar posibles modos de alabeos. La formulacién presentada
implica una integracién paso a paso de las deformaciones dentro de un sistema corrotacional,
una formulaciéon Lagrangena actualizada y una relacion constitutiva hipoeléstica. Un segundo
elemento sin grados de libertad de rotacion cuadrilatero para ldminas delgadas fue presentado
por los autores del presente trabajo (Flores and Estrada (2007)). La formulacién es una exten-
sién de los elementos triangulares desarrollados previamente (Flores and Oifiate (2001, 2005)).
La diferencia principal con la aproximacién presentada en (Brunet and Sabourin (2006)) es que
se trabaja directamente con la obtencion de la primera y segunda forma fundamental de la super-
ficie en base a una formulacion Lagrangeana total que permite utilizar un modelo constitutivo
hiper-eléstico.

En este trabajo el elemento BSQ presentado en (Flores and Estrada (2007)) es revisitado con
doble motivo: Primero la de mejorar en el tratamiento de las fuerzas de estabilizacion flexional.
Segundo la de extender sus capacidades al tratamiento de superficies quebradas y ramificadas.

Los elementos cuadrilateros con un solo punto de integracion son ampliamente usados por su
bajo costo computacional, sin embargo, como consecuencia de la subintegracion suelen apare-
cer modos de energia nula los cuales deben controlarse para obtener una solucion numérica
estable. En (Flores and Estrada (2007)) se presenta una forma de calcular las fuerzas de estabi-
lizacién membranal y flexional basada en la evaluacion del gradiente a la mitad de cada lado. Se
observo que el esquema de estabilizacion flexional en problemas quasi estaticos, resueltos con
un codigo explicito requiere de un fuerte amortiguamiento para evitar inestabilidades numéricas
locales. Como consecuencia de ello, en este trabajo se presenta una mejora en la formulacion
de las fuerzas de estabilizacion flexional. La diferencia principal con la aproximacién utilizada
por el BSQ es que se agrega un término viscoso de estabilizacion.

Unos de los principales aspectos que queda por resolver en forma satisfactoria es el tratamien-
to de superficies que no son suaves o se ramifican. La solucidn de estos aspectos es impre-
scindible si se pretende utilizar estos tipos de elementos en el modelado de problemas aeronduti-
cos o en estructuras de ingenieria civil, entre otros. En este trabajo se abordan problemas tridi-
mensionales haciendo especial énfasis en ldminas con quiebres. La formulacién propuesta ex-
tiende las capacidades del elemento de lamina sin rotaciones (BSQ) al estudio de superficies no
suaves.

El contenido de este trabajo es el siguiente. En la Seccion 2 se presentan los aspectos basicos
de la formulacién original del elemento BSQ. Se muestra la geometria donde se define “la
parcela de elementos” y el sistema de coordenadas a utilizar y el cdlculo de las curvaturas en
funcion de las coordenadas de los nudos de la parcela. En la Seccién 3 se describe una nueva
forma de tratar el campo de curvatura con motivos de extender las capacidades del BSQ al
tratamiento de superficies quebradas y ramificadas. En la Seccion 4 se tratan las condiciones
de borde de flexion. El calculo de las deformaciones membranales y el esquema particular de
estabilizacion fisica se muestran en la Seccion 5. En las seccién 6 y 7 se dan algunos detalles
respecto al cdlculo de de fuerzas nodales equivalentes y de la matriz de rigidez tangente. En
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la Seccion 8 se presenta un detallado estudio numérico del elemento presentado incluyendo
ejemplos no lineales. Finalmente en la Seccion 9 se resumen algunas conclusiones.

2. FORMULACION LAGRANGEANA TOTAL DEL BSQ
2.1. Definicion de la geometria del elemento y de la parcela

La geometria del elemento cuadrilatero queda definida por la posicion (superficie media ¢)
de sus cuatro nudos por lo que los tinicos grados de libertad a utilizar son las tres componentes
de desplazamiento en cada nudo. Dentro de cada elemento la posicion de la superficie media
resulta de la habitual interpolacion bilineal

4
@ (ni,ma) =Y N (n1,m2) @' (1)

I=1

donde ¢! es la posicion de la superficie media en cada nudo y las N’ (n;,n,) son las fun-
ciones de interpolacidn bilineal definidas sobre el elemento maestro en el sistema local (ver por
ejemplo Zienkiewicz and Taylor (2000)).

Para el calculo del tensor de curvaturas sobre un elemento M se utiliza una parcela de cinco
elementos formada por el elemento M y los cuatro elementos adyacentes a sus lados. En la
Figura 1a se muestra el orden de los nudos y la definicidn de las conectividades de la parcela
de elementos. Los nudos y los lados en el elemento principal M estdn numerados localmente
de 1 a 4 en sentido antihorario. La numeracién de los lados se asocia posteriormente a puntos
de evaluacion de una integral sobre el contorno. Los elementos adyacentes al elemento princi-
pal M estdn numerados con el nimero asociado al contorno del lado comun. Los nudos de los
elementos adyacentes que no pertenecen al elemento principal se han numerado consecutiva-
mente en sentido antihorario empezando por el elemento 1 (ver Figura 1b). Las conectividades
de los elementos adyacentes son definidas comenzando por los dos nudos comunes al elemento
central.

oo
2
n
e N, 4} n, 3
N, | P
12 {1] 2]
N,
N,
[G——¢6]
(a) (b)

Figura 1: (a) Definicion de la parcela de elementos, (b) sistema de coordenadas naturales.

La evaluacion de la primera y segunda forma fundamental de la superficie media en el el-
emento central de la parcela, requiere de la definicién del sistema cartesiano mencionado en

forma consistente sobre cada punto de la parcela donde se evalte el gradiente — Para

5 é = @,
ello se propone lo siguiente:
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a) En el centro del elemento principal se define el sistema cartesiano de referencia (°tY, °t9, °t°)
a partir de la normal

o 1 o o
t? = T ( cp?m X 509,72) Jo =

0A

4

o, .0 o, .0
P, X P,

donde "509,71,0 909772 son las derivadas respecto a las coordenadas naturales evaluadas en
el centro del elemento (supraindice derecho 0) en la configuracién original (supraindice
izquierdo o) y °A es el area del elemento. Las dos direcciones cartesianas de referen-
cia ( °tY, °t9) sobre el plano normal a °t° se eligen arbitrariamente (por ejemplo en las
direcciones principales de ortotropia del material).

b) Similarmente, en cada punto medio de cada lado & del elemento principal se tendré el plano
tangente ( Ogofjl, 0(,0’;2) y su normal °t*

1
otk . — o, k o,k
th = 5 (e, x b, @
donde J; es el determinante jacobiano de la transformacion isoparamétrica en la ge-
ometria original. La continuidad del sistema cartesiano definido en el punto anterior, se
otO % atk
o8 ot
forma con el sistema cartesiano de referencia cosa = q* - °t{ y sina = ¢* - °t9. Luego
se elige el sistema ( °ty, °t3) sobre el plano (“; , ;) ) tal que forme el mismo dngulo

logra a partir de la interseccién entre ambos planos q* = y el dngulo a que

a con la direccién g* (q* - °th = cosay ¥ - °th = sin ).

¢) En los elementos adyacentes el gradiente se requiere sélo en el centro de cada lado comun
con el elemento principal. Utilizando el mismo procedimiento anterior, pero ahora la ref-
erencia es el sistema local ( °t¥, °t%) en dicho lado dentro del elemento y la interseccién
q" entre ambos planos es naturalmente el lado comtin a ambos elementos.

2.2. Evaluacion de las curvaturas

La segunda forma fundamental (tensor de curvaturas) de la superficie media puede escribirse
como (con o, § = 1.,2):
K;oaﬂ = _‘P/aﬁ -t (3)

De la misma forma que en los elementos triangulares (Ofiate and Flores (2005)) las compo-
nentes del tensor de curvaturas se definen constantes en cada elemento y sus valores se calculan
como la integral promedio sobre cada elemento

1
Fﬁaﬁzﬂ/m%aﬁ'td% @)

expresion que, integrada por partes, resulta (t es constante a los fines de la integral y se evalia
en el centro del elemento)

-1

°A Jor
donde °I" es el contorno del elemento con normal saliente n sobre el plano tangente, definida en
la configuracion original con componentes ng sobre el sistema cartesiano local. La expresion

Fop = ng @i, d°T - t° (5)
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(5) desarrollada para las tres componentes del tensor de curvatura es

K11 . ny 0 .40
I%QQ = oj / O ng |: (Pll ' t :| Cl or (6)
2R 12 r ¥

La integral sobre el contorno se evalda numéricamente con un punto de integracion a la mitad

de cada lado i

K11 4 ny 0 k
— _1 k Lpll . tO
21‘43_22 = o4 g l 0 ny [ iy t0 (7)

donde el indice en mintdscula £ = 1..4 (ver Figura 1.a) corresponde a cada uno de los puntos
de integracién utilizados a la mitad de cada lado y [¥ es la longitud (original) del lado. La
continuidad C! de la formulacién débil, requiere de la continuidad del gradiente ¢, entre
elementos. En esta formulacion la continuidad se establece en forma discreta a la mitad de cada
lado, para lo cual en tales puntos el gradiente se define como el promedio entre el gradiente
evaluado con la geometria del elemento principal M y el evaluado con la geometria del elemento
K adyacente al lado £ (cuando es necesario precisar el elemento correspondiente se indica entre
paréntesis en la notacion)

]k

1 Bl
[P = = [cp/(éw el )} == [sofiiM) + i ®)

2 2 “
Notar que la continuidad del gradiente tangente al lado ¢, estd asegurada por la interpolacién
isoparamétrica y que solo el gradiente normal al lado ¢,,, es el que se promedia.

La expresion de las componentes del tensor de curvatura resulta entonces

_ k k
M K
| 24 wl oh + o) -t o
22 = 2
0 (M) (K)
2K12 204 k=1 Nng N1 Py + Py - t0

La definicién de la curvatura utilizando el promedio de los gradientes en los lados permite
observar que pueden existir configuraciones geométricas con una variacion alternada de la cur-
vatura (una sinusoide de semionda igual a la longidud del elemento) que conducen a un valor
nulo de la curvatura promedio. Lo cual implica que pueden aparecer configuraciones defor-
madas sin energia asociada (modo flexional de deformacién espurio). Estrictamente este modo
sOlo puede aparecer en superficies planas, aunque puede ocurrir con baja energia en superfi-
cies curvas. Para mantener un sélo punto de integracion en el elemento (curvatura constante) es
necesario entonces realizar alguna estabilizacién de este modo flexional. Recientemente Flores
y Oiiate (Flores and Onate (2006a)) han desarrollado un elemento de viga/lamina bidimension-
al sin rotaciones que utiliza una aproximacion lineal de la curvatura x4 entre los dos nudos del
elemento. Alli aparece el mismo problema si se utiliza un tnico punto de integracion, lo cual ha
sido resuelto reescribiendo la curvatura como el valor obtenido en el punto de integracion més
una componente de estabilizacion. Esta dltima componente no es otra cosa que la diferencia
entre las curvaturas evaluadas en los nudos.

Para el planteo de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio se requiere evaluar la
variacion de las componentes del tensor de curvaturas, ésta resulta:
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De aqui la variacion de las curvaturas puede finalmente escribirse como

4 4 4 k
—1
0Ras = 51 A {Z [na Ny + npNi, ] ou’ - 60+ [naN[gK) + nﬁN/i(K)} Ju’ %) to}
k=1 I=1 J=1
= B, éu’ (10)

donde N“/5) es 1a funcién de forma del nudo local .J en el elemento adyacente K (andlogamente
para ou’(%)) y §u” agrupa a las variaciones de los desplazamientos de los nudos de toda la
parcela (12 nudos y 36 grados de libertad).

Para el planteo de la estabilizacion flexional, de la misma forma en que se dividen los vec-
tores h,gz, puede dividirse la matriz B, en (10), B, = Bél) + Béz) lo cual permite definir la
correspondiente matriz para estabilizacion By = B,()z) — B,()l) lo que muestra que el esfuerzo
numérico para la estabilizacion flexional no sera significativo.

3. FORMULACION EXTENDIDA DEL BSQ PARA SUPERFICIES NO SUAVES
3.1. Evaluacion de las curvaturas

Las curvaturas son definidas alternativamente por

-1
Rop = g -tV d°A (11)
B oA [4<o) ¥ B
expresion que integrada por partes resulta (t° es constante a los fines de la integral)
- —1 0) 40
Kag = ng @, dI''” -t (12)
°A Jrw)

donde I' es el contorno del elemento con normal saliente n. La integral sobre el contorno se
evalia numéricamente con un punto de integracion a la mitad de cada lado

k

"%11 n1 0

_ -1 & 5t

e Y DR A IV { (Pkl .0 } (13)
2/_{/12 k=1 Ng Ny #ra

donde el supraindice £ = 1.,4 es cada uno de los puntos de integracién utilizados a la mitad
de cada lado y [* es la longitud del lado. La continuidad del gradiente entre elementos ¢, se
establece en forma discreta a la mitad de cada lado, para ello en tales puntos el gradiente se
calcula como el promedio entre el gradiente evaluado con la geometria del elemento principal
(M) y el evaluado con la geometria del elemento adyacente (K) al lado k.

La expresion de la curvatura resulta en términos del sistema local al contorno (n, s)

k

_ 9 _ k
/;11 a1 i p n% N1 <<p,(£/1) X gof?) . 0(M) i
2 | T 04 e e k(M) o) (14
2FK12 k=1 2niny N3 — nj 20,7t
Notar que en general goﬁiM) -t9M) << 1 para cuadrildteros no muy distorsionados, en tanto
que cprS(M) = cpfcs(K) debido a la continuidad de la superficie media.

La proyeccion del gradiente normal al contorno en el elemento adyacente sobre la normal al
elemento gofg,fbK) - t°™) puede interpretarse como el seno del dngulo entre las direcciones tan-

gente al elemento go?l(kM) en el centro y la direccidn tangente al elemento vecino sobre el lado
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(,o,]i(K) . Esta interpretacion alternativa es valida para dngulos pequeios. De hecho, la expresion

(14) expresa la curvatura para el caso de superficies suaves. Sin embargo, estamos interesa-
dos en expresar el campo de curvatura para el caso donde exista un quiebre o ramificacion,
donde el dngulo indicado puede ser muy distinto del recto. Luego, resulta necesario modificar
la definicion de la expresion (14), utilizando efectivamente el dngulo indicado y no su seno.

Esta modificacion afecta inicamente al término asociado con el gradiente normal gof“n(K) :
t9(M) | para ello proponemos reescribir esta proyeccién como la suma

Pk . 400D @F M) L (OOM)  \R(K) iy (")
~ SOk(M) e To QAE(K)’yk (15)

'n
donde 2+* es el angulo entre los vectores normales al lado en cada elemento

1
3 = Lang (a2 )

Reemplazando en (14), se tiene un nueva aproximacion numérica de la curvatura

_ 5 k
K11 4 n —ning k(M) oM
— _1 ! (p/ ° t ( )
K99 = a Z lk n% niny k?M) . tU(M)
2k 12 k=1 2niny n? — n’ ¥rs
n? 1"
+ | nd | ARODLE (16)
2711712

Para mantener un sélo punto de integracion es necesario realizar una estabilizacién del modo
flexional, lo cual se logra “penalizando” la semidiferencia entre las curvaturas nodales. Una

posible solucion es definir la curvatura de estabilizacion flexional ch? (ver Flores and Estrada

(2007)) como
—(S —(1 —(2
&) =&Y} — &Y) (17)
De la misma forma que se dividen los vectores K. se divide la matriz B que relaciona
incremento de desplazamientos con incrementos de curvaturas

B =B +B" + B®

lo cual permite definir la matriz

B°=B® _B®

lo cual implica que el esfuerzo numérico para la estabilizacién no es significativo.

3.2. Tratamientos de quiebres

En este caso se busca establecer como formular con el BSQ los casos donde hay una dis-
continuidad marcada en la normal (quiebre o pliegue) en la superficie original. El tratamiento
del quiebre debe tratarse en forma localizada en los puntos medio de cada lado del elemento
principal a los efectos de definir los sistemas de referencia. Las direccién normal al lado del
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elemento adyacente se define a partir del lado s* y la normal °t*) correspondiente. Supong-

amos entonces que en la configuracién original exista un dngulo no nulo °¢* entre la normal
del elemento principal °n*™) y la normal entrante al lado del elemento vecino °n‘*). En los
puntos medios del lado correspondiente al elemento adyacente se calcula el plano tangente
(OcpﬁgK), Ocpf,gK)) y su normal °t*). A cada lado del elemento vecino, sobre el lado comiin, es
posible definir un triedo local con: la normal °t*) el lado comiin °s y la normal al lado en el
plano del elemento °n*%) = °g x °t*5) Notar que °s = s*M) y s*(5) estdn a lo largo de
la misma linea pero en sentido contrario. Donde s**) es el lado compartido con el elemento
adyacente.

Luego es posible definir el dngulo que forman la normal al elemento principal °n*)

y la

normal del elemento adyacente °n*(%) obtenida previamente en el triedo local al lado, como
<in® ¢k — Onk(M) . onk(K) (18)
cos® ¢k — onk(M) . otk(K) (19)

donde el dngulo °¢" es medido alrededor del lado comiin °s en sentido horario desde “n*(")

hasta °n*%) (Figura 2).

Figura 2: Angulos entre dos elementos

k(M) (K)

En la configuracion deformada los vectores n y n*5) ya no formar4n un 4ngulo °¢, sino
¢ en la posicion que corresponda. Esto dltimo representa un cambio respecto a la configuracion
original

AgF = ¢F — " (20)

Noétese que el cambio de dngulo (20) que experimenta el elemento en cada borde debe garan-
tizar que la seccion normal de cada quadrilatero en los lados rote con el lado en cuestidn,
asegurando de esa manera la continuidad de la lamina. Para que las normales n*() y n*(¥)
mantengan el dngulo original °¢ puede asociarse a cada elemento una rotacién -y relativa a la
rotacion de la arista s, con la condicion

AgF = AFM) 4 IO (21)
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donde 7*0 son las rotaciones relativas de las normales n*0 y cuyo valores interesan para la
obtencion del campo de curvaturas.

Las rotaciones 7*0 se relacionan a partir de la condicién de equilibrio a flexién en cada
lado del elemento. En efecto, en el trabajo presentado por Flores and Ofiate (2006a) para el
caso de vigas 2-D se obtienen las curvaturas normales de cada lado del quiebre.a través de
una aproximacion basada en el equilibrio a flexion en el nudo. Siguiendo con esta idea en la
referencia Flores and Onate (2006b) las rotaciones relativas se relacionan a través de la altura
medida perpendicularmente al lado hasta el nudo opuesto de cada elemento. En este trabajo las
rotaciones 7 se distribuyen a través de la relacién drea-longitud de cada elemento y los valores
de v*0 pueden obtenerse a partir de sustituir la expresién (21) por una aproximacién basada en
el equilibrio a flexion alrededor del lado

M K
E—t?)ﬁ 0 k(M) _ E—tgﬁ " k(K) (22)
(1—-202) A 7 C\(1—-02) A 7

donde E el médulo eléstico, ¢ el espesor de la ldmina, v el coeficiente de Poisson.

La expresion (22) tiene en cuenta posibles cambios en el material y en el espesor de ldmina
entre dos elementos adyacentes. Notese que el cociente entre el drea del elemento y la longi-
tud del lado permite definir la rigidez de rotacion. Luego, con la expresion (21) obtenida por
continuidad y la expresion (22) obtenida por equilibrio permite calcular la rotacion relativa del
elemento adyacente como

T N N (23)
- R’;(M)+Rk(K) -7

k(K)

v
Introduciendo la definicién del dngulo de rotacién v*U) en la expresién de la curvatura se

tiene una nueva aproximacion del campo de curvatura. De igual manera para la estabilizacion
flexional Feffﬁ) en (17)

Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas debe calcularse la
variacion de los dos términos de la expresion (16). Concentrandonos en el segundo término, se

obtiene

5 ( AﬁLMH(K))k AR g k() | () § \RO) (24)

Donde el primer término de (24) asociados a la variacion del dngulo relativo es el mas im-
portantes. El resto del término asociado a la variacion del estiramiento en el plano 5)\1(1M ) en
general pueden despreciarse.

Retomando la expresion que define el angulo relativo de giro v*(%) en (23) resulta

FyRE) = k(O (—1 R0 . or M) 4

KE) | 5 oRE)
500 i £ . 5 ) (25)

A\F(E) n

n

donde ¢ Lpig) es la variacion del gradiente normal al lado.

3.3. Tratamiento de ramificaciones de laminas

El caso anterior, cuando dos elementos forman una superficie quebrada es un caso particular
de ramificacion. En otras palabras, un caso general tendremos n elementos concurriendo a una
misma arista s. Con motivos de explicar el tratamiento de cdscaras ramificadas supongamos que
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el lado interseccion como el primer lado de cada uno de los elementos que se intersectan y que
la orientacion del lado sea la misma para todos, como muestra la Figura 3. Denominemos por /
y J alos nudos que definen el lado y que los restantes nudos de los (K = 1, ..., n) cuadrilateros
sean los nudos k£ y [. En la configuracion original, en el punto medio del lado comun °s se
calcula el plano tangente ("gogff), Ocpgg)) de cada elemento y su normal °t*). Luego se define
para cada elemento un triedo local con: la normal °t*), el lado comtn °s y la normal al lado en
el plano del elemento °n'®) = °s x° t(&), Luego la normal saliente de cada elemento permite
definir (k = 1,...,n — 1) dngulos independientes entre ‘n®) y °n(K+1 los cuales se definen

en la configuracion original como

sin®¢* = —onf). on(H (26)

cos® gF = onpEFD L og(K) (27)

k=5

Figura 3: Ramificacién.

En la configuracion deformada, a partir de la interpolacién bilineal de la geometria pueden

. (K)  (K) . .
evaluarse los gradientes (¢, ’, @, "), €s decir los planos tangentes sobre el lado comun s que
se completa con la normal a cada lado y con ellos los nuevos dngulos ¢* que representa un

cambio respecto a la configuracion original
AgF =% — °¢F k=1n-1 (28)

Como la direccién s rota en el espacio, no hay una referencia fija para medir el dangulo 5%
rotado por cada elemento. Luego se puede asumir que el primer elemento no rota BY = 0) y
computar el resto de las rotaciones usando el primer elemento como referencia. Esto conduce a

k-1

BE) = Z Ag™ (29)
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La rotacion del lado s en si mismo se define como el promedio ponderado

B 1 n n
8= W Z R(K)ﬂ(K) — Z T‘(K)ﬂ(k) (30)
L=1 K=1 K=1
donde
P = —R(K) (31)
> BRI
(K)

Con lo cual la rotacion relativa 7'/ del elemento K respecto del lado s se define como la
diferencia entre el 4ngulo rotado por la arista 3 y el dngulo rotado por el elemento /3 (%)

P = — (32)

Luego, la definicion de y'**’ permite completar la evaluacion de la curvatura en (16) para
cada lado del elemento en cuestion. De igual manera se procede para el tratamiento del vector
curvatura de estabilizacion Fcfﬁ) (17).

Para evaluar las variaciones de la curvatura debe calcularse la variacién de la componente del
gradiente normal al lado sobre la normal al elemento (de manera similar a (24)), que esta com-
puesto de dos partes

(K)

6 (A7) = A5 4 FI5A ) (33)

donde el término de importancia es el primero.
Retomando la expresion (32), luego (33) queda

- 1
5<Aff)7(K)) = [t<K>.5soff)—Afi‘>ZMM)Wt(M)-&pS,?) +AUsA (34)
M=1

n

donde ¢ go(% son las variaciones de los gradientes normales calculados sobre el plano tangente a
cada cuadrilétero.

Finalmnte la forma de ¢ ()\(f ) (K)

> sobre cada uno de los lados dependera de si el lado es
parte de una unica superficie (suave o no) (25) o corresponde a una linea de ramificacion (34).

4. CONDICIONES DE CONTORNO

Las condiciones de contorno pueden clasificarse en:

a) relativas al desplazamiento de la superficie media ¢, que son los grados de libertad del
elemento por lo cual no ofrecen dificultades.

b) relativas a la rotacion de la normal t al elemento alrededor del lado (dependiente del gradi-
ente en la direccion normal al lado ¢,,,), que a su vez pueden clasificarse en dos tipos:

= naturales: simplemente apoyado o libre

= esenciales: empotramiento o plano de simetria.
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Sobre un elemento pueden aplicarse condiciones de contorno relativas al desplazamiento
de la superficie media en cualquier punto de la malla, sean naturales (fuerzas) o esenciales
(desplazamientos prescritos). Condiciones de contorno referidas a la normal s6lo son admisibles
en elementos sobre el contorno del dominio, es decir en aquellos elementos en que sobre uno
de sus lados no existe el elemento adyacente. El tratamiento de tales bordes puede hacerse en
base a lo siguiente:

a) borde simplemente apoyado o libre: suponer que ¢,,, = cp,(éw), con lo que

k
90'(1 )+‘P/(1)

(M) (K)
@i+

ot
90'(2 )

1
5 (35)

b) borde empotrado o condicién de simetria: suponer que ¢, = A, °<p,(24 ), donde Ocp,(fy ) es

invariante durante el proceso de deformacién y A, es el estiramiento de la superficie media
de la lamina en la direcciéon normal al lado. Este ultimo factor se introduce a los fines
de considerar el estiramiento de la superficie media y no tiene influencia en problemas
lineales o con pequeiias deformaciones.

En el segundo caso la contribucién del gradiente en el lado £ a los vectores h;; puede expre-

sarse como %

hy; n?  —ning M)
1 1 An %l
h22 = O—Alk ng ning (SD (36)
2h12 2711712 TL% — TL% Prs
la variacién de esta componente necesaria para el planteo de la forma débil resulta
h ) n? nin (M)
11 _1 1 — 101102 (5)\
6 hp | =l w3 g ; L (37)
2h, 2niny N3 — n’ Prs
donde por un lado
1
k(M
opr ") = (0u" — 5u) (38)

y por otro,

S, 2o M) = ( oM > ZN,néu (39)

Recordar que estas contribuciones son luego proyectadas sobre la direccion t° para calcular
las curvaturas, y notar que go( 7). 40 es el seno del angulo rotado por la normal al elemento
alrededor del lado empotrado.

5. EVALUACION DE LOS ESFUERZOS MEMBRANALES

Las caracteristicas especiales del elemento de ldmina desarrollado requieren la evaluacién del
gradiente a la mitad de cada lado a los fines de calcular la curvatura. Resulta ventajoso entonces
usar esta informacion para calcular la primera forma fundamental en el centro del elemento y
desarrollar el esquema de estabilizacién membranal. A partir del gradiente de la deformacion
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evaluado a la mitad de cada lado k en la superficie media se tienen las componentes en el plano
del tensor derecho de Cauchy-Green C

Se propone definir el tensor métrico, a utilizar en el punto de integracion en el centro del
elemento, como un promedio ponderado de los tensores métricos evaluados sobre cada lado. En
la REFERENCIAFLORESESTRADA se realiza una evaluacion detalladade esta aproximacion.
Las componentes del tensor de deformaciones de Green-Lagrange sobre la superficie media en
el centro del elemento pueden escribirse

1
Eap = = (C_Lag — (Sag) 41

2
con d,p la delta de Kronecker.
En tanto que la variacion de estas deformaciones, necesarias para el planteo de la forma débil
de las condiciones de equilibrio, resulta:

4
0Zap = OLA > JiBEout =B, su° (42)
k=1

donde B es la habitual matriz que relaciona para cada punto & la variacién de las defor-
maciones de Green-Lagrange con la variacion de los desplazamientos de la superficie media
y permite calcular la matriz B,,, correspondiente a la aproximacién en deformaciones impues-
tas que relaciona deformaciones virtuales con desplazamientos virtuales. El vector du® agrupa
ahora sélo a los cuatro nudos del elemento.

A los efectos de controlar la aparicion de los modos espurios de deformacion (hourglass), se
definen deformaciones de Green-Lagrange de estabilizacion como la diferencia entre el tensor
métrico calculado a la mitad de cada lado y el promedio ponderado

1 _
ens = 3 (aks — Gap) (43)
Noétese ademas que:
- 1 ¢ 1
> el = 3 > Jpaky — 5 "Ados =0 (44)
K=1 k=1

La variacion de estas deformaciones resulta

4
652% = (N/IQQO/ﬁ + N/Iﬁ(p/a)k . (Sul — OLA Z J’L (N/Ia . (Plﬁ + NIIB . (P/Ia)l . 61,1[ (45)
i=1

= B)® ju® = [Bf, — B,,] 6u° (46)

m

donde puede observarse que B*S es la diferencia B¥, — B,, por lo cual el esfuerzo adicional
para la estabilizacién membranal también es minimo.

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXVII, pags. 1085-1110 (2008) 1099

6. EVALUACION DE FUERZAS RESIDUALES

Las fuerzas nodales equivalentes r (u) se obtienen de la expresion del trabajo virtual interno
sobre el volumen inicial °V

sulr (u) = / %5C:Sd"v (47)
oV

donde S el el segundo tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor derecho de Cauchy-Green C puede
aproximarse para puntos fuera de la superficie media como

C({) =a+26k
Cap (§3) = Gap + 283Rap (43)

Definiendo los esfuerzos integrados en el espesor (con °h el espesor original)

N:/ S d, M:/ S A&, dé, (49)
Uh Oh

la expresion (47), considerando un punto de integracion, se simplifica a:
su”'r? (u) = °A (68"N + 6r"M) (50)

Las fuerzas de estabilizacion membranal pueden obtenerse de definir una energia interna
de deformacién W, en funcién del tensor de Green-Lagrange. Si se utiliza un material de
Kirchhoff con un tensor constitutivo elastico de componentes D,z integrado en el espesor
(incluye el espesor °h) se tiene

e, _
Win = 2 ; i [Bap + d;%] Dagsy [Evs + 5155]

4 4

1 1

= égaﬁ l)c,(g(g,y Evys A+ Eap Dagg,y E Ji 8’5:3 + 5 E Ji 52% Dag(;,y €§$ (&2))
k=1 k=1

donde el primer término es la energia asociada al inico punto de integracion, el segundo térmi-
no se anula debido a (44) y el dltimo término corresponde a la energia de deformacion de
estabilizacion membranal Wn*S; Planteada en funcidn del tensor de elasticidad de cuarto orden,
el esquema corresponde a una estabilizacion fisica. Las “fuerzas de estabilizacion” resultan

= ——— = J Dogss €29 (52)
af kS k Hapoy <§
Oeas 7

notar que al haber impuesto Y~ .J; €% = 0, entonces en todos los casos Y N5 = 0.

En tanto que las fuerzas nodales equivalentes resultan de la suma

4
=uTy " (B: - B,)" N (53)
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Recordando que > N, 55 = 0, las fuerzas nodales debidas a la estabilizacion membranal
resultan finalmente

W~

sul v = su’ Z (Bfn)T N (54)
k=1
Para el control del modo flexional espurio, a partir de (??), se pueden definir momentos
estabilizantes como:

MS _ E°h? S 0,5 .S 55
aff — ﬁs 192 ("iaﬁ - K/ozﬁ) + /65 £D Kag ( )

con F es el modulo de Young del material y (3, un coeficiente mucho menor que 1y £, una
fraccion del amortiguamiento critico. Las fuerzas equivalentes asociadas resultan

T .S __ ’ S S
511p I‘b — ? 5/{5)[5 MOL,B
— ’ S 0 S

A @ L) s
= =0 (hf) - nl)) ¢ M, (56)

donde el factor 1/3 proviene de suponer una variacion lineal de la curvatura normal estabilizante
(nula en el centro del elemento).

7. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion se analizan distintos ejemplos numéricos con motivos de mostrar las capaci-
dades de los elementos cuadrildteros sin grados de libertad rotacional para el tratamiento de
superficies suaves y quebradas. Los ejemplos numéricos se dividen basicamente en dos grupos.
El primer grupo contempla los resultados obtenidos con el elemento denominado BBSQ (de su
acrénimo en inglés, Branching Basic Shell Quadrilateral) para el tratamiento de superficies que-
bradas y ramificadas. Los resultados se comparan principalmente con el elemento S4R (incluye
grados de libertad de rotacion) presente en el cddigo comercial ABAQUS (2003). El segundo
grupo formado por los tres dltimos ejemplos numéricos muestran los resultados obtenidos con
el elemento BSQ (de su acrénimo en inglés Basic Shell Quadrilateral) desarrollado por los mis-
mos autores (Flores and Estrada (2007)) para el tratamiento de superficies suaves, y se compara
con los resultados obtenidos con la modificacidn realizada sobre la nueva forma de calcular las
fuerzas de estabilizacion flexional (55). Para distinguir los nuevos resultados obtenidos con la
version modificada se utiliza el nombre de BSQ1.

Para los esquemas de estabilizacion se ha utilizado (salvo indicado expresamente) los coe-
ficientes a; = 0,05y B, = 0,05. Los elementos descriptos arriba han sido implementado en
un cédigo implicito desarrollado por el segundo autor y en el cédigo STAMPACK (2004) con
integracion explicita de las ecuaciones de movimiento.

7.1. Ejemplos numéricos del BBSQ
7.1.1. Prueba de la Parcela

El comportamiento membranal naturalmente pasa la prueba de la parcela pues se utiliza
una interpolacion isoparamétrica. Para el comportamiento a flexion, la formulacién no permite
momentos como cargas nodales debido que el elemento no tiene grados de libertad rotacional,
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por lo tanto no es posible fijar un estado de carga que conduzca a un estado de momentos
flectores constantes sobre toda la parcela. Si es posible establecer un estado de carga asociado
a un momento torsor constante. Dicho estado se impone a través de una carga puntual aplicada
en la esquina de un rectangulo con el resto de las esquinas simplemente apoyadas. La Figura
4 muestra dos tipos de mallas estructuradas posibles, una regular y otra irregular. Con mallas
regulares el elemento pasa exactamente la prueba de la parcela, pero no la pasa estrictamente
para los casos de mallas irregulares, aunque los resultados numéricos convergen ripidamente a
la solucidn correcta. Esto puede apreciarse en la Tabla 1 donde se muestran los desplazamientos
verticales del punto de aplicacion de la carga, normalizados respecto al valor correcto.

A

Figura 4: Mallas de elementos finitos utilizadas en la prueba de la parcela bajo torsién uniforme.

Mallas reg. Mallas irreg.

NGL BBSQ BBSQ
4 1.0000 0.9990

16 1.0000 0.9869
64 1.0000 0.9949
256 1.0000 0.9985

Tabla 1: Prueba de la parcel flexional (M, constante). Desplazamientos normalizados del punto bajo la carga.

7.1.2. Viga empotrada con forma de Z

Este ejemplo es propuesto como un benchmark en Prinja and Clegg (1993). Se trata de un
voladizo en forma de Z sometido a una carga conservativa en el extremo libre. Este ejemplo
se utiliza para evaluar el comportamiento con grandes desplazamientos y grandes rotaciones,
acciones membranales y flexionales, rigidizacidn por traccion y cambio de signo del momento.
La Figura 5 muestra la geometria original y la carga

Se ha utilizado una malla de 1x72 elementos. En la Figura 6a se representa el desplazamiento
del punto de aplicaciéon de la carga versus la carga, y en la Figura 6b el momento flector en
el punto A versus la carga. Los resultados se comparan con los obtenidos con el elemento
S4R. El momento flector corresponde al calculado en el punto de Gauss adyacente al punto A.
Los resultados muestran una muy buena concordancia con los valores esperados para la malla
utilizada.
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Figura 5: Viga empotrada en forma de Z. Geometria
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Figura 6: Viga Z empotrada: (a) carga vs.desplazamiento; y (b) momneto flector en A vs. carga.

7.1.3. Viga empotrada de seccion Z

Este es un benchmark recomendado por NAFEMS’90 (1990). Corresponde a una viga en
voladizo de seccion abierta en forma de Z sometida a un momento torsor de 1,2 MNm aplicado
en el extremo libre. El momento torsor se aplica por dos fuerzas de corte de 0,6 MN uniforme-
mente distribuidas sobre cada ala ( ver Figura 7 ). El material es eléstico lineal con un médulo
de elasticidad de £ = 210 GPa y una relacién de Poisson v = 0,3. El espesor de la ldmina es
de ¢ = 0,1 m. La solucién objetivo es la tension axial o,, = 108 MPa en la superficie media
del punto A.

10m
X
\‘,A 51 1 1im
2.5m /42m
Sl l'1m

Figura 7: Viga empotrada de seccién Z. Geometria

Se han considerado dos mallas, una gruesa con 24 (8 en la direccion longitudianl y 1 por
cada tramo en la direccion transversal) y una malla fina de 480 elementos (32 en la direccion
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Tensién o,
Malla BBSQ S4R

Gruesa -52.043 MPa (-52 %)  -50.480 MPa (-53 %)
Fina -110.341 MPa (2.2 %) -96.732 MPa (-10 %)

Tabla 2: Resultados para la viga empotrada de seccidn Z. Tensiones en la direccién x.

longitudinal y 5 por tramo en la direccion transversal). Los valores obtenidos se muestran en la
Tabla 2. Los valores indicados se obtienen por extrapolacién desde los cuatro puntos de Gauss
mads cercanos al punto A. Notar que los resultados obtenidos con el elemento S4R muestran
una convergencia lenta y un error para la malla fina de —10 % en comparacién con el 2, 2 % del
elemento propuesto. Notese que en este ejemplo se ve el potencial del BBSQ que permite tratar
una superficie de lamina quebrada con resultados satisfactorios.

7.1.4. Puente en cajon recto

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente recto en cajon. En la Figura 8
se muestra la seccion transversal y las propiedades del material. El puente tiene una longitud
total de 40 m y los extremos se suponen restringidos todos los desplazamientos en el plano de
la seccion y libres los desplazamientos longitudinales.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 £N alternativamente en los puntos
A (borde) y C (centro). Se discretiz6 la mitad de la luz con 20 elementos, en tanto que en la sec-
cion transversal se han incluido 30 elementos. A los fines comparativos se muestran resultados
obtenidos con el programa ABAQUS (2003) usando elementos de laminas S4R (cuadrilateros
de cuatro nudos) sobre las mismas discretizaciones utilizadas para el presente elemento.

En la Figura 9a se presentan los desplazamientos verticales de las superficies superior e
inferior de la seccion central cuando la carga se aplica en el punto central C. En la Figura
9b los desplazamientos de las superficies superior e inferiror cuando la carga se aplica en el
punto A. La comparacion con el elemento S4R de ABAQUS (2003) muestra idéntico patron de
desplazamiento y que el presente elemento es ligeramente més flexible.

| 12m |
\ A c |

T 1y

1.2
1.5

3.0 |

©
2.4 'S

Figura 8: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Geometria de la seccion tranversal. £ = 25G Pa, v = 15,
L = 40m.

7.1.5. Puente curvo de seccion celular

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente celular simplemente apoyado en
los extremos (se restrigen los desplazamientos en el plano de la seccién). La Figura 13a muestra
la seccion transversal y las propiedades del material. El puente se extiende sobre un dngulo de
un radidn, el radio del puente es de 30, 1 m y en los extremos se suponen restringidos todos los
desplazamientos en el plano de la seccion y libres los desplazamientos longitudinales.
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Figura 9: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Desplazamiento vertical de la seccion central. (a) carga en el
punto C (b) carga en el punto A.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000k N en el centro. Se discretiz6 la
mitad de la luz con 10 elementos, en tanto que en la seccion transversal se han incluido 34 ele-
mentos. Se ha comprobado con resultados obtenidos con el programa ABAQUS (2003) usando
elementos de laminas S4R (cuadrilateros de cuatro nudos) sobre las mismas discretizaciones
usadas para el presente elemento.

En la Figura 10b se muestra la deformada de la seccion central para las dos mallas; los
resultados obtenidos son casi idénticos a los obtenidos con el elemento S4R.

1MN
0.2 1
]

0.2 ? 0.15 e P J/-“—‘rw...
| ) «| sl

s T ——— "

0

12 P 54 | 5.4 12 mmme Y AT ABAQUS

BBSQ

(a) (b)

Figura 10: Puente curvo celular bajo carga puntual: (a) geometria de la seccion transversal. £ = 25G Pa, v = 0,15,
R = 30,1m, angulo= 1rad; (b) deformada de la seccién central.

7.1.6. Pandeo de una columna con auto contacto

Este ejemplo ilustra el pandeo de una columna comprimida entre dos platos rigidos. La
columna tiene seccion en forma de cruz. Los extremos de la columna estan unidos a dos platos
rigidos. Uno de los platos estd fijo en el espacio y el otro se traslada y rota durante 7mseg
para pandear la columna. La columna estd hecha de acero con un mddulo de elasticidad de
200G Pa y un coeficiente de Poisson 0,3. La densidad es de 7850kg/m?. El comportamiento
elastoplastico estd gobernado por la funcion de fluencia de von Mises con un valor limite inicial
de 0, = 250M Pa y endurecimiento isotropo lineal a'y = 450 M Pa. El plato modvil se mueve
verticalmente a una velocidad uniforme de 50m /s y rota alrededor del eje y a una velocidad
uniforme de 78, 54rad/s (dngulo final 31, 5°). En la Figura 11a se ve la geometria original y la
malla utilizada de 400 elementos. En las Figuras 11b y ¢ se ven las configuraciones deformadas
a la mitad y al final del proceso. Este ejemplo ha sido tomado del manual de ejemplos de
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ABAQUS; uno de los principales aspectos a considerar es el autocontacto de la 1amina y con los
platos. Las configuraciones obtenidas con el presente elemento y las obtenidas con el elemento
S4R son muy similares. Para este ejemplo se utiliza un programa con integracion explicita de
las ecuaciones de movimiento.

(a) (b) (c)

Figura 11: Pandeo de una columna con seccidn en forma de cruz: (a) configuracién inicial; (b) deformada para 3, 5
mseg; (c) deformada para 7,0 mseg.

7.2. Ejemplos numéricos del BSQ

7.2.1. Domo esférico

Un ejemplo ampliamente utilizado para evaluar la convergencia de elementos de ldmina con
pequeiias deformaciones elasto-plasticas es un domo esférico empotrado, sometido a una carga
escalon. La carga es una presion uniforme de 600 psi y se aplica en la parte superior del domo.
Para el andlisis se han utilizados dos mallas de 75 y 243 elementos, de las cuales se muestra la
mas gruesa en la Figura 12 donde ademads de indican los pardmetros geométrico y del material.
Se considera un cuarto del domo por simetria y se realizan separadamente un andlisis eldstico
y un andlisis elasto plastico. En la Figura 13 se grafica el desplazamiento vertical del punto
central del domo en funcién del tiempo para los dos casos de material eldstico. Los resultados se
comparan entre el elemento BSQ, la version modificadad BSQ1 y con los resultados numéricos
obtenidos con el elemento S4R usando una malla de 243 elementos. Puede notarse como se
logra un mejor acuerdo a medida que se refina la malla para ambas versiones.

Recordar que el BSQ y BSQ1 solo tienen tres GDL por nudo (la malla de 243 elementos
tiene un NGL de 465) en contraste con el elemento de 1dmina S4R que incluye seis grado de
libertad por nudo por lo cual los resultados son satisfactorios.

7.2.2. Panel cilindrico

En este caso se trata de un panel cilindrico sometido a una velocidad inicial de v, = —5650in./seg.
que simula el efecto de la detonacion de un explosivo. El material se considera elasto pldstico
perfecto en régimen de grande deformaciones. El panel se supone empotrado a lo largo de todos
los bordes y por simetria se modela la mitad del cilindro. Se utilizan dos densidades de malla
de 6 x 16 y 18 x 48 elementos. En la Figura 14 puede obervarse la configuraciéon deformada
para cada una de las mallas correspondientes al tiempo de 1 mseg.
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Figura 12: Domo esférico bajo presién impulsiva. Parametros geométricos y del material. Malla con 75 elementos.
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Figura 13: Domo esférico bajo presion escaldn: historia del desplazamiento vertical del punto central. (a) material
eldstico; (b)material elasto-plastico.

Figura 14: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Malla deformada para el tiempo ¢ = 1ms.

En la Figura 15 se ha graficado el desplazamiento vertical en funcién del tiempo para dos

puntos ubicados sobre el eje de simetria a la distancia de y = 6,28in.e y = 9,42in. respec-
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1.6
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Figura 15: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Desplazamiento vertical versus tiempo de dos puntos a lo largo
de la linea de simetria.

tivamente y se compara con los datos experimentales. La nueva version BSQI tiene un mejor
acuerdo que la version anterior del BSQ

as = 0,05 B, = 0,05
Elemento/malla y =6.28 in. y =9.42 in.
BSQ1 18 x 48 -1.260 -0.657
BSQ 18 x 48 -1.309 -0.690
Stolarski 16 x 32 -1.183 -0.530
EBST 18 x 48 -1.171 -0.584
Experimental -1.280 -0.700

Tabla 3: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Desplazamientos verticales (pulgadas)

En la Tabla 3 se muestra el valor del desplazamiento vertical correspondiente al tiempo de
analisis de ¢ = 0,4ms para la malla fina. Se comparan con la solucion numérica obtenida por
Stolarski (Stolarski et al. (1984)) a través de un elemento de lamina triangular curvo y una malla
de 16 x 32y los resultados numéricos obtenidos por E. Ofiate (Ofiate and Flores (2005)) con
un elemento triangular de l1dmina sin grado de libertad rotacional denominado EBST para una
malla de 18 x 48 elementos. También se compara con resultados experimentales reportados
en (Balmer and Witmer (1964)). Existe un buen acuerdo entre los valores obtenidos con el
elemento BSQ y BSQI y los datos experimentales. Los resultados numéricos obtenidos con
otros elementos muestran una mayor discrepancia con los datos experimentales.

7.2.3. Estampado de una lamina

Este tltimo ejemplo corresponde al estampado de una ldmina cuya forma final es la de un riel
en forma de S. Este ejemplo fué propuesto en la reunion NUMISHEET ‘96 (NUMISHEET 96
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(1996)). La simulacion comprende dos partes, la primera es el estampado del riel S y la segunda
el quitado de las herramientas y la recuperacion eléstica.

G

Figura 16: Estampado de un riel en forma de S. Deformacion final de la 1dmina obtenida en la simulacién.
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Figura 17: Estampado de un riel en forma de S: (a) fuerza del punzén versus el avance del punzon; (b) coordenadas
Z alo largo de la linea B-G al final del estampado.

En la Figura 16 se muestra la geometria final y la malla de elementos utilizada. La malla
usada tiene 3000 elementos cuadrildteros y 3111 nudos. Las herramientas son tratadas como
rigidas y los detalles geométricos y el material pueden ser encontrado en la Referencia (NU-
MISHEET’96 (1996)). El material es acero dulce (IF) con médulo de Young £ = 2,06GPa y
una relacién de Poisson v = 0,3. Se utiliza la funcién de fluencia de Von Mises con endurec-
imiento isotrépo no lineal definido por o, (¢?) = 545 (0,13 + ¢?)***" [M Pa). Se define una
friccion uniforme de 0,15 para todas las herramientas. En la simulacion se considera una fuerza
del pisado de 10K V.

La estabilizacion flexional mostré tener influencia en el comportamiento numérico del es-
tampado. La forma de calcular las fuerzas de estabilizacion flexional propuesta por el elemento
original BSQ exige el uso de un fuerte amortiguamiento durante el proceso de quitado de las
herramientas, asociado a un tiempo mayor de célculo para alcanzar una respuesta quasi estatica.
Con la nueva forma de calcular la estabilizacion flexional (55 ) estos aspectos se mejoran no-
tablemente.
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En la Figura 17a se compara la fuerza del punzon durante el estampado obtenida con el ele-
mento BSQ, BSQ1 y con los valores experimentales y dos promedios de simulaciones numéri-
cas. En la Figura 17b se muestra la coordenada Z a lo largo de la linea B-G después de la
recuperacion eldstica. Puede observarse que la superficie superior del riel no permanece plana
sino que muestra ciertas arrugas. La comparacion con los resultados experimentales muestra
dispersiones similares a las obtenidas con otros resultados numéricos.

8. CONCLUSIONES

Se han presentado dos elementos cuadrildteros de lamina denominados BSQ y BBSQ sin
grados de libertad rotacional basado en una formulacion Lagrangeana total. E1 BSQ permite
tratar superficies suaves y el BBSQ permite abordar problemas donde la geometria de la Idmina
es quebrada y ramificada Los elementos tienen tnicamente grados de libertad traslacional y
utilizan un Unico punto de integracion en la superficie, que los hace simple y econdmico desde
el punto computacional.

La utilizacién de un campo de curvatura constante, definida usando la geometria de los el-
ementos adyacentes, permite en algunas casos la existencia de configuraciones geométricas
deformadas sin energia asociada (modo espureo flexional). El mecanismo de estabilizacién (ar-
tificial) propuesto ha dado buenos resultados y es poco sensible al coeficiente de estabilizacion
utilizado en la mayoria de los problemas numéricos abordados.

Similarmente la utilizacion de un solo punto de integracion para evaluar las deformaciones
membranales permite la aparicion de los bien conocidos modos de hourglass. En este caso
se ha utilizado un mecanismo de estabilizacion fisico aprovechando la informacién utilizada
para el calculo de las curvaturas y se ha definido un tensor métrico promedio que enmarca
a la formulacién como de una aproximacion en deformaciones impuestas. La utilizacion de un
mecanismo de estabilizacion fisico conduce a que los resultados sean marcadamente insensibles
al coeficiente de estabilizacién utilizado.

El elemento BSQ tiene dos ventajas sobre el BBSQ. Es mds simple de programar y es com-
putacionalmente mas econémico. En tanto que el BBSQ es mds estable numéricamente para
abordar algunos problemas.

Se han obtenidos resultados muy satisfactorios en todos los ejemplos, usando una formu-
lacion implicita y explicita. Los elementos han mostrado buena performance.
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