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Abstract. Los modelos anteriores de toma de agua por raı́ces de cultivos no toman en cuenta
el crecimiento de las mismas resolviendo el conjunto de ecuaciones que gobiernan el sistema
suelo-planta sobre dominios fijos (por ejemplo Molz, Water Resources Research, Vol. 17(5),
1245-1260, (1981)). Recientemente se ha acoplado la toma de nutrientes con el crecimiento de
raı́ces (por ejemplo Reginato et al, Soil Science Society of America Journal, Vol. 64(4), 1363-
1367 (2000)) mediante la formulación de un modelo de frontera móvil y resolviendo el sistema
de ecuaciones sobre un dominio móvil. En forma similar, para conocer mejor el proceso de
toma de agua tal que tenga en cuenta a la planta como organismo en constante crecimiento se
formula un modelo de frontera móvil para la toma de agua. Esto permite a los cultivos buscar
mejores zonas de nutrientes y agua en el terreno, lo que permite una mejor utilización de los
recursos disponibles. En esta comunicación reportaremos algunos resultados teóricos respec-
to a la modelización de la toma de agua por cultivos en macetas, resolviendo un modelo de
frontera móvil mediante la aplicación del método de inmovilización de domino y utilizando una
aproximación de elementos finitos para suelos arcillosos como primer paso. En estas condicio-
nes se presentan diagramas de sensibilidad con los parámetros involucrados (alrededor de diez
parámetros) tanto del suelo como de la raı́z.
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1. INTRODUCCION

A lo largo de los años se han propuesto diversos modelos para la toma de agua por raı́ces de
cultivos. Muchos de ellos utilizan un análogo de la ley de Ohm1 y definen resistencias al flujo de
agua tanto en el suelo,2, 3 como en la interface raı́z-suelo.4, 5 Recientemente han sido propuestos
modelos de toma de nutrientes acoplada con crecimiento de raı́ces mediante modelos de frontera
libre,6–9 y mediante modelos de frontera móvil.10

A partir de estos modelos de frontera móvil para la toma de nutrientes se pueden generar
modelos para toma de agua. En este trabajo se asume un crecimiento radical conocido a priori
y a partir de la formulación de un modelo de frontera móvil se estimarán los cambios en el
potencial agua en la fase suelo obteniendose el valor del potencial agua sobre la raı́z. Utilizando
un método de integración sobre dominios variables11 obtenemos la toma total de agua por parte
de la raı́z.

2. ANALISIS

A partir del modelo de flujo de agua hacia una única raı́z, el flujo en la dirección radial r
hacia la raı́z por unidad de longitud esta dado por:12

v = −πrk (Ψ)
∂Ψ

∂r
(1)

siendo v el flujo de agua por unidad de longitud
(

cm3

s cm

)

, k la conductibilidad hidráulica
(

cm
s

)

y
−Ψ el potencial agua (cm) . La ecuación de continuidad correspondiente es:

2π

r

∂θ

∂t
= −

∂v

∂r
(2)

donde θ es el contenido de agua del suelo
(

cm3

cm3

)

, y las relaciones entre k, Ψ y θ dadas por:13

Ψ = Ψe

(

θ

θs

)

−b

= Ψ0, θ
−b,

k(Ψ) = ks

(

Ψe

Ψ

)n

= k0,Ψ
−n,

(3)

donde b, k0, Ψ0 y n son parámetros obtenidos experimentalmente.
Asumiendo condiciones de laboratorio, como luz y temperaturas constantes, se propone el

siguiente modelo en coordenadas cilı́ndricas para volumenes fijos de suelo (por ejemplo, mace-
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tas):
∂Ψ

∂t
=
α

r
Ψ

1

b
+1 ∂

∂r

[

rΨ−n∂Ψ

∂r

]

s0 ≤ r ≤ R(t), 0 ≤ t ≤ T

Ψ(r, 0) = φ(r) s0 ≤ r ≤ R0
∂Ψ

∂r
(R(t), t) = 0 0 ≤ t ≤ T

G (Ψ (s0, t)) = −
k0
l(t)

(Ψ(s0, t))
−n ∂Ψ

∂r
0 ≤ t ≤ T

R(t) = R0

√

l(0)

l(t)
0 ≤ t ≤ T

(4)

donde α = k0b/2Φ
1/b
0 . La primera ecuación surge de considerar la derivada espacial de la

ecuación (1) y reemplazar con las ecuaciones (2) y (3), φ(r) es una función univaluada que
describe el perfil inicial de potenciales. La condición en r = R(t) surge de pedir que el flujo
total de agua en el borde externo sea nulo. La condición de flujo en la raı́z (r = s0), surge
de pedir que el flujo sea igual a la toma de agua por unidad de longitud (G(Ψ(s0, t))) . Varias
funciones de extracción han sido propuestas, por simplicidad en este trabajo se utiliza la definida
por Feddes14

G(Ψ) = 0 si 0 < Ψ < Ψ1 = potencial agua punto anaerobiosis
G(Ψ) = SMax si Ψ1 < Ψ < Ψ2 = potencial agua punto lı́mite
G(Ψ) = SMax

Ψ−Ψ3
Ψ2−Ψ3

si Ψ2 < Ψ < Ψ3 = potencial agua punto marchitez
G(Ψ) = 0 si Ψ3 < Ψ .

En este trabajo se utilizarán valores de Ψ en los que la toma de agua es constante(G = SMax.
Por ultimo R(t), que es la mitad del valor medio de la distancia entre raı́ces, surge de considerar
un volumen fijo de suelo y longitud de raı́z creciendo linealmente (l(t) = l(0) + V t).10 Un
ejemplo de la evolución temporal de las raices para este modelo se puede ver en la figura 1. El
dominio de integración se puede ver en la figura 2

Figura 1: Ejemplo de evolución del sistema radical en función del tiempo para volúmenes fijos de suelo.
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Figura 2: Esquema del dominio de validez del modelo propuesto, la zona sombreada (a) representa la zona donde
vale la primera ecuación de transporte hidráulico del modelo 4. En la linea (b) rige la condición inicial del modelo
4. En la linea (c) se utiliza la condición de borde sobre R(t) del modelo 4, y en la linea (d) la condición de toma
del mismo modelo. El valor de T es menor o igual al valor del tiempo en el cual R(t) = s0.

El sistema (4) se resuelve mediante la utilización del método de elementos finitos. Previa-
mente, se adimensionaliza e inmoviliza el dominio mediante el siguiente cambio de variables:

x =
r − s0

R(t)− s0

τ = C1t

Φ(x, τ) = C2Ψ(r, t),

(5)
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Con lo que el nuevo sistema a resolver resulta:

∂

∂τ
[Φ(x, τ)] = A(x, τ)

∂

∂x
[Φ(x, τ)] + ω(x, τ)Φσ(x, τ)

∂

∂x

[

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

]

,

0 ≤ τ ≤ TC1 = τmax, 0 ≤ x ≤ 1

Φ(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1

∂Φ

∂x
(1, τ) = 0, 0 ≤ τ ≤ τmax,

g (Φ (0, τ)) = −
δ

(

R0

s0

√

F (τ)− F (τ)
)

Φn(0, τ)

∂Φ

∂x
(0, τ) 0 ≤ τ ≤ τmax,

A(x, τ) = −
F ′(τ)

F
3

2 (τ)

R0x

2s0

(

R0

s0

√

1
F (τ)

− 1
) 0 ≤ τ ≤ τmax, 0 ≤ x ≤ 1

ω(x, τ) =
γ

(

R0

s0

√

1
F (τ)

− 1
)2 (

x
(

R0

s0

√

1
F (τ)

− 1
)

+ 1
)

0 ≤ τ ≤ τmax, 0 ≤ x ≤ 1

κ(x, τ) = x

(

R0
s0

√

1

F (τ)
− 1

)

+ 1 0 ≤ τ ≤ τmax, 0 ≤ x ≤ 1

R(τ) = R0

√

1

F (τ)
0 ≤ τ ≤ τmax,

l(τ) = l0F (τ) 0 ≤ τ ≤ τmax,

γ =
α

C1C
ρ
2s
2
0

δ =
k0C

n−1
2

SMaxl0s0
,

(6)
con σ = 1 + 1

b
y ρ = σ − n.

3. FORMULACION DEBIL

Para poder aplicar el método de elementos finitos se transforma el sistema (6) a su forma
débil, definiendo el residuo de la ecuación diferencial como:

RΩ = A(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)] + ω(x, τ)Φσ(x, τ)

∂

∂x

[

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

]

−
∂

∂τ
[Φ(x, τ)] .

(7)
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y de las condiciones de contorno:

RΓ1
=
∂Φ

∂x
(1, τ),

RΓ2
= g (Φ (0, τ))

(

R0

s0

√

F (τ)− F (τ)
)

δΦ−n(0, τ)
+
∂Φ

∂x
(0, τ) ,

(8)

Para anular los residuos en el dominio escribimos la forma integral:

T =

∫ 1

0

RΩWi dx+RΓ1
W̄i +RΓ2

W̃i (9)

y se impone que T = 0, ∀Wi, W̄i y W̃i. Reemplazando los residuos por las definiciones (7) y
(8)

T =

∫ 1

0

ω(x, τ)Φσ(x, τ)
∂

∂x

[

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

]

Wi dx

+

∫ 1

0

A(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]Wi dx−

∫ 1

0

∂

∂τ
[Φ(x, τ)]Wi dx

∂Φ

∂x
(1, τ)W̃i + g (Φ (0, τ))

(

R0

s0

√

F (τ)− F (τ)
)

δΦ−n(0, τ)
W̄i +

∂Φ

∂x
(0, τ) W̄i.

(10)

A fines de eliminar la derivada segunda en el primer término se realiza una integración por
partes resultando:

∫ 1

0

ω(x, τ)Φσ(x, τ)
∂

∂x

[

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

]

Wi dx =

−

∫ 1

0

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

∂

∂x
[ω(x, τ)Φσ(x, τ)Wi] dx

+B(τ)Φρ(1, τ)Wi
∂Φ

∂x
(1, τ)−B(τ)Φρ(0, τ)Wi

∂Φ

∂x
(0, τ)

(11)

con

B(τ) =
γ

(

R0

s0

√

1
F (τ)

− 1
)2 . (12)

Agrupando los términos que tienen ∂Φ
∂x

(1, τ) tanto en (10) como en (11) obtenemos:

0 =
∂Φ

∂x
(1, τ)W̃i +B(τ)Φρ(1, τ)Wi

∂Φ

∂x
(1, τ)

∴ W̃i = −B(τ)Φρ(1, τ)Wi.
(13)
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Con un procedimiento similar para ∂Φ
∂x
(0, τ) se verifica que:

W̄i = B(τ)Φρ(0, τ)Wi. (14)

Reemplazando en la ecuación (10) se obtiene:

R = −

∫ 1

0

κ(x, τ)Φ−n(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]

∂

∂x
[ω(x, τ)Φσ(x, τ)Wi] dx

+

∫ 1

0

A(x, τ)
∂

∂x
[Φ(x, τ)]Wi dx−

∫ 1

0

∂

∂τ
[Φ(x, τ)]Wi dx

+
γF (τ)

(

R0

s0

√

1
F (τ)

− 1
)

δ
Φσ(0, τ)g (Φ (0, τ))Wi

(15)

Esta formulación débil del modelo se resuelve utilizando el método de Galerkin en un pro-
grama ad-hoc escrito en C, utilizando para la resolución de las matrices las librerias de descom-
posición LU de Numerical Recipies.15

Una vez obtenidos los potenciales agua sobre la superficie de la raı́z se aplica un método de
integración sobre dominios variables análogo al propuesto por Reginato y Tarzia11

U = 2πs0l0

∫ tmax

0

G(Ψ(s0, τ))dτ + 2πs0

∫ tmax

0

[
∫ tmax

t

G(Ψ(s0, τ))dτ

]

l̇(τ)dτ (16)

donde U es la toma de agua calculada desde τ = 0 hasta τ = tmax.

4. RESULTADOS

En la figura 4 se observa el potencial Φ en función de la coordenada adimensionalizada (x)
para varios instantes de tiempo, con valores de parámetros que se muestran en el cuadro 1. Estos
valores también fueron utilizados como centro de los diagramas de sensibilidad que se muestran
en la figuras 5 y 6. Los valores de las constantes que tienen que ver con propiedades del suelo
se asemejan a los valores tı́picos de un suelo arcilloso. Las constantes que tienen que ver con
el crecimiento de la raı́z y el valor máximo de la toma son valores propuestos por los autores,
pendientes de un ajuste a un caso experimental. Los valores de los potenciales de agua de la
función de toma están dentro de los lı́mites propuestos por Feddes.14

La malla utilizada consiste en 31 elementos cuadráticos (de tres nodos) distribuidos de la
siguiente manera, se toma el intervalo y se lo divide en tres partes, las dos partes de la derecha
se toman como elementos y a la parte izquierda se le repite el procedimiento, un ejemplo de
esto se muestra en la figura 3, el nodo que no es colindante con los otros elementos siempre
esta ubicado en el centro del mismo. El tamaño en RAM del programa es de aproximadamente
3 MB, y los tiempos de simulación en ningun caso superaron las 2 horas.

En la figura 5 se muestra un diagrama de sensibilidad paramétrica para el valor del potencial
agua sobre la raı́z al término de un perı́odo de simulación de 30 dı́as. No se realizan calculos
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Parámetro Valor
n 2
b 9
R0 35 cm
l(0) 1 cm
V 1 ∗ 10−6 cm/s
s0 0.05 cm
k0 1 ∗ 10−6 cm/s
Ψ0 10 cm
SMax 3 ∗ 10−5 cm2/s
Ψ1 1 cm
Ψ2 750 cm
Ψ2 17500 cm

Cuadro 1: Valores de los parámetros de entrada del modelo.

Figura 3: Ejemplo de malla utilizada en la resolución del modelo.

Figura 4: Perfil de potenciales para distintos tiempos en las condiciones del cuadro 1.
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Figura 5: Diagramas de sensibilidad paramétrica para el potencial en la raı́z al término de la simulación. Los valores
centrales de los parámetros son referidos en el cuadro 1.

de valores de toma para todos los parámetros debido a que al no salirse del régimen de toma
constante los valores de toma finales no se modifican.

En la figura 6 se muestra un diagrama de sensibilidad paramétrica para los parámetros que
presentan cambios en la toma total de agua al cabo de un perı́odo de simulación de 30 dı́as.

5. CONCLUSIONES

Los resultado teóricos obtenidos deben interpretarse unicamente desde el punto de vista uni-
dimensional dado que una modelización mas realista deberı́a incluir la variable z (profundidad)
ası́ como la dependencia temporal de los coeficientes de las ecuaciones como serı́a en un sistema
realista a campo, y no en laboratorio (cámara de siembra). No obstante los resultados obtenidos
para parámetros como la velocidad de crecimiento (y en consecuencia la longitud de raı́z absor-
biendo agua) muestran la influencia de la dinámica de crecimiento sobre la toma de agua. Esta
influencia no es evidenciada por los modelos de toma de agua utilizados actualmente16

Como se puede observar en la figura 4 en el régimen de alta disponibilidad de agua (G =
SMax) el cambio en el perfil de potenciales es muy pequeño frente al cambio total del potencial.

En la figura 5 se puede observar que los parámetros mas influyentes son la velocidad de cre-
cimiento y el valor máximo de la toma de agua. Estos parámetros en estas circunstancias son
los que modificarı́an la toma de agua (ya que los valores del potencial agua no se apartan del
régimen de alta disponibilidad). Cabe destacar que en el caso del parámetro n solo se modi-
ficó dicho parámetro, pero en el caso real de un suelo al variar el parámetro n también se deben
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Figura 6: Diagramas de sensibilidad paramétrica para la toma total de agua. Los valores centrales de los parámetros
son referidos en el cuadro 1.

variar b, k0 y Ψ0.
En la figura 6 se puede observar que el parámetro que mayor influencia tiene sobre la toma

total de agua es la velocidad de crecimiento, a pesar de haber considerado valores propuestos
muy bajos para la velocidad de crecimiento (dos órdenes de magnitud menores a los valores
experimentales tı́picos). Esto indicarı́a que en una planta con velocidad de crecimiento lineal la
toma de agua estarı́a dependiendo mas de las propiedades mecánicas del suelo y la disponibili-
dad de nutrientes necesarios para el crecimiento, que de la capacidad genética de la planta para
la toma.

Al ser los valores de Smax y V valores pendientes de ajuste los resultados finales de toma de
agua en este caso estan subestimados, ya que en masa un cultivo en crecimiento gana mucho
más que lo que indican los valores finales de toma, y la masa de agua cuenta aproximadamente
como un 60% de la masa total.

A futuro, una vez calibrado el valor de Smax y V para que la cantidad total de toma se ase-
meje a valores experimentales, se harán cálculos con otros tı́pos de suelos y otros régimenes de
disponibilidad de agua. Posteriormente se medirán valores de parámetros de suelos particulares
y valores de toma de hibridos especı́ficos para realizar una validación experimental.
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