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Resumo. O presente trabalho estuda algoritmos de alta resolução implementados com o 
modelo de turbulência de Baldwin e Lomax aplicados à resolução de problemas 
aeroespaciais. São estudados os algoritmos de Harten e de Radespiel e Kroll, ambos com 
primeira ordem de precisão espacial. São resolvidas as equações de Navier-Stokes em forma 
conservativa, empregando uma formulação de volumes finitos e discretização espacial 
estruturada, em duas dimensões. São estudados os problemas físicos dos escoamentos 
supersônico em torno de uma configuração simplificada do VLS (Veículo Lançador de 
Satélites) e hipersônico em torno da geometria de uma dupla elipse. No problema do VLS, a 
distribuição de –Cp em torno da geometria, tanto para a solução laminar como para a 
solução turbulenta, gerada pelo esquema de Harten, está suavizada em relação ao esquema 
de Radespiel e Kroll. Os coeficientes de sustentação e de arrasto são minimizados para a 
solução turbulenta pelo esquema de Harten. O esquema de Radespiel e Kroll prevê os 
mesmos coeficientes com valores praticamente iguais à zero para o caso laminar e com 
valores baixos para o caso turbulento. O ângulo de ataque assumiu valor zero. 
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1 INTRODUÇÃO 

 Algoritmos assimétricos de alta resolução têm sido desenvolvidos desde 1959, visando 
melhorar a qualidade da solução gerada, produzindo soluções mais precisas e códigos mais 
robustos. Os esquemas assimétricos de alta resolução podem ser do tipo separação de vetores 
de fluxo ou do tipo separação de diferenças de fluxo. No primeiro caso, algoritmos mais 
robustos são produzidos, enquanto maior precisão é obtida no segundo caso. Foram realizados 
vários estudos com algoritmos de alta resolução na literatura internacional. 
 Godunov1 supôs que dados iniciais poderiam ser substituídos por um conjunto de estados 
constante por partes com descontinuidades em {xi+1/2}. Ele encontrou a solução exata para 
este problema de Riemann simplificado. Depois de algum passo no tempo ∆t, ele substituiu a 
solução exata por uma nova aproximação constante por partes, enquanto preservando 
propriedades integrais da variável conservada u. 
 Roe2 apresentou um trabalho em que enfatizava que vários esquemas numéricos para 
solução das equações de conservação hiperbólica eram baseados em explorar a informação 
obtida na solução de uma seqüência de problemas de Riemann. Foi verificado que nos 
esquemas existentes a maior parte desta informação era degradada e que somente certos 
aspectos da solução eram salvos. Foi demonstrado que a informação poderia ser preservada 
construindo uma matriz com uma certa “propriedade U”. Uma vez tendo construído esta 
matriz, seus autovalores podiam ser considerados como velocidades de onda do problema de 
Riemann e as projeções de UE-UD sobre os autovetores são os saltos que ocorrem entre 
estados intermediários. 
  Harten3 desenvolveu uma classe de novos esquemas de diferenças finitas, explícitos e com 
segunda ordem de precisão espacial para cálculo de soluções fracas das leis de conservação 
hiperbólicas. Estes esquemas altamente não lineares eram obtidos por aplicar um esquema de 
primeira ordem não oscilatório a uma apropriada função de fluxo modificada. Os esquemas de 
segunda ordem assim derivados alcançavam alta resolução enquanto preservavam a robustez 
do esquema de primeira ordem não oscilatório original. 
 Liou e Steffen4 proporam um novo esquema de separação de vetores de fluxo. Eles 
afirmaram que seu esquema era simples e sua precisão equivalia e, em alguns casos, superaria 
a precisão do esquema de Roe2 nas soluções das equações de Euler e de Navier-Stokes. O 
esquema era robusto e convergia tão rapidamente quanto o esquema de Roe2. Eles proporam a 
definição aproximada de um número de Mach de advecção na face da célula, usando valores 
de suas células vizinhas via velocidades características associadas. Este número de Mach de 
interface era então usado para determinar a extrapolação assimétrica das quantidades 
convectivas. 
 Radespiel e Kroll5 enfatizaram que o esquema de Liou e Steffen4, tinha os méritos da baixa 
complexidade computacional e da baixa difusão numérica quando comparado com outros 
métodos. Eles também mencionaram que o método original possuía várias deficiências. O 
método produzia oscilações de pressão locais na proximidade de choques, problemas com 
malha adversa e com o alinhamento do escoamento. No trabalho apresentado por Radespiel e 
Kroll5, um esquema híbrido de separação de vetores de fluxo que alternava entre o esquema 
de Liou e Steffen4 e o esquema de van Leer6, nas ondas de choque, é proposto, assegurando 
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que resoluções de choques fortes eram limpas e bem definidas. 
 No tocante a simulações com escoamentos turbulentos, Maciel e Fico7 aplicaram as 
equações de Navier-Stokes com média de Reynolds aos problemas dos escoamentos 
transônicos em um bocal convergente-divergente e em um aerofólio NACA 0012. O modelo 
de Baldwin e Lomax8 foi utilizado para descrever os efeitos da turbulência nas propriedades 
do escoamento. Três algoritmos foram usados: o esquema explícito de MacCormack9; o 
esquema implícito de Pulliam e Chaussee10; e o esquema explícito de Jameson, Schmidt e 
Turkel11. No problema do aerofólio, os coeficientes aerodinâmicos tiveram seus valores 
maximizados no caso turbulento. 
 No presente trabalho, os esquemas de Harten3 e de Radespiel e Kroll5 são implementados, 
no contexto de volumes finitos e utilizando uma discretização espacial assimétrica e 
estruturada, para resolver as equações de Navier-Stokes no espaço bidimensional aplicadas 
aos problemas dos escoamentos supersônico em torno de uma versão simplificada do VLS 
(Veículo Lançador de Satélites Brasileiro) e hipersônico em torno de uma dupla elipse. A 
configuração do VLS é dita simplificada porque é uma geometria bidimensional, as regiões 
dos propulsores não estão descritas e o início dos propulsores é aproximado por uma rampa. 
Os esquemas implementados são de primeira ordem de precisão espacial. Os algoritmos são 
acelerados para a solução de estado estacionário fazendo uso de um passo no tempo variável 
espacialmente. O modelo de turbulência de Baldwin e Lomax8 é implementado a fim de 
melhorar a qualidade da solução gerada, produzindo dados mais precisos. Os resultados 
demonstraram que o esquema de Radespiel e Kroll5 produziu soluções mais realísticas do que 
o esquema de Harten3. 

2 EQUAÇÕES DE NAVIER-STOKES 

 O movimento fluido é descrito pelas equações de Navier-Stokes, que expressam a 
conservação de massa, de quantidade de movimento e de energia para um meio viscoso, 
condutor de calor e compressível, na ausência de forças externas. Na forma integral e 
conservativa, estas equações podem ser representadas por: 
 

( ) ( )[ ] 0dSnFFnEEQdVt
S yvexveV

=−+−+∂∂ ∫∫ ,                               (1) 
 
com Q escrito para um sistema Cartesiano, V é o volume da célula, nx e ny são as 
componentes do versor normal à face de fluxo, S é a área de fluxo, Ee e Fe são as 
componentes do vetor de fluxo convectivo e Ev e Fv são as componentes do vetor de fluxo 
difusivo. Os vetores Q, Ee, Fe, Ev e Fv  são representados por: 
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sendo ρ a densidade do fluido; u e v as componentes Cartesianas do vetor velocidade nas 
direções x e y, respectivamente; e a energia total por unidade de volume do meio fluido; p a 
pressão estática do meio fluido; os τ’s representam as tensões viscosas para um fluido 
Newtoniano; os q’s representam os fluxos de calor condutivo; µefet representa a viscosidade 
efetiva do fluido, que é igual a soma da viscosidade molecular com a viscosidade turbulenta: 

; tefet µ+µ=µ ( ) ( ) ( )ttefet dPrdPrdPr µ+µ=µ ; Prd e Prdt são os números de Prandtl 
laminar e turbulento, respectivamente; ei é a energia interna do fluido, definida como 

( )22 vu +i 5,0ee −ρ= ; γ é a razão entre calores específicos; e Re é o número de Reynolds do 
escoamento. 

Nos problemas estudados, as equações de Navier-Stokes foram adimensionalizadas em 
relação à densidade de escoamento não perturbado, ρ∞, à velocidade do som de escoamento 
não perturbado, a∞, e à viscosidade de escoamento não perturbado, µ∞. Assim, a densidade é 
adimensionalizada em relação a ρ∞; as componentes de velocidade u e v são 
adimensionalizadas em relação a a∞; a pressão, a energia total e as tensões viscosas são 
adimensionalizadas em relação ao produto ρ∞(a∞)2; a viscosidade efetiva é adimensionalizada 
em relação a µ∞ t e ei é adimensionalizada em relação a (a∞)2. O sistema ma ricial de equações 
de Navier-Stokes é fechado com a equação de estado [ ])vu(5,0e)1(p 22 +ρ−−γ= , 
admitindo a hipótese de gás ideal. A entalpia total é determinada por 

[ ]( ) )vu(5,0p)1(h 22 ++ρ−γγ= . 
 A Equação (1) descreve uma relação em que a taxa temporal de variação do vetor de 
estado Q, dentro de um volume V, é balanceada pelo fluxo convectivo e difusivo líquido que 
cruza a superfície de contorno S. O domínio de cálculo é dividido em um grande número de 
células retangulares e a Eq. (1) é aplicada a cada célula. 

3 ALGORITMO DE HARTEN 

 O algoritmo de Harten3, com primeira ordem de precisão espacial, fica especificado pela 
determinação do vetor de fluxo numérico na interface (i+½,j). A extensão dele para a 
interface (i,j+½) é direta, sem complicações adicionais. 
 Segundo o formalismo de volumes finitos, que é equivalente a um sistema de coordenadas 
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generalizadas, os volumes das células à direita e à esquerda, bem como o volume na interface, 
necessários a mudança de coordenadas, são definidos por: 
 

j,1iD VV += ,  V j,iE V=  e ( )EDint VV5,0V += ,                                (6) 
 
em que “D” e “E” representam direito e esquerdo, respectivamente. Expressões para o cálculo 
dos volumes de cada célula podem ser encontradas em Maciel e Azevedo12 e em Maciel13. As 
componentes de área na interface são definidas por: 
 

SsS '
xint_x =  e S .                                               (7) Ss'

yint_y =
 
Expressões para a área S, bem como dos versores de área  e  também são disponíveis em 
Maciel e Azevedo

'
xs '

ys
12 e em Maciel13. Os termos de métrica para esse sistema de coordenadas 

generalizadas são definidos como: 
 

intint_xx VSh = ,  intint_yy VSh =  e intn VSh = .                               (8) 
 
 As propriedades calculadas na interface de fluxo são obtidas por média aritmética ou pela 
média de Roe2. No presente trabalho, a média aritmética foi usada: 
 

( )EDint 5,0 ρ+ρ=ρ ,  ( )EDint uu5,0u += ,  ( )EDint vv5,0v +=    e ; (9) ( )EDint HH5,0H +=

( ) ( )[ ]2
int

2
intintint vu5,0H1a +−−γ= .                                          (10) 

 
 Os autovalores das equações de Euler, na direção ξ,  para o fluxo convectivo são dados 
por: 
 

  U ,  yintxintcont hvhu += xintcont1 haU −=λ ,  cont32 U=λ=λ   e  xintcont4 haU +=λ .   (11) 
 
 Os saltos das variáveis conservadas, necessários à construção da função de dissipação de 
Harten3, são dados por: 
 

( )EDint eeVe −=∆ ,  ( )EDintV ρ−ρ=ρ∆  e ( ) ( ) ( )[ ]EDint uuVu ρ−ρ=ρ∆ ; 
           ( ) ( ) ( )[ ]EDint vvVv ρ−ρ=ρ∆ .                                              (12) 
 Os vetores α para a interface (i+½,j) são calculados pelas seguintes expressões: 
 

( )bbaa5,01 −=α ,  aa2 −ρ=α ∆ ,  cc3 =α  e ( )bbaa5,04 +=α ,                   (13) 
 
com: 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]vvuuvu5,0ea

1aa intint
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ρ−ρ−ρ++−γ= ∆∆∆∆ ;                       (14) 
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ý
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           nx
'
x hhh =    e   ny

'
y hhh = .                                            (17) 

 
 A função de dissipação de Harten3 é construída utilizando a seguinte matriz: 
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 A condição de entropia é implementada da seguinte forma: 
 
             lll Zt =λ=υ ∆ ;                                                       (19) 

         ( )






δ<δ
δ+

δ≥
=ψ

fl
f

2
f

2
l

fll

l Zse,Z5,0
Zse,Z

,                                   (20) 

 
com “l” variando de 1 até 4 (espaço bidimensional) e δf assumindo valores entre 0,1 e 0,5, 
sendo 0,2 o valor recomendado por Harten3. 
 Finalmente, a função de dissipação de Harten3 é construída pelo seguinte produto matriz-
vetor: 
 

           { } [ ] { }
j,ij,ij,iHarten tRD ∆

ψα−= .                                          (21) 

 
 O vetor de fluxo numérico convectivo para a interface (i+½,j) é descrito por: 
 
        ( ) )l(

Harteninty
)l(

intx
)l(

int
)l(

j,2/1i D5,0VhFhEF ++=+ ,                                   (22) 
com: 
 
      ( ))l(

E
)l(

D
)l(

int EE5,0E +=   e ( ))l(
E

)l(
D

)l(
int FF5,0F += .                                  (23) 
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 A integração no tempo segue o método da separação temporal (do inglês: “time splitting”), 
que a divide em dois passos, cada um associado a uma direção coordenada específica. No 
passo inicial, é possível escrever: 
 
         ( )n

j,2/1i
n

j,2/1i
j,i

*
j,i FFV

tQ −+ −−= ∆∆ ; 

          Q ;                                                                (24) *
j,i

n
j,i

*
j,i QQ ∆+=

 
e no passo final: 
 
         ( )*

2/1j,i
*

2/1j,i
j,i

1n
j,i FFV

tQ −+
+ −−= ∆∆ ; 

          Q .                                                             (25) 1n
j,i

*
j,i

1n
j,i QQ ++ += ∆

 
 O termo difusivo é tratado de forma centrada, utilizando o teorema de Green para cálculo 
dos gradientes das tensões viscosas (detalhes em Maciel13). O termo difusivo é subtraído do 
vetor de fluxo convectivo na Eq. (23). 

4 ALGORITMO DE RADESPIEL E KROLL 

 A aproximação da equação integral (1) para um volume finito retangular produz um 
sistema de equações diferenciais ordinárias com respeito ao tempo: 
 

             j,i
j,i

j,i Rt
Q

−=∂V ∂ ,                                                 (26) 

 
com Ri,j representando o fluxo líquido (resíduo) de conservação da massa, da quantidade de 
movimento e da energia no volume Vi,j. O resíduo é calculado como: 
 
        2/1j,i2/1j,ij,2/1ij,2/1ij,i RRRRR −+−+ −+−= ,                                    (27) 
 
com , em que “c” e “d” dizem respeito as contribuições convectivas 
e difusivas do escoamento, respectivamente. 

d
j,2/1i

c
j,2/1ij,2/1i RRR +++ −=

 Como mostrado em Liou e Steffen4, o fluxo convectivo discreto calculado pelo esquema 
AUSM (do inglês: “Advection Upstream Splitting Method”) pode ser interpretado como uma 
soma da média ponderada pelo número de Mach dos estados à esquerda (E) e à direita (D) da 
face da célula (i+½,j), entre os pontos (i,j) e (i+1,j), e um termo dissipativo escalar. Assim, 
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em que  define o vetor de área normal à superfície (i+½,j). A 

grandeza “a” representa a velocidade do som. M

[ ]T
j,2/1iyxj,2/1i SSS

++ =

i+½,j define o número de Mach advectivo na 
face (i+½,j) da célula (i,j), que é calculado de acordo com Liou e Steffen4 como: 
 
             ,                                             (29) m

D
p
Ej,2/1i MMM +=+

 
em que os números de Mach separados Mp/m são definidos por van Leer6: 
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ME e MD representam o número de Mach associado com os estados à esquerda e à direita, 
respectivamente. O número de Mach de advecção é definido por: 
 

            
( )

a
vSuS

S
1M yx +

= .                                                   (31) 

 
 A pressão na face (i+½,j) de célula (i,j) é calculada de forma similar: 
 
            ,                                                      (32) m

D
p
Ej,2/1i ppp +=+

 
com pp/m denotando a  separação de pressão definida de acordo com van Leer6: 
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 A definição do termo dissipativo φ determina a formulação particular dos fluxos 
convectivos. Um esquema híbrido é proposto por Radespiel e Kroll5, que combina o esquema 
de van Leer6 e o de Liou e Steffen4 (AUSM). Assim, 
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          ( ) LS
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em que δ~  é um parâmetro pequeno, 0 < δ~ ≤ 0,5 e ω é uma constante, 0 ≤ ω ≤ 1. 
 As equações acima claramente mostram que para um número de Mach da face da célula 
supersônico, o esquema híbrido representa uma discretização puramente assimétrica (do 
inglês: “upwind”), utilizando ou o estado à esquerda ou o estado à direita para os termos 
convectivos e de pressão, dependendo do sinal do número de Mach. Para ω = 0, o método é 
reduzido ao clássico esquema de separação de vetores de fluxo de van Leer6. No caso ω = 1 e 
δ~ = 0, o esquema AUSM original de Liou e Steffen4 é recuperado. No presente trabalho, o 
valor de ω adotado para as simulações foi 0,5. A integração no tempo segue o método 
descrito no esquema de Harten3 (Eqs. 24 e 25). 

5 MODELO DE TURBULÊNCIA DE BALDWIN E LOMAX 

O problema da simulação turbulenta está no cálculo da tensão de Reynolds. Expressões 
envolvendo flutuações de velocidade, oriundas do processo de média, representam seis novas 
incógnitas. Porém, o número de equações permanece o mesmo e o sistema não é fechado. A 
função da modelagem é desenvolver aproximações para estas correlações. Neste trabalho, o 
modelo de Baldwin and Lomax8 foi usado. Para o cálculo da viscosidade turbulenta, a camada 
limite é dividida em interna e externa. Na camada interna, ωρ= 2

misTi lµ  e 

( )++−−κ= 0Ay
mis e1yl . Na camada externa, )C/y;y(FFC KlebmaxKlebesteiracpTe ρα=µ , com 

[ ]max
2
difmaxwkmax F/UyC;maxesteira FyMINF =  e ( )



 ωκ= misymax lMAX1F maxy. Assim,  é o 

valor de y para o qual ωmisl  atinge o seu valor máximo e lmis é o comprimento de mistura de 

Prandtl. Os valores das constantes são: 4,0=κ , 0168,0=α , , , C26A0 =+ C 6,1cp = 3,0Kleb =  
e .  é a função de intermitência de Klebanoff dada por 1Cwk = KlebF
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([ 16
maxKlebKleb yyC5.51)y(F

−
+= ) ] , sendo ω  a magnitude do vetor vorticidade e U  o 

valor máximo da velocidade no caso da camada limite. Para camadas de cisalhamento livre, 
dif

( ) ( )
maxyy

222
max

222
dif WVUWVUU =++−++= . 

( )

6 PASSO NO TEMPO VARIÁVEL ESPACIALMENTE 

A idéia básica deste procedimento consiste em manter constante o número de CFL em 
todo o domínio de cálculo, permitindo, assim, o uso de passos no tempo apropriados para 
cada região específica da malha durante o processo de convergência. Desta forma, e de 
acordo com a definição do número de CFL, é possível escrever: 
 

j,ij,ij,i csCFLt ∆∆ = ,                                                 (37) 
 
em que CFL é o número de “Courant-Friedrichs-Lewy” para prover estabilidade numérica ao 
esquema; ( )[ ] j,i

5,022
j,i avuc ++=  é a velocidade característica máxima de propagação de 

informações no domínio de cálculo; e ( ) j,is∆  é um comprimento característico de transporte 
de informações. Em um contexto de volumes finitos, ( ) j,is∆  é escolhido como o menor valor 
encontrado entre a menor distância de centróides, envolvendo a célula (i,j) e um vizinho, e o 
menor comprimento de lado da célula. 

7 CONDIÇÕES INICIAIS E DE CONTORNOS 

7.1  Condições Iniciais 
 
 Para o problema físico estudado neste trabalho, valores de escoamento não perturbado são 
adotados para todas as propriedades como condição inicial, em todo o domínio de cálculo 
(Maciel e Azevedo12 e Jameson e Mavriplis14). Por isso, o vetor de variáveis conservadas é 
definido como: 
 

T
2

j,i M5,0
)1(

1sinMcosM1Q








+
−γγ

αα= ∞∞∞ ,                      (38) 

 
sendo M∞ o número de Mach de escoamento não perturbado e α o ângulo de ataque do 
escoamento. 
 
7.2 Condições de Contornos 
 
 As condições de contorno são basicamente de três tipos: parede sólida, entrada e saída. 
Estas condições são implementadas em células fantasmas e são descritas em detalhes em 
Maciel e Fico7, Maciel13 e Maciel e Azevedo15,16. 
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8 RESULTADOS 

 Resultados foram considerados convergidos quando houve queda de 3 ordens de 
magnitude no valor do resíduo máximo. O valor usado para γ foi 1,4, para Prd foi 0,72 e Prdt 
foi 0,9. Para todos os problemas, o ângulo de ataque foi adotado igual a 0,0. O número de 
CFL, usado nas simulações, foi sempre igual a 0,5. 

8.1 Problema Físico do VLS Simplificado 

 Para este problema foi usada uma malha gerada algebricamente de 253x80, com 10% de 
estiramento exponencial na direção η (esta malha equivale em volumes finitos a sendo 
constituída de 19.908 volumes retangulares e 20.240 nós). A condição inicial adotou um 
número de Mach de escoamento não perturbado igual a 4,0, altitude de vôo de 20.000m, 
comprimento característico da configuração igual a 3,76m e número de Reynolds igual a 
2,775x107. 
 O esquema numérico de Harten3, com primeira ordem de precisão espacial, simulou este 
problema físico para o escoamento laminar convergindo em 693 iterações. O custo 
computacional deste algoritmo para o caso laminar é de 0,0000658s. O caso turbulento 
convergiu em 690 iterações. O custo computacional com o modelo de turbulência subiu para 
0,0000824s, resultando em um aumento de 25,2% no custo do algoritmo. 
 O esquema numérico de Radespiel e Kroll5, com primeira ordem de precisão espacial, 
simulou este problema físico para o escoamento laminar convergindo em 986 iterações. O 
custo computacional deste algoritmo para o caso laminar é de 0,0000612s. O caso turbulento 
convergiu em 930 iterações. No caso turbulento, o custo foi de 0,0000782s. Seu custo relativo 
à solução laminar apresentou um aumento de 27,8%. Ou seja, os dois algoritmos apresentam 
um aumento do custo com o modelo de turbulência aproximadamente igual, com ligeira 
melhora para o esquema de Harten3. 

  
    Figura 1. Campo de pressão (H3/L).       Figura 2. Campo de pressão (RK5/L). 
 

 As Figuras 1 e 2 exibem os contornos de pressão para a solução laminar, obtidos pelos 
esquemas de Harten3 e de Radespiel e Kroll5, respectivamente. O pico de pressão no nariz da 
configuração simplificada do VLS é mais acentuado na solução gerada pelo esquema de 
Harten3. O campo de pressão também é mais intenso na solução gerada por este algoritmo. 
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 As Figuras 3 e 4 exibem os campos de pressão gerados pelos esquemas de Harten3 e de 
Radespiel e Kroll5 para o caso turbulento. O campo mais intenso continua na solução gerada 
pelo esquema de Harten3. 

  
    Figura 3. Campo de pressão (H3/T).                 Figura 4. Campo de pressão (RK5/T). 

 

   
   Figura 5. Distribuição de -Cp (H3/L).              Figura 6. Distribuição de -Cp (RK5/L). 
 

  
  Figura 7. Distribuição de -Cp (H3/T).              Figura 8. Distribuição de -Cp (RK5/T). 
 

As Figuras 5 e 6 exibem as soluções dos algoritmos de Harten3 e de Radespiel e Kroll5 
para a distribuição de -Cp em torno da configuração do VLS. Como pode ser notado, a 
solução do algoritmo de Radespiel e Kroll5 é menos suavizada do que a respectiva solução 
gerada pelo esquema de Harten3. A recuperação de pressão próxima aos propulsores do VLS 
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é mais pronunciada na solução gerada pelo esquema de Radespiel e Kroll5. Nas Figuras 7 e 8, 
soluções geradas pelos esquemas para o caso turbulento, o mesmo comportamento é visto. 
 Os coeficientes aerodinâmicos de sustentação e de arrasto são calculados neste trabalho 
para os dois problemas físicos estudados. Eles são definidos conforme segue abaixo: 
 

( )2V21/)prpr(Cp ∞∞∞ ρ−= ,            (39) 
 
em que V∞ é o módulo da velocidade de escoamento não perturbado. Os coeficientes de 
pressão normal e axial são definidos por: 
    

CpuCplCpn −=    e   Cpa CplCpu −= ,                    (40) 
 
em que Cpl e Cpu são os coeficientes de pressão na parte inferior (intradorso) da geometria e 
na parte superior (extradorso) da geometria, respectivamente. As componentes de pressão 
normal e axial são definidos por: 
 

   cxCpn
maxi

1i
1,i1,i∑

=
= ∆Cn    e   cyCpa

maxi

1i
1,i1,i∑

=
= ∆Caxial ,                        (41) 

 
em que c é a distância entre os pontos (x,y) = (1,1) e o ponto (x,y) = ((imax+1)/2,1). 
Finalmente, os coeficientes de pressão e de arrasto (arrasto devido à pressão) são calculados 
por: 
 

)(SENCaxial)(COSCnCs α×−α×=    e   Ca )(COSCaxial)(SENCn α×+α×= .  (42) 
 
Os resultados apresentados neste trabalho para cS e cA não foram comparados com 
experimentos ou outros dados numéricos. Esta fase de comparação de resultados ocorrerá 
futuramente. No momento, os autores estão enfatizando a implementação numérica realizada, 
a apropriada descrição dos fenômenos físicos esperados de serem capturados e a qualidade da 
solução obtida. A quantificação dos resultados é obtida pelas tabelas nas curvas de contorno, 
pela distribuição de –Cp e pelo cálculo dos coeficientes aerodinâmicos de sustentação e 
arrasto. 
 Os coeficientes aerodinâmicos de sustentação e de arrasto obtidos pelo esquema de 
Harten3, para o caso laminar são: cS = 0,0000383 e cA = 0,0000436. No caso turbulento, seus 
valores passaram a: cS = 0,0000351 e cA = 0,0000429. Ou seja, redução de 8,4% no 
coeficiente de sustentação e de 1,6% no coeficiente de arrasto. Para o esquema de Radespiel e 
Kroll5, caso laminar, os coeficientes foram de: cS = 0,0 e cA = 0,0 para a precisão de até sete 
casas decimais. Este resultado é esperado uma vez que a geometria é simétrica e o ângulo de 
ataque é igual a zero. Os resultados da simulação turbulenta apresentaram valores de cS = 
0,0000012 e cA = 0,0000197. Estes valores são cerca de 96,6%, no caso do coeficiente de 
sustentação, e  54,1%, no caso do coeficiente de arrasto, mais baixos que os respectivos 
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valores gerados pelo esquema de Harten3, para o caso turbulento. É possível, então, perceber 
que a solução gerada pelo esquema de Radespiel e Kroll5 é mais precisa do que a de Harten3, 
no tocante aos coeficientes aerodinâmicos de sustentação e arrasto. 

8.2 Problema Físico da Dupla Elipse 

 Para este problema foi usada uma malha gerada algebricamente de 125x80, com 10% de 
estiramento exponencial na direção η. Esta malha equivale em volumes finitos a sendo 
constituída de 9.796 volumes retangulares e 10.000 nós. A condição inicial adotou um 
número de Mach de escoamento não perturbado igual a 10,0, altitude de vôo de 40.000m, 
comprimento característico da configuração igual a 5,0m e número de Reynolds 3,960x106. 
 O esquema numérico de Harten3 simulou este problema físico para o escoamento laminar 
convergindo em 1.630 iterações e para o caso turbulento convergindo em 1.231 iterações. O 
esquema numérico de Radespiel e Kroll5 simulou este problema físico para o escoamento 
laminar convergindo em 2.194 iterações. O caso turbulento convergiu em 2.054 iterações. 

  
  Figura 9. Campo de pressão (H3/L).             Figura 10. Campo de pressão (RK5/L). 

 

  
Figura 11. Campo de pressão (H3/T).                 Figura 12. Campo de pressão (RK5/T). 
 

 Neste problema físico, o campo de pressão laminar, representado pelas Figs. 9 e 10, 
apresentou uma inversão de comportamento, sendo mais intenso o campo gerado pelo 
esquema de Radespiel e Kroll5. A solução turbulenta, Figs. 11 e 12, apresentou o mesmo 
comportamento em favor do esquema de Radespiel e Kroll5. 
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 A distribuição de –Cp, nas Figs. 13 e 14 (caso laminar), apresentou um ganho de pressão 
no nariz da dupla elipse igual para ambos os esquemas e mais pronunciado no esquema de 
Radespiel e Kroll5, em x = 4,0m, onde ocorre o segundo choque. É possível perceber a 
atenuação maior do segundo choque na solução gerada pelo esquema de Harten3. A solução 
turbulenta apresentada nas Figs. 15 e 16 retificam o comportamento da solução laminar. Nas 
Figuras de 13 até 16, são exibidas as curvas de –Cp no intradorso e no extradorso da 
geometria. A curva que apresenta o segundo choque (segundo pico para baixo) corresponde à 
solução no extradorso e a outra curva, por eliminação, a solução no intradorso. 

  
Figura 13. Distribuição de -Cp (H3/L).              Figura 14. Distribuição de -Cp (RK5/L). 

 
Os coeficientes aerodinâmicos de sustentação e de arrasto neste problema para o caso 

laminar e utilizando o esquema de Harten3 apresentaram os seguintes valores: cS = -0,0952 e 
cA = -0,00143. No caso turbulento, os valores foram de cS = -0,0895 e cA = -0,00073. 
Novamente uma redução nos valores dos coeficientes aerodinâmicos em cerca de 6% no 
coeficiente de sustentação e de 49% no coeficiente de arrasto. 
 

  
Figura 15. Distribuição de -Cp (H3/T).              Figura 16. Distribuição de -Cp (RK5/T). 
 

 Na análise dos mesmos coeficientes com o esquema de Radespiel e Kroll5, os resultados 
foram os seguintes: cS = -0,1332 e cA = -0,00259 no caso laminar e cS = -0,1275 e cA = -
0,00219 no caso turbulento. 
 Como pode ser visto por estes resultados, a dupla elipse sofre a ação de uma resultante de 
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pressão para baixo, o que causa os cS’s negativos. Isto é razoável tendo em vista o segundo 
choque que se forma no extradorso da dupla elipse. Os resultados mostram que o esquema de 
Radespiel e Kroll5 prevê um cS mais intenso do que o de Harten3. O aumento no valor de cS, 
para o caso turbulento, foi de 42,5% em favor do esquema de Radespiel e Kroll5, 
relativamente a Harten3. 
 É possível concluir que o esquema de Radespiel e Kroll5, um esquema de separação de 
vetores de fluxo, apresenta soluções mais precisas, caso do VLS, e mais severas, caso da 
dupla elipse, do que o esquema de Harten3, um esquema tipo separação de diferenças de fluxo 
TVD. 

9 CONCLUSÕES 

 O presente trabalho visou um estudo dos esquemas assimétricos de alta resolução de 
Harten3 e de Radespiel e Kroll5, utilizando o modelo de turbulência de Baldwin e Lomax8, 
aplicados a problemas aeroespaciais. Os esquemas são de primeira ordem de precisão 
espacial, sendo o esquema de Harten3 do tipo separação de diferenças de fluxo TVD e o 
esquema de Radespiel e Kroll5 do tipo separação de vetores de fluxo. Ambos os esquemas 
foram aplicados à solução dos problemas físicos do escoamento supersônico em torno de uma 
configuração simplificada do VLS e do escoamento hipersônico em torno de uma 
configuração de dupla elipse. 
 Os resultados mostraram que o esquema de Radespiel e Kroll5, aliado ao modelo de 
turbulência de Baldwin e Lomax8, apresentou resultados mais precisos, caso do VLS, e mais 
severos, caso da dupla elipse, do que os obtidos com o esquema de Harten3. Para o problema 
da dupla elipse, o aumento no valor de cS, previsto pelo modelo de turbulência, para o 
esquema de Radespiel e Kroll5, foi cerca de 42,5% mais intenso do que o previsto pelo 
mesmo modelo para o esquema de Harten3. 
 Em termos de custo adicional com a introdução do modelo de turbulência, ambos os 
esquemas apresentaram custos acima de 25% e abaixo de 28%, o que não penaliza 
severamente os algoritmos de solução. 
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