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Resumo. O presente trabalho compara os algoritmos de MacCormack e de Jameson e
Mavriplis aplicados a solu¢do das equagoes de Euler e de Navier-Stokes no espago
tridimensional, resolvendo problemas aeroespaciais. Uma formulagdo de volumes finitos é
utilizada, numa estrutura de dados centrada na célula e discretizacdo espacial estruturada.
Os esquemas possuem segunda ordem de precisdo espacial e temporal. A integragdo
temporal utiliza um esquema preditor-corretor com discretiza¢do espacial avangada no
passo preditor e recuada no passo corretor para o esquema de MacCormack. No caso do
esquema de Jameson e Mavriplis, um método tipo Runge-Kutta ¢ usado para realizar a
integragdo temporal. Um operador de dissipagdo artificial baseado no trabalho de Azevedo é
implementado para garantir a estabilidade dos esquemas na presenca de choques e da
instabilidade de campo. Sdo resolvidos os problemas fisicos do escoamento supersonico ao
longo de uma rampa e do escoamento hipersonico de “gas frio” ao longo de um difusor. Os
resultados demonstraram boa representatividade dos campos de escoamento. No problema
da rampa o choque ¢ bem detectado e no problema do difusor a interferéncia de choques é
bem resolvida por ambos os esquemas. Oscilagoes pré-choque ocorrem nas solugdes ndo
viscosas geradas pelo algoritmo de MacCormack. As solu¢oes ndo viscosas geradas pelo
esquema de Jameson e Mavriplis apresentam significativamente menos oscilagoes no
problema da rampa do que o esquema de MacCormack e nenhuma oscila¢do no problema do
difusor. As distribui¢oes de —Cp geradas pelos algoritmos descrevem apropriadamente o
choque e o leque de expansdo no problema da rampa, para o caso ndo viscoso, perdendo
qualidade na solugdo viscosa.
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1 INTRODUCAO

Para resolver escoamentos mais realisticos ¢ necessario resolver as equagdes de Navier-
Stokes no espacgo tridimensional utilizando modelos de turbuléncia mais precisos, dentro de
uma faixa de custos ainda razoavel. Simulac¢des diretas ou do tipo de grandes vortices (do
inglés: “Large Eddy Simulation™) sdo ainda caras e requerem um poder computacional ainda
elevado no Brasil. Estudos tridimensionais come¢cam com simula¢des nao viscosas a fim de
aferir o algoritmo de solucao para problemas tipicos e, posteriormente, sdo aprofundados para
a solugdo das equagdes de Navier-Stokes laminar e por fim turbulentas.

Pulliam e Steger' realizaram estudos com as equagdes de Navier-Stokes, em sua
formulacdo de camada fina, aplicadas a escoamentos tridimensionais. Um esquema de
diferencas finitas implicito foi usado para simula¢cdes de escoamentos ndo estacionarios em
configuracdes de geometria arbitraria através do uso de um sistema de coordenadas
generalizadas. Uma técnica de fatoracdo aproximada implicita foi empregada a fim de obter
melhores condi¢des de estabilidade. Os autores enfatizaram que o esquema podia ser utilizado
para escoamentos ndo viscosos € viscosos, ndo estacionarios e estacionarios.

Long, Khan e Sharp® desenvolveram um método para solugio das equagdes de Euler ou de
Navier-Stokes no espaco tridimensional. O método foi desenvolvido segundo um formalismo
de volumes finitos e a discretizacao espacial podia ser estruturada ou nao estruturada para
malhas de hexaedros ou de tetraedros, respectivamente. A estrutura de dados era baseada na
célula e a integracdo temporal era realizada por um método de Runge-Kutta de trés, quatro ou
cinco estagios. O esquema podia ser simétrico, com um operador de dissipagdo artificial para
garantir estabilidade numérica, ou assimétrico. No caso do esquema assimétrico, foi utilizado
o esquema de Roe’. Testes foram realizados com asas Delta e Lockheed/AFOSR.

No presente trabalho, os esquemas de MacCormack! ¢ de Jameson e Mavriplis® sdo
implementados, no contexto de volumes finitos e utilizando uma discretizacdo espacial
estruturada, para resolver as equagdes de Euler e de Navier-Stokes no espago tridimensional,
aplicadas aos problemas do escoamento supersdnico ao longo de uma rampa e do escoamento
hipersonico ao longo de um difusor. E necesséria a introdugio de um operador de dissipagao
para garantir a estabilidade dos esquemas e o modelo de Azevedo® é implementado. Os
resultados demonstraram que os esquemas de Jameson e Mavriplis’ ¢ de MacCormack®
fornecem resultados satisfatorios, detectando as principais caracteristicas dos escoamentos.

2 EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Neste trabalho serdo apresentadas as equacdes de Navier-Stokes, tendo em vista que as
equacdes de Euler sdo obtidas diretamente destas equacgdes pelo desprezo dos vetores de fluxo
difusivo. O movimento fluido ¢ descrito pelas equagdes de Navier-Stokes, que expressam a
conservagao de massa, de quantidade de movimento ¢ de energia para um meio Viscoso,
condutor de calor e compressivel, na auséncia de forcas externas. Na forma integral e
conservativa, estas equagdes podem ser representadas por:

ofot[,0dv + [ [(E, —En, +(F, —F,)n, +(G, -G, )n_Js =0, (1)
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com Q escrito para um sistema Cartesiano; V' ¢ o volume da célula; n,, n, € n. sdo as
componentes do versor normal a face de fluxo; S ¢ a area de fluxo; E., F. e G, s@o as
componentes do vetor de fluxo convectivo; e E,, F), e G, sdo as componentes do vetor de fluxo
difusivo. Os vetores Q, E,, F., G, E,, F, e G, sdo representados por:

p pu pv pw
pu pu’ +p puvy puw
O=<pvy, E . =4 puv ¢, F,=3pv’+pr e G, =2 pww ¢ (2)
pw puw pvw pwz +p
e (e+plu (e+p) (e+p)w
0 0 0
Tpr Tyx Tox
E, :Rie Ty  F zlie Ty e G, :Rie Toy 3)
T, T, =
TU+T V+T W—(, T U+T, VT W—g, TUTTV+T W=,

Nestas equagdes, as componentes do tensor de tensdes viscosas sdo definidas como:

ou 2 (ou oOv ow ou Ov (au aw]
Txx=2u___u —t—+—= T, =K —t—— |, T =l -+,
ox 3 \ox oy oz ! oy Ox 0z Ox

ov 2 (0u oOv ow ow 2 (Ou Ov ow ov ow
T, =20 ———W —+_—+ , T, =21 -y —+—+— eryzng+—.(4)

ov 3 \ox oy oz 0z 3 \ox oy oz oy
As componentes do vetor de fluxo de calor condutivo sdo definidas pela lei de Fourier como
segue:
oe; oe, Oe,
Qx:_m EPNE) qy:_ﬂ ~ e qz:_(ﬁ]_ﬂ (5)
Pr) ox Pr) oy Pr) oz

sendo p a densidade do fluido; u, v € w as componentes Cartesianas do vetor velocidade nas
direcdes x, y € z, respectivamente; e a energia total por unidade de volume do meio fluido; p a
pressdo estatica do meio fluido; u representa a viscosidade molecular do fluido; Prd € o
numero de Prandtl laminar; e; ¢ a energia interna do fluido, definida como
e, =e/p—0,5(u2 +v° +w2); y é a razdo entre calores especificos; e Re ¢ o nimero de
Reynolds do escoamento.

Nos problemas estudados, as equagdes de Navier-Stokes foram adimensionalizadas em
relagdo a densidade de escoamento ndo perturbado, p., a velocidade do som de escoamento
ndo perturbado, a., € a viscosidade molecular de escoamento ndo perturbado, t.. O sistema
matricial de equagdes de Navier-Stokes ¢ fechado com a equagdo de estado
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p=(y- ])[e —0,5p(u’ +v° +w’ )], admitindo a hipotese de gas ideal.

3 GEOMETRIA DA MALHA ESTRUTURADA

Uma dada célula computacional nesta notacdo ¢ formada pelos seguintes nos: (i,j,k),
(i+1j.k), (i+1,j+1k), (ij+1k), (ijk+1), (i+1jk+1), (i+1j+1,k+1) e (ij+1,k+1). Detalhes
desta representagdo estio disponiveis em Maciel”®. O calculo do volume das células
computacionais ¢ baseado, no caso mais geral, na determina¢do do volume de um hexaedro
deformado no espaco tridimensional. Este volume ¢ determinado pelo somatorio dos volumes
dos seis tetraedros que compdem o dado hexaedro. A divisdo de um hexaedro em seus seis
tetraedros componentes, bem como os nos dos vértices que definem cada célula, podem ser
encontrados em Maciel®. Para detalhes do calculo do volume de um dado tetraedro ver
também Maciel’.

A érea de fluxo do hexaedro ¢ calculada pela soma de metade das areas definidas pelos

produtos vetoriais ‘dxb ‘ e ‘E xd|,emque a, b, ¢ e d sdo vetores formados pelos nos

. . . 3 .
que definem uma dada superficie de fluxo, conforme descrito em Maciel”*. A grandeza fisica

0,5q axb ‘+‘ ¢xd U determina a drea de fluxo de cada face, que nada mais ¢ do que a area de

um retangulo deformado. Os versores normais a cada face de fluxo sdo calculados
considerando o seguinte produto vetorial 7 x¢ / ‘ Fxt|,emque 7 e t sdo vetores cruzados de

superficie (eles sdo as diagonais da superficie). Um teste adicional ¢ necessario a fim de
verificar se o versor esta entrando ou saindo do hexaedro. Este teste ¢ baseado no produto

escalar [(Fx f)Of/‘Fxf
um né do hexaedro que estiver contido na face imediatamente oposta. O sinal positivo indica
que o vetor estd entrando no hexaedro, devendo este ser trocado pelo seu oposto.

], em que ]7 ¢ o vetor formado por um dos nds da face de fluxo e

4 ALGORITMO DE MACCORMACK*

Utilizando o teorema de Green na Eq. (1) e adotando uma notacdo de malhas estruturadas
para as grandezas do fluido e do escoamento, ¢ possivel escrever que:

aQi, j k 1 p.7
8; :_V .[S,-,‘,-,k(P'”)i,_/,dei,j,k ’ ©)

i,j.k

com P=[(E, -E,) (F.-F,) (G, -G,)| sendo o vetor de fluxo convectivo e difusivo.
Aplicando a marcha explicita no tempo a Eq. (6), utilizando o esquema de Euler explicito,
e realizando a discretizagdo espacial da integral de superficie conduzem a seguinte expressao:

At
n+l n
Qi,j,k = Qi,j,k - %

i,j.k

[(ﬁ'g)i,j—z/z,k +(]3'§)i+1/2,j,k +(ﬁ'§)i,j+1/2,k +(ﬁ'§)i—1/2,j,k +

(ﬁ's;)i,j,k—l/Z +(ﬁ"§)i,j,k+1/2]n ’ (7)
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em que, por exemplo, S, . ,,,, tem a direcdo e sentido de 7, , ,,,, € magnitude igual ao valor
da area S, ,,. Os indices meios indicam fluxos calculados nas respectivas faces ou

superficies das células.

Discretizando espago e tempo em conjunto, segundo um método tipo Lax-Wendroff,
dividindo o algoritmo resultante em dois passos temporais de integragdo (um preditor e outro
corretor) e adotando a discretizagdo espacial avangada no passo preditor e recuada no passo
corretor, ¢ possivel obter o algoritmo de MacCormack®, segundo uma formulago de volumes
finitos, como segue abaixo.

e Passo preditor:
{[(Ee —E, )nxi,j—l/z,k +(F, - F, )”y,-,j_]/gvk +(G, -G, )nzi,j—l/Z,k ]I.’j’k Sijiak T

At

AQ[r,lj,k ==

i,j.k

_(EL’ - EV )nxi+1/2,j,k + (Fe - Fv )nyl‘_,_]/g’j'k + (Ge - Gv )nzi+1/2,_j,k 1 Si+1/2,j,k +

+1,j,k

_(Ee _Ev)nxi,j+1/2,k +(Fe _Fv)ny,,jﬂ/z,k +(Ge - Gv)n Si,j+1/2,k +

+(F,-F,)n,

ZH/ 2k Ly

_(Ee -k, )nxi—]/Z,j,k i1/, k +(G, -G, )nzi—j/Z,j,k I Sifl/Z,j,k +

(E.-E, )nx,-,j,kd/z +(F,-F, )nyi,j,k—I/Z +(G, -G, )nzi,_/,k—l/Z_.j kSi,j,/ﬁ//z +

+(F,-F,)n +(G,-G, )n

_(Ee _Ev )nxi,j,k+1/2 Si,j,k+1/2

n+l
Qpi,j,k = Qi’?.i,k + AQ:/""

Vi, jk+1/2 Zi’j’k+1/2",j,k+l

)]
e Passo corretor:

) At
40! ik =T % {[(Ee -E, )nxi,j—I/Z,k +(F, - F, )ny,-,_/-,l/zlk +(G, -G, )nzi,j—l/Z,k ]p

i, j—1.k

Si,j—l/2,k +
ijk

P
_(Ee _Ev )nxi+1/2,j,k +(Fe _Fv )nyi+1/2)]~yk +(Ge - Gv )nzi+1/2,j.k _l,/,kSi+I/2,j,k+

_(Ee —E, )n +(F,-F, )”y +(G, -G, )nzi,j+1/2,k ':j,k Si,j+1/2,k +

+(G, -G, )n "’ A Si—I/Z,j,k +

ziel/ 2,k

+(G, -G, )n i Si,j,k—l/Z +

zi,j,k—l/Z_i].IﬁI

xi,j+1/2k ij+1/2k e

_(Ee _Ev)nxi—I/Z,j,k +(F€ _Fv)nyi,]/z'j’k

(E.-E, )nxi,j,k—I/Z +(F, - F, )n}'i,j,k—l/Z

_(Ee_Ev)n +(F6_Fv)n +(Ge_Gv)n ’ Si,j,k+1/2 )

zi,jk+1/2 ] .

Xi,jk+1/2 i, ).k

Yijk+1/2

1
n+l n n+l n+l
Ok = E(Qi,j,k +0, ot AQCi,j,k)

)

Para o calculo dos vetores de fluxo viscoso, as derivadas presentes nas Egs. (4) e (5) sdo
consideradas constantes para um dado volume e calculadas em termos da integral de
superficie da propriedade ao longo das faces do volume de controle (Teorema de Green):
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ou 1 ;o0u 1 =\ 1 13
—=—|—dV=—|uln, ®dS)=— |udS, =—>u, . S.... , 10

o Viyox Vi . «as) VS{ ! V; R (10)
em que u,,;, ¢ a média aritmeética entre o volume (i,j,k) e seu vizinho “/”, por exemplo. O

valor da derivada ou/dx na interface de fluxo (i,j-1/2,k), por exemplo, é adotado como sendo
ou/ox do volume (i,j,k) no passo preditor € como sendo ou/dx do volume (i,j-1,k) no passo
corretor.
Tal como nos estudos de escoamentos bidimensionais, um operador de dissipacdo artificial
de diferencas segunda e quarta (Maciel e Azevedo®) é subtraido dos termos de fluxo do RHS
no passo corretor, a fim de proporcionar estabilidade ao esquema.

5 ALGORITMO DE JAMESON E MAVRIPLIS®
A Equagao (7) pode ser reescrita como:

4(Q,1)
dt

I [~ - .. .. ..
[(P‘S)i,_;—z/z,k +(P'S)i+1/z,j,k +(P'S)i,j+1/2,k +(P'S)i—1/2,j,k +

ijk

(ﬁ'g)i,j,k—I/Z +(13'§)i,j,k+1/2]n =0, (11)

com (P' S)i,jfl/lk = l(Ee o Ev )i,j—]/2,k Sx,-‘,,,/z'k + (Fe - Fv )i,j—1/2,k Sy,,,-,,/]‘k + (Ge - Gv )i,j—I/Z,k Sz,,,.,,/gjc J
representando o fluxo na interface (i,j-1/2,k), por exemplo. Os vetores de fluxo convectivo e
difusivo em cada interface de fluxo s@o implementados tomando médias das varidveis
primitivas em cada face; ou seja, para a face de fluxo (ij-1/2,k) ¢ possivel determinar as
variaveis primitivas na interface por média aritmética entre os valores das variaveis primitivas
dos volumes (i,j-1,k) e (i,j,k).

A discretizacdo espacial proposta equivale a uma discretizacdo simétrica sob o contexto da
técnica de diferencas finitas. Desta forma, a fim de evitar desacoplamento de solugdes do tipo
par-impar, instabilidades de natureza ndo linear (ondas de choque), etc., ¢ introduzido
explicitamente um operador de dissipacao artificial “D” para prover estabilidade ao esquema.
No presente codigo foi implementado o modelo de Azevedo®. A Eq. (11) é reescrita como:

WQiju), 1
dt V..

L,

[C(Qi,j,k)_D(Qi,j,k )]:0’ (12)

ém quc C(Q‘,j,k):[(P 'S)i,H/z,k +(P 'S)i+1/2,j,k +(P 'S)i,j+1/z,k +(P 'S)H/z,j,k +(P 'S)i,j,kfl/Z +(P 'S)i,j,k+1/2 ’
¢ a integral de fluxo para a célula (i,j, k).

A discretizacdo no “pseudotempo” ¢ feita utilizando um método explicito hibrido de
Runge-Kutta com segunda ordem de precisdo. A forma geral deste método ¢ apresentada a

seguir, em que os valores dos coeficientes «’s sdo escolhidos de modo a prover segunda
ordem de precisdo temporal.

2060



Edisson Savio de Gées Maciel

(0) __ n
ijk T Qi,j,k

At ) §
0l =0lfk e, " |ecol )= peol )] (13)

i,j.k
1 I
Qir,l;‘r,k = Q l{ j),k

em que “/” varia de 1 até no maximo 5; “m” varia dependendo do tipo de escoamento em
estudo (ndo viscoso ou viscoso). Swanson ¢ Radespiel' sugerem que a dissipagao artificial
seja atualizada em estadgios impares para a resolucdo das equagdes de Navier-Stokes. Na
solugdo das equacdes de Euler, estes autores sugerem que a dissipacdo artificial seja
atualizada nos dois primeiros estagios do método de Runge-Kutta. Para o método de Runge-
Kutta com cinco estagios, os valores de « sao definidos por: a; = 1/4, o, = 1/6, a3 = 3/8, o4 =
1/2 e as = 1,0. Para o calculo dos vetores de fluxo viscoso, a derivada du/0x na interface de

fluxo (i,j-1/2,k), por exemplo, é determinado pela média aritmética das derivadas Ou/dx dos
volumes (i,j-1,k) e (i,j,k).
6 OPERADOR DE DISSIPACAO ARTIFICIAL

O operador de dissipagdo artificial implementado nos cédigos de MacCormack* ¢ de
Jameson e Mavriplis® segue a estrutura abaixo:

D(o,,,)=d(0,,.)-d"(0,,,). (14)
em que:

(2) (Ai,_/,k + Ai+1,j,k)

d(z) (Qi,j,k ): Sz(j‘,)k,] - L ) (Qi,j—l,k - Qi,j,k )+ € k2 2 (Qi+],j,k - Qi,j,k )+

A+ 400) (4, +4.,,,)
(2) ( i,j.k i,j+1k ( ) (2) i,j.k i-1,j,k
Qi,j+1,k - Qi,j,k + € ik

(Qi—l,j,k - Qi,j,k )+

T & ks
' 2 2
A . +A .. R
+8§j‘,)k,5 ( R 2 e ])(Qi,j,k—] _Qi,j,k)+81<j‘,)k,6 ( L 2 L ])(Qi,j,kJr] _Qi,j,k )a

(15)

denominado operador Laplaciano ndo dividido, ¢ responséavel pela estabilidade numérica na
presenga de ondas de choque;

(4) (Ai,j,k +Ai+1,j,k

A . +A .
d? (Qi,j,k ): Sfj',)kJ w (VZQi,j—I,k - VzQi,_/,k )+ € k2 > ) (VZQH],_/,k - VzQi,_/,k )
A - o+ A .
+ 81(3,)/{,3 (”%A”Hk) (szi, J+Lk VZQi, Jk )"’ 85%,4 (A”%H]k) (VzQi—I,j,k - V2Qi, .k )
iy, Aoty vig ey, Mooy | g ). o
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denominado operador bi-harmonico, ¢ responsavel pela estabilidade de campo.
O termo V'Q ik [(Q k=9 1k) ( Lk _Q_i,k)+(Q_/+l,k _Q',.i,k)+(Q—l,j,k _Q',j,k)+(Q',_i,k—1 _Q,_/,k)+(Q:_j,k+1 _Q',j,k)]
¢ denominado Laplaciano de Q;;+. No operador a?, v? O, ¢ extrapolado de seu vizinho

real sempre que representar uma célula especial de contorno, referenciada na literatura como
célula “fantasma”. Os termos &’s sdo definidos como segue:

(2) (2) (2) (2) (2) (2)
11/{1 K MAX(VIJI{’ l]lk) tij K MAX(Vl]k’ l+1]k) 1]k3 K MAX(Vl]k’ lj+1k)

(2) — k(2 (2) _ (2) (2) (2)
1jk4 K MAX(Vz]k’ lek) 1]k5 MA‘X(Vljk’ ljk 1)egzjk6 MA‘X(Vljk’ 1]k+1)
(17)

1(4;)1( I MAX[O (KW z(i)k 1) gz(j)k 2 MAX[O (KW z(i)k 2) gl(i)k 3 —MAX[O’ (KW 1(2;)1( 3 )]

e =MANO (K (3 )|, ol s = Maxlo. (K —of3) )| e elfl, =Maro. (K —e7,, )|
(18)

em que:

TP juix —P; j,k‘ TPitjk ~Pijk ‘ HPijw-1 P, j,k‘ HPijrk _pi,j,k‘ TP, jnt _pi,j,k‘

Piji Y Psjk TPijerk TPicsjie TP jset TPijknr +6p; ik

Diirjk —Pijk ‘

(19)

Viik =

representa o sensor de pressdo, responsavel pela identificacdo de regides de gradientes
elevados. As constantes K? ¢ K™ tém valores tipicos de 1/4 e 3/256, respectivamente.
Sempre que o vizinho representar uma célula fantasma ¢ assumido que, por exemplo,
Vi ik =V, .- O coeficiente 4;;, foi implementado conforme proposto por Azevedo® e €
definido como segue:

4 ik =Vi,j,k /Ati,j,k . (20)

L]

7 PASSO NO TEMPO VARIAVEL ESPACIALMENTE

Para problemas de estado estaciondrio ¢ feito uso de um passo no tempo variavel
espacialmente para cada hexaedro (7,7,k) a fim de acelerar o processo de convergéncia. A idéia
do passo no tempo varidvel espacialmente consiste em manter um numero de CFL constante
no dominio de célculo e, com isso, garantir passos de tempo adequados para cada regido da
malha (71181rante o processo de convergéncia. Detalhes desta implementagao sdo encontradas em
Maciel "

8 CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNOS
8.1 Condicoes Iniciais

A condicao inicial adotada para os problemas ¢ a de escoamento ndo perturbado para todo
o dominio de calculo (Jameson e Mavriplis® ¢ Maciel”). O vetor de variaveis conservadas é
€Xpresso como segue:
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w2
;WL =t (21)
y(y-1) 2

O, ,=31 M_cos® M_senBcosy M  senBseny

em que M, representa o nimero de Mach de escoamento ndo perturbado, 8 ¢ o angulo de
incidéncia do escoamento a montante da configuracdo em andlise e y € o angulo no plano
longitudinal da configuragao.

8.2 Condicoes de Contornos

Os diferentes tipos de condigdes de contornos implementadas sdo descritas a seguir.

a) Parede - O caso Euler requer a condigdo de tangéncia de fluxo. No contexto de volumes
finitos, esta imposi¢do ¢ feita considerando que o componente de velocidade tangente a
parede da célula fantasma seja igual ao componente de velocidade tangente a parede de sua
célula real vizinha. Ao mesmo tempo, o componente de velocidade normal a parede da célula
fantasma deve ser igual ao negativo do componente de velocidade normal a parede de sua
célula real vizinha. Batina'' sugere que estes procedimentos conduzem s seguintes
expressoes para as componentes de velocidade u, v e w dos volumes fantasmas:

u_f :(]_anny)ureal +(_2nxny )vreal +(_2nxnz)wreal H (22)
v, = (—Znynx )./ +(]—2nyny Vo +(—2nynz W, s (23)
Wf = (_2nznx )ureal + (_2nzny )vreal + (] - 2nznz )Wreal 4 (24)

em que 7y, n, € n; sao as componentes do versor normal a face apontando para fora do volume
real vizinho. Para o caso das equacgdes de Navier-Stokes, as componentes de velocidade u, v e
w dos volumes fantasmas s3o igualadas aos respectivos valores de u, v ¢ w do volume real
vizinho, com sinal trocado.

O gradiente de pressdo ao qual o fluido ¢ submetido na dire¢do normal a parede ¢ igual a
zero tanto no caso ndo viscoso como no caso viscoso. O gradiente de temperatura ¢ nulo ao
longo de toda a parede, sendo esta ltima situacdo em acordo com os resultados fisicos, sem
impor, no entanto, a condigdo de parede adiabatica. Com estas duas condi¢des, uma
extrapolagdo de ordem zero ¢ efetuada para a pressio do fluido, bem como para a
temperatura. E possivel concluir, assim, que a densidade do fluido também sera obtida por
extrapolagdo. A energia total é obtida pela equacao de estado do gés perfeito.

b) Contorno Distante (do inglés: “far field”) - Na implementag¢ao das condi¢des de contorno
na regido externa limitante da malha para problemas fisicos de escoamento externo, convém
diferenciar quatro situagdes fisicas possiveis: entrada com escoamento subsonico, entrada
com escoamento supersonico, saida com escoamento subsonico e saida com escoamento
supersonico. Estas situacdes sao descritas a seguir.

b.1) Entrada com escoamento subsonico — Considerando o conceito de relagdes
caracteristicas unidimensionais na direcdo normal de penetracdo do escoamento, a entrada
com escoamento subsonico apresenta quatro velocidades caracteristicas de propagacdo de
informacdes que tém direcdo e sentido para dentro do dominio de calculo, ndo podendo ser
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extrapoladas (Maciel”® e Maciel e Azevedo'*'). Para estas quatro informacgdes, sao

necessarias as especificagdes de quatro condigdes. Jameson e Mavriplis® indicam como
grandezas adequadas para especificacdo a densidade de escoamento ndo perturbado e as
componentes Cartesianas u, v € w do vetor velocidade do escoamento ndo perturbado. Apenas
a ultima caracteristica, “(q,-a)”, que traz informagdes de dentro para fora do dominio de
calculo, ndo pode ser especificada e tera de ser determinada por informagdes interiores do
dominio de célculo. No presente trabalho, uma extrapolagao de ordem zero ¢ efetuada para a
pressdo, sendo a energia total definida pela equagdo de estado dos gases perfeitos.

b.2) Entrada com escoamento supersonico - Todas as varidveis sdo especificadas no
contorno de entrada do dominio de célculo em termos dos valores de escoamento nao
perturbado.

b.3) Saida com escoamento subsOnico - Quatro caracteristicas que regem as equagdes de
Euler vém da regido interna do dominio de calculo. Logo, densidade e componentes
Cartesianas de velocidade sdo extrapoladas do dominio interior. Uma condi¢do deve ser
especificada para o contorno. Neste caso, a pressao ¢ fixada na saida do dominio de célculo,
permanecendo com o seu respectivo valor de escoamento nao perturbado.

b.4) Saida com escoamento supersonico - As cinco caracteristicas que regem as equacdes de
Euler vém da regido interna do dominio de célculo, ndo sendo possivel assim especificar
valores de variaveis na saida. A extrapolagdo de ordem zero ¢ aplicada a densidade,
componentes de velocidade e pressao.

c¢) Entrada e Saida — Os contornos de entrada e saida sdo aplicados para os dois problemas.
Condicdes de contorno que envolve entrada do escoamento no dominio computacional
tiveram as propriedades do escoamento fixadas com valores de escoamento ndo perturbado.
Condigdes de contorno que envolve saida do dominio computacional utilizaram
simplificadamente a extrapolagdo de ordem zero.

9 RESULTADOS

Testes foram realizados em um microcomputador ATHLON-2,6GHz e 64 Mbytes de
memoéria RAM. Resultados convergidos ocorreram para 4 ordens de redu¢do no valor do
residuo maximo. O valor usado para y foi 1,4 e para o numero de Prandtl foi 0,72. Para os
dois problemas, o angulo a montante da configuracao foi adotado igual a 0,0°, bem como o
angulo no plano longitudinal da configuragao.

9.1 Resultados Nao Viscosos
9.1.1 Problema Fisico da Rampa

Para o problema da rampa, a malha possui 31.860 volumes reais e 36.600 nos para a
discretizacdo estruturada do dominio de calculo. Isto equivale a uma malha com 61 pontos na
direcao &, 60 pontos na direcdo 77 ¢ 10 pontos na dire¢do ¢. Para este problema fisico, rampa
com 20° de inclina¢do, foi adotado o nimero de Mach de escoamento ndo perturbado igual a
5,0, como condig¢ao inicial.

O CFL utilizado com o esquema de MacCormack® nesta simulagdo foi de 0,5 e a
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convergéncia para a solugdo de estado estacionario ocorreu em 421 iteragdes. As Figuras 1, 2
e 3 exibem os contornos de densidade, de pressdo ¢ de numero de Mach obtidos. Os
contornos de numero de Mach apresentam uma oscilagao pré-choque no comego da rampa.
Os contornos de densidade e de pressdo apresentam bom comportamento, sem oscilagdes.
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Figura 1 — Contornos de densidade. Figura 2 — Contornos de pressao.
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Figura 3. Contornos de Mach. Figura 4. Distribuiggo de -Cp.

A Figura 4 exibe a distribui¢do do negativo do coeficiente de pressdo, -Cp, ao longo da
rampa, para a se¢dao k = kmax/2, em que “kmax” representa 0 maximo nimero de pontos na
direcdo z. O pico de pressdo no choque atinge o valor de Cp = 0,38. O leque de expansdo que
se forma no final da rampa ¢ suave, aparecendo uma oscilagdo de pressdo ao seu término
correspondente a um valor de Cp = -0,05. O custo computacional do algoritmo de
MacCormack” ¢ de 0,0000309s.

As Figuras 5, 6 e 7 exibem os contornos de densidade, de pressdo e de nlimero de Mach,
respectivamente, para a simulacdo ndo viscosa do escoamento supersonico ao longo da rampa
em estudo, obtidos pelo esquema de Jameson e Mavriplis’. Os contornos de nimero de Mach
ndo apresentam oscilagdes pré-choque significativas. Ocorrem algumas oscilagdes ao longo
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do choque, mas despreziveis em comparagdo com as ocorridas com o método de
MacCormack®. Os contornos de densidade e de pressdo ndo apresentam homogeneidade nos
respectivos valores de pico. Isso fica demonstrado pela perda razoavel da regido vermelha
proxima da rampa, para ambos os contornos. Uma leve oscilagdo pré-choque € percebida nos
contornos de densidade no comec¢o da rampa.

Figura 5 — Contornos de densidade. Figura 6 — Contornos de pressao.
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Figura 7. Contornos de Mach. Figura 8. Distribuigdo de -Cp.

A Figura 8 exibe a distribuicdo de —Cp ao longo da rampa obtida pelo esquema de Jameson
e Mavriplis®, para a se¢do k = kmax/2. O pico de pressdo no choque implica em um valor de
coeficiente de pressdao em torno de 0,45, significativamente maior do que o obtido com o
esquema de MacCormack®. Logo, o choque simulado com o esquema de Jameson e
Mavripliss ¢ mais forte do que o observado na solugdo gerada pelo esquema de
MacCormack®. O leque de expansdo proximo ao término da rampa apresenta oscilagio em
torno de x = 0,26 ¢ uma queda no valor de Cp ¢ identificada ao final da rampa, atingindo uma
valor de Cp = -0,01. O namero de CFL utilizado pelo método de Jameson e Mavriplis® para
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esta simulagao foi 1,1, convergindo em 318 iteragdes. O custo computacional deste algoritmo
¢ 0,0000468s.

9.1.2 Problema Fisico do Difusor

Para o problema do difusor, a malha possui 21.600 volumes reais e 25.010 ndés para a
discretizacdo estruturada do dominio de calculo. Isto equivale a uma malha com 61 pontos na
direcao &, 41 pontos na dire¢ao 77 € 10 pontos na dire¢do ¢. A condi¢do inicial do problema
fisico do escoamento hipersdnico de “gas frio” ao longo de um difusor com 20° de inclinagdo
adotou um valor de nimero de Mach de escoamento a montante igual a 10,0.

As Figuras 9, 10 e 11 exibem os contornos de densidade, de pressdo e de numero de Mach,
respectivamente, obtidos pelo esquema numérico de MacCormack®. A Figura 11 exibe
oscilagdo pré-choque no inicio da rampa do difusor. Os contornos de densidade, de pressao e
de nimero de Mach apresentam boa simetria e a interferéncia entre os choques da parede
superior e de parede inferior estd bem destacada.

Figura 9. Contornos de densidade. Figura 10. Contornos de pressao.
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Figura 11. Contornos de Mach. Figura 12. Distribui¢do de -Cp.
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A Figura 12 exibe a distribui¢do de —Cp ao longo da parede inferior do difusor, para a
secdo k = kmax/2. O pico de Cp no choque atinge um valor de 0,33. O leque de expansao na
proximidade de término da rampa da parede inferior ¢ suave, apresentando uma reducao no
valor de Cp para aproximadamente -0,01. O CFL utilizado pelo esquema nesta simulagao foi
de 0,4 e a convergéncia ocorreu em 598 iteracdes.

As Figuras 13, 14 e 15 exibem os contornos de densidade, de pressdo e de niimero de
Mach, respectivamente, obtidos pelo esquema de Jameson e Mavriplis® para esta simulago
ndo viscosa do escoamento hipersdnico de “gas frio” ao longo de um difusor. Os contornos de
nimero de Mach sdo livres de oscilagdes pré-choque. Nao aparecem problemas de falta de
homogeneidade da solucdo representada pelos contornos de densidade e de pressdo, como
visto no problema da rampa. A simetria da solu¢do nos contornos de densidade, de pressdo e
de numero de Mach esta bem destacada. A interferéncia entre o choque da parede inferior
com o da parede superior também estd bem detectada.

Figura 14. Contornos de pressao.

ooo

005 E

010 F

015 F

-0 20 F

05 E

030 F

035 E

Figura 15. Contornos de Mach. Figura 16. Distribuigéo de -Cp.

A Figura 16 exibe a distribui¢do de —Cp ao longo da parede inferior do difusor, para a
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seccdao k = kmax/2. O pico de pressdo ocorre para um valor de Cp igual a 0,37, proximo ao
valor obtido com o esquema de MacCormack®, e o leque de expansdo consegue recuperar
bem a pressao ao término da rampa.

O CFL utilizado pelo esquema numérico de Jameson e¢ Mavriplis’ para a simulagdo do
escoamento hipersonico de “gds frio” ao longo do difusor foi igual a 1,0 e o esquema
convergiu para a solugdo de estado estaciondrio em 248 iteragdes, menos da metade do
namero de itera¢des que o método de MacCormack® necessitou para obter convergéncia.

9.2 Resultados Viscosos
9.2.1 Problema Fisico da Rampa

Para o problema da rampa, a malha possui 53.460 volumes reais e 61.000 nds para a
discretizacdo estruturada do dominio de calculo. Isto equivale a uma malha com 61 pontos na
dire¢do & 100 pontos na direcdo 77 e 10 pontos na direcdo ¢. Para este problema fisico foi
adotado o niumero de Mach de escoamento ndo perturbado igual a 5,0, como condicdo inicial.
Foi considerada uma altitude de voo de 30.000 metros € o comprimento de
adimensionaliza¢ao da rampa assumiu valor 0,044 metro. Com a altitude ¢ possivel obter os
valores da densidade, da pressdo e da viscosidade de adimensionalizacdo e com isso ¢
possivel calcular o nimero de Reynolds desta simulagdo viscosa que foi de 35.965,17.

Figura 17 — Contornos de densidade. Figura 18 — Contornos de pressdo.

As Figuras 17, 18 e 19 exibem os contornos de densidade, de pressdo e de niimero de
Mach, respectivamente, obtidos para esta configuragdo com o esquema de MacCormack®.
Nao sdo observadas oscilagdoes pré-choque; contudo, o pico de pressdo apresentado nos
contornos de pressao encontra-se limitado a uma faixa estreita, vermelha, ao longo das secdes
de “k”. Claramente, a distribui¢do de pressdo esta prejudicada nesta simulagdo, descrevendo
um choque fraco bem antes da rampa.

A Figura 20 exibe a distribuicdo de —Cp obtida ao longo da rampa, na sec¢do k = kmax/2.
Aparecem dois choques ao longo da parede inferior: um no comego da parede e o outro na
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rampa propriamente dita. O primeiro choque ¢ fraco e ¢ decorrente dos efeitos viscosos que
tendem a retardar o escoamento. O segundo choque, o choque esperado, estd
descaracterizado, assim como o leque de expansao.
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Figura 19. Contornos de Mach. Figura 20. Distribuicdo de -Cp.

O CFL utilizado nesta simulagdo viscosa da rampa, com o esquema de MacCormack®, foi
de 0,2 e o numero de iteragdes para a convergéncia foi de 5.464. O custo computacional do
algoritmo de MacCormack® é de 0,0000858s.

As Figuras 21, 22 e 23 apresentam os contornos de densidade, de pressdo e de nlimero de
Mach, respectivamente, obtidos pelo esquema de Jameson e Mavriplis® para este problema da
rampa. A Figura 23 ¢ livre de oscilagdes pré-choque. Os contornos de pressao apresentam
regides de maximo ao longo da rampa como era esperado.
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Figura 21 — Contornos de densidade. Figura 22 — Contornos de pressio.
A Figura 24 apresenta a distribui¢do de —Cp ao longo da rampa obtida pelo esquema

numérico de Jameson e Mavriplis’, na sec¢io k = kmax/2. Como pode ser observado, nem o
choque nem o leque de expansdo estdo caracterizados, ocorrendo um choque bem fraco no
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comego da parede inferior, como na solugio obtida com o esquema de MacCormack”.
O CFL utilizado pelo esquema foi de 0,7 e a convergéncia ocorreu em 1.687 iteragdes. O
custo computacional do algoritmo de Jameson e Mavriplis® ¢ de 0,0002538s.
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Figura 23. Contornos de Mach. Figura 24. Distribuicdo de -Cp.

9.2.2 Problema Fisico do Difusor

As Figuras 25, 26 ¢ 27 apresentam os contornos de densidade, de pressdao e de nimero de
Mach, respectivamente, obtidas pelo esquema numérico de MacCormack® para esta simulagéo
viscosa. As Figuras 25 e 26 apresentam boa simetria e a intersec¢do dos choques da parede
inferior com o da parede superior estd bem destacada. Os contornos de niimero de Mach na
Fig. 27 ndo apresentam oscilagao pré-choque.

A Figura 28 exibe a distribuicdo de —Cp ao longo da parede inferior do difusor, na sec¢ao k
= kmax/2. Nesta figura, a regido de inicio do difusor apresenta uma distribuicdo de —Cp
atenuada, logo depois aparece o que deveria ser o choque e por fim, ao final da rampa,
aparece o leque de expansdo. O choque e o leque de expansdo estdo descritos
significativamente suavizados.
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Figura 25. Contornos de densidade. Figura 26. Contornos de pressao.
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Figura 27. Contornos de Mach. Figura 28. Distribuicdo de -Cp.

O CFL utilizado na simulagdo foi de 0,1 e o nimero de iteragdes para a convergéncia de
estado estacionario foi de 14.311.

Figura 29. Contornos de densidade. Figura 30. Contornos de pressao.
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Figura 31. Contornos de Mach. Figura 32. Distribui¢o de -Cp.
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As Figuras 29, 30 e 31 apresentam os contornos de densidade, de pressdo e de nlimero de
Mach, respectivamente, obtidos pelo esquema numérico de Jameson e Mavriplis’. Os
contornos de densidade e de pressao apresentam boa simetria e a interferéncia entre choques €
bem detectada. Os contornos de nimero de Mach estao livres de oscilagdes pré-choque.

A Figura 32 exibe a distribuicdo de —Cp ao longo da parede inferior do difusor, na sec¢do k
= kmax/2. Nem o choque ¢ nem o leque de expansdo estdo descritos corretamente nesta
figura. O nimero de CFL utilizado nesta simulagdo foi de 0,2 e a convergéncia para a solugdo
de estado estacionario ocorreu em 9.245 iteracoes.

10 CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou os algoritmos de MacCormack” e de Jameson e Mavriplis®
implementados em suas versdes para trés dimensdes. Os algoritmos sdo explicitos, com
segunda ordem de precisdo espacial e no tempo. A integracdo no tempo pelo método de
MacCormack” é realizada em dois passos: um preditor, com discretiza¢io espacial avancada,
e um corretor, com discretizacdo espacial recuada. No caso do esquema de Jameson e
Mavriplis’, um método tipo Runge-Kutta de cinco estagios foi responsavel pela integragio
temporal. Foram resolvidas as equagdes de Euler e de Navier-Stokes, utilizado uma
formulagdo de volumes finitos, com base de dados centrada na célula e discretizagdo
estruturada. Foram resolvidos os problemas fisicos do escoamento supersonico ao longo de
uma rampa e do escoamento hipersonico ao longo de um difusor. Um passo no tempo variavel
espacialmente foi utilizado a fim de acelerar o processo de convergéncia para a condi¢do de
estado estacionario.

Os resultados obtidos foram de melhor qualidade para o esquema de Jameson e Mavriplis”,
ndo ocorrendo significativas oscilagdes pré-choque nos contornos de nimero de Mach, tanto
no caso ndo viscoso como no viscoso. Os campos de densidade e de pressdo apresentaram
bom comportamento evidenciando bem o choque no problema da rampa e detectando
apropriadamente a interferéncia de choques no problema do difusor, em ambos os casos ndo
viscoso e viscoso. As distribui¢des de -Cp evidenciaram bem o choque e o leque de expansao
em ambos os problemas para o caso ndo viscoso, perdendo qualidade na solugdo viscosa. O
algoritmo de MacCormack® apresentou a dificuldade da oscilagio pré-choque nos problemas
da rampa e do difusor, no caso nao viscoso; contudo, o choque na rampa ¢ bem capturado ¢ a
interseccdo entre choques no problema do difusor ¢ bem detectada, tanto no caso ndo viscoso
como no caso viscoso. As distribui¢des de -Cp geradas pelo esquema de MacCormack®
também evidenciaram bem o choque e o leque de expansdo em ambos os problemas para o
caso nao viscoso, perdendo também em qualidade na solug¢do viscosa; contudo a perda de
qualidade foi menor do que a ocorrida com o esquema de Jameson e Mavriplis® no problema
do difusor.
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