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Resumen. En este trabajo se obtienen los coeficientes de las primeras frecuencias naturales de
vibracion transversal de una viga rotante, de seccion escalonada, que se encuentra vinculada
elasticamente al eje de rotacién. EI modelo propuesto para el andlisis, puede ser utilizado para
representar elementos estructurales de la ingenieria, tales como aspas de helicopteros, generadores
edlicos o turbinas, entre otros. El sistema de ecuaciones gobernante del problema estd basado en la
teoria de vigas Timoshenko, que como es sabido contempla los efectos de la inercia rotatoria y la
deformacion por corte. El problema se resuelve mediante la aplicacion del método de cuadratura
diferencial (MCD), para lo cual se descompone el dominio de la viga en tramos de seccion constante.
También se plantea para algunos casos una solucidn independiente utilizando el método de elementos
finitos con el fin de corroborar los resultados. En el trabajo se incluye un analisis de convergencia del
MCD, para la eleccion del mallado de cada tramo.
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1 INTRODUCCION

La determinacion de vibraciones transversales naturales en elementos estructurales
rotantes tales como hélices de turbinas, brazos de robots o aspas de helicopteros, entre
muchas otras aplicaciones tecnoldgicas, puede realizarse con precision aceptable mediante la
utilizacion del modelo de viga rotante, que tiene en cuenta la rigidizacién que produce la
fuerza centrifuga, (Banerjee, 2000); (Chung and Yoo, 2002).

Si se desea incluir en el analisis modelos de reducida esbeltez, especialmente adecuada
resulta la utilizacion de la teoria de vigas Timoshenko (Seon et al, 1999); (Lin and Hsiao,
2001), ya que la misma contempla los efectos de la deformacion por corte y la inercia
rotatoria, (Al-Ansary, 1998) ; (Banerjee, 2001).

En el presente estudio de vigas rotantes se contempla la variacion escalonada de la seccion
transversal (Karami et al, 2003); (Vinod et al, 2007), y la flexibilidad de la union de la viga
con el eje de giro (Lee and Kuo, 1993). La figura 1 muestra un esquema de la viga que rota
con velocidad 77 .En el plano rotante X,Y se producen las vibraciones transversales.

A=

Figura 1: Viga Timoshenko rotante elasticamente empotrada al eje de rotacion y libre en el otro extremo.

En la figura 2 se muestra el esquema de calculo de los cuatro casos analizados en el
presente trabajo.
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Figura 2: Esquema de célculo de la viga rotante con empotramiento elastico.: a) de seccién uniforme,
b) escalonada modelo I, ¢) escalonada modelo 11, d) escalonada modelo I1I.
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La figura 2a muestra una viga de seccion transversal uniforme que rota a velocidad angular
77 y se halla elasticamente vinculada al eje de giro que tiene direccion Y . La rigidez a flexion

de la union entre la viga y el eje de giro se define mediante la constante K . Las figuras 2b, ¢
y d muestran los modelos de viga escalonada propuestos.

A los efectos de ejemplificar el proceso de analisis, se plantea una viga de dos tramos de
seccion transversal rectangular, no obstante los algoritmos presentados pueden ser utilizados
para un nimero mayor de tramos Yy para diferentes formas de la seccion transversal.

El problema es resuelto mediante una aproximacién numérica, consistente en la aplicacion
del método de cuadratura diferencial con descomposicion de dominio (Striz et al,1995); (Liu
and Wu, 2001). El algoritmo resultante es luego codificado en el Software Mathematica,
(Wolfram, 1991).

Las expresiones que surgen de aplicar la teoria de vigas Timoshenko son utilizadas para
obtener el conjunto de ecuaciones denominadas analogas de cuadratura (Gutiérrez et al,
1994), las que a su vez son llevadas de su forma escalar a la representacién matricial, que
resulta mas conveniente para construir el algoritmo (Bert et al, 1994); (Bert and Malik, 1996).

Finalmente el algoritmo es utilizado para calcular los coeficientes correspondientes a las
primeras frecuencias naturales de vibracidn transversal de la viga rotante.

Los valores de referencia se utilizan para comparar los resultados que se obtienen
mediante el MCD. Estos se obtuvieron mediante la aplicacion del método de elementos
finitos, (Rossi, 2006); (Rao and Grupta, 2001) o bien mediante resultados disponibles en la
literatura (Maurizi et al, 1990); (Lee and Kuo, 1993). Los resultados son presentados tanto en
forma numérica como gréfica.

2 DESARROLLO MATEMATICO

El desarrollo matematico comienza con la determinacion de la fuerza centrifuga originada
por la rotacién de la viga, la cual es utilizada luego en el sistema de ecuaciones diferenciales
que surge de aplicar la teoria de vigas Timoshenko.

En el caso de vigas de seccion escalonada se plantean las ecuaciones diferenciales en cada
tramo de la viga junto con las correspondientes ecuaciones de compatibilidad y condiciones
de borde.

2.1 Teoria de vigas Timoshenko rotantes de seccion escalonada

El esquema de la figura 3a pone en evidencia la accion de la fuerza centrifuga F,,
generada en el tramo 2, sobre el tramo 1 de la viga escalonada. Andlogamente la figura 3b
representa un esquema general que pone en evidencia la accion de la fuerza centrifuga F .,

generada por los tramos k +1 y subsiguientes, sobre el tramo k-ésimo.
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Figura 3: Fuerza centrifuga en una viga escalonada: a) sobre el tramo 1, b) sobre el tramo k-ésimo.
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La forma adimensional de la fuerza centrifuga puede ser expresada en la siguiente forma

(Banerjee, 2001):

1

12 1
Nk(x) =772L2(X0k +E_ Xok X_Exzj‘*' Fea

S

1)

Los pardmetros y variables presentes en la ecuacion (1) y siguientes, se hallan definidos en

la Tabla 1.
Descringi Paradmetro de Forma o relacién
escripeion configuracion adimensional
Mddulo de Young E -
Densidad del material P -
Coeficiente de Poisson v -
Factor de corte K -
Luz de la viga. L -
Longitud del tramo k-ésimo. I, I, =1 /L
Area de la seccion transversal del tramo k-ésimo. A a =ATA
Momento de inercia de la seccidn transversal del | i
tramo k-ésimo. K
Radio de giro de la seccion transversal del tramo k- i = JTTA i
ésimo. kTN Tk
Parametro de esbeltez del tramo k-ésimo. - s, =L/7i,
Rigidez a flexion de la viga con el eje de rotacién K K=KL/EI
Coordenada espacial local (utilizada en cada tramo - T
. X X=X/l
de la viga).
Coordenada espacial global. Xk Xoe = Xo I L
Amplitud d’e _Ia deflexion transversal de la viga en W, =W, (%) W, =W, (X)1T,
el tramo k-ésimo.
Amplituq Qe giro de la secci6n transversal en el P, (7 ¥, =P, (7)
tramo k-ésimo.
Amplitud del esfuerzo axil en el tramo k-ésimo. N, (X) N, =N, (X)/EA,
Amplitud del esfuerzo de corte en el tramo k- = o =
simo (XD Q.00 =Q.(R)/EA,
Amplitud del momento flector en el tramo k-ésimo. M, (X,t) M, (x)=(, /El,L)M,(X)
Fuerza centrifuga aplicada al tramo k-ésimo, E (x =
. . X =
producida por los tramos k+1 y subsiguientes. e (%) Fea = Fea/BAG
Velocidad de rotacion de la viga. n n=+pAlELLT]
Frecuencia natural de vibracion transversal. @ Q=\pA/El, Vo

Tabla 1: Descripcion de los parametros y variables utilizadas en los modelos de viga rotante que se muestran en
lafigura 2.

Las ecuaciones adimensionales que gobiernan el movimiento causado por la vibracién
transversal (perpendicular al plano de rotacion), resultan para cada tramo de la viga:
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dw, s?  dW kS {dW, d¥
2(X,, +x) TSy O L AL BN L S POCYY 2
1 (Kot %)== N 2a+v)ﬁ[idﬁ dxj ‘ @)
K 2 2de Slz leIIk K 2.2 2 2
- S°S —— + S’S, — Y, =Q°Y 3
21+v) T dx 12 A 2wy T ‘ @)

En la union de tramos adyacentes se deben satisfacer las ecuaciones de compatibildad
de desplazamientos siguientes:

I W,

(k-1)

(k-1) 1 +1, W, |x:0 =0 (4)

~y +%,] =0 (5)

(k-1) |x:l

y las ecuaciones de compatibilidad de esfuerzos internos:

=0y Quey |, + A4 Qul o =0 (6)
o a
(k-1 K _
- Mwﬁﬂ+rM¢w—0 7)
(k-1) k

Si en las ecuaciones (6) y (7) se expresan los esfuerzos de corte y de momento flector
en funcion de los desplazamientos, se tiene:

dw ¥
(S N(k—l) + o S SR
2(1+v) ) dx 2(1+v)

- (8)
a| [N, + K dw,  « ¥, _
2(1+v) ) dx  2(1+v) o
Oy d‘P(k_l) a4 d¥, 0 )
I(k—l) dx Ik dx 0

La unidén del extremo interior de la viga con el eje de giro establece las siguientes
condiciones de borde:

W[ _, =0 (10)

K ,(0) M, (0) =0 (1)

Si en la ecuacion (11), se expresa el esfuerzo de flexion en funcion de los
desplazamientos se tiene:
1 dv,

—KWY. (0)-
RO

(0)=0 (12)

Por otra parte, las condiciones de borde naturales aplicables al borde exterior libre son:
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Ql,, =0 (13)

M, |x:1 =0 (14)

donde el subindice d sefiala al ultimo tramo de la viga (el mas alejado del eje de rotacion).
Expresando la condiciones de borde naturales en término de los desplazamientos se llega
a

KNd+ a jdwd— K \Pd} =0 (15)
2(1+v) ) dx  2(1+v) _
dv,| _
- X:l_o (16)

2.2 Ecuaciones analogas de cuadratura diferencial

Las ecuaciones analoga de cuadratura de las ecuaciones diferenciales se obtienen
aplicando las reglas de cuadratura a las ecuaciones diferenciales (2, 3):

n 2
772(X0k +X')JZ_;(A('11))W |2 Nkl J l(A(iJZ-))ij 2(1’:_‘/) Tk =i Ai(j2)ij +

2 n (17)
A3 AW, =W,
2a+v)kjﬂ

'—‘N
WN

2> AW, AD K
2(1 S Z 2 z kJ 2(1

k J=1

JZ ADW, =Q%Y, (18)

Las ecuaciones analogas de cuadratura correspondientes a las ecuaciones de
compatibilidad de los desplazamientos se obtienen a partir de las ecuaciones (4, 5) y se
expresan en la forma:

iy ZA Wiy +1 ZA(O) i (19)

—z A<°> ¥, +Z;A<1°j) ¥, =0 (20)
=

Las ecuaciones analogas de cuadratura de las ecuaciones de compatibilidad de los
esfuerzos internos se obtienen a partir de las ecuaciones (8, 9) y resultan:

K ) K (0)
_“(k—n[('\'(k—nnm 2(1+V)JZA W(k‘l)j_2(1+v)zlA lP(k—m]
@\ 0)
o [ Mgy [, gy B v o

(21)
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(k—l) ZA(l) lP(k—l)] k ZA(D \IJ (22)

(kl) j=1 k =1

Las ecuaciones analogas de las condiciones de borde en la union de la viga con el eje de
giro se establecen a partir de las ecuaciones (10,12) y resultan:

Z ADW,, (23)

ZA(O’ Y- ZA(” = (24)

1 j=1

Mientras que para el borde exterior libre, se obtienen a partir de las ecuaciones (15, 16),
siendo:

n n

K K
AW Ay =0 25
2(1+v)Z 4 "k 2(1+v)z 4 "k (25)

j=1 j=1

> AV Y, =0 (26)

=

La forma de obtener el conjunto de coeficientes de ponderacion A(lqj), y las reglas de

cuadratura aplicadas en las ecuaciones precedentes es comun a todas las aplicaciones del
método y se detalla en el apéndice del presente trabajo (Bert and Malik, 1996).

El conjunto de ecuaciones (17-26) permite obtener los coeficientes de frecuencia buscados,
si bien previamente se requiere reordenar adecuadamente el sistema de ecuaciones resultante,
(Felix et al, 2008).

3 RESULTADOS NUMERICOS

En todos los ejemplos presentados se adopta el coeficiente de Poisson v=0.3 y la
relacion adimensional E/xG =3.059, que corresponde aproximadamente a una seccion
rectangular.

Previamente se realiz6 un analisis de convergencia del MCD con el fin de elegir el namero
adecuado de nodos de malla en cada tramo de la viga. Los resultados del andlisis de
convergencia se muestran en la Tabla 2.

El ejemplo de la Tabla 2 corresponde a los datos: =5, v=0.3; |,=0.6 |,=04;

a,=0.6;s =30;s,=50;(seccion I, ver figura 2b).
Se observa en la misma que n=15 nodos por tramo resulta un valor adecuado para el

presente estudio y en consecuencia, es el valor adoptado en este trabajo en todos los mallados
realizados al utilizar el MCD.
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K n Q, Q, Q, Q, Q,
5.33799 17.7971 41.5950 79.2193 118.955
| 1| 3789 17.7930 41,5617 79.0950 119.934
15 | 5.33789 17.7930 41,5617 79.0949 119.939
19 | 5.33789 17.7930 41,5617 79.0949 119.939
7 | 6.29901 19.4588 445184 81.8052 121.894
11 | 6.29856 19.4525 44.4937 81.6186 122.739
10
15 | 6.29856 19.4525 44.4937 81.6185 122.744
19 | 6.29856 19.4525 44.4937 81.6185 122.744
7 | 6.78598 20.6676 47.3472 84.7732 125.853
11 | 6.78533 206594 | 47.3386 84.5463 126.521
100
15 | 6.78533 206594 | 47.3387 84.5462 126.527
19 | 6.78533 206594 | 47.3387 84.5462 126.527
7 | 6.85497 20.8650 47.8797 85.3901 126.768
11 | 6.85429 20.8564 | 47.8752 85.1605 127.401
1000
15 | 6.85429 20.8564 | 47.8752 85.1604 127.407
19 | 6.85429 208564 | 47.8752 85.1604 127.407
7 | 686295 20.8883 47.9440 85.4659 126.882
11 | 6.86227 20.8796 47.9400 85.2361 127.511
o0
15 | 686227 | 208796 | 47.9400 | 852360 | 127.517
19 | 686227 | 208796 | 47.9400 | 852360 | 127517

Tabla 2: Aplicacién del MCD: analisis de convergencia de los coeficientes de las primeras frecuencias en la viga
escalonada de dos tramos que se muestra en la figura 2b, n indica el nimero de nodos adoptados por tramo.

La siguiente tabla presenta comparaciones de los valores de frecuencia. fundamental de
una viga Timoshenko de seccion uniforme, elasticamente vinculada en un extremo y libre en
el otro. Las primeras dos columnas corresponden a valores hallados en la literatura, la tercera
a resultados obtenidos mediante el MEF (ALGOR, 2001), y la cuarta a resultados obtenidos
mediante el MCD. Se destaca la excelente concordancia entre los resultados de las diferentes
metodologias.

K 2
Lee, 1993 | Maurizi et al, 1990 | MEF ! MCD
1 15537 | 15520 | 155198 | 155200
10 2.9556 | 2.9444 | 2.94437 | 2.94442
100 34200 | 34132 | 341321 | 341327
1000 3.4892 i 3.4729 i 3.47295 i 3.47302
o0 3.4961 | 3.4798 § 3.47977 § 3.47984

Tabla 3: Viga Timoshenko de seccidn uniforme, elasticamente vinculada. Comparacién con bibliografia:
v=03, E/xG=3.059, s=30.
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En los modelos resueltos con el MEF se utilizé una malla de 1000 elementos de igual
longitud con la cual se logra una buena convergencia.
En la Tabla 4 se presentan los coeficientes correspondientes a las primeras 5 frecuencias,
de una viga uniforme calculados mediante el MCD y mediante el MEF, para el caso en que la
viga no rota (7 =0).

Q, Q, Q, Q, Q,
K MCD A% MCD A% MCD A% MCD A% MCD A%
MEF MEF MEF MEF MEF
, | 155200 00013 15.6677 00026 46.0112 00037 87.4271 00045 135.816 00110
1.55198 ! 15.6673 ! 46.0095 ! 87.4232 135.801
2.94442 | 18.3735 | 49.3536 | 90.5429 | 138.480 |

1015 94437 5'0'0017 18.3731 | 00022 /9 3503 : 00026 44 5404 § 00028 130 467 : 0.0094
3.41327 ! 20.2524 ! 52.6413 ! 94.3512 142.157 !

100 1-0.0018 1-0.0020 1-0.0019 1-0.0017 1-0.0084
3.41321 ! 20.2520 ! 52.6403 ! 94.3496 ! 142.145
3.47302 ! 20.5537 | 53.2645 | 05.1758 | 143.028 !

1000 5 47095 5'0'0020 20.5533 | 000191 3 5635 i 000191 oc 1742 i 000171 43 015 i 0.0091
3.47984 20.5892 ! 53.3398 | 95.2778 ! 143.138 !

1-0.0020 1-0.0019 1-0.0019 1-0.0016 1-0.0091

* 1347977 | 20.5887 ! 53.3388 ! 95.2763 ! 143.125

Tabla 4: Viga Timoshenko de seccidn uniforme, elasticamente vinculada.

v=0.3, E/xG=3.059, s=30.

El analisis de la viga uniforme se completa mediante el célculo de los coeficientes de las
primeras frecuencias de la viga rotante, adoptando para el pardmetro de velocidad de rotacion,
el valor 7 =5. Los resultados se muestran en la Tabla 5.

Tanto en la Tabla 4 como en la Tabla 5 se han calculado en columnas adicionales, las

diferencias porcentuales relativas entre los resultados de ambas metodologias, observandose
una excelente concordancia.

Q, Q, Q, Q, Q,

K MCD A% MCD A% MCD A% MCD A% MCD A%
MEF | MEF | MEF | MEF | MEF |

1 5.23003 50.2076 19.9511 50.1326 50.3514 50.0714 92.0329 0.0744 140.781 50.0859
5.24091 | 19.9776 | 50.3874 | 92.1014 | 140.902 !
5.93885 | 22.0725 | 53.3496 | 94.9662 | 143344 |

10 +0.1866 10.1214 10.0764 + 0.0824 +0.0927
5.94995 | 22.0993 | 53.3904 | 95.0445 | 143.477 |
6.32327 | 23.7112 | 56.3921 | 98.5791 | 146.877 |

1001 633496 | 01%%| 237306 | 1% | 56.4404 {°7%°7| 08.6730 | %% | 147033 (01%%
6.37932 | 23.9883 | 56.9824 | 99.3688 | 147.716 |

1000 10.1848 10.1196 10,0877 ' 0.0996 10.1097
6.39113 | 24.0170 ! 57.0324 | 99.4678 ! 147.878 |
6.38584 | 24.0212 | 57.0541 | 99.4668 | 147.822 |

10.1848 10.1199 +0.0880 + 0.1000 10.1103
* | 6.39766 | 24,0500 | 57.1043 | 99.5663 | 147.985 |

Tabla 5: Viga Timoshenko rotante, de seccién uniforme, elasticamente vinculada.
n=>5,v=03, E/xG=3.059, s=30.
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También se analizaron modelos de viga escalonada. En este caso se adoptaron los modelos
de dos tramos que se muestran en las figuras 2b, ¢ y d. Entre otros efectos, la remocion de
parte del material del elemento estructural considerado puede provocar su rigidizacion, (Laura

et al, 2001).
Q, Q, Q, Q, Q,
K MCD | o, MCD | Lo MCD | 4 MCD | o MCD | 4,
MEF | MEF MEF MEF ! MEF
1 1.87660 ' 0.0016 13.9155 ' 0.0029 37.3694 ' 0.0021 75.1997 ' 0.0027 115.555 ' 0.0017
1.87657 | 13.9151 ! 37.3686 ! 75.1977 | 115.553 |
3.56497 | 15.8881 | 40.6585 ! 77.8599 ! 118.471 |
10 1-0.0020 1-0.0031 1-0.0020 1-0.0027 1-0.0025
3.56490 ! 15.8876 40.6577 ! 77.8578 | 118.468
4.12742 17.1840 ! 43.7365 | 80.9035 | 122.395 |
100 1-0.0022 1 -0.0029 1-0.0021 1-0.0027 1-0.0025
412733 ! 17.1835 ! 43.7356 ! 80.9013 | 122.392
4.19850 | 17.3851 | 44.3031 81.5342 ! 123.304 |
1000 1-0.0021 1 -0.0023 1-0.0020 1-0.0027 1-0.0024
4.19841 ! 17.3847 | 44.3022 ! 81.5320 | 123.301 !
4.20661 ! 17.4087 ! 44.3713 | 81.6116 ! 123.418 !
1-0.0021 1 -0.0029 1-0.0020 1-0.0027 1-0.0024
% | 4.20652 | 17.4082 | 44.3704 | 81.6094 | 123.415 |
Tabla6: =0, v=0.3; E/«G=3.059;1,=0.6; 1,=0.4; a,=0.6; s,=30; s, =50; (secc. I, ver figura 2b).

Para el primero de los modelos de viga escalonada adoptados (figura 2b), se obtienen
también resultados mediante la aplicacion del MEF. Los resultados correspondientes se
presentan en la Tabla 6 para la viga sin rotacion (7=0), y en la Tabla 7 para el caso de la

viga rotante con n7=5.

Q, Q, Q, Q, Q,

K MCD A% MCD A% MCD A% MCD A% MCD A%
MEF MEF MEF MEF | MEF

1 | 233789 1 ooz | 17:7980 11 1130| 419617 1) g5 | 79-0949 1 ey | 1199394 4 a1
5.34877 | 17.8131 | 41.5906 | 79.1403 | 120.013 |
6.29856 ! 19.4525 44.4937 | 81.6185 ! 122.744

101 630852 1018 | 19,4705 10108 | 445049 (00701 g1 6687 | 0O | 197 gp7 | O0OTO
6.78533 | 20.6594 ! 47.3387 | 84.5462 | 126.527 |

100 10.1489 10.1002 10.0744 | 0.0686 | 0.0790
6.79543 20.6801 47.3739 | 84.6042 ! 126.627
6.85429 20.8564 ! 47.8752 | 85.1604 ! 127.407

1000 10.1479 10.1002 10.0756 '+ 0.0705 1 0.0816
6.86443 20.8773 ! 47.9114 85.2204 127.511
6.86227 20.8796 ! 47.9400 ! 85.2360 127.517

10.1479 1 0.1006 10.0757 ! 0.0706 ! 0.0823
* | 6.87242 ; 20.9006 47.9763 | 85.2962 | 127.622

Tabla7:7=5, v=0.3; E/xG=3.059; |,=0.6;1,=04; «,=0.6; s,=30; s, =50; (secc. I, ver figura 2b).

En la Tabla 8 se comparan los coeficientes de las primeras frecuencias que corresponden a
los distintos modelos de viga escalonada adoptados con seccion I, 11y 111, para =0, yen la

Tabla 9 se efectiia una comparacion analoga para 7 =5, (ver figura 2).

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXVII, pags. 1957-1973 (2008)

K Secc Q, Q, Q, Q, Q,

I 1.87660 13.9155 37.3694 75.1997 115.555

1 I 1.88044 15.3638 41.4541 81.6381 125.689

1" 1.88241 16.3965 46.0345 87.4545 134.821
N | | 356497 | 158881 | 406585 | 77.8599 | 118471 |

10 I 3.59751 17.6711 44,7071 84.6002 128.424

M 3.61616 19.0001 49.3739 90.4712 137.569
N | | 412742 | 171840 | 437365 | 809035 | 122395 |

100 1 4.18181 19.2447 47.8515 88.0982 132.172

1" 4.21342 20.8411 52.6796 94.1437 141.375
N | | 410850 | 17.3851 | 443031 | 815342 | 123304 |

1000 I 4.25630 19.4935 48.4412 88.8383 133.053

" 4.28995 21.1377 53.3082 94.9369 142.278
N | | 42061 | 17.4087 | 443713 | 816116 | 123418 |

o0 1 4.26481 19.5227 48.5123 88.9294 133.163

1" 4.29870 21.1727 53.3842 95.0350 142.392

1967

Tabla 8: Viga Timoshenko, de 2 tramos, elasticamente vinculada, 7 =0, E/xG =3.059, v=0.3, |, =0.6,
,=04, a,=0.6, s, =30:(Secc. I: s, =50, Secc. Il: s, =38.7298, Secc. llI: s, =30)

K Secc Q, Q, Q, Q, Qs

I 5.33789 17.7930 41.5617 79.0949 119.939

1 1 5.33667 18.8954 45.3082 85.3239 129.751

1l 5.33429 19.7506 49.5873 90.9928 138.705
] | | 620856 | 19.4525 | 444937 | 816185 | 122744 |

10 I 6.30308 20.8240 48.2649 88.1298 132.406

1l 6.30406 21.9236 52.6606 93.8638 141.379
] | | 678533 | 206594 | 47.3387 | 845462 | 126527 |

100 I 6.79671 22.2653 51.2053 91.4778 136.044

1l 6.80206 23.5924 55.7758 97.3845 145.080
] | | 685420 | 208564 | 47.8752 | 851604 | 127.407 |

1000 1 6.86691 22.5038 51.7680 92.1933 136.901

1l 6.87306 23.8728 56.3788 98.1511 145.960
] | | 686227 | 208796 | 47.9400 | 852360 | 127517 |

o0 1 6.87504 22.5321 51.8361 92.2817 137.009

1l 6.88129 23.9061 56.4520 98.2461 146.071

Tabla 9: Viga Timoshenko rotante, de 2 tramos, elasticamente vinculada., n =5, E/xG =3.059, v =0.3,
L=06,1,=04, ¢,=0.6, s,=30: (Secc. I: s, =50, Secc. Il: s, =38.7298, Secc. Ill: s, =30).
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En la figura 4 se grafican los valores de los coeficientes de las primeras frecuencias versus
el parametro de rotacion 77, en el rango de 0 a 10, en una viga de seccion uniforme. Las

diferentes curvas en cada grafico corresponden a diferentes valores de rigidez de la
vinculacion elastica.

Q1 Q2
12 35
Z 32.5F
10 -
. A 7 30 ;
275 ]
6 o 25| Ko
. ?// 25l L //
—
N 2 T~
17.5 =T
__//
0 2 4 6 8 0 0 2 4 6 8 0
Q3 Qg
70 115
65 110 /’
Vs e
60 ] 105 =%
K:/OO/ // 100 Koo 1
55 — ]
‘ //// 95 // //
50 L
=T K=10_+—T ||
L [K=1 90 ]
45 n L —K=1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Qs
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140 K-10_—" ||
—TK=1
135 n
0 2 4 6 8 10

Figura 4: Coeficientes de las primeras frecuencias versus la verotacion, en una viga rotante de seccién uniforme
(figura 2a), para diferentes valores del parametro de rigidez a flexion K de la unién viga-eje de giro.
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Un estudio similar se realizo en el caso de la viga escalonada de seccion transversal que se
definio: “escalonada modelo 17, (ver figura 2b), y los resultados se presentan en la figura 5.

Q1 Q2
12 30
10 // 2751 ok
g // 251 P /
K=o [ 1
] % A 22.5 N e
/// 20 | L~
T 1
4 — 10, 175 —— 1 _+— | —
2 15 19—
/
n 12.5 n
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Q3 Qaq
60 100
95
55
- e T
50 % T T
K:co/ / K=o~
] T 85
45 ] | — —_—
/ K:].O/
80
k=10 _—+—71 | — —
40 — 75 //Kzl
1l —TK-1
0 2 4 6 8 0 ! 0 2 4 6 8 0
Qs
140 >
135 > /
130
125 Kol 17
//
_ L]
120 K=10
/
LT _
115 [ [K=1
0 2 4 6 8 0

Figura 5: Coeficientes de las primeras frecuencias versus velocidad de rotacién, en una viga escalonada de dos
tramos (figura 2b), para diferentes valores del pardmetro de rigidez a flexion K de la unién viga-eje de giro.

Los resultados obtenidos muestran que tanto para la viga uniforme como para la
escalonada los incrementos en el coeficiente correspondiente a la frecuencia fundamental,
cuando se incrementa la velocidad de rotacion de la viga, son considerablemente mas
elevados que los correspondientes a las frecuencias superiores.

Ademas este efecto es alin mas notable cuando la rigidez a flexion de la unién entre la viga
y el eje de rotacion se reduce. Por ejemplo, en las figuras 4a y 5a se observa que el
incremento es del orden de un 200 % para K — ooy del orden de un 400 % para K =1,
comparando los valores de 77 =0 con los correspondientesa 7 =10.
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En la figura 6 se plotea el coeficiente de frecuencia fundamental versus el coeficiente de
rigidez a flexion de la union de la viga al eje de rotacion, en una viga uniforme y en la viga
de 2 tramos definida como: “escalonada modelo 1”, para el caso de la viga sin rotacion
(n=0), yen lafigura 7 se muestra un grafico analogo para el caso de la misma viga rotando

con n=5.

5
Viga || escalonada JUE
4 o
e | Bl
iR
3 y
o e i iga | Uniforme
G //li 5|
2 “ll/
Y J“
12
=4
§
0.1 1 10 100 1000 10000

K

Figura 6: Coeficiente de frecuencia fundamental versus el coeficiente de rigidez a flexién de la unién viga-eje
de rotacion, en una viga de seccion transversal uniforme, y en la de 2 tramos, (modelo I), ambas sin rotar

(7=0).
7
o Ho——
Viga| escal J ada ¢/
J ,,ii‘ /'./"/ o0 | EPNEY
/ Ai‘ -
CF /i’ o VlgaL uniiforme
5.5 I 1
u‘://"/
g @S
5| e—=%
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Figura 7: Coeficiente de frecuencia fundamental versus el coeficiente de rigidez a flexion de la unién viga-eje
de rotacion, en una viga de seccion transversal uniforme, y en la de 2 tramos, (modelo 1), ambas en rotacién

(n=5).

Los gréficos de la figura6 (7=0) y de la figura 7 (7 =5), muestran que los cambios mas

significativos en el valor del coeficiente de frecuencia fundamental se producen para el rango
de valores de K que va de 0.1 a 100, manteniéndose luego la curva aproximadamente
horizontal, pues para valores de 100 o mayores el vinculo puede ser considerado como rigido.
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CONCLUSIONES

Tanto el MEF como el MCD, propuesto en el presente trabajo, muestran ser herramientas
de célculo adecuadas para el anélisis de vibraciones de vigas rotantes y se ha obtenido
excelente concordancia entre los resultados obtenidos con ambos métodos. EI MCD,
obviamente con menos desarrollo que el MEF, se caracteriza por su elevada velocidad de
convergencia y el escaso esfuerzo computacional requerido.
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APENDICE

Determinacion de los coeficientes de ponderacion utilizados para obtener las ecuaciones
analogas de cuadratura del MCD.

A continuacién se resumen las principales expresiones utilizadas para obtener los
coeficientes de ponderacion en el MCD. Se adopta un mallado irregular aplicando el mallado
de Chebyshev-Gauss—Lobato, que muestra buen grado de precision y de convergencia de los
resultados, (Shu and Chen, 1999), segun el cual las coordenadas de los nodos del mallado se
definen como:

. - 1-cos[(i-1)z/(n-1)]
L 2
siendo n el nimero de puntos de malla en cada tramo. Con las coordenadas espaciales de los
puntos de malla se calculan polinomios de Lagrange en dichos puntos.

(A.1)

n

H(xi)= H (xi—xj) (A.2)

j=1 i
A su vez los polinomios de Lagrange permiten determinar los coeficientes Ai(lj’
correspondientes a las derivadas de primer orden (Bert and Malik, 1996).
O (A.3)
b Gix ()

Como puede observarse en la expresion (A.3), solo pueden obtenerse los coeficientes en
que i# j. Los coeficientes de la diagonal se obtienen como se indica en la expresion (A.4).

) _ . ®
Aii __'12;' Aij (A'4)
=L j#i

Los coeficientes de ponderacion correspondientes a las derivadas de orden superior se
calculan mediante las siguientes expresiones recursivas:

(9-1)
A

X — X

A1(jq) _ A(iQ—l) Ai(jl) _ (A.5)
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A0 _ Z A (A.6)

con j#i

Las ecuaciones analogas de cuadratura diferencial pueden obtenerse mediante las reglas de
cuadratura siguientes:

d(Q)VV n

| =2 AW (A7)
d(Q)\P n

| =2 A (A8)

Las cuales se aplican al sistema de ecuaciones gobernantes del modelo.
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