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Resumen. El uso de una malla compuesta algebraica de elementos finitos puede resultar de utilidad
para estimar errores de discretizacion e incluso obtener una solucién mejorada sin elevar el costo compu-
tacional. Esta técnica surge de una analogia con la teoria de mallas compuestas geométricas.

Lo que el método propone consiste en resolver, sobre una malla dada, un sistema lineal cuyo operador
resulta de una combinacidn lineal de operadores definidos en mallas con distintos grados de refinamiento
y definidos sobre la malla més fina de manera adecuada. Las distintas mallas poseen nodos en comiin,
los cuales vinculan sus respectivos operadores.

En este trabajo se desarrolla el método de malla compuesta algebraica para mejorar la solucién
numérica obtenida por el método de elementos finitos. Se presentan ejemplos sobre problemas elipti-
cos en dominios 2D. El método no se restringe a casos bidimensionales, también puede extenderse a
problemas 3D. Mediante la técnica propuesta, la mejora de las soluciones puede obtenerse sin incremen-
tar apreciablemente el costo computacional del problema.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se presenta una nueva técnica de malla compuesta algebraica donde cada
componente de la mezcla representa una malla con diferente error de aproximacién. Dada una
malla de elementos finitos se obtiene una nueva malla con nodos en comun con la primera,
donde luego de llevar a cabo dicha composicién puede obtenerse una solucién mejorada con
respecto a la solucion obtendida a partir del comportamiento individual de 1la malla inicial y sin
elevar significativamente el costo computacional.

La técnica de malla compuesta algebraica (ACM) es la version algebraica de la propuesta de
mezcla de mallas (Bergallo et al., 2000). Partiendo de una malla de elementos finitos, la nue-
va malla con la que se llevard a cabo la mezcla proviene de la aglomeracién de elementos de
aquella. Tal aglomeracién se obtiene mediante la ultilizacion de técnicas del método Multigri-
lla Algebraico. En particular, en este trabajo se emplea una modificacién al procedimiento de
construccion de macroelementos propuesta por Okusanya (2002). Dados entonces los elemen-
tos de la primera malla, mediante dicho algoritmo se aglomeran adecuadamente los elementos
de la misma de forma tal de obtener una nueva malla donde los elementos no necesariamente
preservan la forma geométrica de la malla inicial. El sistema lineal resultante luego de utili-
zar la técnica de malla compuesta, puede resolverse mediante un método directo o un método
iterativo, tal como el método Multigrilla (Sarraf et al., 2007).

Ya ha sido mostrado que es factible utilizar la técnica de malla compuesta geométrica sobre
mallas no estructuradas (Sarraf et al., 2007). En el siguiente trabajo se presenta la técnica de
malla compuesta algebraica de elementos finitos en general para mallas no estructuradas y se
muestran algunos problemas test elipticos, discretizados sobre mallas estructuradas, donde se
analizan los errores de discretizacion. El sistema lineal de ecuaciones resultante se resuelve
mediante un método directo.

2. ELEMENTOS DEL METODO MULTIGRILLA ALGEBRAICO

Sea el problema representado por la siguiente ecuacion diferencial eliptica

Vo (ux)Vu) = —f(x), enf (1)
gD, sobre I'p

u

p(x)Vu-n = gy, sobre Iy

donde el dominio © € R, con nde el nimero de dimensiones espaciales, estd acotado por
la frontera I' formada en general por una porcién con condiciones Dirichlet I'p y una con
condiciones Neumann I'y = I" \ I'p; y la funcién f(x) es dato.

Discretizando la ecuacion (1) se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Apu, = by, (2)

Los operadores discretos que derivan de los métodos como Elementos Finitos, Diferencias Fi-
nitas, etc., tienden a ser grandes sistemas de ecuaciones con matrices de tipo sparse que se
adaptan adecuadamente a los esquemas iterativos. La aplicaciéon de dicho esquema o suavi-
zador S(u), by, Ay, n) a la solucion del sistema (2) resulta en una mejor estimacion u} a la
solucion luego de un nimero n dado de iteraciones, partiendo de la aproximacion incial u). Se
define el error por iteracion como

e, =u; —uy 3)
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Dado que uj representa una aproximacion a la solucion, no satisface la ecuacion (2) exacta-
mente, pudiéndose definir el residuo 75, como

T, = by, — Apuj 4)

Calculando la diferencia entre las ecuaciones (2) y (4) y utilizando la linealidad del operador
discreto se obtiene

Th — Ah(—eZ) (5)

Utilizando las definiciones previas, se describe brevemente a continuacién cémo trabaja el
método Multigrilla. La idea bdsica es el cdlculo de correcciones al error e sobre una grilla
gruesa () partiendo del conjunto de ecuaciones que surge de la discretizacién de una EDP
(Ecuacioén Diferencial a derivadas Parciales) sobre una grilla fina €2;,. Especificamente, se con-
sidera un operador de restriccion Ry, : R" — R"#, donde n;, > ny son las dimensiones de
los espacios de dimension finita asociados con las grillas €2}, y €25 respectivamente. Se define

. h
entonces la componente oscilante €,”*?" del error e} como las componentes para las cuales

h
Rye,”" =0 (6)
de forma tal que las componentes suaves del error €{™°°"" son simplemente el complemento.

Esto asegura que la transferencia del error a la malla gruesa involucra sélo la componente suave
del mismo. Luego, la aplicacion de un suavizador S (u‘,)l, by, Ay, n) ala estimacién actual de
la solucién implica que el suavizador elegido sea efectivo en la eliminacién de ezough. Una
representacion de la ecuacion (5) en la malla gruesa que puede resolverse mas eficientemente

es
AHGTIL{ = —-Rym, (7

donde Ay y e son las representaciones en la malla gruesa de A, y e} respectivamente. La
correccion del error e, calculada sobre la malla gruesa es ahora interpolada a la grilla fina y
utilizada para actualizar la solucién mediante el operador de prolongacién Py, : R"# — R™,

u;, — u; — Prey; )
2.1. Operadores de Interpolacion y Restriccion

Todo algoritmo Multigrilla requiere una aproximacion del operador de la grilla fina dentro
del espacio de la malla gruesa. L.a matriz correspondiente a dicho espacio se denomina Ay y se
calcula mediante la siguiente relacion algebraica recursiva

Apy1 = RpApPy 9)

donde, si bien los operadores Ry y Py son independientes, la eleccion R, = P! minimiza
el error de la solucién medido en norma-A luego de las correcciones a la grilla gruesa para
operadores simétricos y definidos positivos (Briggs et al., 2000). Dada la ecuacion (9), se supone
independientes a los operadores Ry y Pj. Sea v la correccidn sobre la grilla gruesa y sea uy
la solucién actual estimada sobre la malla fina. El error en la solucién luego de la correccion
serd entonces

e, =U; + Pyvi — A by, (10)
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Si se mide el error en norma-A y se minimiza, se obtiene que

min ||ek||Ak = min(ﬁk + kak+1 — A;lbk)tAk(ﬁk + kak—i-l — A,;lbk) (11)
Vik+1 Vik+1

Diferenciando la forma cuadratica resultante con respecto a v, y aplicando las condiciones
estacionarias se tiene

PlL(Ay + AL (U + Prvi — A'by) =0 (12)
Considerando una matriz A simétrica, puede resolverse facilmente para obtener
Vi1 = (PLALP,) TP (b, — Auy) (13)
La matriz Hessiana resultante para la ecuacion (11) es
H = 2P AP, (14)

lo que muestra que la ecuacion (13) es un minimo cuando A, es definida positiva. La correccién
de la malla gruesa para el algoritmo Mulrigrilla lineal es (Briggs et al., 2000)

Vi1 = (Ags1)  Ry(bp — Agtig) (15)
Comparando las ecuaciones (9), (13) y (15) se obtiene que
R, = P} (16)

No puede llevarse a cabo el mismo razonamiento para una matriz no simétrica. Esta eleccion de
los operadores de interpolacion tiene también la ventaja de que s6lo uno de los operadores debe
construirse. Este método algebraico para la construccion del operador en el espacio de la malla
gruesa se denomina Galerkin Coarse Grid Approximation (GCA).

Cuando se aplica el método de Elementos Finitos, la tasa de convergencia independiente
del tamafio de la malla para la formulacién Multigrilla (GCA) utiliza una regla fundamental de
precision de los operadores de interpolacion (Brandt, 1977; Wesseling, 1992) que se enuncia a
continuacion:

Regla del Orden de Interpolacion: Sean mp y mp el orden (el grado incrementado en una
unidad) de los polinomios que son interpolados exactamente por los operadores de prolongacion
P y restriccion R respectivamente, y sea 2m el orden de la ecuacion diferencial. Una condicion
necesaria para obtener convergencia independientemente de la malla es que

mp +mpgr > 2m (17)

Con la idea de obtener tasas de convergencia independientes de la malla, los subespacios
deben satisfacer ciertas propiedades (Chan et al., 1997). Este andlisis se extiende a la tasa de
convergencia de un método Multigrilla cuando la definicién del espacio €2 se obtiene mediante
interpolacion en el espacio §2;,_;. Luego, estos espacios de Multigrilla deben satisfacer las si-
guientes propiedades de estabilidad y aproximacion para asegurar dicha tasa independiente de
la malla:

|Ru|179

IRu = ullog

Clul1q, (estabilidad)  Vu e H™(Q) (18)

<
< Chlu|iq, (aproximacién)  Vue H"(Q) (19)
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donde R es algtin operador continuo de proyeccion o interpolacion sobre los subespacios rela-
cionados con Ry, y C' una constante.

Una técnica efectiva para la construccién de los operadores que satisfacen las citadas pro-
piedades es la técnica de aglomeracion (Lallemand et al., 1992; Koobus et al., 1994), la cual
se basa en la fusion de elementos vecinos de la malla fina para formar macroelementos de la
malla gruesa. Esto provee una técnica natural y automdtica para la construccion del espacio
correspondiente a la grilla gruesa. Esta técnica definida sobre el espacio de elementos finitos
puede estar basada en los vértices (denominada nodal) (Hutchinson y Raithby, 1986) o basada
en los elementos (Brezina et al., 2000; Jones y Vassilevski, 1999). La eleccion de aglomeracion
elemental estd motivada por la necesidad de alcanzar mayor precisién en los operadores de
interpolacion (Chan et al., 1997).

La utilizacion de la aglomeracion nodal para la construccion de los operadores de interpola-
cion define la restriccion como el operador de inyeccion, el cual viola la propiedad de estabilidad
y, para el caso de la ecuacioén de Laplace, no se satisface la ecuacion (17), resultando en una
tasa de convergencia subdptima (Mavriplis, 1995).

3. ESPACIO DE LA MALLA GRUESA MEDIANTE AGLOMERACION

Dado que la técnica de aglomeracion nodal resulta en una convergencia subdptima debido a
que viola la ecuacion (17) cuando se aplica a ecuaciones diferenciales de orden superior, una al-
ternativa es la técnica de aglomeracion elemental que permite construir ficilmente interpolantes
de mayor orden que si satisfacen la regla del orden de interpolacion.

El algoritmo se basa en la fusién de elementos en macroelementos junto a una adecuada
definicion de la topologia de la malla gruesa y las funciones de base (Chan et al., 1997). La
idea detréds de esta propuesta de aglomeracion elemental es la reduccion de la anisotropia de la
malla, lo cual serd importante en el futuro para problemas de conveccion-difusion. La diferencia
principal de este método con la primeras propuestas es que los elementos de la malla gruesa no
se convierten en elementos estandar mediante una retriangularizacion, sino que son poligonos
generales formados por la aglomeracion de elementos de la malla fina.

La topologia de la malla gruesa se construye particionando los elementos en grupos de ma-
croelementos. Una macroarista (macroedge) se define como la coleccion ordenada de las aristas
de la malla fina que son compartidas por dos macroelementos vecinos. Para completar la defi-
nicion del grafo de la malla gruesa, se eligen los nodos de la misma como aquellos nodos de
la malla fina donde se unen tres 0 mds macroaristas. Los macroelementos con exactamente dos
nodos de la malla gruesa se modifican mediante la incorporacién de nodos adicionales utilizan-
do nodos de la malla fina que yacen en la macroarista que conectan estos dos nodos, como se
observa en la figura 1.

3.1. Algoritmo de Aglomeracion Elemental

El algortimo utilizado en este trabajo consiste en una modificacién del algoritmo de aglo-
meracion elemental propuesto por Okusanya (2002). El mismo se basa en la remocién de la
anisotropia de la malla utilizando las longitudes de las aristas elementales de manera que la
geometria de los espacios correspondientes a la malla gruesa se definan en funcion de la malla
fina. Es decir, las longitudes de las macroaristas son simplemente la suma de las longitudes de
las aristas de los elementos de la malla fina que componen el macroelemento correspondiente.
Cuando no se especifica la geometria de la malla fina, entonces la técnica se torna topoldgica-
mente pura, donde los elementos se asumen isotropicos o equildteros. La decision de aglomerar
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Fine Grid Node

Support Coarse Grid Node

/ P~

Macroelement Macroedge Coarse Grid Node

Figura 1: Topologia de la malla gruesa con macroelementos excepcionales

dos elementos vecinos se determina mediante un concepto de conectividad geométrica denomi-
nado skew macroelemental.

Definicion 1: Skew Macroelemental. Para un macroelemento definido mediante un poligono
general de n lados, se denomina skew macroelemental a una medida de la anisotropia que se
define como el area del poligono dividida por el drea de un poligono de n lados isotrépico con
el mismo perimetro.

En casos extremos, esta medida es cero para poligonos con vértices colineales y unitaria para
poligonos isotropicos de n lados. El concepto de skew macroelemental puede extenderse a 3D
mediante una adecuada redefinicion.

Las dreas macroelementales se calculan simplemente como la suma de los elementos aglo-
merados. De esta manera se define un concepto de conectividad basada en las aristas y denomi-
nado edge skew.

Definicion 2: Edge Skew. Para un elemento que limita con un macroelemento/elemento median-
te una de sus aristas, se denomina edge skew como el skew macroelemental del macroelemento
que podria crearse si el elemento se fusiona con el macroelemento/elemento a lo largo de esa
arista.

Algoritmo de Construccion Macroelemental

» Paso 0: Se considera el grafo de lamalla G = (V; F) y se calcula la longitud de los lados
del conjunto de aristas F.

= Paso 1: Se obtiene el elemento semilla: Si no hay elemento semilla en la cola, se elige
cualquier elemento adecuado que no pertenezca a algin macroelemento.
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» Paso 2: Se lleva a cabo la adicién de elementos alrededor del elemento semilla. Se fusio-
nan los elementos vecinos con edge skew mayor que una fraccion previamente especifi-
cada (tipicamente 0.75) del edge skew promedio en la malla.

» Paso 3: Agregar a la cola los elementos semilla. Se colocan nuevos elementos semilla en
la cola para continuar el algoritmo. Estos se eligen como aquellos elementos que compar-
ten un vértice pero no una arista con el ultimo macroelemento creado. En 3D, este paso
se extiende a los elementos que comparten un vértice y/o una arista pero no caras con el
macroelemento.

= Paso 4: Se repite el Paso 1 hasta que, o bien todos los elementos pertenezcan a un ma-
croelemento, o no haya mas elementos semilla.

Una vez que el algoritmo termina, es necesario un post-proceso para resolver el problema de
los elementos sliver, los cuales son elementos de la malla fina que no han sido originalmente
escogidos por el algoritmo para formar parte de un macroelemento. La decisién de en cudl
macroelemento incluir estos elementos se lleva a cabo a priori basandose en el edge skew de
los mismos.

En el paso 1 del algoritmo se da la instruccion de elegir un elemento “adecuado”, lo cual re-
sulta ser un tanto vago. De hecho, el modo de seleccionar el elemento semilla adecuado conduce
a resultados totalmente diferentes. Cuando el algoritmo es aplicado a una malla estructurada,
seria deseable recuperar un desrefinamiento 4:1. Justamente, la eleccion del elemento en el paso
1 determinara el éxito de la aplicacion del algoritmo. La implementacion que se utiliza en el
presente trabajo realiza la seleccion del elemento semilla basandose en etiquetas de los nodos,
pudiendo obtener la relacion 4:1 en mallas estructuradas. Sin embargo, la aplicacion del cédigo
desarrollado a mallas no estructuradas no arrojé resultados aceptables.

3.2. Funciones de Base del Espacio de la Malla Gruesa

La construccion de los operadores de interpolacién se facilita mediante la definicion de fun-
ciones de base sobre el espacio de la malla gruesa y se presenta como una extension natural
del algoritmo de elementos finitos sobre estos espacios. Dado que una serie de propiedades
deben satisfacerse para garantizar una buena tasa de convergencia, las mismas se resumen a
continuacion:

» Suavidad: Para garantizar la propiedad de estabilidad (18).
= Aproximacion: Para garantizar la propiedad de aproximacion (19).

» Soporte Pequerio: Para reducir el patron de densidad de los operadores en el espacio de
la malla gruesa.

» Conformidad: Para facilitar el andlisis y la construccion de algoritmos.

» Recursion: Para asegurar que los espacios de la malla gruesa tengan las mismas propie-
dades que los de la malla fina.

Se requiere que las funciones de base satisfagan como minimo las condiciones de estabilidad
(18) y aproximacion (19), preserven la funcién constante y se comporten como interpolantes
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estandar, es decir,

2 =13 Gie) @

La construccion de las funciones de base hace uso de la topologia y de la geometria, si es
provista. Si la geometria no fuese dada los elementos se asumen equildteros, lo que permite ob-
tener un interpolante topolégico puro. Se definen las funciones de base mediante distancias de
interpolacion grafica en la frontera y en el interior, la cudl es geométricamente ponderada para
formar interpolantes més adecuados. Esta técnica es una extension de la interpolacién que hace
uso de la distancia de interpolacion grafica sobre la frontera y una interpolacion constante en el
interior(Chan et al., 1997), lo que genera un interpolante cuasi-lineal como puede verse en la
figura 2. La misma muestra la funcion de base ¢ definida sobre el macroelemento aglomerado
para el nodo de la malla gruesa en x,. Esta funcion de base se construye mediante una inter-
polacion de distancia grafica sobre el macroelemento ponderada con la longitud de las aristas.
La misma satisface la condicién (20) dado que toma el valor unitario en x; y el valor cero en
cualquier otro nodo de la malla gruesa.

CDO=1 CDO=1/2 d=0

0

CDO:2/3 CDO: 1/3

Coarse
Node

90  ®=0  @=0

Figura 2: Funciones de base para el espacio de la malla gruesa basadas en distancia grafica

Como componente del algoritmo de construccién de las funciones de base, se utiliza un al-
gortimo de busqueda llamado Breadth First Search (BFS).

Definicion 3: El algortimo BFS es un algortimo de bisqueda que considera vecinos de un vérti-
ce, esto es, aristas “salientes” del predecesor del vértice en la busqueda, antes de que cualquier
arista “saliente” del vértice, de tal forma que los extremos son buscados en dltimo lugar.

A continuacién se presentan el algoritmo para la construccién del interpolante en el espacio
de la malla gruesa como también los coeficientes del operador de prolongacién Py en 2D. El
operador de restricciéon Ry, se obtiene utilizando la formulacion GCA, i.e. la ecuacién (16).

Algoritmo de Construccion de Funciones de Base

» Paso 1: Para cada macroelemento se crea un subgrafo local. En el proceso, se crea un
orden de las aristas de la frontera de manera que pueda ser recorrida.
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» Paso 2: Se extraen la lista de los vértices interiores y la lista ordenada de los vértices de
la malla gruesa recorriendo las aristas de la frontera.

= Paso 3: Para todos los vértices de la malla fina que yacen entre nodos de la malla gruesa
consecutivos, se construyen datos de longitud de interpolacién ponderados. La longitud
de la macroarista se calcula simultdneamente.

» Paso 4: Interpolacion en los vértices interiores. Para cada nodo de la malla gruesa en el
macroelemento, se lleva a cabo una iteracion del algortimo de busqueda sobre el subgrafo
local con dicho nodo como semilla. Tanto el /evel set como la distancia grafica desde el
macronodo se computa para todos los nodos interiores de la malla fina del subgrafo. Se
calcula la distancia grafica de cada nodo de la malla fina desde los nodos de la malla
gruesa. Para cada nodo de la malla fina, se ponderan estas distancias para que sumen uno.

Algoritmo de Construccion del Operador de Prolongacion

= Paso 1: Para cada nodo de la malla fina ¢ en un macroelemento que corresponde a un
nodo de la malla gruesa j, se define el coeficiente del operador de prolongacién como

Py(i,j) =1 1)

= Paso 2: Para todos los otros puntos de la malla fina 7 en un macroelemento que no corres-
ponda a un nodo de la malla gruesa, dada la longitud ponderada de la distancia gréfica
dist(1, j) desde cualquier nodo j de la malla gruesa, el coeficiente del operador se calcula
como

1
dist(i,))

= 1 (22)
1
Zj dist(i,))

Pk@?]) =

4. TECNICA DE MALLA COMPUESTA ALGEBRAICA

Como fuera puntualizado con anterioridad, el principal objetivo de este trabajo consiste en la
presentacion de la técnica de malla compuesta algebraica aplicable a problemas elipticos. Para
la mezcla, se trabajard con dos mallas, una primera malla fina la cudl surge de la discretiza-
cién del dominio y una segunda malla mas gruesa obtenida a partir de la primera mediante la
aplicacion de las técnicas provenientes del método Multigrilla Algebraico (AMG) presentadas
en la seccion §3. El operador discreto en la malla gruesa se calcula mediante la GCA (véase la
ecuacion (9)).

Dado que una malla compuesta de elementos finitos aplicada a la resolucion de un problema
eliptico puede utilizarse para mejorar una solucién numérica sin elevar en forma apreciable
el costo computacional y, ademds, estimar el error de discretizacién (Bergallo et al., 2000;
Sonzogni et al., 1996; Sarraf et al., 2007), en su version algebraica nuevamente el método
consiste en sustituir el operador discreto por una combinacidn lineal del propio operador y el
correspondiente a una malla mas gruesa. El factor de participacion de cada malla en el modelo
compuesto, es decir, el coeficiente en la combinacién lineal entre las mallas, se introduce de
forma tal de minimizar el error de discretizacion.

Para el computo con la malla compuesta se interpreta que el dominio estd formado por la
superposicion de dos mallas con factores de participacién o'y 1 — a. Con o = 1 se obtiene el
problema original en la malla fina y con oo = 0 se obtiene el problema en la malla mas gruesa.
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Sean Aj,u; = b, el sistema de ecuaciones proveniente de la discretizacién por elementos
finitos para la malla Qh2 y Ajous = bys el sistema andlogo para la discretizacién sobre la
malla Q", (A;u; = b;) completado con ceros para obtener la dimensién requerida. La solucién
aproximada por el método de malla compuesta uy,;, se obtiene del sistema (Sonzogni et al.,
1996)

[OAAQ —+ (1 — Oé)Alz}uhth = Oébg —+ (1 — O[)blg (23)

S. PROBLEMAS TEST

A continuacion se presentan problemas test con solucion exacta, en donde se muestra la apli-
cacion de la técnica de doble malla algebraica. Debido a que el algoritmo para la construccion
de los macroelementos no funcion6 correctamente sobre mallas no estructuradas generales, los
tests fueron resueltos utilizando mallas estructuradas. Si bien la malla gruesa conservo la pro-
piedad de ser estructurada, los operadores discretos sobre la misma fueron obtenidos mediante
la GCA utilizando los operadores de proyeccion y restriccion presentados.

5.1. Problema de Poisson

Se propone como primer ejemplo, resolver por el método de elementos finitos el siguiente
problema:

i @
donde f es el polinomio
f(z,y) = (=25002* + 40502 — 19052 + 237)y(250y* — 525¢° 4 340y* — 69y + 4)
+(2502* — 6752% + 63527 — 237 + 27)x(—2500y° + 3150y* — 1020y + 69) (2)
La solucion exacta del problema esta dada por:
(e, ) = 319502z~ 1)z~ )z — )& — 10)uly ~ Dy~ )y~ ) —15) 26)

En la figura 3 se ilustra la malla fina correspondiente y en la figura 4 se presenta la ma-
lla gruesa obtenida con el algoritmo de aglomeracion elemental. Como puede observarse, el
algoritmo de aglomeracion conserva la relacion 4:1 para mallas estructuradas.

Se resolvid el problema realizando la composicién de las dos mallas de elementos fini-
tos mediante el método propuesto. Para este problema el factor de participaciéon 6ptimo es
a = 4/3 (Bergallo et al., 2000). Se empleé un método directo para resolver el sistema lineal
resultante de la discretizacion. En la figura 5 se presenta la soluciéon numérica obtenida.

En las figuras 6 y 7 se muestran los errores nodales entre la solucion exacta y la solucién
numérica obtenida para la malla més fina y la compuesta, repectivamente. Para cuantificar los
errores, la tabla 1 presenta algunos resultados.

En dicha tabla se muestra como disminuye el error con la mezcla, el cual puede apreciarse
mejor cuando se calcula mediante la norma Ls.
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Figura 3: Malla fina para el problema de Poisson. Figura 4: Malla gruesa para el problema de Poisson.

Figura 5: Solucién numérica al problema de Poisson.

Problema de Poisson
\ error en L, \ error en Lo
Sin Mezcla | 1.5730x1072 | 5.0611x1073
Con Mezcla | 1.3417x1073 | 1.7154x10~*

Tabla 1: Errores para el problema de Poisson.

5.2. Problema de Laplace sobre un dominio en L

Considérese el problema de Laplace Au = 0 en un dominio en forma de L con la solucién
exacta (dada en coordenadas polares)

u(r, ¢) = r?/?sin § (27)

El problema se discretiza utilizando una triangulacion estructurada de 5400 elementos y 2821
nodos. Se realizé la composicién de las mallas y se resolvié el problema resultante con un
método directo, presentdndose la solucién obtenida en la figura 8. El factor de participacion
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0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 x

X

Figura 7: Curvas de nivel del error para la solucién
con malla compuesta algebraica para el problema
de Poisson.

Figura 6: Curvas de nivel del error para la solucién
con la malla mas fina para el problema de Poisson.

adecuado para este problema, teniendo en cuenta la relacion de tamafios entre los elementos de
las mallas fina y gruesa, es v = 2°/3/(25/3 — 1) (Bergallo et al., 2000).

Figura 8: Solucién numérica al problema con dominio en L.

En las figuras 9 y 10 se muestran los errores nodales entre la solucion exacta y la solucion
numérica obtenida para la malla mds fina y la compuesta. Las tabla 2 presenta los resultados
obtenidos en cuanto a los errores en norma L., y Lo.

6. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En el presente trabajo fueron presentados resultados preliminares de una implementacion
del método de malla de elementos finitos compuesta algebraica aplicada a la discretizacion de
una EDP eliptica. En particular fueron empleadas mallas estructuradas debido a que, en su ac-
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Figura 10: Error entre las soluciones exacta y
aproximada para el problema con dominio en L
con doble malla algebraica.

Figura 9: Error entre las soluciones exacta y apro-
ximada para el problema con dominio en L.

Problema con dominio en L
\ error en L, \ error en Lo
Sin Mezcla | 6.8831x107% | 1.8977x10~*
Con Mezcla | 4.8820x1072 | 4.0052x107°

Tabla 2: Errores para el problema con dominio en L.

tual nivel de desarrollo, el algoritmo de aglomeracién de elementos no funciona correctamente
cuando se lo aplica a mallas no estructuradas generales. No obstante, todo el proceso de cons-
truccion del espacio para la malla y los respectivos operadores sobre la misma fueron calculados
en forma totalmente algebraica segun la propuesta presentada. Dado que los ejemplos resueltos
poseen solucion analitica pudo verificarse que el método ACM conserva las caracteristicas de
su homdlogo geométrico, vale decir, reduccién de los errores de discretizacion al utilizar una
malla compuesta.

Se plantea como trabajo a futuro el ajuste del método para su aplicacion sobre mallas no
estructuradas, tanto en dos como en tres dimensiones. Ademads, se propone estudiar la utilidad
de la malla compuesta para problemas mds generales, no sélo elipticos sino también otros de
naturaleza parabdlica-hiperbdlica.
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