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Resumen. En este trabajo empleamos una técnica de subdivisión para calcular los puntos de control que
subdividen a curvas polinómicas. Dados un polı́gono de control y la curva polinómica generada por ese
polı́gono, mediante operaciones matriciales obtenemos polı́gonos a izquierda y a derecha, que aproximan
a esa curva. En este art´ıculo consideramos el caso de las curvas Beta-spline c´ubicas, con par´ametros de
sesgo y de tensión, y realizamos la subdivisión para distintos valores del par´ametro de sesgo. Además,
analizamos el comportamiento de la subdivisión cuando ésta se realiza utilizando el punto medio y otros
puntos diferentes al punto medio, considerando fijos los par´ametros de sesgo y de tensión. Detallamos
explı́citamente las matrices de subdivisión utilizadas para cada caso, ası́ como tambi´en la representaci´on
gráfica de los subpolı́gonos obtenidos en los distintos pasos de la subdivisión.
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1. INTRODUCCION

Uno de los métodos que permite generar curvas de subdivisión es el desarrollado por Gold-
man y DeRose (verGoldman y DeRose(1986)). Mediante este método se obtienen pol´ıgonos
de controlL (a izquierda) yR (a derecha) tales que dividen a la curvaB [P] (t) en algún valor
c ∈ (0, 1). Si suponemos queB [P] ([a, b]) representa la curva cuando el par´ametro var´ıa sobre
el intervalo[a, b], entonces

B [P] ([0, 1]) = B [L] ([0, 1]) ∪ B [R] ([0, 1]).

Más precisamente,

B [L] ([0, 1]) = B [P] ([0, c])

B [R] ([0, 1]) = B [P] ([c, 1]) ,

donde cada uno de los pol´ıgonosP, L, y R representa un conjunto de puntos en el plano.
Ronald Goldman y Tony DeRose (verGoldman y DeRose(1986)) desarrollaron una forma

de encontrar las matrices de subdivisión a izquierda y a derecha que se aplican a un determinado
polı́gono de control para obtener subpol´ıgonos a izquierda y a derecha, considerando para ello
el caso de la subdivisión de curvas polinómicas.

Nuestro interés es mostrar expl´ıcitamente las matrices de subdivisión para curvas Beta-
splines cúbicas, para distintos valores de los par´ametros de sesgo y de tensión, dado que estas
matrices nos brindar´an los puntos de control correspondientes aL y R. Asimismo queremos
mostrar, gráficamente, la influencia de estos par´ametros en la subdivisión.

En un trabajo anterior (verCastro y otros(2007)) analizamos el comportamiento de la sub-
división considerando el par´ametro de sesgoβ1 = 1, el parámetro de tensi´on β2 variable y
c = 1/2 para un solo trozo de la curva. En este art´ıculo, analizamos el comportamiento de la
subdivisión, en primer lugar, paraβ2 con valor fijo (β2 = 0), β1 variable yc = 1/2, y en segun-
do lugar, para distintos valores dec. Dado que, a partir de cuatro puntos de control se genera
un solo trozo de la curva, hicimos tambi´en una extensi´on a un conjunto con mayor número de
puntos de control.

2. MATRICES DE SUBDIVISION

En esta secci´on se desarrolla una técnica para calcular los puntos de control que subdividen
a curvas polin´omicas.

SeaB(t) = (B0(t), ..., Bn(t)), conB0(t), ..., Bn(t) funciones que forman una base para la
curva polinómicaB[P](t) de gradon, para la cual será construido un algoritmo de subdivisión,
siendoP = (P0, ..., Pn) el polı́gono de control yP0, ..., Pn los puntos de control. Es decir,
consideremos

B[P](t) =
n∑

k=0

Bk(t)Pk = B(t) ∗ Pt,

siendoPt la traspuesta deP y “ ∗ ” representa la multiplicación de matrices. Las funciones
B0(t), ..., Bn(t) son continuas, suman uno y, dado que forman una base, son linealmente in-
dependientes sobre el intervalo [0,1]. Estas tres propiedades nos aseguran que, si un algoritmo
de subdivisión es aplicado a la curvaB[P](t), entonces los polı́gonos de control convergen a la
curva, como se prueba enGoldman y DeRose(1986).
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ComoB(t) es una base para el espacio de los polinomios de gradon, existen matricesSL y
SR (verGoldman y DeRose(1986)) que dependen dec, c ∈ (0, 1) tales que:

{
B(ct) = B(t) ∗ SL

B(c + (1 − c)t) = B(t) ∗ SR,
(1)

dondeSL y SR son matrices que reparametrizan las funcionesB0(t), ..., Bn(t); en el caso de la
subdivisión en el punto medio, esc = 1

2
.

SeaP = (P0, ..., Pn) el polı́gono de control; buscamos expresiones paraL y R tales que:
{

B[L](t) = B[P](ct)

B[R](t) = B[P](c + (1 − c)t),
(2)

dondeL y R son los subpol´ıgonos a izquierda y a derecha respectivamente, en los cuales queda
dividido el polı́gono originalP.

En forma matricial, esto se puede escribir de la siguiente manera:

B(t) ∗ Lt = B(ct) ∗ Pt

(
B0(t) · · · Bn(t)

)
∗




L0
...

Ln


 =

(
B0(ct) · · · Bn(ct)

)
∗




P0
...

Pn


 .

Sustituyendo por la primera ecuaci´on de (1) obtenemos que

B(t) ∗ Lt = B(t) ∗ SL ∗ Pt.

ComoB0(t), ..., Bn(t) son linealmente independientes, se concluye que

Lt = SL ∗ Pt (3)



L0
...

Ln


 = SL ∗




P0
...

Pn


 .

Similarmente obtenemos que:
Rt = SR ∗ Pt.

Por lo tanto, las matrices que reparametrizan las funciones de la combinaci´on lineal sirven,
además, para subdividir los pol´ıgonos de control. El próximo lema nos da expresiones expl´ıcitas
para las matrices.

Lema 1 SeaT = (t0, ..., tn) una sucesi´on de constantes tales que0 ≤ tk ≤ 1 (ver lema 2.1
deGoldman y DeRose(1986)), y sea0 ≤ c ≤ 1 una constante. EntoncesSL y SR están dadas
explı́citamente por {

SL = B(T )−1 ∗ B(cT )

SR = B(T )−1 ∗ B(c + (1 − c)T )
(4)

dondecT = (ct0, ..., ctn) , c + (1 − c)T = (c + (1 − c)t0, ..., c + (1 − c)tn) y

B(T ) =




B0(t0) · · · Bn(t0)
...

...
B0(tn) · · · Bn(tn)


 .
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Demostración: De (1), B(cti) = B(ti) ∗ SL, con i = 0, ..., n y ésto, en forma matricial, es
B(cT ) = B(t) ∗ SL




B0(ct0) B1(ct0) · · · Bn(ct0)
B0(ct1) B1(ct1) · · · Bn(ct1)

...
...

...
B0(ctn) B1(ctn) · · · Bn(ctn)


 =




B0(t0) B1(t0) · · · Bn(t0)
B0(t1) B1(t1) · · · Bn(t1)

...
...

...
B0(tn) B1(tn) · · · Bn(tn)


 ∗ SL

Ası́, SL = B(T )−1 ∗ B(cT ).
En forma similar se encuentra la expresi´on deSR.�

Estas matrices de subdivisión pueden determinarse a partir de las matrices de subdivisión
de BézierSB

L y SB
R , como en el caso de cualquier t´ecnica polinomial. Dadas las funciones de

Bézier de gradon (los polinomios de Bernstein) denotadas porbn
0 (t), ..., bn

n(t), es decir

bn
i (t) =

(
n
i

)
ti(1 − t)n−i, i = 0, ..., n,

las matricesSB
L y SB

R se obtienen a partir de un algoritmo desarrollado enGoldman(1982) y en
Goldman(1985), y están dadas por

SB
L =




b0
0(c) 0 0 · · · 0

b1
0(c) b1

1(c) 0 · · · 0
...

...
bn
0(c) bn

1(c) bn
2 (c) · · · bn

n(c)


 (5)

SB
R =




bn
0 (c) bn

1(c) · · · bn
n(c)

0 bn−1
0 (c) · · · bn−1

n−1(c)
...

...
...

0 0 · · · b0
0(c)


 . (6)

SeaC la matriz cuyas componentes son los coeficientes de las combinaciones lineales que
surgen de expresar cada función de la baseB(t) = (B0(t), ..., Bn(t)) en términos de las fun-
ciones de la base de Bernsteinb(t) = (bn

0(t), ..., b
n
n(t)), esto esC es tal que:

B(t) = b(t) ∗ C

b(t) = B(t) ∗ C−1.

Entonces por (1),

B(t) ∗ SL = B(ct) = b(ct) ∗ C = b(t) ∗ SB
L ∗ C = B(t) ∗ C−1 ∗ SB

L ∗ C.

Por la linealidad deB(t) se verifica que

SL = C−1 ∗ SB
L ∗ C. (7)

En forma similar, se demuestra que

SR = C−1 ∗ SB
R ∗ C. (8)
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De (7) y (8) resulta queSL es similar aSB
L y queSR es similar aSB

R .
Las matrices de los ejemplos que daremos en este trabajo fueron construidas usando las

ecuaciones (7) y (8).
Concluimos esta secci´on con algunos resultados que nos permiten asegurar con precisi´on

cuándo los polı́gonos de subdivisión permanecen en la cápsula convexa del pol´ıgono de control
original.

Lema 2 SeaT = (t0, ..., tn) una sucesi´on de números reales tales que0 ≤ tk ≤ 1. Considere-
mos

B(T ) =




B0(t0) · · · Bn(t0)
...

...
B0(tn) · · · Bn(tn)




y seaB(T )−1 = {bij(T )}. Entonces
∑

j

bij(T ) = 1, i = 0, ..., n. Esto es, las filas deB(T )−1

suman uno.

Demostración: Seau = (1, ..., 1) un vector fila den componentes. Sabemos que
n∑

j=0

Bj(ti) =

1, i = 0, ..., n, o lo que es equivalente

B(T ) ∗ ut = ut.

Multiplicamos ambos miembros porB(T )−1, obtenemos

B(T )−1 ∗ ut = ut,

es decir ∑

j

bij(T ) = 1, i = 0, ..., n.�

Lema 3 Las filas deSL = (lij) suman uno. Esto es
∑

j

lij = 1. Análogamente, las filas de

SR = (rij) suman uno.

Demostración: Recordemos queB0(t), ..., Bn(t) suman uno∀t ∈ [0, 1] y como cada ele-
mento decT está en [0,1], las filas deB(cT ) deben sumar uno. Esto es, siu = (1, 1, ..., 1),
entonces

B(cT ) ∗ ut = ut.

Multiplicando a ambos lados porB(T )−1 y aplicando el Lema 2 y el Lema 1, obtenemos

SL ∗ ut = B(T )−1 ∗ B(cT ) ∗ ut = B(T )−1 ∗ ut = ut.

Entonces las filas deSL suman uno. Un an´alisis similar muestra que las filas deSR suman
uno.�

Lema 4 Se garantiza que los pol´ıgonos de subdivisi´on L (R) permanecen ı́ntegramente en la
cápsula convexa deP si y sólo si los elementos de las matricesSL (SR) son no negativos.
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Demostración: SeaL = (L0, ..., Ln), SL = (lij). Entonces, de (3) sigue que

Li =
∑

j

lijPj .

Ası́, Li permanece en la c´apsula convexa dePj si y sólo sili0, ..., lin son todos no negativos y
∑

j

lij = 1.

Esto es, las filas deSL deben sumar uno y sus entradas deben ser no negativas. Pero, por el
Lema 3, se sabe que las filas suman uno, entonces, todo lo que se requiere es que las entradas
sean no negativas.

Un argumento similar se usa para probar el resultado para los puntos de control deR.�

3. EJEMPLO: CURVA BETA-SPLINE CUBICA

La curva Beta-spline cúbica es una generalizaci´on de la B-spline c´ubica uniforme, en la
cual la propiedad de continuidad param´etrica de segundo grado (C2) es reemplazada por la
de continuidad geométrica (G2). Para más detalles sobre estos conceptos, recomendamos ver
Castro y otros(2007).

Un trozo de la curva Beta-spline c´ubica está caracterizado por las funcionesB0(t), ..., B3(t)
definidas por:





B0(t) = 1
δ
[2β3

1 − 6β3
1t + 6β3

1t
2 − 2β3

1t
3]

B1(t) = 1
δ
[(β2 + 4β2

1 + 4β1) + (6β3
1 − 6β1)t − (3β2 + 6β3

1 + 6β2
1)t

2

+(2β2 + 2β3
1 + 2β2

1 + 2β1)t
3]

B2(t) = 1
δ
[2 + 6β1t + (3β2 + 6β2

1)t
2 − (2β2 + 2β2

1 + 2β1 + 2)t3)]

B3(t) = 1
δ
2t3,

dondeδ = β2 + 2β3
1 + 4β2

1 + 4β1 + 2, β1 es el par´ametro de sesgo yβ2 es el par´ametro de
tensión, como se puede ver enBarsky y Beatty(1983).

Si se desea que la curva posea la propiedad de la c´apsula convexa, basta con asignarle valores
a los parámetros, de tal manera que las funcionesB0(t), ..., B3(t) sean no negativas.

La matriz de subdivisiónSL = [lij] se construye a partir de la ecuaci´on (7) SL = C−1∗SB
L ∗C.

La matrizSR = [rij] es tal querij = l5−i,5−j coni, j = 1, ..., 4 .
Para obtener la matrizC realizamos el siguiente procedimiento:

Expresamos cadaBi(t), i = 0, ..., 3, como una combinaci´on lineal de las funcionesb3
0(t),

b3
1(t), b

3
2(t) y b3

3(t).

Cada uno de los coeficientes de esta combinaci´on lineal formarán la(i+1)-ésima columna
deC, coni = 0, ..., 3.

Considerandoγ = 1
δ
, la matrizC presenta la siguiente forma general:




2γβ3
1 γ(β2 + 4β2

1 + 4β1) 2γ 0
0 γ(2β3

1 + 2β1 + β2 + 4β2
1) γ(2β1 + 2) 0

0 γ(2β3
1 + 2β2

1) γ(β2 + 2β2
1 + 4β1 + 2) 0

0 2γβ3
1 γ(β2 + 4β1 + 4β2

1) 2γ
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Debido a que estamos considerandon = 3, la matrizSB
L será de orden cuatro (ver ecuaci´on

(5)), y cuatro serán tambi´en los puntos de control del pol´ıgono originalP necesarios para obtener
un trozo de la curva Beta-spline.

Una vez obtenidas las matricesC y SB
L , estamos en condiciones de hallarSL. Luego, a partir

de ésta, calculamosSR. Si multiplicamosSL y SR por el vector columnaPt, obtenemos los
vectores columnasLt y Rt, respectivamente.

Utilizando el software Mathematica desarrollamos un algoritmo que nos permite hallarSL y
SR para distintos valores deβ1 y β2 y para unc cualquiera. Este algoritmo se encuentra incluido
en el apéndice del art´ıculo deCastro y otros(2007).

En lo que respecta a la representaci´on gráfica, hemos elaborado un algoritmo, utilizando el
software MATLab, que genera los puntos de control a izquierda y a derecha, en los distintos
pasos de la subdivisión y grafica los pol´ıgonos que estos puntos determinan, respectivamente.

En el artı́culo deCastro y otros(2007) analizamos el comportamiento de la subdivisión al
variar el parámetro de tensiónβ2, manteniendo fijos el valor del par´ametro de sesgo (β1 = 1)
y el valor dec (c = 1/2) y considerando para ello un polı́gono de control formado por cuatro
puntos. En este trabajo analizamos el caso en el cual var´ıaβ1 y se mantienen fijosβ2 y c (β2 = 0
y c = 1/2) y luego estudiamos el comportamiento de la subdivisión al variarc y mantener fijos
los parámetrosβ1 y β2 (β1 = 1 y β2 = 0) .

A medida que el n´umero de pasos de la subdivisión aumenta, los subpol´ıgonos que obte-
nemos se van superponiendo y no es posible distinguir con claridad cada uno de ellos. Con el
objeto de visualizarlos con claridad, en la Figura1, mostramos los subpol´ıgonos a izquierda y
a derecha, generados en el primer paso de la subdivisión conβ1 = 1,5 y β2 = 0. A su vez, en
esa figura podemos apreciar la curva Beta-spline determinada por los puntos del pol´ıgono de
control, la cual se encuentra graficada con l´ınea continua.

Polígono de Control

. . . . . . Polígono a izquierda
_ . _ . _ Polígono a derecha

______ Curva Beta−spline

− − − −

Figura 1:Un paso de la subdivisión paraβ1 = 1,5, β2 = 0 y c = 1/2

Como se aclar´o anteriormente, cada trozo de la curva Beta-spline se obtiene a partir de cuatro
puntos del polı́gono de control. En los casos que siguen consideramos curvas generadas por un
conjunto mayor de puntos de control.

En primer lugar, observamos que siβ1 > 1 y a medida que su valor aumenta, los sub-
polı́gonos obtenidos en cada tramo contienen v´ertices que dejan de pertenecer a la c´apsula
convexa, como se puede apreciar en la Figura2.

Por otro lado, siβ1 < 1 y a medida que su valor se acerca más a cero, observamos el mismo
comportamiento, como podemos ver en la Figura3.

En los dos casos anteriores, tanto si0 < β1 < 1 o β1 > 1, se observa que es necesario
un número mayor de pasos de subdivisión para obtener una buena aproximaci´on, es decir una
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(a) (b)

Figura 2:Dos pasos de la subdivisión paraβ1 = 1,5, β2 = 0 y c = 1/2

(a) (b)

Figura 3:Dos pasos de la subdivisión paraβ1 = 0,5, β2 = 0 y c = 1/2

gráfica que aproxime a la curva Beta-spline original.
Por último, analicemos lo que sucede con respecto a la variaci´on dec, siempre que0 < c < 1.

Si c < 1/2 y a medida que ese valor tiende a cero, los subpol´ıgonos dejan de tener puntos en
común, como se puede apreciar en el gráfico derecho de la Figura4; en el gráfico de la izquierda
se encuentra representada la curva Beta-Spline. La uni´on de las gráficas de los subpol´ıgonos
determina una curva discontinua; de todos modos, cada punto de esta curva, converge a la curva
Beta-spline original (verGoldman y DeRose(1986)).
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Figura 4:Dos pasos de la subdivisión paraβ1 = 1, β2 = 0 y c = 1/4

Si c > 1/2 y a medida que su valor tiende a uno, los subpol´ıgonos a izquierda y a derecha
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obtenidos en cada trozo, se intersectan en un número finito de puntos, seg´un se observa en la
Figura5. En la Figura6 vemos c´omo, con dos pasos, se va obteniendo una aproximaci´on.
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Figura 5:Un paso de la subdivisión paraβ1 = 1, β2 = 0 y c = 3/4
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Figura 6:Dos pasos de la subdivisión paraβ1 = 1, β2 = 0 y c = 3/4

En todos los casos, la uni´on de las gráficas de los subpol´ıgonos a izquierda y a derecha en el
último paso de la subdivisión, tiende a la curva Beta-spline c´ubica, generada por los puntos del
polı́gono de control original.

4. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo hemos mostrado algunos ejemplos de subdivisión de curvas Beta-spline
cúbicas y sus correspondientes matrices de subdivisión. En primer lugar se consider´o nulo al
parámetro de tensi´on y variable al par´ametro de sesgo, teniendo en cuentac = 1/2. En segundo
lugar analizamos el comportamiento de la subdivisi´on para distintos valores dec.

De la visualizaci´on de los gr´aficos, se observ´o que, resulta conveniente considerarc = 1/2,
ya que en esos casos, la convergencia de los polı́gonos obtenidos en la subdivisión hacia la
curva Beta-spline es más rápida.

Se utilizó un algoritmo que genera las matrices de subdivisión para distintos valores de los
parámetros de sesgo y tensi´on y para la subdivisión tanto en el punto medio como en otros casos
(ver Castro y otros(2007)).
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En todos los ejemplos mostrados se trabaj´o con funciones de la base que son continuas,
forman una partici´on de la unidad y son linealmente independientes, lo cual asegura la con-
vergencia uniforme de los pol´ıgonos de subdivisión a la curva original. No se hizo uso de la
propiedad de la c´apsula convexa, ya que esta propiedad no es necesaria para la convergencia de
un algoritmo de subdivisión, como se prueba enGoldman y DeRose(1986).

Está claro que, a partir de cuatro puntos de control, se genera un solo trozo de la curva.
Hicimos una extensi´on a un conjunto con un n´umero mayor de puntos de control. La extensi´on
al caso de la subdivisión de superficies Beta-spline cúbicas formará parte de un trabajo futuro,
ası́ como también la comparaci´on de este método con alg´un otro método de subdivisión tanto
para el caso de curvas como para el caso de superficies una vez realizada la extensi´on.
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