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Resumen.La electroencefalografı́a (EEG) es una técnica no invasiva que permite el estudio de la acti-
vidad bioeléctrica cerebral tanto en humanos como animales de laboratorio. En estudios de esta ı́ndole se
miden potenciales eléctricos sobre el cuero cabelludo delorden de algunosµV y resolución temporal del
orden de losms. Éstos están producidos por corrientes internas originadas en la actividad post-sináptica
neuronal. Es por ello que, por ejemplo, regiones con funcionamiento anómalo tales como centros epi-
leptógenos, generarán potenciales excepcionales en losque se debe centrar la atención. Ası́ es que surge
una problemática de vital importancia en la cĺınica hospitalaria, como lo es encontrar fuentes de funcio-
namiento patológico conocido el potencial eléctrico en la cabeza. Pero este problema, llamado problema
inverso en EEG, no tiene una única solución y se ve afectadopor ruido, lo cual lleva a utilizar técnicas
de estimación de dichas fuentes. Por razones convenienteses usual el planteo del problema directo como
punto de partida de la resolución del problema inverso, consistiendo el primero en el cálculo del campo
eléctrico en la superficie del cuero cabelludo conocida la fuente de actividad cerebral. En el presente tra-
bajo se realizará una breve descripción matemática del problema directo, obteniendo la formulación que
permita calcular el potencial eléctrico debido a fuentes de actividad cerebral modeladas como fuentes
de densidad de corriente. Luego se planteará dicho problema con una formulación variacional, a partir
de la cual se demostrará tanto la unicidad de la solución como ası́ también una cota de su norma y la
equivalencia con un problema de minimización. Posteriormente se desarrollará el método de los Elemen-
tos Finitos (FEM) que permite la obtención y validación delos resultados. Se analizan las diferencias
entre resultados obtenidos sobre medios isótropos y anis´otropos, modelando estos últimos al problema
en forma más realista.
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1. INTRODUCCI ÓN

La Electroencefalografı́a (EEG) es una técnica que consiste en medir los potenciales eléctri-
cos sobre la superficie de la cabeza (cuero cabelludo) con la finalidad de detectar fuentes bio-
eléctricas internas. Constituye, junto con otras técnicas de análisis tales como la Magnetoen-
cefalografı́a (MEG) y la Resonancia Magnética Funcional (fMRI), la base de las neurociencias
de carácter no invasivo. Cabe destacar que la alta resolución temporal de E/MEG y la gran
resolución espacial de fMRI hacen que estos estudios sean complementarios (Liu et al., 2006;
Del Gratta et al., 2007).

Suponiendo conocidas las fuentes de actividad cerebral y las caracterı́sticas del medio con-
ductor es posible obtener los potenciales eléctricos que generan sobre la superficie del mismo. A
este planteo se lo denominaProblema Directo en EEG. Pero la realidad indica que el problema
de interés consiste justamente en lo contrario: conocida la distribución de potencial eléctrico en
la superficie del conductor buscar las fuentes de actividad bioeléctrica de interés con la mayor
exactitud posible. Dicho problema, debido a su naturaleza no unı́voca, es conocido comoPro-
blema Inverso en EEG. Por ende, técnicas de estimación y resolución numérica son utilizadas
en conjunción con técnicas de resolución del problema directo con la finalidad de obtener solu-
ciones viables del problema inverso (Scherg and von Cramon, 1985; Dale and Sereno, 1993).

El problema directo se encuentra totalmente ligado a los modelos utilizados en la caracte-
rización tanto del medio como de las fuentes de actividad. Diferentes modelos aparecen en la
bibliografı́a, como lo son las caracterizaciones de la cabeza como medios isótropos y anisótro-
pos (de Munck, 1988; Haueisen et al., 2002). Asimismo, las diferentes formas de calificar a los
medios conductores en cuestión conllevan a diferentes formas de simulación, resultando ser
FEM el método más versátil y robusto.

En el presente trabajo se obtiene una caracterización matemática del problema directo en
EEG para luego aplicar y validar los resultados analı́ticosmediante simulaciones pertinentes.
En la segunda sección se plantean las bases matemáticas del Problema Directo en EEG, con-
cluyendo en la obtención de una ecuación diferencial con condiciones de borde de Neumann
cuya solución determina la distribución de potencial el´ectrico sobre el volumen conductor. En la
tercera sección se reformula el problema diferencial comoun problema variacional para luego
demostrar existencia y unicidad de la solución analı́tica. En la cuarta sección se describe el plan-
teo del Método de los Elementos Finitos (FEM) para la resolución del problema. En el mismo
se muestra la validez del teorema de existencia y unicidad dela solución numérica, tras lo cual
se desarrolla el método de FEM de primer orden, consideradoel más adecuado al problema de
interés por permitir buena adaptación de la malla al volumen real sin aumentar en gran forma
el número de incógnitas. En la quinta sección se comparanlos resultados obtenidos en la sec-
ción precedente tanto para medios isótropos como anisótropos, como ası́ también para distintos
métodos de resolución sobre un volumen esférico de radiounitario (solución analı́tica, FEM y
BEM). Por último, en la sexta sección se extraen conclusiones concernientes a los resultados
obtenidos y se presentan lı́neas futuras de trabajo.

2. PLANTEO MATEM ÁTICO DEL PROBLEMA DIRECTO EN EEG

En esta sección se presenta la formulación matemática que caracteriza al problema directo
en EEG. En principio, se justifican simplificaciones válidas propias del modelo del medio ba-
jo estudio, las cuales permiten una más sencilla manipulación de las ecuaciones de Maxwell
que gobiernan a los fenómenos electromagnéticos. Se obtiene luego la ecuación diferencial
que representa la distribución de potencial eléctrico enel volumen de interés y sus respecti-

L. BELTRACHINI, N. VON ELLENRIEDER, C.H. MURAVCHIK3268

Copyright © 2008 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



vas condiciones de frontera. Por último, se muestra una breve reseña sobre los modelos de
fuentes de corriente adecuados al problema. Planteos similares pueden verse, por ejemplo, en
Hämäläinen et al.(1993) y Hallez et al.(2007).

2.1. Aproximación cuasiest́atica

Suponiendo conocida la conductividad eléctrica de la cabeza y las fuentes que generan la
actividad neurobiológica, son las ecuaciones de Maxwell,junto con la de continuidad, las que
permiten realizar un análisis cuantitativo de la situaci´on. Considerando que en dicho volumen
la permeabilidad magnética es constante e igual a la del vacı́o, las ecuaciones serán:

∇E =
ρ

ε0
(1)

∇×E = −
∂B

∂t
(2)

∇B = 0 (3)

∇×B = µ0

(

J + ε0
∂E

∂t

)

(4)

J = σE +
∂P

∂t
(5)

en dondeP = (ε − ε0)E es la polarización,ε es la permitividad del material yσla conductivi-
dad del medio. Cabe destacar que numerosos estudios muestran que la conductividadσ dentro
de la cabeza carece tanto homogeneidad (Yan et al., 1991) como de isotropı́a (Kim et al., 2003),
por lo que se la considera como una magnitud tensorial.

Se busca en lo siguiente justificar que es posible despreciarlos términos de campo eléctrico
y magnético generados a partir de variaciones de los mismosen el tiempo, aproximación que
lleva el nombre decuasiest́atica. De las expresiones (4) y (5) se tiene que

∇× B = µ0

(

σE + ε
∂E

∂t

)

(6)

Sabiendo queE = E0(r).e
j2πft, considerar la aproximación cuasiestática en (6) equivale a

pedir |ε∂E/∂t| � |σE|, i.e., ε2πf/σ � 1, lo cual se cumple para los valores tı́picos de los
tejidos involucradosε = 105ε0, f ' 100Hz y σ = 0,3Ω−1m−1. Luego,∇× B ' µ0σE.

Por otro lado se busca justificar la aproximación cuasiest´atica en la expresión (2), para lo
cual se toma el rotor de la misma

∇×∇× E = −
∂ (∇×B)

∂t
= −j2πfµ0 (σ + j2πfε)E (7)

La solución de esta ecuación diferencial tiene una constante de variación espacial dada por
λ = |2πfµ0 (σ + j2πfε) |−1/2, siendoλ = 65m para los valores propios del medio descrito an-
teriormente. Como el volumen bajo estudio es mucho menor queesta medida, se puede validar
la aproximación cuasiestática para la expresión (7). Luego, como resulta∇× E = 0, el campo
eléctrico puede ser expresado mediante su función potencial eléctricoE = −∇u.

2.2. Formulación diferencial

Es de utilidad dividir la densidad de corriente producida por actividad neuronal en dos com-
ponentes: la primera debida al campo eléctrico macroscópico producido por el transporte de
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cargas en el medio conductor (y por ende pasiva), llamadacorriente de volumen o retorno. Ésta
se encuentra dada porJv(r) = σ(r)E(r), en dondeσ(r) es la conductividad macroscópica en
el puntor del volumen. La segunda, que comprende todo el resto, es llamadacorriente prima-
ria, y se la designa medianteJp(r). El resultado total será la densidad de corriente neta en la
cabeza:

J(r) = Jp(r) + σ(r)E(r) (8)

La ecuación anterior ilustra la importancia de la corriente primaria en la vecindad de una célula
debida a la actividad cerebral, ası́ como la pasividad de la corriente de volumen sobre todo
el medio. Por ende, localizar la corriente primaria equivale a encontrar la fuente de actividad
cerebral.

Ahora, si se reemplaza en la ecuación (8) E por ∇u y luego se toma la divergencia de la
misma, se obtiene:

∇J(r) = ∇ (Jp(r) + σ(r)E(r)) = ∇Jp(r) −∇(σ(r)∇u(r))

Pero utilizando la aproximación cuasiestática sobre (4), se tiene que∇ J = 0, por lo que

∇Jp(r) = ∇(σ(r)∇u(r)) (9)

Luego, como la corriente normal en la superficie de la cabeza es nula, la condición de borde
será:

σ(∇u(r))ň = 0 (10)

2.3. Fuente dipolar

En problemas como el descrito es necesario contar con un modelo que simule de la mejor
manera posible a la fuente de actividad cerebral, resultando ser la mas sencilla un arreglo de
dipolos, los cuales han probado ser buenas aproximaciones (de Munck et al., 1988). En este
caso se considerará, sin pérdida de generalidad, un único dipolo ubicado enr0 y con momento
dipolar Q que mejor represente a la corriente primaria en un solo punto. Para este caso en
particular se tendrá que la corriente primaria está dada por:

Jp(r) = Q δ(r − r0) (11)

Otros modelos de fuente más realistas existen en la bibliografı́a (Yetik et al., 2004, 2006), pero
en el presente análisis se omiten por simplicidad en los cálculos.

3. FUNDAMENTOS MATEM ÁTICOS DEL PROBLEMA

En la presente sección se plantea un análisis variacionaldel problema diferencial descrito por
las ecuaciones (9) y (10). En principio se obtiene una formulación débil equivalente a la hallada
en la sección previa, tras lo cual se encuentra una formulación variacional asociada. Luego
se presentan las condiciones requeridas por la expresión para asegurar existencia y unicidad
de la solución analı́tica. Por último se relaciona al problema en cuestión con un problema de
minimización asociado, encontrando posteriormente una cota de la norma de la solución al
mismo.
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3.1. Formulación Variacional

En la sección anterior se planteó al problema directo en EEG mediante una ecuación dife-
rencial definida por las expresiones (9) y (10); es decir, la resolución del problema de interés
conllevará a la resolución del problema diferencial

{

∇Jp(r) = ∇(σ(r)∇u(r)) enΩ
σ(∇u(r)) ň = 0 en∂Ω

(12)

Se ve claramente que esta ecuación requiere de una solución u ∈ C2(Ω) (conjunto de funciones
dos veces diferenciables con derivada segunda continua), lo cual vuelve al método un tanto
restrictivo. Es con la finalidad de relajar las condiciones sobre la solución que se replantea el
problema y se busca resolver (12) en el sentido de promedios pesados (Becker et al., 1981). Es
decir, se busca la soluciónu que satisfaga:

∫

Ω

v ∇Jp(r) dΩ −

∫

Ω

v ∇(σ(r)∇u(r)) dΩ +

∫

∂Ω

v σ(r) (∇u(r)) ň d(∂Ω) = 0 (13)

para todas las funcionesv pertenecientes a un espacio de funciones adecuado. Este espacio de
funciones de peso(también llamadasfunciones de prueba) tiene que ser lo suficientemente con-
veniente para que (13) tenga sentido. Es por ello que se escoge al espacio de Hilbert-Sovolev
H1(Ω) compuesto por todas las funcionescuadrado-integrablescuyas derivadas de primer or-

den también son cuadrado-integrables, i.e.,H1(Ω) =
{

v : v, ∂v
∂xi

∈ L2(Ω)
}

(Carey and Oden,

1983). Luego, haciendo uso del Teorema de la Divergencia sobre laecuación (13) se llega a la
siguiente expresión:

−

∫

Ω

v ∇Jp dΩ =

∫

Ω

∇vT σ ∇u dΩ (14)

Ésta última muestra un importante relajamiento de las condiciones impuestas sobreu: mientras
que en (12) se necesitabau(r) ∈ C2(Ω), en (14) sólo se necesita queu(r) ∈ C1(Ω) (conjunto
de funciones diferenciables con derivada continua). Es porello que ésta última formulación
lleva el nombre deformulacíon d́ebil o variacional. En lo siguiente, y sólo por comodidad, se
omitirá la dependencia de las variables respecto del puntor ∈ Ω que se esté analizando.

3.2. Existencia y Unicidad

Considerando la formulación débil dada en (14) es consecuente su planteo lineal, utilizando
formas lineales y bilineales. Es decir, la formulación variacional dada por la ecuación (12) se
puede expresar de la forma

a(u, v) = L(v) (15)

en donde

L(v) = −

∫

Ω

v ∇Jp dΩ (16)

es una forma lineal y

a(u, v) =

∫

Ω

∇vT σ ∇u dΩ (17)

es una forma bilineal. Redefinido el problema, resulta de gran utilidad el planteo de las siguien-
tes proposiciones:

Mecánica Computacional Vol XXVII, págs. 3267-3282 (2008) 3271

Copyright © 2008 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



La forma bilineala(u, v) dada por la ecuación (17) es simétrica sólo si el tensorσ es
simétrico.

Una forma bilineal se dice continua en un espacio vectorial normadoV si y sólo si∃
γ > 0, γ ∈ R, tal que|a(u, v)| ≤ γ ‖u‖V ‖v‖V . Se demuestra que la forma bilineal
a(u, v) dada por la ecuación (17) es continua enH1(Ω) conγ = |λmáx| , siendoλmáx el
máximo autovalor del tensorσ.

Una forma bilineal es V-elı́ptica (o elı́ptica sobre el espacio vectorial V) si y sólo si∃
α > 0, α ∈ R, tal quea(v, v) ≥ α ‖v‖2

V ,∀v ∈ V. Se demuestra que la forma bilineal
a(u, v) dada por la ecuación (17) esH1

∗
-elı́ptica conα = λmı́n

1+4s2 sobre el subespacio de
H1(Ω)

H1
∗
(Ω) =

{

v ∈ H1(Ω) : |v̄| =

∫

Ω

v(x) dx = 0

}

en dondeλmı́n es el menor autovalor del tensorσ y s es la longitud de la arista de un cubo
que contiene al dominioΩ de volumenµ(Ω).

Una forma linealL(.) se dice continua sobre un espacio vectorial normadoV si y sólo
si ∃Λ > 0, Λ ∈ R, tal que|L(v)| ≤ Λ ‖v‖V , ∀v ∈ V. Se demuestra que la forma lineal
L(v) dada por la ecuación (16) es continua enH1(Ω) conΛ = ‖∇Jp‖L2(Ω).

Para las demostraciones remitirse aWolters et al.(2007) o al apéndice.
Ahora considérese el siguiente problema de minimización(M): encontraru ∈ H1

∗
(Ω) de

modo que
F (u) = mı́n

v∈H1(Ω)
F (v) (18)

conF (v) = 1
2
a(v, v) − L(v). Se puede demostrar el siguiente teorema (Johnson, 1987):

Teorema 1. Los problemas (15) y (18) son equivalentes, es decir,u ∈ H1
∗
(Ω) satisface (15) si

y śolo si satisface (18). Más áun, existe unáunica solucíonu ∈ H1
∗
(Ω) a dichos problemas que

cumple

‖u‖H1
∗
(Ω) ≤

‖∇Jp‖L2(Ω) (1 + 4s2)

λmı́n

Nótese que la existencia y unicidad del problema variacional (15) no requiere más que de la
continuidad de la forma lineal y de la bilineal. Es decir, aunsi el tensor de conductividadesσ no
es simétrico se puede asegurar que existe un únicou ∈ H1

∗
(Ω) que soluciona (15). Sin embargo,

comoσ se asocia con el transporte de iones en el medio, resulta evidente que su estructura es
simétrica.

4. DISCRETIZACI ÓN Y PLANTEO MEDIANTE FEM

Ahora surge la necesidad de realizar una discretización del volumen de interés para luego
resolver el problema (15) mediante el método de los Elementos Finitos. Es por ello que se
busca justificar la existencia y unicidad de la solución aproximada, ası́ como la convergencia de
la misma, siempre basados en el Teorema 1. Se prueba en la presente sección la convergencia del
método planteado con el refinamiento del mallado, ası́ comodetalles propios de la programación
de FEM de primer orden.
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4.1. Discretizacíon del problema

Sea ahoraVh un subespacio deH1
∗
(Ω) de dimensión finitaN y sea{ϕi}

N
i=1 una base deVh de

modo tal que∀g ∈ Vh, g =
∑N

i=1 ηiϕi, ηi ∈ R. Luego, el problema (15) discretizado pasará a
ser el de buscaruh ∈ Vh que verifique

a(uh, vh) = L(vh) (19)

para toda funciónvh ∈ Vh. Tomandovh = ϕj ∈ Vh y uh =
∑N

i=1 ηiϕi, se tiene que

N
∑

i=1

a (ϕi, ϕj) ηi = L (ϕj)

para todoj = 1, ..., N. En forma matricial el sistema queda dado por:

A η = b (20)

en dondeA =







a11 · · · a1N
...

. . .
...

aN1 · · · aNN






∈ R

NxN conaij = a(ϕi, ϕj), η =







η1
...

ηN






∈ R

N son

los coeficientes buscados yb =







b1
...

bN






∈ R

N conbi = L (ϕi) .

Sea ahorauh =
∑N

i=1 ηiϕi y vh =
∑N

j=1 ξjϕj . Si a(u, v) es simétrico yH1
∗
(Ω)-elı́ptico, el

problema análogo al (19) consistirı́a en encontraruh ∈ Vh tal que

F (uh) ≤ F (vh), ∀vh ∈ Vh (21)

Bajo estas suposiciones, se tiene que

a(vh, vh) = a

(

N
∑

i=1

ξiϕi,
N
∑

j=1

ξjϕj

)

=
N
∑

i=1

N
∑

j=1

ξi a(ϕi, ϕj) ξj = ξ A ξ

y

L(vh) = L

(

N
∑

i=1

ξiϕi

)

=

N
∑

i=1

ξi L (ϕi) = b ξ

Luego, el problema (M) queda expresado del siguiente modo: encontrarξ ∈ R
N (o lo que es

equivalenteuh ∈ Vh) tal que

F (uh) =
1

2
ξ A ξ − b ξ = mı́n

η∈RN

{

1

2
η A η − b η

}

Luego, comoa(u, v) esH1
∗
(Ω)-elı́ptico,ηAη = a(v, v) ≥ α ‖v‖2

H1
∗
(Ω) con α ∈ R

+, por lo
que se demuestra que la matrizA es positiva definida (ya queη 6= 0 ∈ R

N ). Ahora si se puede
enunciar el siguiente resultado (Johnson, 1987):

Teorema 2. Existe unáunica solucíon ξ ∈ R
N a los problemas equivalentes (19) y (21); i.e.,

existe unúnico uh ∈ Vh que soluciona los problemas equivalentes (19) y (21) con cota de
estabilidad

‖uh‖Vh
≤

‖∇Jp‖L2(Ω) (1 + 4s2)

λmı́n

(22)
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El Teorema anterior valida la adaptación del Teorema 1 aúnsobre espacios de dimensión
finita. Es decir, permite asegurar que la solución buscada mediante FEM existe y es única.
Luego, resulta de primordial interés demostrar la convergencia de la aproximación a medida
que el mallado se refina, lo cual lleva a formular el siguienteTeorema (Johnson, 1987):

Teorema 3. Seau ∈ V la solucíon téorica al problema dado por la ecuación (15) y uh ∈ Vh la
del problema definido en(19), conVh ⊂ V. Luego se cumplen las siguientes relaciones:

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ C h|u|H2(Ω)

‖u − uh‖L2(Ω) ≤ C h2|u|H2(Ω)

para todov ∈ Vh ⊆ H1
∗
(Ω) y C ∈ R.

Nótese la importancia del resultado: el mismo asegura que amedida queh decrece (es de-
cir, el mallado se refina) el error decrece linealmente respecto a la normaH1(Ω) y en forma
cuadrática respecto a la normaL2(Ω).

4.2. Planteo mediante FEM

En principio se busca una aproximación de la matriz de rigidezA definida en la ecuación
(20). Para ello, el mecanismo usual (e.g.,Zhang et al.(2004), Becker et al.(1981) y Hutton
(2004), entre otros) es realizar una transformación al sistema de coordenadas de volumen. Con
esta finalidad se definen las coordenadasξi = Vi

V
, con i = 1, 2, 3, 4, en dondeV es el volumen

del tetraedro yVi es el volumen de cada uno de los cuatro tetraedros conformados por tres
vértices del tetraedro original y el punto interno del que se requieren las coordenadas. Debido
a queV =

∑4
k=1 Vk, las coordenadas no serán linealmente independientes, por lo que en el

análisis subsecuente se reemplazará aξ4 por1 − ξ1 − ξ2 − ξ3 cuando sea necesario. En cuanto
al cambio de variables propuesto, tiene la particularidad de transformar cualquier tetraedro en
uno ubicado en la posición canónica, tal como se muestra enla Figura1.

T

P1

P4

P2 P3

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

z

y

x







ξ3

ξ1

ξ2

Figura 1: Representación gráfica de la transformación devolumen.
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Cabe destacar que conociendo los vértices del tetraedro, su volumen quedará expresado por

V =
1

3!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y los volúmenes definidos para un punto(x, y, z) interno serán

V1 =
1

3!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x y z
1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; V2 =
1

3!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x y z
1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V3 =
1

3!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x y z
1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; V4 =
1

3!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Es fácil ver que siguiendo la definición de la transformación dada anteriormente, cada coorde-
nada puede expresarse de la forma:

ξi =
ai + bix + ciy + diz

3!V
, (23)

con ai, bi, ci y di números reales. Por último, puede demostrarse que el determinante del Ja-
cobiano de la transformación es|J | = 3!V . Para más detalles sobre esta transformación véase
Springer(1946).

Realizado el cambio de coordenadas los elementos de la matriz A serán:

a(ϕi, ϕj) =

∫ 1

0

∫ ξ1

0

∫ 1−ξ1−ξ2

0

g(ξ1, ξ2, ξ3) |J | dξ1dξ2dξ3 (24)

en donde

g(ξ1, ξ2, ξ3) =
1

3!V

4
∑

m=1

4
∑

n=1

Kmn
∂ϕi

∂ξm

∂ϕj

∂ξn

y
K = DT σT D

con

D =





b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

d1 d2 d3 d4



 .

Por ende, la ecuación (24) queda de la forma

a(ϕi, ϕj) =
1

3!V

∫ 1

0

∫ ξ1

0

∫ 1−ξ1−ξ2

0

4
∑

m=1

4
∑

n=1

Kmn
∂ϕi

∂ξm

∂ϕj

∂ξn
dξ1dξ2dξ3

=
1

3!V

4
∑

m=1

4
∑

n=1

Kmn

∫ 1

0

∫ ξ1

0

∫ 1−ξ1−ξ2

0

∂ϕi

∂ξm

∂ϕj

∂ξn
dξ1dξ2dξ3 (25)
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Se procede ahora a elegir el subespacio vectorialVh y una baseB adecuada. Es por simpli-
cidad de las mismas que se escoge una base del espacio de los polinomios en(x, y, z) de hasta
ordenn sobre el cuerpo de los reales, es decir, se tomaVh = P

(n)
R

[x, y, z]. Es fácil de ver que
los elementos de la base no serán más que sus coeficientes,B = {ai}

n
i=1. Luego, se realiza

la transformación de volumen, dejando como resultado una baseB′ = {ϕi(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)}
n
i=1,

cuyos elementos no serán más que los coeficientes de los potenciales en los puntos de interés.
Puede demostrarse (Silvester and Ferrari(1994), p. 267) que las funciones de forma en la base
B′, pasan a ser:

ϕijkl(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = Ri(n0, ξ1)Rj(n0, ξ2)Rk(n0, ξ3)Rl(n0, ξ4)

en donden0 = i + j + k + l es el grado del polinomio y

Rm(n0, ξ) =
1

m!

m−1
∏

k=0

(n0ξ − k).

En particular, para FEM de primer orden las funciones de baseserán:

ϕi(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = ξi, i = 1, 2, 3, 4

para obtener un polinomio de interpolación de la forma:

uh(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = ξ1u1 + ξ2u2 + ξ3u3 + ξ4u4,

en dondeui es el potencial en el nodoPi del tetraedro. Luego, como∂ui/∂ξj = δ[i − j], se
reemplaza en (25) y se obtiene la matriz de rigidez para funciones de forma lineales

A =
1

(3!)2V
K =

1

36V
DT σT D

En el caso especial en que se considere una fuente dipolar ubicada enr0 = (x0, y0, z0) con
momento dipolarQ = (Qx, Qy, Qz), es decir, considerando la ecuación (11), se tiene que el
término independiente es:

L(ϕj) = −

∫

Ω

ϕj ∇[Q δ(r − r0)] =

{

−
[

Qx
bj

3!V
+ Qy

cj

3!V
+ Qz

dj

3!V

]

si r0 ∈ Ω

0 en c. c.

en dondebj , cj y dj son los definidos en la expresión (23).

5. SIMULACIONES Y COMPARACI ÓN DE RESULTADOS

Una vez fundamentado el método elegido para el análisis, se llevó a la práctica y simuló en
condiciones de interés. Para ello se generó una discretización de la esfera bajo análisis (de
radio unitario) utilizando un mallador adecuado. En este caso se utilizó el paquetedistmesh
desarrollado enPersson and Strang(2004). Luego, se procedió a comparar la solución analı́tica
(de Munck and Peters, 1993) con la obtenida utilizando FEM de 1o orden, para lo cual se hizo
uso de las medidas de error convencionales (Meijs et al., 1989):
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RDM∗

k =

∥

∥

∥

∥

Vr

‖Vr‖k

−
V

‖V ‖k

∥

∥

∥

∥

k

y

MAG =
‖Vr‖2

‖V ‖2

En base a esto se realizaron simulaciones que permitieron evaluar variaciones de los paráme-
trosRDM∗

2 y MAG tanto en función de la posición del dipolo de prueba como ası́ también de
las caracterı́sticas del medio bajo análisis. En la Figura2 se muestran los resultados de las
simulaciones para dipolos tangenciales en función de su distancia al centro (también llama-
da excentricidaddel dipolo), ası́ como su región de confianza de 95 %. Se utilizó un mallado
constituido por 41993 tetraedros de un tamaño promedio de 0.0978.

Figura 2:RDM∗

2 y MAG para:a.conductividad isótropa,b.conductividad anisótropa radial
(σr = 10σt) y c.conductividad anisótropa tangencial (σt = 10σr). En azul se muestra el valor
medio y en verde la región de confianza de 95 %.
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En la figura se ve claramente que la mejor aproximación se logra modelando al medio en for-
ma isótropa, llegando a obtener errores normalizados (RDM∗

2 ) del orden de 0.06 para dipolos
con excentricidades de hasta 0.6. Por otro lado, considerando un medio anisótropo predomi-
nantemente radial, i.e.,σr = 10σt, se obtuvieron peores resultados, llegando a ser óptimo enla
banda de excentricidad de 0.23 a 0.56, en donde elRDM∗

2 toma un valor aproximado de 0.17.
Por último, considerando una conductividad anisótropa tangencial, i.e.,σt = 10σr, se obtienen
resultados aún peores que para el caso anterior, pues la banda de excentricidad de 0.56 a 0.9 es
la óptima, tomando elRDM∗

2 un valor promedio de 0.23. Asimismo, es fácil notar, a diferencia
del caso isótropo, el notable aumento de los errores a medida que la excentricidad tiende a cero,
lo cual se adjudica a que en el centro de la esfera no hay dirección tangencial.

Por otro lado, se procedió a comparar el método de FEM de 1o orden con el de BEM, consi-
derando un medio isótropo (único para el cual BEM es válido). Los resultados se muestran en
la Figura3.

Figura 3: Variación, en escala log-log, delRDM∗

2 en función del tamaño promedio de los
elementos de la malla. En rojo se muestran los resultados utilizando FEM de primer orden, y
en azul los obtenidos utilizando BEM. En lı́nea punteada se marca el ajuste potencial de dichos
puntos.

Se nota claramente en ésta la mejora del método de BEM para el caso de esferas isótropa
respecto de FEM de primer orden. Considerando errores de la formaE(h) = c hp, en dondeh
es el tamaño del elemento promedio yc es una constante real, se encontró que no sólo es menor
el error cometido en los mallados tratados, sino que en FEM deprimer ordenE(h) ∝ h1,0354,
mientras que en BEM se cumpleE(h) ∝ h1,4228. Por último, en la Figura4 se muestra la
distribución de potencial volumétrico debido a una fuente dipolar para distintos tensores de
conductividades.
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Figura 4: Influencia del tensor de conductividad en la determinación del potencial de la es-
fera considerandoa.conductividad isótropa,b.conductividad anisótropa radial (σr = 10σt) y
c.conductividad anisótropa tangencial (σt = 10σr). El mallado utilizado consiste en 26311 ele-
mentos de un tamaño promedio de 0.1142.
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6. CONCLUSIONES Y LÍNEAS DE TRABAJO FUTURO

En este artı́culo se presentó el problema directo en EEG, obteniendo un planteo diferencial
que conformó luego la base del planteo variacional. Tras demostrar las condiciones necesarias
para la existencia y unicidad de solución analı́tica se procedió a la discretización del dominio
de interés y extrapolación de las ideas anteriores para dominios de dimensión finita, permi-
tiendo asegurar que cumpliendo el espacio vectorial ciertas condiciones la solución numérica
convergerá a la analı́tica. Luego se presentó el método de los elementos finitos, el cual per-
mitió realizar simulaciones considerando diferentes conductividades. Ası́ se mostró, al igual
que enMarin et al. (1998) y Zhang et al.(2004), la influencia delRDM∗ con la excentrici-
dad del dipolo, ası́ como las variaciones con la conductividad del medio escogida. Por último,
se enfatizó en que la ventaja de BEM respecto a FEM de primer orden se contrarresta con la
versatilidad del segundo método sobre medios anisótropos, ya que BEM sólo permite modelos
isótropos y homogéneos.

Respecto a las dificultades encontradas, una gran limitaci´on fue la de obtener mallas tridi-
mensionales de volúmenes de interés, los cuales presentan una topologı́a no convexa (tal como
lo es el cerebro humano). Si bien el caso esférico es importanteper secomo medio de corrobo-
ración con soluciones analı́ticas, no es realista para fines prácticos, razón por la que se propone
el estudio de malladores que permitan adaptar el método de los elementos finitos a situacio-
nes de importancia práctica. En un segundo plano, pero no menos importante, se encuentra
la limitación de los métodos estándar para resolver sistemas lineales de gran dimensión. Ma-
llas de hasta 190972 elementos fueron generadas utilizandoel paquetedistmesh, dando lugar
a sistemas de 34049 ecuaciones mal condicionados (por la fı́sica del problema) que dificultan
su correcta resolución. Por ende, se planean estudiar e implementar técnicas de resolución de
sistemasralos para resolver mallados más densos que permitan simular mejor los volúmenes
bajo análisis. Por último, se planea adaptar el método delos elementos finitos para fuentes de
actividad cerebral distribuidas, es decir, no dipolares, para ası́ lograr mejoras en la modeliza-
ción del problema. Nótese que para fuentes dipolares comolas consideradas en este trabajo no
se puede asegurar la validez de la ecuación (22), pues‖∇Jp‖L2(Ω) no se encontrarı́a acotado.

Ésto acentúa la importancia, ahora desde el punto de vista matemático, de la consideración de
fuentes distribuidas.
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A. DEMOSTRACI ÓN DE LA CONTINUIDAD DE L(·)

Lema. La forma linealL(v) dada por la ecuacíon (16) es continua enH1(Ω) con
Λ = ‖∇Jp‖L2(Ω).

Demostracíon. Aplicando el valor absoluto a la forma lineal en cuestión setiene:

|L(v)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

v ∇JpdΩ

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

|v ∇Jp| dΩ = ‖v ∇Jp‖L1(Ω)

Utilizando la desigualdad de Hölder

‖v ∇Jp‖L1(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω) ‖∇Jp‖L2(Ω) ≤ ‖∇Jp‖L2(Ω) ‖v‖H1(Ω)

por lo que se demuestra que la forma lineal dada es continua con Λ = ‖∇Jp‖L2(Ω).
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