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Abstract. The explicit (semi-analytical) integration of an 8-noded plane-finite-element
stiffness matrix is presented in this work. The element is superparametric having straight
sides. Before to carry out the integration, the integral expressions are grouped into several
groups, thus avoiding duplication of calculations. Symbolic manipulation and integration is
used to obtain the basic formulae to evaluate the stiffness matrix. Then, the resulting
expressions are manipulated, optimized and simplified in order to reduce the computation
time. Maple symbolic-manipulation software was used to generate the closed expressions
and to write down the corresponding Fortran code. Comparisons between analytical
integration and numerical integration were made. Regarding the CPU time, it was shown
that the semi-analytical integration required less CPU time than numerical integration to
obtain stiffness matrices. Regarding the accuracy, several tests were conducted on extremely
distorted finite elements. Results shown that the analytical expressions behave very well even
in these cases.
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INTRODUCCION

En el ejercicio de la ingenieria, el analisis matricial de medios continuos tiene hoy una
aplicacion mas generalizada como consecuencia del desarrollo computacional, optimizando
asi los métodos y técnicas utilizadas. Una alternativa que ha tenido un escaso desarrollo
computacional, es la solucion explicita o simbolica de los coeficientes de la matriz de rigidez
por medio del método de los elementos finitos.

En este trabajo se presenta una generalizacion de los resultados obtenidos por
Griffiths [4], en la integracion simbolica del elemento finito cuadrilatero de cuatro nodos a
ocho nodos, en problemas de elasticidad plana. La técnica desarrollada reporta una mejora
sustancial de los tiempos de CPU, en comparacion con la obtenida al usar el método de
integracién numerica, Gauss con dos puntos.

FORMULACION

En el proceso de implementacion se considera la siguiente configuracion de nodos,
numerados en sentido anti-horario y con dos grados de libertad por nodo, figura 1.

Figura 1: Numeracidn de nodos y grados de libertad.

la relacion esfuerzo-deformacion es dada por:

c=De 1)
donde
Gz[cx 6, o, ]t (2
e=lex & & 3)
la matriz deformacion-desplazamiento es
E, E, 0
D=|E, E, 0 4)
0 0 G
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en esta E'y v denotan el modulo de Young y el coeficiente de Poisson respectivamente y el
modulo de corte esta dado por:

E
G= 21+v) ©)
para esfuerzo plano,
E
El:m y E2=VE1 (6)
y en deformacion plana:
B E(l—v) =
i) BTy ()

Mediante una transformacion de coordenadas, el elemento real en el plano XY, es
enviado en un cuadrilatero con lados paralelos a los ejes coordenados de vértices en los
puntos (-1,-1), (-1,1), (1,-1), (1,1) en donde muchos resultados resultan mas practicos de
trabajar.

Para interpolar el campo de desplazamiento, la geometria y la deformacion en cada nodo
se utilizan las funciones de forma:

le_Tl(l—n)(l—s)(l+s+n) sz_Tl(l—n)(l+a)(l—s+n)

N = ()t sfi-s—n) N, =L+ n)fl-efi+e-n)
sté(l—n)(l—sz) Nezél—anlhc,) (8)
N7=%(l+1‘|><1—82) NB:%(l—nzﬁ—s)

La transformacion de coordenadas que relaciona el plano XY con el plano &7 esta dada
por:

N;(e,n) x; )

8
X =
i=1

VZZS:Ni(&Tl)yi (10)

i=1

Los elementos de la matriz de rigidez de un elemento cualquiera, se obtiene al calcular la
integral:

Ky = J.B}DBjdxdy (11)
A
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[oN,
Il B!
oX
B,=| 0 (12)
oy
ON, ON,
Loy OX |
mediante el cambio de variable la integral anterior es equivalente a
11
K; = | [B!(e,n)DB(e,n)J[dedn (13)
-1-1
donde, el escalar |J| es el determinante del Jacobiano
x %
| oe O
J= X oy (14)
oan on
- . N, oN;
utilizando la notacion: |J| =H, T,=—L y S; = ayl al desarrollar el integrando, se obtiene

E,TT, +GSS, E,TSj+STG]
B!DB H = - (15)
E,ST, +GTS, ESS,+GTT, |

Por lo tanto, los coefficientes de cada bloque de la matriz de rigidez del elemento en
estudio en el plano Gaussiano estan dada por

111 111

[ |— ( ITJ +GS; Sj)dsdn [ |— (E TISJ +GS; TJ)dsdn

“1-1H 11

114 11, (16)
f I (E SITJ+GT Sj)dsdn J f ( ISJ+GT Tj)dsdn

INTEGRACION SIMBOLICA DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

La matriz de rigidez del elemento es de orden 16x16 y por ser simétrica solo se
calcularan 136 elementos. Estos elementos se clasifican en diez grupos(A, B, C, D, E, F, G,
H, I, J) segun el analisis de incidencia de los grados de libertad de cada nodo con todos los
grados de libertad (GDL), del elemento como se muestra en la tablal.

2698



Iris J. Lozada, Juan C. Osorio, Vaughan D. Griffiths, Miguel E. Cerrolaza

Tabla 1. Clasificacion de los términos de la matriz de rigidez del elemento de ocho nodos.

GRUPO

TERMINOS

DESCRIPCION

A

Kll, K22, K33, K441 K55| K66, K77, K88, K99, KlOlOu Kllll,
K1212: K1313, K1414, K1515, K1616

GDL paralelos en el mismo nodo.

B K12, Kss, Kse, Kz, Koo, K1112, K1314, Kis1s GDL ortogonales en el mismo nodo

C Kis, Kas, Ks7, Ki7, Ko, Ki11a, Kizis, Kois, Kaa, Kag, Keg, | GDL paralelos de nodos separados por
Kas, Kioz, Kiz1a, Kiaze, Kioze un nodo.

D Kas, Kss, Ko7, Koz, Kionn, Kina, Kiass, Kioss, Kas, Ksg, | GDL ortogonales de nodos separados
Kig, Kia, Kiz13, Kizie, Koie, Koro por un nodo.

E Kis, Koa, Ks7, Kiass, Ko, Kag, Ko, Kioe GDL paralelos en nodos opuestos.

F K1, Kota, Kag, K116, Kos, Kig13, Ka7, K215 GDL  perpendiculares en  nodos

opuestos

G Kio, Kag, Ka11, Ksig, Ksiz, K71z, Kzis, Ki1s, Koo, Kago, | GDL paralelos de nodos adyacentes
Kaiz, Koz, Ko, Kgia, Kaie, Kais

H K110, Ksio, Kaz, Koz, Ksia, Ky Kize, Ky 16, Koo, | GDL perpendiculares  de nodos
Kag, Kann, Ko, Keis, Keiz, Keis, Koss adyacentes

I Ki 11, Kra, Kzo, Kso, Ksis, Kais, Kais, Ki13, Kaiz, Ksiz, | GDL paralelos de nodos separados por
Kaio, Keio, Keie, Kate, Kaia, Koa dos nodos.
Kai1, Kei1, Keo, Koo, Kois, Kas, Kaz, Koz, Kirg, Ky1p, | GDL paralelos de nodos separados por

J K710, Ksio, Ksis, Kais, Kaia, Ki14 dos nodos.

Trabajando simbdlicamente las integrales dadas en (16), utilizando Gauss- Legendre se
obtiene que todos los términos de la matriz son de la forma

K.

_g A, (E*s, +Gs,)+f,(E*s; +Gs,) . A, (E*t, +Gt,) +f,(E*t, + Gt,)

(17)

L AZ —3f2

Az -3f?

donde, E'=E; en los grupos A, C, E, G e |, y E'=E, para los grupos B, D, F, H y J. Mientras
que las funciones Ay, f; y f, estan dadas por:

A =1.12%(y, -Y,) (x, —X;) +1.125(y, -y, ) (X, —X,)

(18)

fi=-1125(y, —y,) (X, + %) =125 (X, = X,) (Y, +VY,) + .25y, X, — 25X, ¥, + .5Y, X,
—.5Y,X,+.625 (y, —y,) (X, +X,) +.625 (y, - V,) (X, +X;)
+.625 (Y, —Y,) (X, +X3) +.625 (y, —y,) (X, +X,) +.125 (y, = y,) (X, +X,)

+.125 (y, =y, (X, + %) +.125 (y, = y,) (X, +X3) +.125 (y, - y,) (X, +X,)

(19)

f,==125(y,+y,) (X, = %) + 1125 (X, + X,) (Y= V¥,) + .25y, X, — 25X, ¥, + .5y, X,
-5y, X, +.625 (y,- y3) (X, +%,) =625 (y,—y,) (X, + x3)
+.625 (y, —Y,) (X, +X%5) =625 (y, —y,) (X, +X,) +.125 (y, = y,) (X, +X,)

=125 (y, —y,) (X, + %) +.125 (y, = ¥,) (X, +%;) =125 (y, -y, ) (X, +X,)
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Las funciones s, Sy, Ss, Sa, 11, o, t3y t; dependen de las coordenadas nodales y varian de
grupo en grupo. Los grupos G, H, I, J son generados apartir de un elemento del grupo
Ilamada término padre, utilizando transformaciones de coordenadas adecuada.

En la tabla 2, se muestra las transformaciones de coordenadas a utilizar:

Tabla 2. Transformaciones de coordenadas

Nodos Transformacion 1 | Transformacion 2 Transformacion 3
(X1, Y1) (X4, Ya) (Y3, X3) (Y1, X1)
(X2, Y2) (X1, Y1) (Y2, X2) (Y2, X2)
(X3, Ya) (X2, Y2) (Y1, X1) (Y3, X3)
(X4, Ya) (X3, Y3) (Ya, Xa) (Ya, Xa)

A continuacion se muestra la forma como se generan los términos de la matriz de rigidez
en cada grupo y la transformacion de coordenadas utilizada.

Grupo A (términos padres: ki1 Y Kog)

Ky 1ot K77ty Kes Ty Kz 10T Kgg 1y Kgg 11y Koo Tty Kyy

Koo 10N 4 Kisis— Ty Kigiz— 1ty Kyg1 10Ty Kyg19— T Ny N, Kio12

Kie16 K114

Grupo B (términos padres: k12 Y Ko 10)
Kio—Ii s Kgr—Ti s Kgs —Ti 5 Ky
Koo Kpaip— T 5 Kyzia— T 5 Kysge

Grupo C (términos padres: K3 Y Ko11)

Kz Mol K7y Koz Ty Kags M0  Kyg 11y Kgg— Ty Kog— T 3 Koy

Koi1 19N Kgis Ty Kyggs — Tty Kyg13— 10Ty Kyo12

Grupo D (términos padres: Kig Y Koi2)
K10l Ky Ny Keg— 3 Kag Y Kia—Ts 5-Kig Ty -Kpg Ty -Kys Ty -Kg7

Ny Ty N, Kioe

K214 K116

Koo 19N Kgig Tty Kigge—"t s Kig1a— 10Ty Kyogg 1ty Kyois — Ty Kyggs — 1ty Kyago

Grupo E (términos padres: Kis Y Ko13)

Kis Ty Kg7 T, Kpg Ty Kyg

[(CTR LN CTT LN CPITILUEN ST

Grupo F (términos padres: Kis Y Koi4)
Kig—1 5 Kgg T, Kos 15 Kyg7

Kowa Tt 5 Ky116 —Tt 5 Koz — T3 Kyogs
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Grupo G (término padres: Kz1s)

Kris 19Ny Koz Ty Kajg Ty Ko 10T Kgg Ty Kojg— Ty Kago—Ty Koo

K715 —T0T:0T2 o K713 T 4 -Ky45_ Ty -Kgg Ty -Kgyp 1T, -Kgig— Ty -Kgg — Ty

-Kao T3 -Kz10

Grupo H (término padres: K714)
[(CAVILUCLIEN CIPILITN (CITNNUTN CETINUCLLEN CITINUTN CTT MU € IPRLEN ¢
Kan— T 3 Kozt 3 Kgis Tty Kopg Ty Kyg T0Ts0Te K5 Ty Kgiz— Ty Keyg

Grupo | (término padres: ko)

Krg— T s Kgis T 5 Kagz Tt 3 Kygg 10T Kgip Ty Ko Ty Kygs— Ty Koo

K79 T0T0Te o -K7q7 T 3 -Ky3— T 5 -K3is Ty -Kgg 19Ty -Kgyg Tt 5 -Kg16 — 11
-Kas 5 -Kopo

Grupo J (término padres: k710)
K710 s Ksp— Ty Kag Tt 5 Ky

12— 19Ty Kgyg T 3 Koz Tty Kygs— iy Kgg 10T
Keg— T 5 Keis— Tt 3 Kygg Tt 3 Ko 10Ty K7p Ty Kygp 1y Kagg— 1ty Ksgo

Las funciones s3,52,53,54,11,02,t3 Yy t4 utilizada en cada grupo son las que generan los
términos padres, por ejemplo las funciones que generan a k3 son :

1 2
Sl = é (yz - y4)

1 2
s, ::5 (X, =X%,)

3 2
Sg = E (yz - y4)

3 2
S, ::l—6 (xz—x4)

1
tl = {m} ((yZ+y1)2+(yz_y4)2+(y1+y4)2_4y3(y2+y4_2y3+2y1)) (21)
1 2 1 2
tz::@(4x3—2xl—x4—x2) +@(x2—x4)
_ 1
t3 '_m(4y3_2y1_y2_y4) (yz_y4)

1
t -

4.:m(4x3—2x1—x4—x2)(xz—x4)
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Los tiempos de computo empleados por las subrutinas simbdlica y numérica (Gauss-
Legendre con dos puntos de integracidn) son dadas en la tabla 3.

Tabla 3. Tiempos de CPU

Nro. de Elementos Numérica (Sec) Simbdlica (Sec) Ahorro (%)
10000 4.7565E-01 3.2290-01 32
100000 4.0425 2.5405 37
1000000 39.6342 24.790 37

CONCLUSIONES

La generalizacion de la metodologia desarrollada por griffiths, aplicada a la integracién
semi-analitica de la matriz de rigidez del elemento finito de ocho nodos, permite una mayor
generalidad y velocidad de célculo en la integracion de esta matriz. La aplicaciéon de
metodologias analiticas y semi-analitica, en la integracion de las matrices de rigidez en el
método de los elementos finitos con la ayuda de los sistemas de algebra computacional
(CAS) tales como DERIVE, REDUCE, MATHCAD, MATHEMATICA, MACSYMA,
MAPLE, entre otros, prometen ser a futuro la solucion a los problemas de precision y de
grandes consumos de tiempos de CPU presentado por las metodologias numéricas.
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