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RESUMEN

Partiendo de la elasticidad tridimensional clasica se han desarrollado numerosas formulaciones de elementos
finitos de placa. Algunas de ellas consideraban funciones de continuidad C; para los campos de desplazamiento
en los elementos. Precisamente con el afan de solucionar los conocidos inconvenientes relacionados con los
elementos C; muchos autores formularon elementos de continuidad C, , los cuales sin embargo presentaban
problemas de bloqueos. Esta tltima dificultad fue salvada en gran medida a partir del desarrollo de los llamados
elementos mixtos o enriquecidos, los cuales incluyen grados de libertad adicionales que son condensados a nivel
de elementos y que se basan en formulaciones mas generales de los funcionales que definen el potencial elastico
del sistema o continuo.

En el presente trabajo se propone un elemento finito para placa basado en la teoria de continuos micropolares de
Cosserat, los que involucran rigideces y grados de libertad adicionales a nivel local. En este sentido se adicionan
a la formulacion clasica de Boltzmann tanto rotaciones micropolares como momentos tensionales.

ABSTRACT

Several Plate Finite Element were developed from the three-dimensional classical elasticity. Those elements that
require C, continuity have several formulation problems. Trying to solve this problem of continuity, plate
elements with Cy continuity were developed, but they present the effect of shear locking. To arrive at efficient an
reliable plate bending elements, the mixed interpolation or the reduced integration must be used.

A finite element of plate for a micropolar Cosserat continuum is proposed in this paper. In addition to the
displacement field of a Boltzmann continuum and independent of it, rotational strength and degrees of freedom
are assigned to every particle of the continuum. Micropolar rotations as well as couple stresses are added to the
classical formulation.

INTRODUCCION

Basandose en la elasticidad tridimensional clasica se han desarrollado un sin nimero de elementos finitos de placa.
La teoria de placas delgadas de Kirchhoff establece que el giro de la normal al plano medio de la placa se mantiene
ortogonal a la deformada de dicho plano, por lo que los elementos finitos desarrollados requieren de continuidad C,;
debido a la presencia de derivadas segundas de la flecha en la expresion de los trabajos virtuales. Para satisfacer
todos los requisitos de continuidad entre elementos basados en la teoria de Kirchhoff se plantearon inconvenientes
en muchos casos insoslayables. Como una forma de solucidn, diversos autores plantearon elementos no
compatibles basados en campos de continuidad parcialmente C; y Cy .

La teoria de placas de Reissner-Mindlin introduce el efecto de la deformacién por corte transversal y no restringe la
ortogonalidad de la normal. Los elementos finitos basados en esta teoria requieren solamente de continuidad Cy y
por lo tanto solucionan el problema de conformidad enunciado anteriormente. No obstante surgieron nuevas
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dificultades de tipo numérico en las aplicaciones a placas delgadas, enunciadas como fendémeno de bloqueo por
corte. Dichas dificultades se resolvieron a través de propuestas de integracion reducida o elementos mixtos

. . 1,2,3,4
enriquecidos 7",

Basada en la teoria micropolar de Cosserat se desarrolla una formulacidén de elementos finitos para placa en la cual
los giros de placas se describen a partir de la integracion de los microgiros que caracterizan la teoria de
Cosserat™®"**!  Asimismo las cuplas que se afiaden a las tensiones clasicas de Boltzmann en el caso micropolar
dan lugar a componentes de rigidez adicionales en el elemento propuesto. Sobre la base de esta nueva propuesta y
en diferentes ejemplos y comparaciones existentes en la literatura se estudiard el comportamiento del elemento
finito desarrollado.

HIPOTESIS DE LA TEORIA DE PLACAS DE REISSNER-MINDLIN
Partiendo de la teoria general de placas de Reissner-Mindlin se enumeran las siguientes hipotesis:

1) En los puntos del plano medio se verifica que u=v=0, es decir que los puntos del plano medio solo se
mueven verticalmente.

2) Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el mismo desplazamiento vertical.

3) La tension normal O es despreciable.

4) Los puntos que antes de la deformacion estaban sobre la normal al plano medio de la placa, permanecen al
deformarse sobre una misma recta, sin que €sta tenga que ser necesariamente ortogonal a la deformada del plano
medio.

Las hipotesis 1, 2 y 4 permiten definir el campo de desplazamientos a través del espesor de la placa de la forma

uy (X),%,,X3) = x3-0,(x,x,) (1)
Uy (X1,%,5,X3) =—x;-0,(x,X,) (2)
Uy (X),X,,%5) = 3 (x,,X,) (3)

donde 0, y 6, son los angulos que definen el giro de la normal.

De esta forma el vector de movimientos queda definido mediante los siguientes grados de libertad nodales.
T
u=[u,,6,,6,] )

CAMPO DE DEFORMACIONES MICROPOLARES DE COSSERAT PARA PLACAS

Para obtener el campo de deformaciones partimos de la teoria micropolar de Cosserat, caracterizada por rotaciones
micropolares independientes del movimiento traslacional descripto por el campo de desplazamientos. Asi el campo
de macro rotaciones del continuo no coincide con el de microrotaciones de la particula material. Consecuentemente
el tensor de deformaciones especificas incorpora la contribucidon del gradiente de desplazamientos y de las
rotaciones micropolares.

El tensor de deformaciones puede dividirse en un tensor simétrico y antimétrico de la siguiente forma:

€; 28(

) € (5)

i

con
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€)= %(uj,i +ui’j) simétrico (6)

€y = %(uﬂ —u, ) —e; -,  antimétrico (7

Las componentes simétricas definen el tensor de deformaciones del continuo clasico. Mientras que las
componentes antimétricas tienen en cuenta la diferencia entre las rotaciones macro y micropolares, donde @,

describe el giro independiente del sistema de coordenadas de los puntos de masa.

Entonces el campo resultante de deformaciones es
—1 1
8;;—7(1!;,i+”i,j)+7(”j,i—”i,j)—egk‘wk ®)

Derivando el campo de desplazamientos asumido en la teoria de placa y reemplazando en la ecuacion anterior se
obtiene:

£, =u, £, =%,-0,,(x,,x,) ©)
€p =i,  €3=—X-0,,(x,X,) (10)
Ep=ily,  €3=0 (11)
€y =4ty +10,)+ 3y, — 1), €n=—%x;(0,,-0,,)-4x,-(6,,+6,,) (12)
€y =4ty +10y, )+ 3 (1, —11,,)+6, €2 =33, (025 =0, )+3%:(0,,+6,,) (13)
€5 =3y, +uy 3 )+ 4 (s, —u,5)+6, €3 =%(uy, +6,)+3(u5, - 6,)+6, (14)
€3 =4 (113, )+ 4 (1, 11, )=, €3 =4(0, +us, )+ 5-(6, - us,) -6, (15)
€2y =3ty +uty )+ 415, — 1, ;) 6, € =315, —0,)+%(u;,+6,)-6, (16)
€1, = 4ty 1135 )+ +(t1, —15,)+6, £ =1-(-0, +us, ) +1-(=6, —u,) 46, (17)

Ademas, considerando la relacion K, =@,

independientes resulta

Ky :91,1 K, :92,1 K3 =0 (18) (19) (20)
Ky = 91,2 Ky = 92,2 Koy = 0 (21) (22) (23)
K3 =6,;=0 Ky =0,;=0 K33 =0 (24) (25) (20)

se considera que las rotaciones 6, y 6, permanecen constante en el espesor de la placa.

Bajo estas consideraciones el vector de deformacion queda definido con las siguientes componentes no nulas
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=t
€ :[811 822 812 82] 813 83] 823 832 Kll K22 K12 KZ]]

27

RELACION TENSION - DEFORMACION

Teniendo en cuenta la hipotesis 3 enunciada en la teoria de placa se define el vector de tensiones de la siguiente

forma

—1
o :[Gll 622 612 621 613 631 623 632 null :u22 :u12 1u21]

Donde o J

(28)

son las componentes normales y tangenciales de tensiones y (i, son las cuplas tensionales.

Partiendo de la ecuacion constitutiva de la elasticidad tridimensional y teniendo en cuenta que O es nula, para el

z

caso de tension plana la relacion entre tensiones y momentos tensionales con las correspondientes deformaciones y

microcurvaturas resulta

o=F-¢
con
- E, | 0
=|-———+--
0 |E,
siendo
206 a6V 0 0
(1-v) (1-v)
26—V a6 0 0
(1-v) (1-v)
0 0 G+G, G-G.
E, = 0 0 G-G, G+G,
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
|0 0 0 0
y
B 0 0
0 220
E — ﬁ C 2
“ 0 0 B
0 0 0 B

0 0
0 0
0 0
0 0

G+G. G-G,

G-G. G+G,
0 0
0 0

debido al carécter desacoplado del comportamiento membranal y flexional considerado en (30) resulta

o=L_ ¢ y

con

U=E, K

(29)
(30)
. X
0
0
0 (1)
0
0
G_ G(,‘
G+ G(,_
(32)
(33)
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G Modulo Resistente al Corte

Coeficiente de Poisson

Q <

Modulo Resistente al Corte de Cosserat

Modulo Resistente de Curvatura

=

N

Longitud Caracteristica Material

ENERGIA DE DEFORMACION

Considerando las curvaturas y momentos micropolares planteados en el modelo micropolar de Cosserat la Energia
Interna de Deformacion se expresa de la forma

U= mVe-o dv +mvr<- udv (34)

Teniendo en cuenta que tanto la deformacion especifica como la tension pueden expresarse en términos de un
tensor simétrico mas un tensor antimétrico, puede escribirse

U=U" + U + U (33)
donde

Uom s [[f e o™ av Go
e[ o ar o
U* :%myu-xdrf (38)

Reemplazando las expresiones de las tensiones y deformaciones se obtiene

e L mﬁ(&j +e,)-4(0, +0,)dV (39)

o — 1 f J Jﬁ(gv‘ —¢,) (o, -0,)dV (40)

=[], 4 "
PRINCIPIO VARIACIONAL

Considerando la expresién de los trabajos virtuales en una placa sobre la cual actian Unicamente una carga
uniformemente distribuida ¢ y fuerzas puntuales W;

La igualdad entre el trabajo de deformacion interno virtual y el de las fuerzas exteriores se escribe

JJJV6£-GdV+JJJV6K-udV:”ASu-qdA+Z§u-W (42)
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en término de deformaciones se tiene

mV&-EG € dV+mV5z<-Ey -Ka’V:”Aéu-qu+25u-W (43)

operandose de tal forma de obtener términos simétricos y antimétricos resulta

I} Se™E, & dV+mVag‘"” E_-g™ dV+JJJV6K-EH K dV:”A&zq dA+Y du- W (44)

FORMULACION DEL ELEMENTO FINITO DE PLACA
SEGUN TEORIA MICROPOLAR DE COSSERAT

El plano medio de la placa se discretiza en una malla de elementos isoparamétricos de continuidad Cy. Asumiendo
que cada elemento posee # nodos y teniendo en cuenta que la flecha y los giros son variables independientes puede
efectuarse la interpolacion del campo de desplazamientos u mediante las siguientes Funciones de Forma:

w | Ve w .,
u=+0, :2 N,-0,, :ZNk-uk (45)
Je=1 k=1
92 N k' 92k
donde
w, Desplazamiento vertical (flecha) del nodo & del plano medio de la placa.

0,, vy 0,, giros de la normal en el nodo £.

El campo de deformaciones puede expresarse numéricamente teniendo en cuenta los tensores simétricos y
antimétricos, por lo tanto

£= i(B,f‘“”’ +B; ") u, (46)

k=1

con
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ONg ] T
0 0 X5 G 0 0 0
N,
O —X3 Bx_z O 0 O 0
19V AL oy LW 1 N
O —X3'7'Wl X3 7‘9)(—2 0 x3 2 ox x3 2 ox,
Ly LN 1.9V L1 L 9N
Bs—sim _ 0 X372 o X532 ox, Be—ant _ 0 X532 2 X532 dr, 47) (48
S L 0 1 y S S S 0 1 (47) (48)
7 7 2 2
N, 1. 9N 1
T 0 7 T 0 -7
1 9N, 1 L. N _1
T -7 0 T, 2 0
1 oV, 1 _1. 9N 1
T -7 0 |~ 2 U
Ademas,
n
_ K
k=Y B u, (49)
1
con
o .
0 s 0
ANy
|0 0 = (50)
1o 0 2%
dry
N,
0 & 0

Llevando estas expresiones discretizadas de elementos finitos a la expresion de trabajo virtual (44) y considerando

n

Se=y (B + B )-u, (51)
k=1

5= B -6, (52)
1
se tiene

i&tk -mV(B,f-“‘m)t E_-B="™ dV-u, +i&k -J‘J.J‘V(B,f‘“”’)t E_-B5" dV-u, +

n (53)
+>5u,- [[[ (BY) -E, By dv-u, =[] su-qda+y du-w

1
de donde se deduce que la matriz de rigidez
Ko =[], (B") -E, By av+ ||| (B ) -E, - By av+[[[ (Bf) -E, By dv (54)

resulta de una descomposicion aditiva de tres componentes, una resultante de las componentes simétricas, otra de
las antimétricas mas una tercera componente de curvatura, resultando:
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K= kaf-“‘deJr If ka—”'"dmkaKdV (55)
donde
Nk,l 'Nm,l +Nk,2 'Nm,z _Nk,z
e—sim 2G 2GV
k = -N,., (l_v)'xg'Nm,z'Nk,2+G'x32'Nm,1'Nk,1+G _(l_v)'x32'Nm,l'Nk,z_G'xsz'Nm,z'Nk,l
2-G-v 2-G
N, _(l_v)'x32'N ,2'Nk,1_G'x32'Nm,1'Nk,2 m'xg'Nm,l'Nk,l+G'x32'Nm,2'Nk,2+G
(56)
Gc '(Nk,l .Nm,l +Nk,2 .Nm,Z) _Gc .]vk,2 Gc 'Nk,l
ks_””‘ = _Gc.Nm,2 Gc.x32.Nm,l.Nk,l+Gc Gc.x32.Nm,2.Nk,l (57)
Gc.Nm,l Gc"x32'Nm,l.Nk,2 Gc.x32.Nm,2'Nk,2+Gc
0 0 0
k=0 B-L+(Ny-N,,+N,,N,,) 0 (58)
0 0 ﬁ'lf'(Nk,l'Nm,l+Nk,2'Nm,2)

ESFUERZOS EN EL ELEMENTO DE PLACA

Integrando la tensiones normales y los momentos micropolares a través del espesor de la placa se obtienen los

momentos con respecto al plano medio
M, :J.Gn "Xy - dx, +JN12 ~dx,
h h
M, :J622 " X5+ dx, +J..u21 -dx,
h h
M, :_[Glz - X5 - dx; +J.:ull -dx,
h W

M, = J.Gzl “ X5 - dX, +J..u22 -dx,
h h

de igual manera, los esfuerzos cortantes resultan de integrar en el espesor las tensiones transversales

O :_[613 ~dx,
h

Oy = J623 ~dx;
h

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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Introduciendo las relaciones constitutivas (33) y teniendo en cuenta los desarrollos (46) a (50) se tiene

M, = J.[(G+G ) ( BNf 'Qlk)"'(G_Gc)'(?xv_zk'ezk)]'%Z -dx, +J.ﬂ'lf '(ng_lk'ezk'd%
h h

M, ﬂ(G G.) (%0, )+ (G+G(,)-(§x—’v2k-92k)]-x32-dx3+J.ﬂ-lf-%-Olk-d%
h h

0= [(G+G.) (5w, +6,,)-dx,
h
o= [(G+G) (55w, +6,)-dx,
h

Expresando el vector de Esfuerzos Nodales de la forma

Mt=[M M, M, M, O, Q23]

y teniendo en cuenta el vector de desplazamientos nodales

con
[ 26V 26 |
0 C(1-v) o ((l—v) X' +h ‘2) a
2G 2Gv
O _ 2 '12 (9N_k 2 (9N_k
( a—v)x3+ﬁ {)&2 (I-v) 7 *
D= 0 —(G+G(,)-x32-f;j—f (G—GL,)-x32-§XV—2*+ﬂ I ‘fjjf
—(G—GL,)-x32-9;fo+ﬂ-lf-‘ngZk (G+G,)-x;>- ‘ng;
(G+GL,)-‘§XVI"' 0 (G+G,)
(G+GL,)-‘(9;XV2"' —(G+G.) 0

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)
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CONCLUSIONES

A partir de la teoria microplar de Cosserat se ha desarrollado la formulaciéon matricial de un elemento finito de
placa que involucra grados de libertad rotacionales y momentos tensionales adicionales a la teoria clasica. Puede
observarse que a partir de este desarrollo generalizado se deduce el elemento finito clasico de la teoria de Reissner-
Mindlin anulandose los términos antimétricos de deformaciones y de curvatura presentes en esta propuesta.

Debe resaltarse la aparicion de tres nuevos parametros materiales en la relacion tension-deformacion, los moédulos
G. , B ylalongitud de Cosserat /, (ver 31 y 32). El modulo resistente al corte de Cosserat G, contribuye en los

términos antimétricos, mientras que el modulo resistente de curvatura 8 y la longitud caracteristica material /,

relacionan las curvaturas y los momentos tensionales.

Los esfuerzos en el elemento de placa enriquecen la formulacion considerando no sélo las tensiones normales sino
también los términos antimétricos y los momentos tensionales caracteristicos en el continuo de Cosserat.

Teniendo en cuenta las particularidades introducidas por el modelo micropolar de Cosserat se han de analizar las
prestaciones del elemento finito propuesto en ensayos numéricos tipicos y se compararan sus predicciones con las
de los elementos clésicos.
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