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RESUMEN

El problema de vibraciones de placas delgadas es analizado dentro de la teoria de Gemain-Lagrange. El caso de placas
rectangulares con apoyos puntuales rigidos es tratado con la aplicacion de dos metodologias. Una de éllas, denominada
MEC (Método del Elemento Completo), es un méodo variacional directo previamente desarrollado por los autores
para problemas de borde, de condiciones inicia es y/o gobernados por ecuaciones diferenciales a derivadas parciaes, en
dominios uni, bi y tridimensionales, conservativos o no y lineales o no. Se trata de la propuesta de una secuencia mini-
mizante para este problema, que es combinacion lineal de funciones pertenecientes a conjuntos completos en € espacio
Lo. Las condiciones de borde esenciales, si las hubiera, son impuestas a dicha secuencia completay no —en general—
a cada funcion coordenada. Si taes condiciones no fueran satisfechas por la misma se recurre d empleo de multipli-
cadores de Lagrange. La generacion de las secuencias es sistemética, asegura la completitud y no requiere ddl estudio
previo de las formas modales. La exactitud de los autovalores y la convergencia uniforme de las funciones esenciaes
del problema ha sido demostrada. La segunda metodologia, utilizada a modo de comparacion, es d MEF (Mé&odo de los
Elementos Finitos). Laresolucion del presente problema con € MEF se abordara por medio de dos aternativas: @) con
un elemento para placas desarrollado por Bogner, Fox y Schmit y b) con e codigo ALGOR que utiliza € elemento Veu-
vecke. Son resueltos varios g emplos de placas rectangulares. También se grafican las formas modal es correspondientes.

ABSTRACT

The vibrational problem of thin plates is analysed within the Germain-Lagrange theory. The case of rectangular plates
with rigid point supports is dedt with two methodologies. One of them, named WEM (Whole Element Method), is a
direct variational method previously developed by the authors for boundary value and/or initid problems, in one, two
and three dimensional domains, conservative or not, linear or not. A minimizing sequence is stated which is a linear
combination of functions belonging to a complete set in Lo. The essential boundary conditions, in case they exist,
are imposed to the complete sequence and not —in general— to each coordinate function. If they are not identically
satisfied, the Lagrange multiplier method is employed. The sequence generation is systematic, ensures the completeness
and a previous study of the modal shapesis not required. The exactness of the eigenvalues and uniform convergence of
the essential functions of the problem has been demonstrated. The second methodology, which is herein included for the
sake of comparison, is the FEM (Finite Element Method). The title problem is addressed by means of two aternatives:
a) with the plate dement developed by Bogner, Fox and Schmit and, b) using the code ALGOR with the plate element
Veuvecke. Numerical examples are solved. The modal shapes are also shown.
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INTRODUCCION

La metodologia variacional que es usada aqui para resolver el problema del titulo ha sido desarrollada,
fundamentada y aplicada por los autores a una gran variedad de problemas de valores de contorno (atin no
lineales) en dominios de una, dos y tres dimensiones. También ecuaciones diferenciales ordinarias con condi-
ciones iniciales asi como en derivadas parciales han sido satisfactoriamente abordadas con este método 6.
Bésicamente el Método del Elemento Completo (MEC) consiste primero en la proposicién de un funcional
adecuado. Luego una secuencia extremante es introducida. Tal secuencia es una combinacién lineal de fun-
ciones que pertenecen a un conjunto completo en Lo. La satisfaccion de las condiciones de borde esenciales
(o geométricas) solamente es requerida a la secuencia (no a cada funcién coordenada). Esto es, si el problema
es gobernado por una ecuacién diferencial de orden 2k, las condiciones esenciales o funciones son aquellas
que involucran derivadas de orden < (k — 1). Los autores han establecido y demostrado los teoremas y
corolarios que aseguran la exactitud de los autovalores y la convergencia uniforme de las funciones esenciales
(aqui las formas modales y las respectivas derivadas primeras®). Lograr tales funciones para un problema
bidimensional o aiin de mayor orden® es probablemente una de las principales contribuciones del MEC. Las
secuencias extremantes son sistematicamente generadas auin en diversos problemas. No hay necesidad de
encontrar "buenas” funciones de prueba en cada caso. Ain m4ds, el MEC, es capaz de abordar problemas en
los que el funcional no existe en el sentido clasico. En efecto, se ha mostrado a través de teoremas, que todo
el planteo de la solucién con MEC equivale a un seudo trabajo virtual en aquellas secuencias particulares.

En este trabajo las vibraciones naturales de una placa rectangular con bordes libres y simplemente soportada
en sus cuatro vértices es estudiada usando la formulacién de Germain-Lagrange. La generaciéon de la
secuencia extremante es detallada en la siguiente seccion. Las formulaciones de las condiciones necesarias y
suficientes de los teoremas que teéricamente fudamentan el MEC son detalladas en Rosales®. Los resultados
son comparados con el ya conocido Método de los Elementos Finitos (MEF). Son empleados dos cédigos.
Uno basado en el elemento de placa cuyo algoritmo fue desarrollado por Bogner, Fox y Schmit”. También
resultados del software Algor®, usando el elemento Veuvecke, son mostrados para comparacion.

CONCEPTOS TEORICOS

En esta seccion se incluye el planteo del problema fundamental, y como es requerido por el MEC, un funcional
adecuado. Se explica la generacion de la secuencia extremante. Esta secuencia extremante que satisface las
eventuales condiciones geométricas es llamada solucién MEC.

Ecuacion diferencial gobernantey € correspondiente funcional

Como se sabe, el estudio de las vibraciones naturales conduce a problemas de autovalores. En el caso de
una placa rectangular delgada de dimensiones a y b en las direciones x e y del plano respectivamente, el
dominio es R? (Una vez dimensionalizado {R?:0 < 2 < 1,0 <y < 1}. La ecuacién diferencial gobernante,
después de asumir modos normales, es

w" + 2020 " + ot — QPw =0 (1)
con a = a/by donde 9(-)/0z = (-)', 9(-)/0y = (%), etc. Si w € C* y satisface simultdneamente la ecuacién

diferencial (1) y todas las restricciones del problema, es llamada solucidn cldsica. §2 son los autovalores del
problema (proporcionales a las frecuencias naturales de vibracion)

Q= wa?y | = (2)
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donde w es la frecuencia circular, p es la densidad, h es el espesor de la placa, D = FEh3/12(1 — 1?) es la
rigidez a flexion de la placa, E es el modulo de elasticidad y v es el coeficiente de Poisson. Se muestra en
Rosales® que la propuesta de una funcién con ciertos requerimientos, que pertenezca a conjunto més amplio
que el de la solucién clasica, permite lograr la convergencia uniforme de las funciones modales esenciales
v la exactitud de sus autovalores. La demostracién de las condiciones necesarias y suficientes que dan la
justificacién a la solucién MEC de la vibracién de una placa delgada puede verse en Rosales® y Filipich y
Rosales”. Las condiciones esenciales de borde para el caso de apoyos rigidos en los vértices son:

w(0,0) = w(1,1) = w(0,1) = w(1,0) =0 (3)

Una secuencia extremante

Aqui son presentados los requerimientos a ser satisfechos por las secuencias. Tales secuencias son llamadas
secuencias extremantes ya que, en general, conducen a la condicién estacionaria de cierto funcional F|-]. En
el caso de placas rectangulares el funcional es

u” + ofu ||? a2(1 = )[||[e)|? — (v, u
Aol — oo 10t 2~ () "

donde fue introducida la notacién del andlisis funcional: El producto interno (f,g) = [, fgdady; la norma
IfII? = fp fPdedy. Dado que F es simétrico y definido positivo para este problema particular las
secuencias son minimizantes. Las series de Fourier que pueden ser usadas en dominios rectangulares son de
la forma: > > fif2 en las que fifo son cualquiera de las siguientes combinaciones s;s;, s;c;, ¢;55, ¢icj. La
siguiente notacién ha sido introducida

oy =y 5 = jm; o5 s =sinagx; s; =sinfBy; ¢ = cosayx; ¢ = cos By

con (i,7) = 0,1,2,.... Tales series garantizan, como es sabido, la convergencia en la media de cualquier
funcién cuadrado integrable. Sin embargo, el MEC requiere la convergencia uniforme de las funciones
esenciales continuas, que en nuestro problema son w,w’ and w. Seguidamente se mostrars brevemente, las
forma en que se generan las series bidimensionales para una funcién continua. Sea ¢ = ¢(x,y) una funcién
continua de dos variables para la que es requerida la convergencia uniforme en R?, puede ser representada
por alguna de las siguientes dos expansiones:

M
O (2,y) = D Bily)sineir + zBo(y) + bbo(y); ()

M
by (z,y) = ZAz‘(y) cos a; + Ao(y). (b)

con M — oo. De (ba,b) y para tener convergencia uniforme (de la Teoria de Fourier con la funcién soporte)
sera suficiente que:

Bilw) =2 [ 1001,4) ~ nBofy) o) simon (6)
Bo(y) = ¢(1,y) — ¢(0,y); bbo(y) = ¢(0,y) (7)

Por otro lado:

Aiy) = 2/01 $(n, ) cos cn dn; Aoly) = /01 d(n, y)dn (8)
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La ecuacién (5b), tanto como la (5a), con la funcién soporte —x By (y) +bbo(y)— da (como puede demostrarse
facilmente) convergencia uniforme para ¢. Deberia notarse que aun cuando tales funciones soporte, en
algunos casos, surgirian naturalmente despues de integrar, ellas son una de las bases para la demostracién
de la validez de la solucién MEC. Ahora bien, si cualquiera de las funciones de y en (5a,b) son expandidas de
forma analoga en la variable y formalmente igual a (5) seran consideradas todas las combinaciones posibles.
Esto es, si uno comienza de (5a), y por ejemplo

Bz(y) = ZAz]SIHﬁ]y+yAzO+au BO ZAOJSIHﬁ]y+yA00+CL0,
3 3

N
bbo(y) = Y bjsinfBjy+ybo +k (9)
J
puede ser escrito lo siguiente
M N

QSMN(Qj y ZZAUSVS] +F($ y) (10)

i=15=1

y la funcién soporte bidimensional F(x,y) es escrita como:

N M N M
F(z,y) == <a0 + ZAoij) +y <bo + ZAiosi) + Ao Yy + ijsj + Zaisi + k. (11)

(Una deduccién andloga puede ser hecha comenzando de una expansion de cosenos) (5b)). Como puede
observarse, la convergencia uniforme es lograda si se comienza de (5a). Esto también se logra con (5b).
Otras combinaciones son evidentemente validas y posibles. Debe ser seleccionada la mas adecuada. Conse-
cuentemente, la funcion ¢y (10) a ser usada en este trabajo, es una secuencia minimizante del funcional
F va que las segundas derivadas de ¢y convergen —al menos— en Ly hacia la correspondiente derivadas
segundas. Todas las derivadas segundas contendran al menos términos de la forma > > f1f2 (como puede
ser verificado fdcilmente), con convergencia en Ly. Las incégnitas son las constantes {A;;}, {a;}, {b;} v
kconi,j7 =0,1,2,.... En particular el requerimiento de satisfaccién de las eventuales condiciones esen-
ciales de borde (aquellas que involucran ¢urn, ¢y © darn), reduce el niimero de incégnitas. Por ejemplo,
la placa con dos bordes consecutivos simplemente apoyados y los otros dos libres (SSFF) conduciria a
{a;} = {bj} = k = 0. Luego, se concluye que, cumplido el procedimiento de generacién, la convergencia
uniforme de las funciones esenciales (aqui ¢',¢ y ¢) estd asegurada. También Floy ] — Fl¢| cuando
M,N — 0. De nuevo deberia senalarse que las funciones esenciales clasicas deberian ser continuas para
que sea lograda la convergencia uniforme.

PLACA RECTANGULAR SOPORTADA EN SUS VERTICES

La siguiente secuencia extremante es propuesta para los desplazamientos transversales de una placa libre,

M
, A s
.l] sisj +x | ap + E Aoy +y <bo + E : w.Sl)

bjs; M 8,
Avo l’y+z ‘7+Z Aiosi 4 4. (12)
i i=1

Es formalmente coincidente con (10). Los bordes libres dan origen a las condiciones naturales que no
necesitan ser cumplida por la secuencia extremante. En el caso que nos ocupa, imponiendo las condiciones
de borde para la placa apoyada rigidamente en sus vértices en los puntos como en (3), se obtiene la expresién
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general de la funcién de los desplazamientos transversales propuesta (secuencia extremante) para el problema
del titulo. Después de su reemplazo en el funcional (4) y posterior minimizacion se obtiene la solucién.

Las formas modales estudiadas para este caso pueden ser adecuadamente agrupadas por sus tipos de simetrias
y antisimetrias. Esto es, antisimétrico en los ejes x e 4 , simétricos en los ejes z e y, antisimétrico en el
eje x y simétrico en el eje y y finalmente antisimétrico en el eje y y simétrico en el eje x. En particular y
por brevedad, el algoritmo es detallado para el primer caso de simetria; para los otros casos son mostradas
las secuencias propuestas. Las expresiones correspondientes pueden ser encontradas en Rosales®. Cada
subconjunto es también completo en Lo.

Forma Modal: Modo Antisiméricoenx ey

Proponiendo la secuencia minimizante (con P = 2,4,6,...), y teniendo en cuenta (3)
Aijsis 1 Apjs Aiosi
CINCYIED DY g” (= 5) > = ( ——Z — (13)
i—pj=p PV j=p Vi

las ecuaciones resultantes obtenidas de la aplicacién del MEC son

Uyimiy; Vipimys
oy |- 52 2] 152 = ] 0
p=F p=F
nigUiq Vigni
Z Aog |fiq llq)l ] + Ao |6 — Z % =0 (15)
—p q g=P q
La siguiente notacion fue introducida (usando indices pares y/o impares):
Dij = (B4 =% Uy =2M8i(a*y] + o V@’Q %)
Vij = 2up7(B8; +®vBing — Q%) Wij = Ay °
L M —1)ptl
A= ]i_é; Mj:Jj_TJ§ Ip:(ftvsp):( ﬁ)
P
(17! - (-1 1 (1)
Ti= s = S L — e = a1
! Ya ? ? Bp ! ! Vg
2 4 2 24 2
Vi Q A Vi Q

A, = 24P —v) - —; m-——p[  _va?B,+ ——

! 24 24~2 » 2 | By P B2

14 Qpy
ij - Va2>‘p/~‘jﬁp7] + Q2 ﬁz j k] - 12,.)/;
2 2 2 2
Hg | —Pi 2 Q i 2 Q

ng = ——|—+—vaty+—=—1; b ==—+4+a*(l—v)— —

E 2 | v e /6’1.2%] Y 2437

Forma modal: siméricaen xey

Se propone la siguiente secuencia (I =1,3,5,...)

wa,, v (2, Y) ZZ Aijlsifsj +Z Clg% Z (16)
i=1 "t

zI]Iﬁfy] ]Iﬁ)/]
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Solucién € Qo = Qs Qy Q5
MEC 7.110911 | 15.77029 | 19.59589 | 38.43100
MEF1 | 7.110922 | 15.77035 | 19.59635 | 38.43252
MEF2 | 7.121289 | 15.75605 | 19.42410 | 38.51621

Tabla 1: Placa cuadrada apoyada en sus vértices (o = 1). Comparacion de resultados de las cinco primeras
frecuencias halladas con MEC (M = N = 8000), MEF1 (225 elementos) y MEF2 (900 elementos).

Forma modal: antisimétrica en x y simétricaen y

La secuencia minimizante es (I =1,3,5,... and P =2,4,6,...)

1

Z Z A”sls] Z alsl 2)

i=P j=1 ﬁf)/]

Z M (17)

w3,y (2, 7) .
=1 i

|

Forma modal: antisimétricaen y y smétrica en x

Los resultados se obtienen intercambiando ¢ por j y viceversa, en ( 17).

RESULTADOS NUMERICOS Y CONCLUSIONES

A los efectos de ilustrar la utilizacién del MEC se han obtenido valores numéricos de los pardmetros naturales
de frecuencia para la placa rectangular con bordes libres y sus cuatro vértices apoyados. En la Tablas 1y
2 se muestran los resultados hallados con los siguientes métodos:

a) MEC (Método del Elemento Completo) con M = N = 8000 (no implica tamano de matriz), desarrollado
en este trabajo;
b) MEF1 (Método de los Elementos Finitos). Mediante este método se obtuvieron los valores de los coe-
ficientes de frecuencia correspondientes a los 5 primeros modos naturales de vibracién libre de una placa
rectangular apoyada en sus cuatro vértices. Se utilizé un elemento placa rectangular conforme de 16 grados
de libertad, cuyo algoritmo fue desarrollado por Bogner, Fox y Schmit”. Se implementé el mismo a través
de un programa codificado en Visual Basic'?,

¢)MEF2 (Método de los Elementos Finitos con el cédigo ALGOR). Usa elemento de placa Veubecke con-
forme con 6 grados de libertad. Para obtenerse el comportamiento de placa deben restringirse los 3 grados
de libertad de momentos en el plano zy (7%, Ty, R.). Los resultados fueron hallados con 900 elementos.

La Tabla 1 contiene las cinco primeras frecuencias para la placa cuadrada apoyada en los vértices. Como
se ha dicho arriba el MEC da lugar a valores exactos de la frecuencia si M, N — co. Pueden asi hallarse
resultados numéricos arbitrariamente precisos fijando el nimero de digitos de precision deseados e incre-
mentando M, N hasta alcanzar el objetivo. Cabe destacar que el valor de M o N no implica nimero de
ecuaciones dado que el algoritmo conduce a un proceso iterativo. Ademds se trabaja con indices pares o
impares. Puede observarse que los valores de MEF1 (cotas superiores) son excelentes ya que difieren a partir
del 5° decimal respecto de la solucién del MEC.
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Q;
(67 Ql QQ QB
MEC MEF1 MEF1 MEF1

1.5 | 8.92557 | 8.92565 | 21.53756 | 25.82085

2.0 1 9.26084 | 9.29092 | 27.49499 | 32.82599

2.5 9.38376 | 9.38383 | 33.61162 [ 35.80821

Tabla 2: Placa rectangular apoyada en sus vértices (o = 1.5,2,2.5). MEC con M=N=8000, MEF1 con 100
elementos.

7.114

7.113

7.112

7.111

Coeficientes de
frecuencias

7110 b0
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

NUumero de division por lado

Figura 1: Grafico de convergencia del algoritmo MEF1 utilizando el elemento Bogner,Fox y Schmit.

Como es conocido e inevitable los errores numéricos de redondeo impiden el incremento arbitrario del nimero
de elementos o términos en algunos ejemplos. Como muestra, todos los calculos con MEC y MEF1 fueron
realizados con doble precisién (16 digitos). Se probé un caso particular de incrementar en MEF1 la precisién
a 24 digitos (con el aumento correspondiente de memoria y tiempo de computacion), obteniéndose el valor
de €21 = 7.119161. Se observa que MEF1 da resultados extremadamente precisos.

Es evidente que el hecho de disponer de la solucién MEC ”exacta” (arbitrariamente precisa) permite llegar
a esta conclusion. Ademss es conocido que las frecuencias obtenidas con MEF van perdiendo precisién al
aumentar su orden. Este no es el caso del MEC como puede observarse en la Tabla 1 que los valores
numéricos de las frecuencias superiores difieren en mayor medida. Debe aclararse que estos comentarios se
encuadran en un estudio académico y de validacién de un método numérico ya que desde el punto de vista
ingenieril los tres métodos proveen de resultados totalmente aceptables.

Adicionalmente se muestra la forma de convergencia cuando se utiliza MEF1 en la Tabla 3 y Figura 1.

Otro detalle que merece comentarse son los resultados hallados con MEF2, el cédigo ALGOR. A pesar de
tratarse del elemento de placas Veuvecke que es conforme, la convergencia de los autovalores es alternada.
Esto es, para modos simétricos es cota superior (en Tabla 1: €, €25) y para modos antisimétricos (22 = €23,
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No. 9
elem.
1 | 8.063853583

4| 7.155383073

9| 7.119836171
16 | 7.113785991
25 | 7.112101666
36 | 7.111485860
49 | 7.111217867
64 | 7.111086374
81 | 7.111016105
100 | 7.110976177
121 | 7.110952545
144 | 7.110938241
169 | 7.110929606
196 | 7.110924539
225 | 7.110921876

Tabla 3: Convergencia del método MEF1. Valores de €21 hallados incrementando el nimero de elementos
de una placa completa.

Q) es cota inferior (ver Tabla 1). Este comportamiento puede explicarse con la forma de plantear la matriz
de masa. En este c6digo se utilizan masas concentradas (lumped masses) y la existencia de bordes libres
induce a este comportamiento. En un problema similar (vibraciones de placas libres) estudiado por los
autores’ este algoritmo dié como resultado todas cotas inferiores.

A modo de ilustracién se muestran las formas modales correspondientes a las 5 primeras frecuencias, para
una placa cuadrada apoyada en sus cuatro vértices (Figuras 2 a 5). Por ser a = 1 los modos 2 y 3 coinciden.

Respecto a una extensién del presente trabajo, actualmente esta en desarrollo la implementaciéon del MEC
para apoyos puntuales, lineales o curvos, rigidos y arbitrariamente localizados en la placa. Nuevamente
el objetivo es obtener valores "exactos” (arbitrariamente precisos) que permitan confrontar otros métodos
aproximados.
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Figura 2: Placa cuadrada apoyada en sus vértices. Primer modo de vibracion.
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Figura 5: Idem Fig. 2: Quinto modo.
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