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RESUMEN

Una capa �ltrante es una capa absorbente usada para terminar el c�alculo de radiaci�on y dispersi�on de ondas en dominios

in�nitos. En este trabajo son presentadas estrategias para resolver el problema semi-in�nito resultante mediante el uso

de un �ltro de esponjas o de un �ltro de Gauss en coordenadas rectangulares. Los resultados num�ericos demuestran

la capacidad de una capa �ltrante en reducir las ondas reejadas por el dominio computacional.

ABSTRACT

An �ltering layer is an absorbing layer used for terminating in�nite domain calculations for wave radiation and

scattering problems. In this work are presented strategies to solve the obtained semi-in�nite problem by means of the

using of a sponge �lter or a Gaussian �lter in rectangular coordinates. The numerical results show the capacity of a

discrete �ltering layer in to reduce the reected waves from the computational domain.

INTRODUCCION

La cuesti�on relativa a una condici�on de frontera no-reejante, e�ciente y precisa para su uso en la soluci�on num�erica de

problemas exteriores para modelos ondulatorios ha sido desarrollada desde principios de los a~nos 1970, y ha recibido

mucha atenci�on en los �ultimos a~nos. La necesidad de una tal condici�on de frontera aparece en muchos campos de

aplicaci�on, incluyendo la ac�ustica subacu�atica, la geof��sica y la interacci�on s�olido-uidos.

Es bien conocido que las condiciones de frontera arti�ciales simpli�cadas producen reexiones \espurias" de las ondas

desde la frontera hacia el interior del dominio computacional, y con ello se originan grandes errores en la soluci�on

computada .6 La efectividad de la mayor��a de las RBC mejora cuando la frontera arti�cial es alejada del dispersor

en direcci�on hacia el in�nito. En efecto, para resolver num�ericamente un problema exterior ondulatorio dependiente
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del tiempo, uno puede simplemente tomar la frontera tan lejos que las ondas no alcancen esta frontera en todos los

intervalos de tiempo en el cual la soluci�on es buscada. Sin embargo esta aproximaci�on es altamente ine�ciente debido

al aumento del dominio computacional y de manera consecuente una malla num�erica con muchos grados de libertad.

Por tanto, la tendencia en los �ultimos a~nos ha sido el empleo sobre la frontera arti�cial de una RBC que sea su�-

cientemente precisa cuando la frontera est�a localizada pr�oxima al dispersor. En lo que sigue examinamos las mejoras

obtenidas por diversos autores en las condiciones de radiaci�on RBC para la ecuaci�on de onda en el caso transitorio

y/o arm�onico en el tiempo.

El uso de ecuaciones diferenciales parciales como condiciones de frontera absorbente para el modelo linealizado tri-

dimensional fue propuesto para ecuaciones hiperb�olicas por Engquist y Majda 4'.5 Ellos derivaron una secuencia de

RBC de orden creciente usando aproximaciones racionales (tipo Pad�e) del s��mbolo de la ecuaci�on pseudo-diferencial

obtenido sobre la frontera. De esta manera desarrollaron un m�etodo sistem�atico para obtener condiciones de frontera

locales en la frontera arti�cial.

Estas condiciones garantizan aproximaciones en diferencias estables y tambi�en minimizan las reexiones arti�ciales

(no f��sicas) las cuales ocurren en la frontera. Tales condiciones son m�as efectivas para ondas que inciden normalmente

sobre una frontera arti�cial plana. Estas ideas han sido desarrolladas posteriormente por muchos autores, tales como

Wagatha y Higdon .7 Estos presentaron una extensi�on del m�etodo, que les permite absorber ondas desde diferentes

direcciones.

Otra posibilidad de simulaci�on en un campo exterior in�nito a una distancia �nita del dominio computacional es el

uso de un amortiguamiento arti�cial, en particular en la forma de una capa de esponja. En este m�etodo un t�ermino

disipativo arti�cial es a~nadido (impl��citamente o expl��citamente) a las ecuaciones cerca de las fronteras arti�ciales del

dominio truncado, tales que las ondas salientes sean absorbidas con cierta reexi�on. Este m�etodo ha sido empleado por

Koslo� en la soluci�on de la ecuaci�on de Shrodinger.10 Un avance en este sentido fue desarrollado por Israeli y Orszag
8 mediante el uso de ciertas capas de esponjas en combinaci�on con ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

Dicho m�etodo es de f�acil implementaci�on, y posee buenas propiedades de reexi�on para un amplio rango de frecuen-

cias, pero la necesidad de ampliar el dominio computacional para la capa de esponja encarece el costo computacional.

Recientemente F. Collino y P. Monk 2'3 desarrollaron una capa de esponja de forma especial para las ecuaciones de

Maxwell, b�asicamente, mediante un cambio de variables de la capa de esponja de B�erenger. En este procedimiento el

t�ermino disipativo es incluido en la variable independiente. Este procedimiento controla las reexiones emanadas de

la capa de esponja, sin un alto incremento del costo computacional.

En este trabajo, una capa �ltrante para la absorci�on de ondas ac�usticas es usada como estrategia para terminar las

aproximaciones de elementos �nitos de problemas de propagaci�on y dispersi�on de ondas. Con el dise~no de esta capa

el problema semi-in�nito original es modi�cado mediante el uso de un �ltro de esponjas o de un �ltro de Gauss en

coordenadas rectangulares. La introducci�on de un �ltro de esponjas permite reducir limitadamente las reexiones

del dominio computacional. Una comparaci�on, en este sentido, entre la capa de esponja de B�erenger y los �ltros

de esponjas en coordenadas rectangulares es presentada. Mediante esta metodolog��a es modi�cado arti�cialmente el

operador en la regi�on exterior del dominio computacional, obteni�endose una condici�on de frontera absorbente local

con una apertura hasta 70 grados.

Una v��a diferente para resolver el problema semi-in�nito lo representa la introducci�on de un �ltro de Gauss unidi-

mensional en la capa �ltrante. En este trabajo es presentado tal operador integral cuyo n�ucleo es una Gaussiana

centrada en el interior de la capa. Un estudio detallado es realizado en el caso plano donde son determinados de

forma �optima los par�ametros que caracterizan la campana de Gauss. Tales par�ametros son usados para el c�alculo de

la propagaci�on de gu�i as de ondas en geometr��as rectangulares. Los resultados num�ericos demuestran la capacidad de

una capa �ltrante en reducir las ondas reejadas por el dominio computacional.
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FILTRO DE ESPONJA-CAPA DE ESPONJA DE BERENGER

0.1 Filtro de esponja

La capa de esponja puede ser mejorada ajustando el amortiguamiento al car�acter de las ondas que est�an siendo

modeladas. Israeli y Orszag8 hicieron notar que las componentes ondulatorias no deseadas pueden ser �ltradas

selectivamente bajo ciertas modi�caciones del amortiguamiento. Un modelo adecuado para estudiar los �ltros de

esponjas al imponer la condici�on de frontera de radiaci�on cuando x! +1 es

�xx + l2�� �(x)(
d

dx
+ ik)� = 0; (0 < x < L) (1)

con L > xo y sujeta a la condici�on de frontera absorbente

�x + ik� = 0; x = L (2)

donde � = �(x) es la funci�on amortiguante y ` = k es una aproximaci�on a ` = k cos �0. La ecuaci�on de Helmholtz

ha sido modi�cada ligeramente por la imposici�on de un peque~no t�ermino amortiguante de la forma ik�(x). El amorti-

guamiento reduce la amplitud de las ondas dispersadas, as�� como la amplitud de aquellas ondas que no son absorbidas

por la condici�on de frontera.

Seleccionemos una condici�on de frontera en x = xo (xo > 0), tal que minimice las reexiones de ondas que viajan

hacia la frontera desde x > xo. Considerando la onda incidente de amplitud uno, escribimos � como:

� = e�il(x�xo) +R eil(x�xo) (3)

donde j R j es el coe�ciente de reexi�on. Una condici�on de frontera de la forma

�x + il� = 0 (4)

produce el resultado deseado R = 0 cuando sustituimos (3) en (4). Sin embargo esta condici�on no puede ser general-

mente alcanzada, y en el caso de simultaneidad de varias ondas incidentes, su uso es m�as limitado.9 La selecci�on de

una condici�on de frontera simple corresponde a la condici�on de incidencia normal (l = k); sin embargo, ella origina

signi�cativas reexiones en el dominio computacional en la medida en que crece el �angulo de incidencia. Este hecho

promovi�o la b�usqueda de aproximaciones parab�olicas de orden superior, desarrolladas por Kirby e implementadas en

esquemas de diferencias �nitas. La implementaci�on de dichas expresiones mediante el m�etodo de elementos �nitos se

di�culta debido a la presencia de derivadas de alto orden.

Como v��a alternativa pretendemos obtener comportamientos cualitativos semejantes al empleo de las aproximaciones

parab�olicas de orden superior mediante la introducci�on de los �ltros de esponjas en la ecuaci�on de Helmholtz sujeta a

las condiciones de frontera en x = xo y en x = L que garanticen la existencia y unicidad de soluciones de esta ecuaci�on.

El empleo combinado del amortiguamiento con la condici�on de frontera absorbente puede minimizar las reexiones

de ondas en la frontera del dominio de c�alculo (x = xo), mediante una selecci�on adecuada de los par�ametros del

amortiguamiento. Por ejemplo, la ecuaci�on de onda (1) �ltra selectivamente las ondas que viajan hacia la izquierda

mediante el coe�ciente �(x) > 0, mientras que las ondas que viajan hacia la derecha se propagan sin amortiguamiento.

Con este tipo de �ltro de esponja un efecto relativo de amortiguamiento sobre las ondas incidentes desde x = +1

puede ser alcanzado sin distorsi�on o reexi�on de las ondas salientes.
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0.2 Capa de esponja de B�erenger

La capa de esponja de B�erenger desarrollada por Collino y Monk 2 para la soluci�on num�erica del sistema de ecuaciones

de Maxwell, modi�ca la ecuaci�on unidimensional de Helmholtz en la forma siguiente:

d2�

dx2
+

da

adx

d�

dx
+ (

k

a
)2� = 0; (0 < x < L) (5)

donde

a =
ik

ik � �(x)
(6)

(7)

da

adx
=

2ik�
0

(x)

(ik � �(x))2
(8)

En la referencia ,2 Collino y Monk desarrollan el m�etodo PML para una funci�on amortiguante en forma parab�olica,

dada por los par�ametros siguientes:

�(x) = A

�
x

L� x0

�2

; A = 3
2(L�x0)
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1
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Figura 1: Coe�ciente de reexi�on en Db (20 log10(jRj)). Comparaci�on entre los m�etodos PML (de Collino

y Monk) y �ltro de esponjas (Israel y Orszag). a)Variando el espesor respecto a una esponja parab�olica

est�andar. b) Variando la amplitud en una esponja de quinto orden est�andar.

La Figura 1 muestra una comparaci�on de los coe�cientes de reexi�on j R j (en Db.) entre ambos procedimientos,

con los par�ametros �optimos derivados en cada m�etodo. La Figura 1 (izquierda) muestra la comparaci�on entre los

dos m�etodos, variando el espesor de la capa de esponja para una funci�on amortiguante en forma parab�olica. Los

resultados no reejan diferencias apreciables en tal caso. De igual manera, cuando usamos una funci�on amortiguante
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no mon�otona y que se anula en los extremos de la capa, los coe�cientes de reexi�on obtenidos son del mismo orden,

cuando aumentamos la tasa de amortiguamiento, tal como se aprecia en la Figura 1 (derecha). Finalmente, los

resultados obtenidos muestran que no hay sensibles diferencias entre los dos m�etodos empleados en la actualidad,

para imponer una condici�on de radiaci�on mediante una capa de esponja en un dominio no acotado, gobernado por la

propagaci�on de ondas arm�onicas simples.

ACERCA DEL USO DE FUNCIONES AMORTIGUANTES

Los m�etodos desarrollados por Israeli y Orszag han sido examinados para la ecuaci�on de Helmholtz en coordenadas

rectangulares. La combinaci�on de condiciones de frontera absorbente con cierto amortiguamiento (en particular, el

�ltro de esponja) muestra signi�cativas mejor��as respecto a las condiciones de frontera \est�andards" de radiaci�on pla-

nas. A lo largo del cap��tulo se ha examinado una forma especial de imponer el amortiguamiento; tal amortiguamiento

modi�ca la velocidad de propagaci�on de la onda en el medio, con el t�ermino ��(x) @

@x
, e inuye en la absorci�on lateral

con el t�ermino +ik�(x)�, a una distancia dada del domino de c�alculo, determinada por el valor de x. Los resultados

presentados aqu�� son producto de una experimentaci�on num�erica con funciones amortiguantes particulares, y para los

cuales fue necesaria la determinaci�on de los par�ametros que la de�nen, la cual fue realizada de manera experimental.

Durante el desarrollo de los experimentos fue estudiada la inuencia de la amplitud A de la funci�on amortiguante, de

la curvatura (n) de la misma y del espesor L � x0 de la capa de esponja en la capacidad de absorci�on de la capa.

Dados estos par�ametros pre�jados, fue determinada una condici�on de frontera de radiaci�on en la frontera del dominio

de c�alculo, mediante la soluci�on del problema de contorno exterior (en la zona de la capa de esponja) determinado por

las condiciones de borde tipo Dirichlet o Neumann en la frontera interior de la capa (frontera del dominio de c�alculo)

y una condici�on de radiaci�on plana de primer orden en la frontera lejana.

La utilidad de la clase de funciones amortiguantes seleccionada se muestra con el empleo del �ltro de esponjas.

Mediante modelos unidimensionales se evalu�o la inuencia de la discretizaci�on, y el comportamiento de las condiciones

de radiaci�on derivadas en la frontera del dominio de c�alculo, respecto al �angulo de incidencia al contorno. Los resultados

obtenidos permiten expresar las conclusiones siguientes:

� La imposici�on de condiciones de frontera de radiaci�on mediante un �ltro de esponja es menos reectiva que con

la capa de esponja, en la clase de esponjas con soporte compacto.

� La imposici�on de condiciones de frontera de radiaci�on mediante un �ltro de esponja ofrece signi�cativas mejoras

respecto al empleo de condiciones de frontera de radiaci�on planas de primer orden.

Del proceso de calibraci�on y validaci�on de los modelos num�ericos, podemos concluir que:

� El empleo de demasiado amortiguamiento puede modi�car la concavidad de la curva de reexi�on, lo cual genera

oscilaciones en la frontera del dominio de c�alculo.

� Se pueden obtener con el empleo del �ltro de esponjas comportamientos semejantes a la aproximaci�on minimax

(70 grados) para �angulos de incidencia al contorno menores o iguales que 70 grados, y un mejor comportamiento

que la aproximaci�on minimax (50 grados).

La inuencia de la discretizaci�on y el efecto de las condiciones de frontera fue examinado en dos casos extremos:

� Para incidencia normal de una onda sobre un fondo plano, con condici�on de Dirichlet en la frontera izquierda,

se observ�o que:

1. La condici�on frontera exacta plana no es pefectamente absorbente en el medio discreto.

2. Variando el espesor de la capa de esponjas en una resoluci�on de 8e=� se pueden minimizar las reexiones

en la frontera del dominio de c�alculo tanto como se quiera.
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Para un �angulo de incidencia al contorno de 89 grados y considerando una condici�on de borde tipo Robin en la frontera

izquierda, se examina el comportamiento del �ltro de esponjas para una resoluci�on de 20e=�; en este caso, se obtu-

vieron comportamientos cualitativamente semejantes al empleo de las condiciones de frontera de radiaci�on (planas) de

orden superior.

La estrategia en la implementaci�on num�erica de �jar el paso de la malla, y variar la amplitud y el espesor de la esponja

para minimizar las reexiones, puede convertirse en prohibitiva para modelos de propagaci�on de ondas en regiones

extensas a causa del incremento del costo computacional debido al almacenamiento de los elementos de la capa de

esponja y el tiempo de corrida para determinar los valores nodales de la soluci�on computada en la zona de la capa de

esponja.

FILTRO DE GAUSS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Una estrategia para describir el comportamiento de las ondas salientes al in�nito ha sido introducida mediante un

�ltro de Gauss, sin modi�car el operador en la regi�on exterior del dominio computacional.1 Este procedimiento se

diferencia del �ltro de esponjas en que se sustituye la condici�on de frontera en el punto m�as lejano de la \capa de

condensaci�on" por una \condici�on distribuida" a lo largo de toda la \capa de condensaci�on", que en forma exacta

adopta la forma:

L(�) =

Z
xe

xi

�(x)�eikxdx = 0 (9)

donde el n�ucleo �(x) representa la funci�on Gaussiana

�(x) = e
�s

2(x�xc)
2

2 (10)

determinada por los par�ametros s y xc, que caracterizan el ancho y centro de la campana, respectivamente. Para la

\capa de condensaci�on discretizada" resolvemos un sistema de ecuaciones desacoplado de orden (nj + 1)� (nj + 1).

ajuj�1 + bjuj + ajuj+1 = 0 (11)

donde

aj = 1 +
l2

6
(12)

bj = �2 +
2l2

3
(13)

y uj como los valores nodales del potencial que satisface la ecuaci�on:

L
h( ̂) =

j=njX
j=1

�(xj)u
jeikxjhj = 0 (14)

Sea

~U = (u0; u1; � � � ; unj )
T

entonces
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M~U = F

donde M es la matriz de orden (nj + 1)� (nj + 1) de�nida por

M =

2
6664

b0 a0 0 � � �

a1 b1 a1 � � �

. . .
. . .

. . .

�0eikx0 �1eikx1 � � � �nje
ikxnj

3
7775

y

F =

2
6664
�a0 ̂�1

0
...

0

3
7775

Notamos que la matrizM no es una matriz tridiagonal, como en los procedimientos descritos en las secciones anteriores,

debido a la presencia de la \condici�on distribuida" en la �ultima �la de la matriz; sin embargo, un procedimiento

para resolver este sistema conservando la forma tridiagonal de la matriz puede ser f�acilmente implementado. Los

coe�cicientes bj ; y aj de la matriz M representan los coe�cientes del operador de Helmholtz discretizado sobre la

\capa de condensaci�on", o sea, vienen dados en la igualdad (12). Dado que F es proporcional a u�1, podemos calcular

la soluci�on en la forma

~U = (u�
0
; u�

1
; � � � ; u�

nj )
T

u�1
l

y una nueva condici�on es obtenida sobre u0
l
; u1

l
:

u�
0
u1
l
� u�

1
u0
l
= 0 (15)

La relaci�on anterior es llamada condici�on de frontera \discreta local circular" generada por un �ltro de Gauss unidi-

mensional. Dada la igualdad (15) se tiene para l = 1; 2; � � � ; Nlay la relaci�on de ujo

u1l =
u�1

u�0
u0
l
= �(�l)u

0
l

(16)

Una relaci�on no-local es obtenida mediante la transformaci�on no-singular V en la forma

�1 = F�0 (17)

tales que la matriz F es igual

F = V
�1
GV

donde G es la matriz diagonal formada por los valores �(�l); l = 1; 2; � � � ; Nlay que caracterizan las ondas salientes

del dominio computacional. La relaci�on discreta no-local (17) expresa el ujo de energ��a a trav�es de la frontera arti�cial

del dominio computacional, y una condici�on de radiaci�on circular discreta no-local basada en un �ltro de Gauss radial,

o sea, la capacidad de absorci�on de esta condici�on de frontera depende de la selecci�on de los par�amteros que determinan
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la forma de la funci�on gaussiana. Esto da origen como en la secci�on anterior, a la b�usqueda de los par�ametros �optimos

s y xc, que caracterizan la menor reexi�on posible en la frontera arti�cial del dominio computacional. Usando la

funci�on objetivo

1

(MM + 1)

MMX
m=0

j Rm(�m; s) j
2
cos(�m) (18)

mediante la expresi�on para el coe�ciente de reexi�on discreto 1

j R j=

�����
�1 � exp (+il(0)h)��0

��1 � exp (�il(0)h)��0

����
x0

(19)

realizamos el proceso de optimizaci�on sobre el espacio de los par�ametros s y xc.

Tabla 1: Capa �ltrante �optima

Espesor de la capa valores de s Coe�ciente de reexi�on

(�) �optimos promedio R

1 3.1430 2.7775e-03

2 2.4905 1.3249e-03

3 1.9199 2.7755e-04

4 1.7823 2.8770e-04

5 1.5157 9.6061e-05

6 1.4585 1.1577e-04

7 1.2935 4.5070e-05

8 1.2638 5.8650e-05

9 1.1472 2.4434e-05

10 1.1229 3.0625e-05

En la Tabla 1 se muestran los valores �optimos del par�ametro s, para capas de diferentes espesores. Notamos que para

una capa de mayor espesor le corresponde un valor �optimo de s cada vez menor, lo cual signi�ca que la campana

escalada a una longitud de onda es m�as estrecha. Estos valores han sido obtenidos pre�jando el valor xc al centro de la

campana, y considerando hasta 99 modos discretos progresivos. Las curvas de reexi�on para diferentes resoluciones de

la malla de c�alculo (N -n�umero de puntos por longitud de onda) son mostradas en la Figura 2. En esta Figura puede

observarse que el proceso es convergente. Resultados de estos c�alculos para diferentes espesores son mostrados en la

Figura 3. Como era de esperar las curvas envolventes de los coe�cientes de reexi�on para un �angulo de incidencia dado,

decrecen cuando el espesor de la capa �ltrante crece (excepto para ciertos �angulos donde el coe�ciente de reexi�on

tiende a cero). Estos resultados son comparables a los resultados del m�etodo PML de Collino y Monk (1996).2 Para

prop�ositos pr�acticos el valor optimal para s puede ser �teado como

s � 3:2 ��0:45

para espesores de capa de hasta diez longitudes de ondas.

CONCLUSIONES

El empleo de una capa �ltrante para la absorci�on de ondas ac�usticas mediante el m�etodo del �ltro de esponjas o el

m�etodo del �ltro de Gauss, representa una herramienta �util para incorporar una condici�on de radiaci�on en un esquema
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Figura 2: Coe�ciente de reexi�on �optimo (en Db, o sea, 20log10 jRj) respecto al �angulo de incidencia en

radianes, para diferentes mallas de c�alculo.

num�erico. Mediante estos m�etodos optimizados se logra reducir sustancialmente la reexi�on num�erica de las ondas

salientes del dominio computacional para una capa �nita, as�� como controlar la capacidad de absorci�on de las mismas.

En el m�etodo del �ltro de esponjas o la capa de B�erenger se obtiene una condici�on de radiaci�on local en funci�on del

�angulo de incidencia de la onda a la frontera de radiaci�on, mientras que, en el m�etodo del �ltro de Gauss, adem�as de

obtener los par�ametros optimizados para la funci�on dise~nada, se construye una condici�on de radiaci�on no-local, que

describe el \mejor" comportamiento de las ondas salientes para cada �angulo de incidencia a la frontera de radiaci�on,

es decir, para cada modo transversal incluyendo los modos de propagaci�on y los modos desvanecentes.
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