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RESUMEN

Se presenta un modelo para la prediccién de los estados tensionales que se
producen en materiales granulares y las solicitaciones sobre las estructuras
que los contienen. Se utiliza una ley constitutiva hipoeldstica para representar
el comportamiento eldstico no lineal caracteristico de los materiales granulares.
Se presentan ejemplos y se compara con otros resultados teéricos, numéricos
y experimentales.

ABSTRACT

A model for prediction of solicitations produced by granular material over
containing structures is presented. A hypoelastic constitutive law is used to
represent the non-linear elastic behavior characteristic of a granular material.
Some examples are presented with comparison with other teorical, numerical
and experimental results.

INTRODUCCION

El comportamiento de materiales granulares presenta interés cientifico debido al com-
plejo conjunto de caracteristicas fisicas involucradas. Este conocimiento es relevante para
varias ramas de la industria, en las cuales se requiere mejorar el diseno de las plantas de
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almacenamiento y manipulacién de este tipo de materiales. El comportamiento estruc-
tural y las solicitaciones a las que se ven sometidos los silos, en particular, presentan en
la actualidad falencias e incertidumbres.

La mayorfa de los trabajos realizados en este drea tratan el proceso de vaciado mo-
delando al material como un fluido, y suponiendo una distribucién lineal de las tensiones
como condicién inicial [1,2,3,4].

Experimentalmente se ha observado [5] que el estado tensional del material al final de
la etapa de llenado no corresponde a una distribucién lineal. También se ha establecido
una clara dependencia entre el estado tensional inicial y la forma en que el material fluye
durante el vaciado. Existen ademds curvas teéricas [6] de distribucién de presiones sobre
las paredes del silo, en las cuales se basan gran parte de los disenos.

Por las razones anteriores se ha abordado el problema de determinar el estado tensional
del material ensilado y las solicitaciones que ejerce sobre la estructura durante el llenado.
A tal fin se considera al proceso de llenado fundamentalmente estético, considerando que
el comportamiento mecédnico del material almacenado puede representarse como un sélido
eldstico no lineal que desarrolla friccién con la pared.

MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

El material almacenado se modela utilizando elementos finitos bidimensionales de
deformacién plana/axilsimetria de cuatro nodos, para los cuales las deformaciones y las
tensiones han sido referidas a un sistema corrotacional, que permite actualizar facilmente
las variables incrementales.

Se utiliza un mapeamiento isoparamétrico que para cada instante de tiempo permite
escribir la configuracién actual y los desplazamientos incrementales como:
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donde:
&,n : son las coordenadas naturales del elemento
N*(&,m) : es la funcién de forma asociada al nodo i

x' : es la coordenada actual del nodo i en un sistema cartesiano global fijo

u’: es el vector incremento de desplazamiento del nodo ¢ respecto del sistema cartesiano
global fijo



En cada punto de integracion se evalda la expresién anterior, definiéndose el versor 1y,
correspondiente al eje corrotacional Z7 , como paralelo al vector x/¢ y adoptando al versor
I, perpendicular a 1;. Con ello se obtiene la matriz de transformacién ortonormal T la
cual permite expresar un vector incremento de desplazamiento U del sistema corrotacional

en el sistema global haciendo u = TT.
xe
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Fig.1 Definicién del sistema local de

coordenadas

El tensor incremento de deformacién para el elemento de deformacion plana, utilizando

notacién matricial, se define como:
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Las matrices B’ estdn en funcién de las derivadas de las funciones de forma N* (&, n)
respecto del sistema corrotacional, las cuales se obtienen mediante:

Nip Ni; | =[N N |IT (7)

La ecuacion constitutiva que se utiliza es de tipo hipoeldstica, y se trabaja descom-
poniendo los tensores de tensién y de deformacion en sus partes esférica y desviadora:

Ap = K(p)AA (8)

donde A (') indica incremento de (), siendo:

p : un tercio del primer invariante del tensor de tensiones

si; + parte desviadora del tensor de tensiones

A : deformacién volumétrica,

€; : componente desviadora del tensor de deformaciones

Esta forma de integraciéon temporal de las deformaciones y tensiones es equivalente a
usar tensiones y deformaciones de Hencky (logaritmicas) en una formulacién Lagrangeana
total. Se considera que el material es eldstico e is6tropo y que el coeficiente de Poisson v
es constante, mientras que el rhodulo eldstico tangente E;(p) es dependiente de p. Esta
dependencia se ha determinado experimentalmente [7,8,9,10,11], resultando como buena
aproximacion de la forma:

E(p) = hur 1o (ﬁ) (10

Pa

siendo:

E; : el médulo eldstico tangente correspondiente al nivel p

k.-,n : pardametros de caracterizaciéon del material, determinados en base a datos
experimentales

Do : la presién atmosférica

El médulo de deformacién volumétrica y el médulo eldstico transversal respectivamente
quedan expresados:

K(p) = 3(%% (11)
G(p) = %Elt—% (12)



Las ecuaciones de movimiento, que gobiernan el comportamiento del sélido, se inte-
gran en forma explicita en el tiempo utilizando el algoritmo estandar de integracién por
diferencias centrales dentro del esquema de Euler hacia adelante.

El llenado del silo se simula por la adicién sucesiva de capas de elementos, como forma
discreta del llenado continuo. Se considera que el proceso de llenado es fundamentalmente
estético, desprecidndose la energia cinética contenida en el mismo. Al ser adicionada una
capa de elementos comienza a actuar la fuerza gravitatoria correspondiente a la masa de
los elementos de la capa. Esta fuerza produce oscilaciones en los desplazamientos, con
el fin de estabilizar la solucién se impone un fuerte amortiguamiento “ficticio” antes de
agregar una nueva capa .

Los campos de desplazamientos y velocidades iniciales son nulos en el dominio 2. En
el contorno I'. donde se imponen las condiciones de contacto entre el material granular y
las paredes deben satisfacerse las siguientes condiciones:

e contacto mecdnico: la componente normal de la fuerza que actiia en el contacto debe
ser de compresién

e 1o penetracién: una superficie no puede penetrar en la otra, condicién que se expresa
estableciendo que el “gap”, minima distancia entre las superficies de contacto, sea siempre
mayor o igual a cero.

e ley de friccién: la fuerza tangencial no puede superar una fraccién de la fuerza
normal, dicha fraccién estd asociada al é&ngulo de friccién grano-pared.

Como las ecuaciones de movimiento se integran en forma explicita, las condiciones
de contacto pueden ser valuadas en funcién de los desplazamientos en cada instante. Si
se relajan las condiciones en I', y se utiliza el método de penalizacién para imponer las
condiciones de no penetracion y la ley de friccién resulta que la componente perpendicular
de la tensién de contacto es proporcional al coeficiente de penalizacién «,, a la penetracién
(“gap” <0) y al médulo eldstico tangente e inversamente proporcional al tamano de la
malla. Mientras la componente tangencial de la tensién de contacto resulta proporcional al
coeficiente de penalizacién oy, a un micro-deslizamiento relativo y al coeficiente de friccion.
Se hace aqui uso de una formulacién “no cldsica” que establece una relacién lineal entre
la componente tangencial de las fuerzas de contacto y un micro deslizamiento relativo
entre las superficies. Si la magnitud de la fuerza alcanza al valor critico F,. comienza un
macro deslizamiento. Siendo F| igual al producto entre la fuerza normal y el coeficiente
de friccién entre las superficies en contacto. De esta manera quedan determinandas las
fuerzas que actian en esta parte del contorno.

La inclinacién de las capas guarda relaciéon con la manera en que se llena el silo.
Estas pueden ser horizontales o estar inclinadas un dngulo ¢ respecto de la horizontal.
Si se supone que el llenado se produce a partir de un punto fijo en la parte superior del
silo, la inclinacién que adoptarédn las sucesivas superficies libres del material tendran una



inclinacién igual al dngulo de reposo del material ¢,.. En otros casos se tendrd 0 < ¢ < ¢,.

RESULTADOS NUMERICOS

A continuacién se presentan un par de ejemplos analizados con la metodologia indi-
cada. El material granular adoptado tiene las siguientes caracteristicas:

kur = 960 nimero médulo (adimensional)

n = 0.57 exponente

v =0.2 relaciéon de Poisson

p =1417  [kg/m?] densidad

pa = 100000 [N/m?] presién atmosférica

c =0 cohesién

o =34° dangulo de friccién interna del material

¢, =30° angulo de reposo del material

¢, = 18° angulo de friccién entre el material y la pared

Silo de fondo plano

Este ejemplo ha sido propuesto por J.M. Rotter y J.Y.Ooi como “benchmark” para
comparar diferentes formulaciones utilizadas en el modelado del llenado, corresponde a
un silo de 5m de ancho y 25m de altura, en deformacién planal. Se utiliz6 una malla
uniforme de 1004 elementos, con 100 capas horizontales de 0.25m de espesor, que se
muestra en Fig.2.a. Se ha discretizado la mitad del silo debido a la simetrfa. Los resultados
se obtuvieron utilizando un incremento de tiempo 5 x 10~ seg., obteniéndose un valor
méaximo de penetracién en la pared del orden de 0.5mm y de 0.3mm en el fondo. En
Fig.2.b se muestra la distribucién de la tensién horizontal o,, que actia sobre la pared
comparada con las distribuciones correspondientes a otras soluciones numéricas extraidas
de la Ref.[4]. Esta comparacién es un ejemplo de la enorme dispersiéon de resultados
obtenidos dependiendo de los modelos utilizados y las hipétesis empleadas. En este caso
los resultados de la presente formulacién se encuentran entre las presentadas en la Ref.[4].
Por otro lado en la en la Fig.2.d se compara el valor g de la integral de las tensiones
verticales o,, en secciones horizontales (valor de la carga vertical total que actia en planos
horizontales ubicados a una profundidad z a partir de la superficie libre del material) con
los valores dados por la férmula teérica propuesta por Janssen [6]. En este caso puede
observarse que el presente modelo conduce a una menor descarga del peso del material a
través de friccién con las paredes. En Fig.2.c se ha graficado la distribucién de la tensién
de corte o,, que actda sobre la pared. Finalmente en Fig.2.e se muestra la variacién
de la relacién de tensiones K que se define como el cociente o, / 0,y, la cual tiene
un valor practicamente constante en toda la altura del silo. La relacién de tensiones
estd vinculada con el hecho de que los sélidos granulares tienen diferente resistencia en las
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direcciones vertical y horizontal; y suele ser considerado como un parametro macroscépico
de caracterizacion del material. Diferentes propuestas tedricas lo deducen en funcién de
la relaciéon de Poisson, o del coheficiente de friccién interna y el coeficiente de friccién
entre le material y la pared [13].
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Fig. 1: Silo de fondo plano. a) discretizacién; b) tensién normal sobre la pared; c)
tension tangencial sobre la pared; d) carga q; e) coheficiente K

Silo con tolva

En este segundo ejemplo se considera un silo cuyo depdsito tiene 0.8m de ancho y
2.5m alto, la apertura de salida de la tolva es de 0.1m y la altura de la misma es 1.3m.
Se lo modela en deformacién plana, con simetria central. Los resultados se obtuvieron
utilizando un incremento de tiempo 1.5x 1072 seg.. Se utilizaron 2 mallas para determinar
las presiones en el mismo silo para diferentes niveles de llenado del deposito. Para el
llenado total se utilizé una malla de 1216 elementos con 152 capas horizontales de 0.025m



de espesor (Fig.3.a), obteniendo la distribucién de presiones sobre las paredes del depdsito
y la tolva que se muestran en Fig.3.b. La segunda malla correspopnde a un nivel de llenado
del depésito de 1,25m, consta de 816 elementos y 102 capas de 0.025m de espesor (Fig.3.c).
En este segundo caso se cuenta con datos experimentales [5] con los cuales se han incluido
para comparacion en la Fig.3.d.
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Fig. 2: Silo con tolva. a) discretizacién para el llenado completo; b) tensién normal
sobre la pared para el llenado completo; c) discretizacion para el llenado parcial; d) tension
normal sobre la pared para el llenado parcial.

CONCLUSIONES

Los valores presentados de presiones sobre las paredes estdn comprendidos en el rango
determinado por otras soluciones numéricas. De la comparacién con las curvas tedricas, el
modelo propuesto descarga un menor porcentaje del peso de material a través de friccién
con las paredes.



La constancia de la relacfon de tensiones K coincide cualitativamente con algunas de

las propuestas tedricas, aunque el valor obtenido es menor a los modelos tedricos.

De la comparacién entre los resultados numéricos y los datos experimentales, en el

silo con tolva, se observa buena concordancia en la prediccién de las solicitaciones en el
depdsito, pero hay mayores diferencias en la distribucién de la presién media en la tolva.
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