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RESUMEN

Se presentan los resultados de la implementacién computacional del modelo de
plasticidad no-asociada de Lade-Duncan.

Como primer paso para la validacién del modelo se simulan los ensayos triaxiales
ciibicos realizados por Lade y Duncan a partir de la aplicacién directa de la relacién
tensidn-deformacion incremental.

Se incorpora luego a un programa de célculo de estructuras por el método de los
clementos finitos, para condiciones de tensiones axisimétricas y estados planos de
deformaciones.

Se analiza la aplicabilidad del modelo para casos de deformacion uniaxial, estado plano
de deformaciones y de carga proporcional.

ABSTRACT

The results of the numerical implementation of the non-associated plasticity model by
Lade and Duncan are presented.

As a first step for the validation of the model the cubical triaxial tests performed by
Lade and Duncan are simulated.

The model is incorporated into a finite element code for axisymmetric and plane strain
The performance of the model for cases of uniaxial strain, plane strain and proportional
loading is anatyzed.

INTRODUCCION

Lade y Duncan [1] desarrollaron tanto un modelo de resistencia como un modelo elasto-plastico, para
simular el comportamiento tensién-deformacién de materiales no-cohesivos desde el estado elastico
hasta Ia falla.

Utilizaron los resultados de los ensayos triaxiales ciibicos [2] y conceptos de elasticidad y plasticidad
para desarrollar esta teoria, la cual incorpora un criterio de fluencia, una regla de flujo no-asociada y
una regla empirica de endurecimiento por trabajo (work-hardening).

Este modelo permite tener en cuenta los efectos de las tensiones principales intermedias, de dilatacién
por corte y la dependencia del camino de cargas. Tedricamente es aplicable a condiciones de tensiones
tridimensionales generales, pero los pardmetros envueltos pueden derivarse de una serie de ensayos de
compresion triaxiales.

En lo que sigue se describe la formulacién del modelo y a continuacién se muestran los resultados de la
implementacon.
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EL MODELO DE LADE DUNCAN
Los incrementos de deformaciones totales {de;} son divididas en una componénte eldstica {de;°} y una
componente pléstica, {de;*} tal que: ;
{dey)={dey"}+{ds} (D

Los incrementos de deformaciones eldsticas se calculan con la ley de Hooke, usando el médulo de
descarga-recarga definido por Duncan y Chang [3]:

- )
E,=K,p, (fi)
P,

Los valores de las constantes adimensionales del médulo K., y el exponente n, se determinan a partir
de ensayos de compresion triaxial ejecutados con distintos valores de la tensién de confinamiento 03; p,
es la presion atmosférica expresada en las mismas unidades que E, y o3

Lade y Duncan asumieron ¢l valor del coeficiente de Poisson igual a cero porque observaron que las
deformaciones axiales y volumétricas eran muy parecidas en los ensayos de compresién triaxial para el
primer incremento de carga. )

La superficie de falla en funcién del primer y tercer invariante del tensor de tensiones queda:
fr=1} -k 1=0 &)
Las superficies de carga fitoman una forma similar,
fi=1 -« =0 @
o en funcién de los invariantes del tensor desviador:

f=L-xW Y58 -11J,+7,)=0 | Q)

donde x =1I? /I3 es el valor del nivel de tensiones corriente y varia desde 27 para condicién de
tensiones hidrostaticas (o7 = 0> = 03) hasta el valor de x; en la falla.

La funcion de potencial pldstico se expresa como:

g=1I-x,I, 6 g=I'-x,(L1?-11,J,+J,) - ®

La regla de flujo se deriva de acuerdo a la expresion: ‘
" Og - Y]
oo

i

Agl =A4

En estas relaciones, el valor de k; determina las magnitudes relativas de los incrementos de
deformaciones plésticas, y el valor de A4 determina sus magnitudes absolutas.

K, = A +27(1- 4) ®

donde A es una constante expenmenlal
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daw, ®

dW, es el incremento en el trabajo plastico debido a un incremento en el nivel de tensiones dx, se
determina a partir de la relacién hiperbolica entre Wp y k=
4 10
(K -k, )= —r
a+dWw,

en la que X; es un nivel de tensiones umbral, por debajo del cual no se producen deformaciones
plasticas.

Los parémetros a y d se fijan usando el procedimiento puntualizado por Duncan y Chang [3}.

! Dy
r
(2] e
P, (xl_xt) (K—K,)u”
Basado en la Ec. (10), el incremento del trabajo plastico se expresa como:
adx 13)

aw =

4 « 2
. -K
1-r, ——L
Kk, -k,

& = valor del nivel de tensiones corriente; 4K (>0) = diferencia entre dos niveles de tensiones sucesivos.

Tabla1 Parémetros experimentales para arena densa y suclta Monterey N°0.

Pardmetro Arena densa Arena suelta
X . 103 58

X 40 33

A 0.44 0.39

r 0.957 ' 0.97

M 2.55x 107 6.80 x 10

{ 1.32 1.17

K, 2300 1600

n 0,80 0,86

v; 0.0 0.

IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

La forma general de las relaciones constitutivas elasto-plasticas para plasticidad con endurecimiento es
la siguiente [4]

% ¥y
oo, " ™ 3o
do, =1Cyy - = = |.de, (14)
of og
o+ oc,, 2
oo, oo,
do;: vector incremento de tensiones F: funcién de carga ]
ds; : vector incremento de deformaciones g: funcién de potencial pléstico

Ciw : tensor constitutivo eldstico H’: médulo de endurecimiento
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. ...La Ec. (14) puede escribirse simplificadamente como: .
do, =Cgds, (13)

donde C ;‘:, ¢s el tensor constitutivo elasto-pléstico dado por:

& ~Cu—t i, @9

en el cual
H =3ALBA +2p)+ 2Bu(2MJ, +3NJ,)+ 2CuBMJ, + Ns,5,5,5, — $ NJ2)+ H' (17.2)
H, =ABA+2u)5, +2uBs, +2uCt, (17.b)
(17.¢)

Hy, =L(3A+2p)5, +2uMs, +2uNt,
donde & : tensor delta de Kronecker; s =0y~ pé y - tensor de tensiones deviatérico; p es el valor

de la tension media: p = -1—1l .
3
1
J2y Js son el segundo y tercer invariante del tensor deviatérico y se calculan a partir de: J, = Es,.]s,.j

2, resulta: £, = 5,5y —1J,8

g | —
YJa—zsvs»sw‘:;-a—G; i

El tensor constitutivo el4stico, en funcién de las constantes de Lamé A y . tora la forma:
Cpy =A0,8, + /‘(aik5,1 +6,0, ) (18)

Los coeficientes de rigidez A, B C, L, M y N [4], toman la forma:

o= W G rE -30,)  Legp st -k (1Y -4,
1
A =tx(w )1, Mz_és_’_:llel
a’z 3 P alz 3 (19)
C:.?‘.[..: K(Wp) Nz‘?i'—‘—l(z
aJ, a,
El médulo de endurecimiento H’, en la Ec. (14) para un modelo con endurecimiento por trabajo se
o dx og of . dic '
expresa 4] H'=—— ; ,donde L-=-—{LJ3 -1 J +J se obtiene
por 141 6rchpa"aaij ax (21 1 T3, 3)y aw,

dx 1 2
de la Ec. (13), =]l-dix-x, }i.
13, - =gli-dle=x.)]
Como la funcién de potencial pléstico es una funcién homogénea de tercer grado, o, 6g/60‘,j =3g.
Finalmente se obtienc H’ en la forma:
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H'=§f[1—d(x—x.)]z(;‘;lf ~40,, +J,) “

Céiculo de las deformaciones por apﬁcscién directa de Ia relacién incremental

Cuando los datos del problema son las tensiones y las incognitas las deformaciones, se puede hacer un
analisis directo, por aplicacién de la forma inversa de la Ec. (15), que resulta

d cea 21
€y =L G0y @n
enlaque C fj’;'l es 1a inversa del tensor elasto-plastico.

Los ensayos triaxiales cdbicos

En los ensayos triaxiales cibicos se incrementan las tensiones principales mayor e intermedia (0, y 63)

en forma proporcional, manteniendo constante la tensién principal menor (07) y se miden las

deformaciones. La relacién entre las tensiones est4 dada por el parametro = 2277 que se mantiene
o o, -0,

constante y varia entre 0 (compresién triaxial) y 1 (extension triaxial). El estado de tensiones es tri-

dimensional, por lo que el tensor elasto-pléstico se expresa en la forma general de la Ec. (16).

Para compresion triaxial (b=0), las curvas tensién-deformacién calculadas coinciden muy bien con las
medidas (Fig. 1). Para otros valores de b, los cambios de volumen calculados son inicialmente mas
compresivos que los medidos, mientras las razones de dilatacién (—Ae,/Ag;) calculadas para niveles
altos de tensiones resultan mayores que las observadas.

Ci-G
(kg/em?)

& (%)

Figura 1: Comportamiento tension-deformacion y cambio de volumen calculado y medido para los ensayos
triaxiales ciibicos de la arena densa Monterey N° 0.

Se estimé que el motivo por el cual los cambios de volumen calculados son inicialmente mas
compresivos que los medidos, podia deberse a la suposicion del coeficiente de Poisson nulo, por lo que
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se proces6 nuevamente suponiendo un coeficiente de Poisson v=0.1 y v=0.2. En la Figura 2 se muestra
la comparacién de resultados para relaciones b=0 (compresidn triaxial) y b=0.5.

Las curvas para las deformaciones volumétricas con v=0.2 son en ambos casos més dilatantes, no
varian mucho para la compresi6n axial y para el caso b=0.5 hay mayor diferencia, pero a niveles bajos
de tensiones se aproximan mejor a los resultados experimentales.

8 4
13
%
% o Ensayos
1 v=0
'y T v=02
2 -1

Figura 2: Comparacién de resultados para v-=0 y v=0.2 para compresion triaxial (b=0.) y b=0.5 (Arena densa)
Deformacién umiaxial

Para este caso vale ¢,, =&£3; =&, =&, =&, =0 [4]. La relacién tensién-deformacién elasto-
plastica se reduce a [4]:

l *
A+2u—-—H H,
da, /1l e
Z:n = '1";{"1'1;1”11 {dg“} @2)
| A-HuHy

Se estudié el caso en que se aumentan las tensiones verticales en 20 escalones de carga desde un valor
nulo. En la Figura 3 se muestran las curvas tensién deformacion para v =0.2 y v = 0.25.

D B EPE T Poisson 0.2
Poisson 0.25

0+ et } }
00 02 04 06 08 10

Figura 3: Deformacion uniaxial. Relacién o—¢ para arena suelta Monterey N°0. 20 incrementos de carga.

3

El nivel de tensiones resulta x :.(_1(1_1‘_').)_2, que es independiente de las tensiones, por lo que ¢/ estado
-v)v

de deformacion uniaxial es un caso de carga neutra, es decir que se comporta elésticamente, .

Se puede observar que si se toma un coeficiente de Poisson v=0 (como lo sugieren Lade y Duncan), el

nivel de tensiones resulta “infinito”, por lo que el material estaria en falla.
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Estudio por elementos finitos de estados planos de deformaciones y. axisétricas .

Seinootporéelmodeloaunprogmrmdedélctﬂodemmmsporelmétododelosélanéiifbsﬁnitos
[5], implementindose para elementos isoparamétricos de nodos variables de cuatro a ocho en
condiciones axisimétricas y estados planos de deformaciones [6], [7].

La expresion de Ia matriz elasto-pléstica para estado plano de deformaciones y axisimetria resulta:

l+2y——;7 HH,, A-% H.H,, —-%H{,Hu 1—% HH, |
l-—I}-I—H;zH,, ,1+2;4—?11- H,H, —-;{—H;ZH,Z l—-I%I—H;Hga
—%{—H,}H,, ——;;H,'zﬂn ,u——;-I-H,'zHu —%H;Ha3
- }.——;{—H,',Hn 1—711—11;3%. —V‘lﬁH;ale “2/‘-71;”;3’[’33~

Caso axisimétrico : ensayo de compresion triaxial

Se idealizaron los ensayos de compresién triaxial y se obtuvieron buenos resultados para la arena
Monterey N° 0 con dos relaciones de vacios diferentes.

Estade plano de deformaciones

Se idealizd el ensayo de estado plano de deformaciones con una presién de confinamiento inicial de oo
=0.6 kg/cm’ y se aument6 Ia tensién vertical en 20 escalones de carga. :

Se procesé con coeficiente de Poisson v=0. y v= 0.2 y se obtuvieron los resultados mostrados en la
Figura 4. La relacion entre las deformaciones principales vertical (£/) y horizontal (&) es bastante
buena, como asi también &,-&,. No se disponen de gréficas para comparar la relacién entre las tensiones
y deformaciones, el iinico dato que figura en el trabajo de Lade y Duncan [2] es que el pardmetro b (que
no se mantiene constante) result6 0,34 en la falla y numéricamente se llega a un pardmetro b= 0.20, lo
que indicarfa que las tensiones en la direccién normal al plano estarian subestimadas.

4 0 .
a8 1 2 3 4
. €1 (%)
24
-3
ol ‘
-5 4 \
64 i
- o Ensayo
Poisson =0
21 e0) - Poissson=02
-9

Figura 4: Estado plano de deformaciones con de ¢, =0.6 kg/c’. Arena densa Monterey N° 0.

Carga proporcional i

En un trabajo posterior Lade y Duncan [8] realizaron un ensayo de carga proporcional; sometieron una
probeta de arena suelta Monterey N° 0 a un estado de tensiones iniciales oy=-0.4 kg/em?’, a7~07=-0.2
kg/cm® y mantuvieron la proporcionalidad entre las tensiones (07=205) hasta 0;=1.8, g=0=-0.9.

Se realiz6 el mismo estudio para dos coeficientes de Poisson v=0. y v=0.2. En la Figura 5 se muestra la
comparacion de resultados.
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El nivel de tensiones para arena suela es x =32 <x, =33, donde x, es el nivel de tensiones umbral, por.
debajo del cual las tensiones serian eldsticas.

DelanéhsnsdelanguraSsemxdemhrqmdmoblunademrgapmporcmxalesmuysambleal
valor delcoeﬁcxentedersson.Losresultadospmv%.Z concuerdan mejor con los resultados de
ensayos en lo que se refiere a las deformaciones volumétricas, no asi a la relacién tensién-deformacién.

15 S - 00 3 1 T
o 02 03
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¢ 0.2 - Poisson=02
05 - o o Ensayo
€1(%) gv (%)
0,0 . ; v 04
00 0,1 02 03

Figura 5: Ensayo de carga proporcional para arena suelta Monterey N° 0.

CONCLUSIONES
*Los resultados hallados mediante el modelo concuerdan bien para los ensayos triaxiales clibicos.
*Lo resultados de los ensayos triaxiales ciibicos son poco sensibles al valor del coeficiente de Poisson..
*Se simula correctamente el ensayo de compresién triaxial por elementos finitos.

*Para el ensayo de estado plano de deformaciones las deformaciones halladas concuerdan bastante bien
con las obtenidas mediante ensayos, pero la relacion b en la falla (=0.20) difiere mucho de la obtenida
mediante ensayos (=0.34).

*El problema de deformaci6n uniaxial es fuertemente dependiente del coeficiente de Poisson adoptado.
No se puede suponer coeficiente de Poisson nulo pues el material se encontraria en falla.

*En el ensayo de carga proporcional se obtienen grandes diferencias, las que podrian deberse al hecho
de suponer coeficiente de Poisson nulo o un médulo de elasticidad incorrecto.
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