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Se presentan 105 resultados de Ia implementaci6n computacional del modelo de
plasticidad oo-asociada de Lade-Duncan.
Como primer paso para Ia wlidaci6n del modelo se simulan 105 ensayos triaxiales
cUbicos realizados por Lade y Duncan a partir de Ia aplicaci6n directa de la relaci6n
tensi6n-defonnaci6n incremental.
Se incorpora luego a un programa de c8lcu1o de estrueturas por el metodo de 105
elementos finitos, para condiciooes de tensiones axisim6tricas y estados pianos de
deformaciones.
Se analiza la aplicabilidad del modelo para casos de def0rmaci6n uniaxial., estado plano
de defocmaciones y de carga proporcional.

The resulls of the numerical implementation of the non-associated plasticity model by
Lade and Duncan are presented.
As a first step for the validation of the model the cubical triaxial tests performed by
Lade and Duncan are simulated.
The model is incorporated into a fmite element code for axisymmetric and plane strain
conditions.
The performance of the model for cases of uniaxial strain, plane strain and proportional
loading is analyzed.

Lade y Duncan [I] desarrollaron tanto un modelo de resistencia como un modelo elasto-pl8stico, para
simular el comportamiento tensi6n-deformaci6n de materiales no-cohesivos desde el estado elastico
basta la falla.

Utilizaron !os resultados de 105 ensayos triaxiales cubicos [2] y conceptos de elasticidad y plasticidad
para desarrollar esta teoria, la coal incorpora un criteria de fluencia, una regIa de flujo oo-asociada y
una regia empfrica de endurecimiento por trabajo (work-hardening).

Este modeIo permite tener en cuenta 105 efectos de las tensiones principales intennedias, de dilataci6n
par corte Y la dependencia del camino de cargas. Te6ricamente es aplicable a condiciones de tensiones
tridimensionales generales, pero !os parametros enweltos pueden derlvarse de una serle de ensayos de
compresi6n triaxiales.

En 10 que sigue se describe la focmulaci6n del modelo y a continuaci6n se muestran 105 resultados de la
implementac6n.
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Los incrementos de deformaciones totales {ds;j} son diYididas enuilaCoinponetrte el8stica{dEije} y una
componente pl8stica, {dEl} tal que:

Los incrementos de defonnaciones e1llsticas se calculan con la ley de Hooke, usando el m6dulo de
descarga-recarga definido por Duncan y Chang [3]:

Ew =KwPa(;:r
Los valores de las constantes adimensionales del m6dulo K"" y el ex:ponenten, se detenninan a partir
de ensayos de compresiOn trilP(ial ejecutados con distintos valores de Ia tension de confinamiento C1j; Pa
es Ia presiOnatmosferica ex:presada en \as mismas unidades que E.,. y UJ.

Lade y Duncan asumieron eI valor del coeficiente de Poisson iguaI a cero porque observaron que \as
deformaciones axiales y volumetricas eran muy parecidas en los ensayos de compresiOn triaxial para el
primer incremento de carga.

La superjicie dejolla en funci6n del primer y tercer invariante del tensor de tensiones queda:

donde I( = 1.3/13 es el valor del nivel de tensiones co"iente y varia desde 27 para condici6n de

tensiones hidrostaticas (OJ = U2 = C1j) basta el valor de 1(1 en Ia falla.

La.timcion de potencial pliJstieo se expresa como:

g=I[ -1(213 " g=I; -1(2 (-f.;I; -FIJ2 +J3)

En estas relaciones, eI valor de IC3 determina \as magnitudes relativas de los incrementos de
deformaciones pl8sticas, y el valor de M determina sos magnitudes absolutas.



dW
A-t=--P3g

dWp es el incremento en e/ trabajo p/tistico debido a un incremento en el nivel de tensiones dK, se
detennina a partir de la relaciOn hiperbOlica entre Wp y Ie

(K-K)= Wp

, a+dJVp

en la que II;j es un nivel de tensiones umbra/, por debajo del coal no se producen deformaciones
plAsticas.

Los patimetros a y d se fijan usando el procedirniento puntualizado por Duncan y Chang [3).

a = M'Pa{U
pa3

)1 d = rf I (II) Y(12)
(K(-K,) (K-K,L,

Basado en la Ec. (10), el incremento del trabajo plAstico se express como:

dW = a.dK

,P (1- r
f

~_-:_'E!_)2
K(-K,

K= valor del nivel de tensiones corriente; dK(~O) = diferencia entre des niveles de tensiones sucesivos.

Tabla I ParamelroS experimentales para arena densa y sueIta Mmterey N"O.

Arenadensa
103
40
0.44
0.957
255 x Itr
1.32
2300
0,80
0.0

Arena suelta
58
33
0.39
0.97
6.80 x 10'"
1.17
1600
0,86
O.

La fonna general de las relaciones constitutivas elasto-plAsticas para plasticidad con endurecimiento es
la siguiente [4]

dUij: vector incremento de tensiones
dli;j : vector incremento de defonnaciones
CijIi : tensor constitutivo elAstico

F: fimci6n de carga
g: funciOn de potencial pllistico
Ir: mOdulo de endurecimiento



dO' Ij = C:I/.tdli tI

doode C:; es eI tensor constitutivo elast~plt!Jstico dado por:

1 •ct:, = CIjtI- H H'jH tI

(17.a)

(17.b)

(17.c)

donde 4j : tensor delta de Kronecker; SIj = 0' Ij - po Ij : tensor de tensiones deviatorico; pes eI valor

1
de Ia tension media: p = - II .

3
1

h y J3 son eI segundo y tercer invoriante del tensor deviat6rico y se calculan a partir de: J2 = 2s'JSjj

aJ
y J3 =;S'jS jkSki' I'j =_3_, resuha: IIj =s,tskj --tJ20ij

aUIj

EI tensor constitutivo elastico, en funci6n de las constantes de Lame A. y Jl toma la forma:

Cljtl = AOyOtI + p(OjtOj/ +o'~jk)

EI m6dulo de endurecimieoto H', en Ia Ec. (14) para un modelo con endurecimiento por trabajo se

H' af dK ag donde a.r ( I 13 I ) dK .expresa por [4] =----0'. -- --=- - --I J +J y --se obtieneaK dW If au . ' aK 27 I 3 I 2 3 dW
p iJ p

de la Ec. (13), dK =]-[I-d(K-K,)Y.
dWp a

Como la funci6n de potencial plastico es una fimci6n homogt!nea de tercer grado, 0' If iJg/ au Ij = 3g .
Finalmente se obtiene H' en la forma:



C'1euIo de )as detormaciones por .plleaeiOn direda de Ia relatioD incremental

Cuando 108 datos del problema son !as tensiones Y !as inc6goitas !as deformaciones, se puede bacer un
analisis directo, por aplicaci6n de Ia forma inversa de Ia Ee. (15), que resulta

, -I
d&ij =C:; dO"M

en Ia que Ciftt -I es Ia inversa del tensor elasto-pllistico.

Los e •• yos triaxiales cubicos

En los ensayos triaxiales eubicos se incrementan!as tensiones principales mayor e intermedia (0"1 Y 0"2)

en forma proporcional, manteniendo eonstante Ia tension principal menor (O"J) y se miden las

deformaciones. La relaei6n entre !as tensiones esta dada por el par8metro b = (72 - (7, que se rnantiene
(7, -(7,

constante Y varia entre 0 (compresi6n triaxial) Y 1 (extensi6n triaxial). EI estado de tensiones es tri-
dimensional, por 10 que el tensor elasto-pllistico se expresa en la forma general de la Ee. (16).

Para compresi6n triaxial (b=O), !as eurvas tensi6n-defonnaci6n caleuladas coinciden muy bien con laS
medidas (Fig. I). Para otros valores de b, 108 cambios de volumen calculados son inicialmente mas
compresivos que los medidos, mientras !as razones de dilataei6n (-AEjl\EI) caleuladas para niveles
altos de tensiones resultan mayores que !as observadas.
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Figura 1: CompOrtamientOtmsi6n-defurmaci6ny cambiode volumencalculadoy medidopara los ensayos
triaxiales cUbicos<Ie.1aarena densa MontereyN"O.

Se estim6 que el motivo por el cual 108 cambios de volwnen calculados son inieialmente mas
compresivos que los medidos, podia deberse a la suposici6n del coeficiente de Poisson nulo, por 10 que



se proces6 nuevamente suponiendo un coeficiente de Poisson v9>.1 y v9>.2. En la Figura 2 se muestra
la comparaciOn de resultlldm J'lIU'Il relaciones b=O (oompresim triaxial) y b-O.5.
Las curvas para las deformaciones vol~cas coo V"'O.2 son en ambos casos mE dilatantes, no
varian mucho para la compresi6n axial y para d caso b=O.5 hay mayor <tifenu:ia, pro a niveles blijos
de teosiones se aproximan mejor a !os resultados experintemales.

Ensayos
v=O.

3 --~9°
----.....L_1

Para este caso vale 822 = 833 = 812 = 831 = 832 = 0 [4}. La reIaci6n teosi6n-def0rmaci6n eIasto-
plBstica se reduce a [4}:

Se estudi6 el caso en que se aumentan !as teosiones verticales en 20 escalones de carga desde un valor
nulo. En la Figura 3 se muestran las curvas teosi6n deformaci6n para v =0.2 y v = 0.25.
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Figura 3: DefiBmaci6n Wliaxial. Rdaci6n rT-tl para arena sueIta Monterey N"O. 20 incrementos de carga.

EI nivel de tensiones resulta K = (1 +V)3 , que es independiente de !as teosiones, par to que e/ estado
(l-v}v2

de deformacion uniaxial es un caso de cargo neutra, es decir que se comporta d6sticamente.

Se puede observar que si se toma un coeficiente de Poisson v9> (como to sugieren Lade YDuncan), el
nivel de teosiones resulta "infinito", par to que el mataial estaria en fiilla.



Estadio ,or e1eaeatos fIDitos de estadGs plaDOsde defo.,..eicnleu ~im~ .

Se incorp0r6 el modelo a un programa de ClilcuJode estructuras por eI mitodo de loseleD'llilifosfmitos
[5J, implement8ndose para elementos isoparamc!trico de DOdos variables de cuatroa ocbo en
condiciones axisimaricas yestados pIanos de deformaciones [6]. [7J. .

La expresi6n de la matriz eIasto-pJ8stica para estado plano de deform8ciones y axisimetria results:

ClIO uisimetrieo : easayo de compresiO. triuilll

Se idealizaron !os ensayos de compresi6n triaxial y se obtuvieron buenos resultados para la arena
Monterey N" 0 con <!osrelaciones de vacios diferentes.

Estado plaao de deformacioaes

Se idealizOeI ensayo de estado plano de defonnaciones con una presi6n de confl)lllIlliento inicial de 00

=-0.6 kglcm2 y se aument6la tensi6n vertical en 20 escalOnesde carga.

Se procesO con coeficiente de Poisson v=O. y v= 0.2 Y se obtuvieron los resultados mostrados en la
Figura 4. La reIaci6n entre !as deformaeiones princJpales vertical (&/) y horizontal (&3) es bastante
buena, como asi tambien Br&'" No se disponen de gr8ficas para comparar la relaci6n entre las tensiones
y deformaciones. el Unicodato que figura en el trabajo de Lade y Duncan [2J es que el panimetro b (que
no se mantiene constante) result6 0,34 en la mila y nWlll!ricamentese Ilega a un plll'limdro br 0.20, 10
que indicarla que !as tensiooes en la direcci6n normal al plano es1arian subestimadas.
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Carp proporcioDal

En un trabajo postericr Lade y Duncan [8) reaIizaron un ensayo.de carga proporcional; sometieron una
probeta de arcIIll sueIta Monterey N° 0 a un estado de tensiooes iniciales or-O.4 kgIcm2, Qrur-O.2
kgIwr y mantuvieron la proporcionalidad entre !as talsiones (OJ=2~) basta OJ=-1.8, ~=~=~.9.

Se realiz6 eI mismo estudio para dos coeficientes de Poisson v=O. y v=O.2. En la Figura 5 semuestra la
comparaci6n de resultados.



El nivel detensiones para arena sue1ta es K =32 <K, = 33, dondeiCt es elnivel de tensiones umbral, par

debajo del cuallas tensiones sedan el4sticas •..

DellUllllisis de la Figura 5 sepuedCintiirirqueel problema de carga proporeional es muy sensible at
valor del coeficiente de Poisson. Los ~h8dos parav=02 concuerdan mejor coo los resultados de
ensayos en 10 que se refiere a las deformaciones voJ.umetricas, no asf a la relaci6n tensi6n-doformaei6n.
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CONCLUSIONES

*Los resultados hallados mediante el modelo COllCuerdanbien para los ensayos triaxiales e6bicos.

*Lo resultados de 108 ensayos triaxiales e6bi.cos son poco sensibles al valor del ooeficiente de Poisson ..

*Se simula correctamente el ensayo de compresilm triaxial por elementos finitos.

*Para el ensayo de estado plano de defonnaciones las deformaciones halladas concuerdan bastante bien
con las obtenidas mediante ensayos, pero la relaci6n b en la fulla (=0.20) difiere mucho de la obtenida
mediante ensayos (=0.34).

*El problema de deformaci6n uniaxial es fuertemente dependiente del coeficiente de Poisson adoptado.
No se puede suponer ooeficiente de Poisson nulo pues el material se encontraria en fulla.

*En el ensayo de carga proporcional se obtienen grandes diferencias, )as que podrian deberse al hecho
de suponer ooeficiente de Poisson nulo 0 un mOdulo de elasticidad incorrecto.
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