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ABSTRACT

A finite element formulation for the analysis of solids under large plastic strains
is presented. It is aimed to the simulation of anisotropic metal forming in an explicit
dynamic code. A total Lagrangean formulation is employed with logarithmic strains.
A couple of benchmark tests are shown for assessment.

RESUMEN

En este trabajo se presenta la formulacién de un elemento finito para el andlisis
de sélidos con grandes deformaciones pldsticas. Estd orientado a la simulacién de
conformado de metales anis6tropos dentro de un cédigo dindmico explicito. Se utiliza
una Formulacién Lagrangeana Total y deformaciones logar{micas. Se muestran dos
ejemplos para evaluacién.

INTRODUCCION

Gran cantidad de materiales de uso comun en ingenierfa presentan un comportamiento anisétropo.
Esta anisotropfa puede estar asociada al comportamiento eldstico y/o pléstico. Naturalmente
un material con comportamiento eldstico anisétropo presenta un comportamiento pldstico tam-
bién anis6tropo. Tipicamente los materiales composites cuando se los analiza desde un punto de
vista macroscépico. Por otro lado materiales cuyo comportamiento eldstico puede considerarse
is6tropo, presentan una fuerte anisotropfa en el campo pldstico. Un caso tipico corresponde a
las laminas metalicas fabricadas por rolado.

La caracterizacién de los materiales anisétropos, particularmente los ortétropos, se realiza en
base a los ejes principales de ortotropfa del material, en base a ensayos simples.

La simulacién de procesos con estos materiales en el campo de las grandes transformaciones,
asociadas a grandes rotaciones y/o grandes deformaciones plésticas, requiere por la naturaleza
anisétropa del material seguir detalladamente la posicién que ocupan las fibras materiales re-
specto a las cuales se ha caracterizado el material en los ensayos.

Aunte tales condiciones parece natural la utilizacion de una formulacioén Lagrangeana total (FLT)
que refiere las medidas de tensién y deformacién a las fibras asociadas a la geometria original.
Esto no es estrictametne imprescindible ya que siempre es posible expresar mediante adecuadas
transformaciones tensoriales las caracterfsticas del material respecto a cualquier otro sistema
espacial (movil) de referencia. Por otro lado si se pretende considerar grandes deformaciones
plédsticas (por ejemplo simulacién de procesos de embuticién de l4minas metéslicas), es nece-
sario utilizar las adecuadas medidas de deformacién y tension asociadas a la forma en que se
caracterizan tales materiales.
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¥l ob jetivo de este trabajo es presentar elementos finitos para el anslisis de s¢lidos anis6tropos

con la suficiente generalidad, que permita tratar diferentes tipos de anisotropfa en el campo de
grandes deformaciones plésticas.

v

CINEMATICA. MEDIDAS DE DEFORMACION Y TENSION

A continuacién se présenta un resumen de las expresiones de la mecénica de los sélidos relevantes
a la formulacién a utilizar. - .
Definiendo, referidos a un sistemas cartesiano global cualquiera:

X : la posicién original de los puntos materiales del s6lidos

R(X) =[t1,ta,t3] : la terna ortogonal respecto a la cual se caracteriza el material en cada
punto del s6lido indeformado (sistema local)

Y : las coordenadas originales referidas al sistema local

Y = RTX
X = RY

x(X,t) : la posicién de los puntos materiales del s¢lidos en un instante cualquiera ¢

Denominando con F al gradiente de la deformacion

F = Vx({X,t) (1)
6951'
B = ax,

que puede referirse al sistema local (indicaremos con una barra superpuesta, las variables referi-
das al sistema local cuando sea necesario)

F = FR (2)
By = %Zm_ 020X
* 7 8%, 90X, av

La medida de deformacién Lagrangeana més sencilla, a los fines del planteo de la ecuaciones de
equilibrio usando Trabajos Virtuales, es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange definido
por

B = 1 (F7F-1)=g(0%-1) 3)
= % (R"FTFR -1) = RT-;- (U?-1)R
= RTER

Si realizamos la descomposicién espectral de U

U = LTAL (4)

3
PR 12"

i=1

donde A es la matriz diagonal que agrupa s los autovalores ); de U y L son los autovectores
(unitarios) asociados. Entonces es posible escribir (3) como ‘

. 1 ‘
E= LT (A*-1)L (5)
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La medida de tensién asociada (a_ través del principio de Trabajos Virtuales) es el segundo tensor
de tensiones de Piola Kirchhoff S que se relaciona con el tensor de tesiones (reales) de Cauchy
o por

S=det(F)FloF 7T (6)

que permite escribir el trabajo virtual interno como

5 :6E dvp (M)
Vo
donde Vj es el volumen original indeformado del sélido.
Este par conjugado tensién-deformacién presenta algunas dificultades para el tratamiento de

relaciones constitutivas en grandes deformaciones, por lo cual introduciremos la deformacién de
Hencky

e=L" In(A) L (8)

Esta medida de deformacion es una extensién adecuada de la deformacion logarftmica (natural)
unidimensional y es Lagrangeana, es decir que mide deformaciones respecto a la terna original.
Denominaremos con T a la medida de tensién asociada, que puede relacionarse con § a través
de las expresiones siguientes:

Definiendo los tensores rotados

T, = LTTL .
S = LTSL (9)

La relacién entre el 2do tensor de Piola Kirchhoff y la tensién de Hencky es (ver por ejemplo la
referencia [1])

il

L
(Scdaa = 37 Ttlu

In (Aa/Ag)

Stlapg = 77545
gaRTCEY

(Ti)os (10)

Finalmente
S=R.S,RY (11)

El objetivo de calcular S es que las condiciones de equilibrio se expresan a partir de la expresién
(7) debido a la complejidad computacional que representa obtener la variacién de la deformacién
de Hencky (expresion (8)).

RELACIONES CONSTITUTIVAS

A los fines de considerar comportamiento elasto-pléstico se supondrs que las deformaciones
elasticas son pequefias y que es admisible descomponer en forma aditiva al tensor de deformacién
de Hencky en una componente eldstica y una componente plastica .

& =8 +& (12)

Se supondré ademés que existe una relacion constante entre la medida de tensién de Hencky T
¥ la componente eldstica del tensor de deformaciones &¢.

T=C:& - (13)
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Esta relacién ests expresada en las direcciones principales de ortotropfa que es donde se ha
caracterizado el material. En el caso de materiales composites existen diferentes formss de
tratarlo. Una posibilidad es considerarlo como un tnico material equivalente, en tal caso se aplica
directamente la expresién anterior. El problema de esta aproximacién es el tratamiento plastico
que resulta muchas veces muy complejo de aproximar como un unico material equivalente. Una
segunda posibilidad, de mayor generalidad pero mds costosa computacionalmente, es utilizar la
teorfa de mezclas y analizar separadamente el comportamiento de cada componente (ver por
ejemplo la Ref. {2]). En tal caso resulta conveniente expresar al tensor de deformaciones € en
las direcciones principales de ortotropfa de cada componente

é,':ﬁ?éﬁ,i

donde R; = [ ! fz, tg] son las direcciones principales de ortotropia de la componente 7 referidas
al sistema local R. La teorfa de mezclas permite tratar separadamente cada componente,
evaluando su estado tensional y luego calcular el estado tensional equivalente en funcién de la
fraccién de volumen de cada componente dentro del compuesto.

Este trabajo se concentra en materiales mono-componentes, elasticamente is6tropos, y se ha
utilizado la funcién de fluencia definida por Hill {3).

f = Flon—03)+G(os—on)+H(on—on)i+
2L 024 +2M 0%, +2N 0%, -1 (14)

Que resulta de una generalizacién del criterio de von Mises para materiales cuya comportamiento
plédstico es independiente de la presién media. Esta eleccion estd principalmente orientada a la
simulacién de embuticién de chapas metélicas. Los coeficientes F', G, H, L, M, y N, dependen
de las relaciones de resistencia en las distintas direcciones y/o de las relaciones de deformacién
pléastica entre las distintas direcciones.

ELEMENTOS FINITOS DE SOLIDOS

Se ha utilizado la cinemdtica descripta en la Seccién 2 para implementar elementos sélidos en

2 y 3 dimensiones. Se han considerado elementos cuadrildteros de 4 nudos en 2 dimensiones y
hexaedros de 8 nudos en 3 dimensiones.

Las geometrias inicial y deformada del elemento estan descriptas por las aproximaciones isoparamétri-
cas usuales (con NN el ntimero de nudos por elemento)

NN
X = Y N@E©X

:VZI\:; NN
x(€) = YN x =Y N (g (X +u)
I=1 I=1

donde X!, %I, y u! son respectivamente las coordenadas originales, coordenadas actuales y
desplazamientos del nudo I. Las funciones de forma N (¢) son las habituales funciones de forma
Lagrangeanas en funcién de las coordenadas locales £ del elemento maestro correspondiente.
La evaluacién de las derivadas cartesianas se realiza en forma estandar, definiendo la matriz
jacobiana en cada punto de integracién

3= , (15)

N =J"' NL (16)
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En cada elemento se define un sistema cartesiano local coincidente con las direcciones principales
de ortotrapfa del material constitutivo

R = [t1, ta, t3]
de tal forma que las derivadas cartesianas referidas a este sistema (Y) resultan

N4y =RT Nk
lo que permite evaluar el gradiente de deformacién ¥ en funcién de las coordenadas actuales de
los nudos

y las componentes del tensor U?
— 2 _ —
(U) g Fii P
La descomposicién espectral de U en 2 dimensiones no presenta dificultad alguna, en el caso
tridimensional es necesario un cierto cuidadado para deformaciones muy pequeiias o para auto-

valores casi-coincidentes para evitar problemas de precisién en la obtencién de los autovectores
correspondientes.

3
U:L"AL:Z,\,-L@L
i=1

El tensor de deformaciones se calcula como

3
e=L"In(A) L=) (A L®L
i=1 ,
Para evitar problemas de bloqueo debido al flujo plastico incompresible el tensor de deforma-
ciones se descompone en sus componentes volumétrica y desviadora. :
€= % 1+8&p

La componente volumétrica resulta de la traza del tensor A =tr(e) que se promedia sobre todo
el elemento (A), con lo cual se obtiene un valor corregido del tensor de deformaciones en cada
punto de integracién

w| P

e=_"1+&p

Aceptando la hipétesis de aditividad de componentes eldstica y plastica del tensor de deforma-
ciones este se escribe
é=¢ef +¢&°

Para el caso de materiales donde la ley de fluencia es independiente de la componente volumétri-
ca, la componente pldstica tiene traza nula y A es puramente eldstica.

El tensor de tensiones asociado se obtiene de suponer una ley constitutiva hiperel4stica, constante
entre tensiones y componentes elasticas del tensor de deformaciones

T=C¢¥
Para el caso de un material isétropo con deformacién pléstica incompresible, lo anterior puede
escribirse
T=2G8,+KA
Si se utiliza el criterio de von Mises o el criterio de Hill es posible trabajar con las componentes

desviadoras de tensiones y deformaciones, lo que facilita y hace mds econémica la integracién
de las ecuaciones constitutivas.
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EJEMPLOS

Se ha implementado un elemento cuadrilétero de 4 nudos y un elemento exahédrico de 8 nudos
para problemas bi y tridimensionales respectivamente. Estos elementos han sido codificados en
un programa dindmico con integracién explfcita de las ecuaciones de movimiento [4].

Compresién de un cuerpo cilindrico

Este primer ejemplo ha sido utilizado por diferentes autores y programas comerciales como
“benchmark”. Es una probeta cilindrica de 10mm de radio y 30mm de longitud comprimida
entre dos platos rugosos hasta una longitud final igual al 53% inicial. El material en este caso
es isétropo (E = 200GPa, v = 0.3), con endurecimiento lineal (o, = (0.7 + 0.3¢") GPa).
Se ha modelado la mitad superior (15mm) de la geometrfa con 625 elementos bidimensionales
axilsimétricos. .

En la Figura 1.a se muestra la configuracién original y deformada para un acortamiento de 7Tmm.
Se han superpuesto los contornos de deformaci6n pléstica efectiva que para este nivel de compre-
sién ha sobrepasado el valor de 1.4. En la Figura 1.b se muestra la fuerza sobre el plato versus
el avance del mismo. Los resultados comparados con los existentes en la literatura (basados
en formulaciones Lagrangeanas actualizadas con descomposicién multiplicativa del gradiente de
deformacién) muestran una excelente correlacién hasta desplazamientos de Smm.
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Figura 1: Compresién de un cilindro. (a)Contornos de deformacion pléstica efectiva. (b)Fuerza
vs. desplazamiento

Embuticién profunda de una ldmina circular.

En este ejemplo se utiliza un material cuyo comportamiento eléstico puede considerarse isétropo
pero presenta una marcada anisotropia en el campo pléstico. La caracterizacion del material
(acero dulce) de la l4mina fabricada por rolado, estd dada por ensayos de traccién en tres
direcciones diferentes referidas a la direccion de rolado (DR).

Espesor | Orientacién | Tensién | resistencia €y € n r
respecto a DR | fluencia | a traccién | uniforme | total
mm ° N/mm? | N/mm?® % %
0 176 322 24 40 | 0.214 4 1.73
0.98 45 185 333 22 39 0203|123
90 180 319 23 44 | 0.206 | 2.02

Tabla 1.Propiedades plésticas del material (DDQ)
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El problema en estudio es geométricamente sencillo, corresponde a la embuticién profunda de
una lémina circular con un punzén esférico. El dismetro de la lamina es de 200 mm, el dismetro
del punzén es de 100 mm, el didmetro interno de la matriz es de 102.4 mm y el radio de curvatura
de la matriz es de 5 mm. La fuerza sobre el pisador es de 80 kN, y la profundidad de embuticién
es de 85 mm.

En la simulacién numérica el material se supuso elasticamente isétropo (E=193 GPa, v=0.3),
con endurecimiento isétropo exponencial, en la direccion de rolado og (e?) = 441.54(0.0136 +
€?)02M Af Pa. En funcién de los valores indicados en la tabla, los coeficientes de la funcién de
fluencia de Hill utilizados fueron

F=03137/0F G=03663/0f H =0.6337/0}
N =11764/0f L =14452/0% M =1.4452/03
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Figura 2: Resultados del “benchmark” de Numisheet’99
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'Una caracterfstica del material, habitualmente no disponible experimentalmente, es la tensién de

fluencia biaxial, asociada a la resistencia a compresién en la direccién normal a la 14mina. Este
dato tiene poca importancia cuando se utilizan elementos de ldmina pero es relevante cuando
se utilizan elementos de sélido como en este caso. En particular porque tampoco se dispone
de la resistencia al corte en la direccién normal a la ldémina. En esta simulacién se utiliz6,
a- partir de las relaciones de deformacioén pléstica r (o coeficientes de Lankford), un valor de
Ohiazial = 1.2100. :

Este ejemplo fue utilizado como “benchmark” en NUMISHEET 99(5], los resultados presentados
en dicha reunién presentan un dispersién importante, tanto los resultados experimentales como
los provenientes de simulaciones numeéricas, por lo cual resulta muy dificil extraer conclusiones
definitivas respecto al comportamiento del modelo numérico. En la Figura 2 se muestran los
principales resultados de las simulacién y se comparan con los resultados experimentales provis-
tos por Krupp, que son los mas completos, pero que sin embargo muestran algunas oscilaciones
poco creibles desde el punto de vista fisico. Los resultados son la resistencia al avance del punzén
y los perfiles de deformaciones logaritmicas a lo largo de 3 meridianos (A: a 90°de la direccién de
rolado(DR), B:a 45° de DR y C: en la DR. En la simulacién la fuerza sobre el punzén (Fig. 2.a)
es menor que la experimental, para comparar se ha incluide ademss otra simulacién numérica
con una formulacién similar pero usando un elemento de lémina [6] que da valores un poco més
altos. Las deformaciones tienen perfiles similares pero en el centro de la ldmina son mayores
que las experimentales. Globalmente el comportamiento de la simulacién es més flexible que
el experimental y muestra una menor facilidad para embutir. Los resultados experimentales
de Krupp muestran una menor anisotropfa en el plano, es decir que los perfiles para distintas
orientaciones son mas parecidos entre si que en la simulacién. Esto no ha sido asf en otros
resultados experimentales presentados, ni en muchas de las simulaciones numéricas.
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