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Neste trabaIho e dada uma anfase especial. inclusio das incertezas na av~ do
comportamento estruturaJ, objetivando lima melhor ~91o das C8l'IICtel'fsti

do sistema e uma quantifi~ da importAn<:ia destas ~ DO projeto. E
1ratlldo 0 problema da analise da confiabilid8de de estruturas de concreto annado
incluindo 0 efeito da variabi.lidade espacia1 de sua propriedades. Para tanto e
proposto um modelo de elementos finitos para a ~ do comportamento
do concreto armado. 0 qual inclui as prilK:ipeia ancteristic::as obaervadas oeste
material. Tambem e desenvolvido urn modelo para a ger&9io de campos
cstoe8sticos multidimensionais nIo GaussiaDOs para as propriedadcs do material e
que e independente da malha de elemc:ntos finitos. Um exemplo de uma viga
simplesmente apoiada de concreto armado e apresentado, anali.sando-se a
confiabilidade em re~ a uma fun9Ao de estado limite que estabelece que a flecba
na ~ localizada no centro do vlo nIo deve ultrapassar urn valor prescrito,
considerando-se 0m6dulo de elasticidade do material como um campo estoe4stico.

In this paper special emphasis is given to uneertainties in the evaluation of the
structural. behaviour, looking for a better repmeatation of the system. cbaracteristics
and quantification of the significance of those uncertainties in the structural design.
The reliability llDAlysis of reinfim:ed concrete stnK:tures is considerecl taking into
account the spatial variability of the material properties. A finite element algorithm
is used to llDAly7ethe reinforced conc:me structure. It is proposed and developed a
multidimensional non-Gaussian stochastic field generation model (independent of
the finite element mesh). An example is presented to study the reliability of a simple
reinforced concrete beam with respect to a limit state fUncdon which establishes that
the displacement of the mid span cross section does not exceed a prescn"bed value.
considering the Young modulus as a stochastic field.

o tenno confiabilidade estrutural ~ geralmente empregado para designar a medida de SegurBll9&de
determinado sistema estrutural ftente a urn determinado desempenho esperado. Altemativamente, a
confiabilidade pode set entendida como 0 complemento da probebilidade de falha, ou seja, as chances
ou a propcnsIo de determinado sistema em violar urn estado limite, qu« seja par falha ou par nIo
&tender a seu desempenho esperado. Obviamcrlte, a confiabiIidade estrutural esta relaciODBda com as
varilivcis que descrevem 0 sistema estrutural, e mais pn:cisamente com a variabilidadc das mesmas.
Particularmente, esta variabilidade csti pRSCDte nos sistemas estruturais sob a forma de incertczas. De
acordo com Melchers[7], estas incertezas podem set divic:Wiasnos IJCliUiritestipos: .
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• Incertezu fIsicas: geraImente preseates lUlS avali890e8 de cfim~ valores de 890e8, valores de
propricdades do materiaiI. etc.;

• Incertaaa eatatfsticu: provenientea da ~ do partmetros cstatisticos extr8fdos do
popul~ fiDitas do modc1ocmprcgado:

• Incertezu devido a fatores humanos: provenientes de ~ do homem, quer seja intencional ou
010, no comportame:nto do sistema estrutural;

• Incertezu de cunha f.enomenol6gico: proveatientes da existancia de eventos nIo previsfveis e nIo
levados em considcra9lo;

• lncertezas de modelamento: proveaicntes das simp~ e das bipOteses adotadas para 0
modelamento do compotUmento estrutura1, 0 emprego de noV08 materiais e de novas tecnicaa
construtivu.

Nem todas as inccrteza8 levantadu anteriormc:atte podem set levadas em conta prontamente
noma analise, de forma que sc fala em uma confiabilidade "formal", ou scja, uma confiabilidadc
condicionada a quaotidade de lncertezas adotadu. Portanto. esta confiabllidade "formal" nil> 6 exata.
fazeDdo apenas sentido ~ entre confiabilidades de sistemas com as mesmas incerte:zas.
Desta forma, a avalia9lo cia confiabilidade estrutura1 surge como ferramenta de ~ entre
pro<:edimentos Cldstentes de projeto estrutural, servindo tlImb6m para • ~ cia validade de regras
de projeto estabelccidas em c6digos.

MODELO DE ELEMENTOS.FINITOS PARA CONCRETO ARMADa

Para 0 modelamento do concreto armado sao cmprcgados elementos tricfimensionais de 20 nOs. 0
conaeto 6 modelado como um material de comportamcnto elasto-visooptastico com amolecimento e
ruptura fr6gil, com seu compotUmento p6s--pico definido pelas curvas dadas no CBB 90[1]. Para 0
comportamento tr6giI. emprcga-sc um modelo de auras distribuidas ortogonais e fixas em tres
~ juntamente com um modelo de lID1Olccimento a tI'a9Io (tmJion stiffening). 0 critCrio do CBB
90[1] para a escolha do tipo de roptura do material (sc pol' ~ viscoplUtica excessiva OU pol'
fissura9Io) 6 utilizado. A supertlcie de quatro parAmetros de Ottosen[8] 6 empregada como supert1cie
de falha e de carregamento (comportamcnto elasto-viscopl8stico).

A resposta de uma estrutura pode ser definida por wn veto!' de variaveis aleat6rias bSsicas X={XI. %2...•
XII}' que pode incluir parimetros que definem ~ propriedades do material, tamanho das ~
etc. Para poder calcular a probabilidadc de falha deve-se formuIar uma ~ de estado limite g(X)
que depende das variaveis aleat6riu. e tal que:



seja· satisfeita toda vez que haja ~ Uma ~ de estado limite como g(X), separa duas
~: uma de sogurat198 e outra de faIha. So g(X) ~ (), consideta-so que 08 requerlmentos de
proJcto tem sido devidamcnte satisfcitos e com:sponde a um ponto da regiIo de scguraD9L So g(X) <
0, 08 rcquerimentos de projcto nIo foram satisfeitos e comsponde a urn ponto da regiIo de faIha. A
probabilidade de faIha PI' entIo vem dada pot:

onde, fx(x) e a furl9Io de densidade de probabilidade c:oqj_ das vllri&veis aleat6rias. A avalia9lo
da integral da eq~o (2) 6 fteqo.entemente imposafvel de so obter pois fx(X) nAo 6 conhecida ou
devido ao enorme trabalho que demanda em resolver a mesma para fim90es de estado limite gerais
com a dimensIo do esp890 muito grande (superiotes a 10variaveis).

Mitodo de Confiabilidadt de IIOrdeta (FORM- FInt OrderRtdiIIbi1ity M..,

Para a an4lise de confiabilidade de II ordem, 0 c4lculo do fndice de confiabilidade 6 feito no esp890
Gaussiano padrIo nIo eorrelacionado. Assim uma transfOl'lDJlQloprobabilistica S 6 feita nas variiveis
bAsicas X de forma a transforma-las ao esp890 Gaussiano padrIo RIo eorrclacionado Z. Assim 0
problema fica resumido ao problema de otimi7~ com uma restri9iO:

onde pea distAncia minima da origem deste ~ a fw:t9lo de cstado limite, conhecido tamb6m
como fndice de Confiabilidacie, Z e a varia vel lraDSformada, G(Z) e a ~ de estado limite
transformada ao csp890 Gaussiano padrIo nIo comlacionado e ~ I indica a distincia (norma
Euclidiana). A Probabilidade de Falha so relaciona com 0 tndice de Confiabilidade, aproximadamente,
atraves da re189lo:

ondc ; e a fw:t9lo de distnbui9lO acumulada Gaussian&. No m6todo modificado de Hasofer e Lind -
Rackwitz e Fiessler (MHL-RF) (Basofer et al[S]), para so resolver 0 problema de otimi~ com uma
restri9iO, colocado na cqU89lO (3) e obtt:t 0 valor do fndice de cor.tfiabilidade jJ (0 as ~
coordcnadas do ponto de projeto Z· - design poim), uma seqaencia de ~ para este ponto
do geradas na seguinte forma:

onde z.t e 0 vetor que cont6m as coordenadas do ponto de projeto numa itel'a9io Ie, cik e 0 vetor de
~ de procura e s e um parimetro que define 0 comprimento do passo. Para 0 c81cuIo do vetor de
~ de procura, a seguinte eq~ 6 emprepda, na qual implicitamente cst8 imposta a restri~1o
G(Z)=O:

onde· VG e 0 gradiente da fun~ de estado limite, avaliado em Z Iw Neste trabalho, este gradiente e
avaliado atraves de ~as finitas a vante aplicadas ao programa de elementos finitos de concreto
annado.



A ~ de campos cstoc6sticos com distri~ DIo Gaussiaoas segue a t6cnica do mapeamcnto
inverso usada para a pI"89Io de variaveis simples com fim9Io de densidade de probabilidade preserit&.
AlIaim como DO caso de variaveis a1eat6riu simples. 6 IlClCClU&io gerar variaveis com m6dia zero e
desvio pedrIo unitirio. A t=rlca do mapeamento inVCl'8O 6 cr1tIo emprcgada para impor a cOl1'eta
fim9Io de deaaidade de probabilidade requerida.

M6todo da ReP••••••••• 1'.Ipectnl

Pode-se COJD.Cl98f por gerar nUmeros ale8t6ri.os uniformanente distribufdos (a) entre 0 e 1 na mesma
quantidade do campo discreto. EDtIo. a inversa da ~ de distribui.f;Io acumulada Oaussiana padrIo
6 usada para obter 0 campo Gaussiano padrIo (media zero e desvio padrIo Wlitirio, Z) como descrito
na ~ seguinte:

ondedt-I 6 a inversa da fi.m9Io de distribui9lO acumulada Oaussiana padrio. Na analise estatistica de
campos reais. as est8tfsticas obtidas a respeito des variaveis estIo no esp890 real des variaveis.
Portanto, os dados disponiveis a respeito de uma dada variAvel do 0 leU tipo de fun9Io de distribui9lo
e sua matriz de autoeorrel89lO neste esp89O. se, par excmplo, uma variavel tern um tipo de
d~ log-nor:mal, entio a desc:ri9Io em termos de sua media, desvio padrio e mat:riz de
autocorreJa9lo(Rx,) no esp&9O real c suficicntc. 0 modelo de Nata! pode ser usado para a
~ desta matriz para 0 CSIJ890 11Io c:onelaciODlldo Gaussiano padrIo como de8crito em Liu
tetal[6J. Basicam.ente, dada a matriz de coeficientes de c:ol'fCl89IOno ~ real (PIj-Rxy l(fx, (fx)'

onde (f x 6 0 desvio padrIo da variAvel f), a matriz de c:oeficientes de ~ no es~ Gaussiano
}

padrIo(p;) pode ser enc:ontrada atrav6s da so~ numCrica da integral dada abaixo:

r.r.(Xt -PtXXj -PI} ( ')dz dzP, •• -- --- , z"zIP, , I
(f, (fl

onde /I, C (ft do a media e desvio padrIo dal-esima variavel e f',(1:"Z/~) 6 a fun9Io de denlidade
Gaussiana bidimeasional de m6dia zero e desvio padrIo Ullitllrio. Como os c:oeficientes de COft'eIa9lo
aparocem dentro da integral, uma ~ DUD1CricaGO mesmo fOrmulas empiricas podem scr
usadas para resolver este tipo de problema (Liu et al[6J). Neste trabaIho P; e calculado atraves de
inte~ 1lUJIl«ica.

Uma vez que a matriz de coeficientes de correla9Io (Q ) no ~ real seja obtida e a matriz de
c:oeficientes de comla9lO no esp890 Gaussiano padrIo (Q') seja calculada, 0 metodo da
Decomposi9lO Modal 6 utilizado. Vantagens quanto ao uso deste tipo de decomposi9lO do
justificadas pela precislo e rapidez da ~ (Gomes et a1[2J).Assim,

onde A 6 a matriz diagonal de autovalores em ordem decrescente, 8 e a matriz de autovetores
associada c:orrespondente. A seguir, numeros Oaussianos padrIo corre1acionados do diretamente
Serados pela representa9Io espectral, usando os autovc:tores e autovalores do procedimento anterior e
mea de ooseno (SllinoW et al{9l), como inc1ic1QoD& ~ scguintc:



onde A./ 60 ;-esimo autovalor da matriz de coeficientcs de correla9Io (em ordem dccresccntc). 9" 6 a
~ componente do vetor 8/, ¥'t e 0 k-esimo tngu10 de fue uniformemeato distribufdo entre 0 e
2ft( l!I = 21tZ), Me 0 numCfO de modos da matriz de autovaIorca que serlo rctidos, Nj 6 0 numero de
~ coseno a serem. adicionadas a serle, n e 0 tamanho do campo diacreto e r,.lIlc. Uma vez que
o campo Oaussiano padrIo correlacionado soja gerado, estes valores sIo mapeados ao csJ)a90 real das
vari6veis atrav6s da inversa da ~ de densidade de prohabilidade acumulada desejada, originando:

CONFIABILIDADE DE UMA VlGA DE CONCRETO ARM.ADO COM UM CAMPO
ESTOCAsnco BIDIMENSIONAL DO MODULO DE ELASTICIDADE

Neste exemplo sent analisado a confiabilidade de uma vip simplesmeme apoiada de concreto armado
com as seguintes propriedades: fc-21.14 MPa (resistencia A compresslO do concreto),fF1.67 MPa
(resist!ncia a t1'a9Io do concreto). GrO.S06xl«r MNIm (energia de ftatum do concreto). 4-227565
MPa (m6dulo de elasticidade do concreto), sujeita a urn carregamento deterministico uniforme ao
longo de seu via de (Q+G)=3.04 KNlm (onde G 6 a parcela de carga permaneate e Q a parceIa de
carp acidcnta1). Um ~ da vip analislda 6 mostrado DaFigura 1.A viga fui discmizada ate a
metade de seu vlo com 10 elementos t:ridimeftsioaais de 20 n6s (cinco no comprimento e dois Da
altura) e tambem na totalidade de seu vIo, com 20 elementos (dez no comprimento e dois na altura).
Poi especificado para esta viga \1m campo estoc6stico bic1imensional para seu modvlo de elasticidadc,
representado no centr6idc de cada e1emento utilizado Ita ~ da visa. A tUn9Io de estado
limite e a ultrapassagem de urn valor maximo admitidopara a flechano vlo central de 3< 1.219xlo-2m.
Na Tabela I sIo apresentadas as ClIflK:tCrilJQcasestatfsticas para 0 campo conaiderado do m6dulo de
elasticidade (admitido como log-normal).

Tabela 1- Caracterfsticas estatfsticas das variaveis aleat6rias pera a viga de concreto armado.

Variavel Deno~
x

Unidade
MPa

Coeficiente de V8I'ia9Io V
0.10

onde l(.c·0 vetor posi~ entre dois ce.ntt6ides de elementos fmitos da ~Io da viga, d e 0

comprimento de correl89iO para 0 campo (em metros). Aa demais propriedades relacionadas com 0
mOdulo de elasticidade foram pastas totalmente corrclacionadas atraves da avalia9lo de seus valores
por re~Oes determinfsticas dadas no CBB 90[1].

Na Figura 2 mostra-se a ~ final das fisautaa, assumiDdo-se as valores medias das
propricdades da viga e carregamento (0+Q-3.04 KN/m).
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Figura 2 • Configur89lo tinaI das fissuras para a carp de SCl'Vi90, rcpresc:ntada pe10fator de carga de
11.=1.0(G+Q=3.04 KN/m).

Na Figura. 3, apresenta-se uma compata9lo entre os valores da flecha na face inferior da s~
localizada no centro do vlo central da viga, obscrvada experimentalmente e aquelas obtidas
munericamente com 0 modelo de elementos finitos Ulilizando apenas os valores m6dios das
ptopriedades. Pode-se observar que ba Ulna boa concordancia entre os resultados cxperimentais e os
num«icos.
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Figura 3 - Comp~ entre resultados rnunmco e experimental da flecba no vlo centtal da viga para
os valores m6diosdes propriedades.



A quir sio apresentados alps resultadosteferefttes • anilise desta usando FORM(Fint Order
Reliability Method), para 0 caso da discret:i7a9lo com 10 elementos e 20 elementos, respectivamente.
Urna vez que tu1poucos dados disponiveis a respeito do comprimento de comlll\1lO de campos (d) em
estruturas de concreto armado, fez-se variar 0 comprimento de com1l9lo para 0 ~ do mOdulo de
elasticidade. Na Figura 4 6 apresentado a curva de comprimcnto de com:J.a9Io (d) Wl1'8f/8 fndicc de
contiabilidade (jJ) para a discretiza9lo com 10 elementos. 0 mamo gr6fico 6 feito para 0 QllIO cia vip
discrctizada complctamcnte com 20 elementos c aprcacntad.o na Figura S •
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Figura 4- Curvas de comprimento de correla9lo wtr8IIS indice de confiabilidadelprobabilidade de falba
para 0 caso da vip discretizada pela metado.
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Figura S- Curvas de c:omprimento de corre1a9lo VCtI'8W' indice de contiabilidadelprobabilidade de falha
para 0 caso da visa diseretizada completamente.



No C8IO da vip discretizada pela mecade. 0 n6mero medio de ~ da ~ de estado limite
IMR 0 c4lculo de cada ponto no gratico da Figura 4, foi do aproximadamente. 16 para 0 caso da vip
discretizacfacomp~ 01Wmeto'" de ~ cia t\m9IO do estado limite pera 0 c41culo
de cada ponto no p&o deFipra 5, Coldeaproximac'amente 273 e 0 tempo de processam.ento, no
meamo cquipamarto, !oi de aproximad8mentc 3.5 vczes maior que no ClIO anterior.

Analisando.se os NlIUltados do fndice de confiahilidllde, par exemplo, para 0 C8SOde campo &em
correl~ (d-o), com disc:ret'iza9lo da metade 0 de toda a vip, percobe-se quo ha wna diferen9&
significadva nos valom. Bate tipo de hip6tese. cllacreciza9Io da metade da vip, deve set descartada,
poi! devido • preseD9& de wn campo estocUtico para 0 m6du1o de Yowtg, apeaar de haver simetria
pea ClIp e pometria, nIo bA aimetria sob 0 ponto de vista de aualiBe do confiabilidade. 0 fato do
valor •. maior com a cllacreciza9Io de toda·p viga 6 em parte expHcada polo &to de que. pot se ttatar
de wn sistema mail complexo, quanto mais vrivois a1eat6rias do considcndas, meDOl'e3 do as
cbances de que 0m6dulo de Young em uma cc:rta rcgiIo contfgua aeja baixa, impcdindo que a flecba
no meio de VIo seja afetada. Isto sat mais pronunciado quanto maior for a disperslo (desvio padrIo)
da propriodadc. Neste c:uo, 0 c:4lculo de CODfiabllidadcICIIl a ~ de wn campo (0 que significa
correla9IO total do campo do m6dulo de YOUD&d...,) implica em resultados que de certa forma serIO
mais conservadotes, wna vez que fomecerio fDdices de confiabiJidade menores do que aqueles com a
~ de wn campo com alguma ~ (situa9Io mais real).
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