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RESUMEN

En este trabajo se presenta un anlisis dependiente del tiempo para vigas de pared
delgada construidas * con materiales compuestos considerando un régimen
viscoelastico lineal. Este estudio se efectiia mediante el principio de correspondencia,
definido en el dominio Lapiace-Carson, donde se representan las expresiones micro y
macromecanicas del comportamiento viscoelastico lineal del material, para obtener
posteriormente las componentes del tensor de relajacion aplicables a un modelo de
vigas desarrollado por los autores. Se resuelven problemas flexotorsionales en el
dominio Laplace-Carson con ¢l método de elementos finitos, para retornar al dominio
temporal recurriendo a la inversién numérica de transformacion de Laplace.

ABSTRACT

This work presents an time-dependent analysis of thin walled composite beams in the
linear viscoelastic range. This study is carried out using the correspondence principle
in the Laplace-Carson Domain, where the micro/macro mechanics equations of linear
viscoelasticity are set. For a thin walled beam model developed by the authors, the
relaxation coeficcients are obtained in the Laplace-Carson Domain. Then
flexotorsional problems are solved by means of the finite elements method and finally
a numerical inversion technique of the Laplace-Transform is employed in order to
represent the solution in the time domain

INTRODUCCION

Los materiales compuestos reforzados por fibras, estdn siendo utilizados en un nimero cada vez
mayor de aplicaciones en distintas dreas de la ingenieria estructural, debido en gran parte a sus
excelentes propiedades de resistencia frente a su bajo peso, su resistencia a la corrosion, posibilidad
de disefio de la arquitectura del material, etc. [1}. Especificamente en lo que respecta al estudio de
vigas de pared delgada, se han presentado varias teorias ([2-5], entre otras) que permiten analizar la
mecénica de tales miembros estructurales. Si bien estos enfoques estan orientados primariamente
hacia problemas de estatica [3-5] y de vibraciones libres [2] y/o con estados de tensiones iniciales
[2,5]. se debe tener presente que los mismos no incluyen el andlisis del comportamiento de las
deformaciones progresivas a lo largo del tiempo.

Este comportamiento denominado efecto “creep” puede causar desplazamientos que conducen a una
estructura a su colapso catastréfico. En estas circunstancias, es de fundamental importancia conocer el
comportamiento viscoelastico en los elementos estructurales, siendo que aquel juega un rol importante
en la determinacion de la respuesta estructural, pues permite describir la tasa temporal de
deformaciones ante las cargas aplicadas. Consecuentemente, es necesario compatibilizar la gran
variedad de materiales compuestos en un modelo matematico genérico que describa sus caracteristicas
micro y macromecanicas, debido principalmente a la costosa caracterizacidn experimental. En esta
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direcci6n, Barbero y Luciano [6] han desarrollado un modelo para sdlidos viscoelasticos con
microestructura periédica, presentando en el dominio de Laplace, una serie de expresiones analiticas
de los coeficientes del tensor de relajacion lineal de la matriz del material compuesto, cuyo
comportamiento viscoelastico se expresa mediante el modelo tetraparamétrico de Maxwell-Voigt [7].
El modelo micromecénico [6] fue adoptado por Harris y Barbero [8] junto con um modelo
macromecanico para predecir el comportamiento viscoelastico de los laminados bajo cargas tractivas.
Qiao Barbero y Davalos {9] han efectuado un estudio sobre la viscoelasticidad lineal de vigas de pared
delgada construidas con materiales compuestos, describiendo el modelo micromecénico {6} en el
dominio de Carson, y suponiendo que la matriz viscoeldstica se comporta de acuerdo a un modelo
biparamétrico de Maxwell. Tanto en {6} como en 8] y [9] han sido efectuadas comparaciones que
muestran buena correspondencia entre los modelos y los resultados experimentales, aun cuando es de
destacar que tales estudios se efectiian sobre la base de solicitaciones tractivas o flexionales simples.
En este articulo se utiliza el modelo micromecénico de Barbero y Luciano [6] aplicado a una teoria de
vigas de pared delgada deducida por los autores mediante el principio de Reissner [10}, donde se
considera la flexibilidad por corte en forma completa. Se efectiia un anélisis viscoeldstico lineal bajo
cargas flexotorsionales mediante el método de elementos finitos substanciado en el dominio de
Laplace-Carson. Se adopta el modelo tetraparamétrico de Maxwell-Voigt, extendiendo y ampliando
las aplicaciones de [9]. El conjunto de desplazamientos generalizados en el dominio de Laplace-
Carson se ajusta con una serie de funciones para luego ejecutar numéricamente la transformacién
inversa de Laplace. Asi mismo se efectiian comparaciones con soluciones analiticas del problema
estético.

DESCRIPCION DEL MODELO MICROMECANICO

El comportamiento viscoelastico de un material compuesto que tiene microestructura periddica fue
explicado por Barbero y Luciano {6]. En el desarroilo de tal modelo se efectian una serie de hiptesis
que se pueden resumir en las siguientes:

H1) La matriz del material compuesto es viscoelastica lineal y las fibras son elasticas

H2) El comportamiento viscoelastico de la matriz se representa con un modelo Maxwell-Voigt [7].
H3) Los coeficientes de Poisson se consideran constantes para la matriz y las fibras.

H4) Se supone que el material es transversalmente is6tropo.

En el caso de un material viscoeldstico lineal, la funcién de deformaciones ante una tensidon
determinada y la funcién de relajacion de tensiones para una deformacién particular pueden ser
representadas con las siguientes expresiones:

&)= M(t)o
o(t)=L(t)e

M

Siendo M(1) y L(t) funciones de “flexibilidad” y de “relajacion” {7]. La flexibilidad por creep de un
modelo Maxwell-Voigt para la matriz del material compuesto puede representarse segun la siguiente

expresion (2):
1t 1 tE¥
M@ = +—+—| 1-Expj ——-
O EV{ p{ ;/D @

Siendo, £° y E” los médulos de elasticidad que describen el creep primario y 1/4/ es l1a pendiente del
creep secundario. Aplicando el Principio de Correspondencia (el cual consiste en establecer una
analogia entre los médulos elasticos y de relajacién viscoeldstico de materiales heterogéneos con
iguales propiedades de fase geométricas) en el dominio de Carson, y teniendo en cuenta la siguiente
relacién entre los tensores de relajacion y de flexibilidad [6}:

L(s)M(s)=1 3)

se puede obtener la expresion (4) del modulo efectivo de relajacion en el dominio Laplace-Carson.
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_en las expresiones (3) y (4) como en las que sigan a continuacién, el circunflejo sobre la variable
" identifica a la misma representada en el dominio de Carson, cuya transformada se define como

¥ =s¥ ,siendo £ la funcién transformada de Laplace. La expresién (4) refleja buena concordancia
con resultados experimentales [12].

Las expresiones de las constantes de Lamé en funcién de E, para 1a matriz y las constantes de Lamé
para las fibras elasticas (se supone, se mantienen constantes a lo largo del tiempo) vienen dadas por
(5) y (6) respectivamente

_ Ev E
l — [ al] ”‘ = [
o S Urvd-2vy e T aa vy ®)
‘ EIVI E]

A SHy =

T {+vXI-2v)) 2(+vy) (6)
Debido a que la microestructura del material compuesto es regular y periédica, es decir una matriz de
resina reforzada con fibras cilindricas de gran longitud, el tensor de relajacién viscoeléstico lineal
para un sé6lido con fibras orientadas en la direccién principal viene dado por las siguientes
expresiones:
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siendo Py la proporcion volumétrica de fibras en el material compuesto, los coeficientes g, b, ¢, g H
dados por la expresion (8) y S5, S5y S7 dependientes de la proporcion volumétrica de fibras las cuales
se pueden ajustar [6] con formas parabdlicas mediante minimos cuadrados obteniéndose (9).

a:,u,——ﬁo =2V, + 21,V
b =MV _uﬁo‘,/o —'Zﬂlvovl +2ﬁovlva
c=(l, - Xa+b), g=21-v,)
aS?  aSgS; 2ASE-S7) S;(67 -a?)
H=—Srm—g g5+ P
25 pyeg 2H,87¢ 2c’ j,
+S6(a2—b2)+S7(ab+b2)+a3—2b3—3ab2

2

2% Bog &

®




Cortinez Victor Hugo, Piovan Marcelo T. 253

83 =0.49247 047603V ; ~0.02748V}
Sg =0.36844~0.14944V ; —0.27152V} ©)
S; =0.12346 —0.32035V; +0.23517V}

Asi pues se pueden obtener los coeficientes del tensor de relajacion para un material transversalmente
isotropo [6] en funcién de los coeficientes del tensor de relajacion de un material compuesto
unidireccional: ;
' Cru=Lys Cp =Lz, Cés = Les,

SIS A e X

Cop=5Lp+%Lys+5Ly (10)
Cos=4lyy+3Ly-SLy :
Cog =5Lyy~%Lys+4Ly

De forma tal que tomando en cuenta la hipétesis de estado plano de tensiones, se puede obtener la
expresion de las relaciones constitutivas para una lamina segin:

&) |00 0

£
G =01 0n 0 Wéxn an
47 0 0 Oy ll71
donde se han definido:
52 A A 22
011 =Cry~ S, 03 =Cp- B 3,26, 5B, 3= Cog (12)
Cx Can Cys

MODELO MACROMECANICO DE LA VIGA

Se considera una viga recta de paredes delgadas construidas con materiales compuestos de laminados
simétricos balanceados y/o especiaimente ortétropos, cuyo movimiento flexotorsional desacoplado de
las ecuaciones generales desarrolladas por Cortinez y Piovan [10] se expresan como:

M, o -
&‘ _Qz =’-my(x): - gz =qz(x),

é'f_-ﬁ,, =b(x), _,ﬂ_(Tw_é_Tﬂ_)=,;,x(x) (13.a-d)

&

donde los esfuerzos M y,éz,l}, fw ¥y T w representan el momento flector en la direccién y, el esfuerzo
de corte en la direccion z, el bimomento, el momento flexo-torsional y el momento de torsion Saint
Venant respectivamente. Mientras que #,,,g,,b y i, son funciones de distribucion de cargas.

Teniendo presente que se utilizan materiales compuestos de laminados simétricos balanceados y/o
especialmente ort6tropos, las expresiones (11) para un material unidireccional se deben transformar
para una orientacion angular determinada con la ley de transformaciones apropiada {1]. De esta
manera las resuitantes de tension en el espesor en términos de las deformaciones vienen dadas por:

{ﬁm}z[;‘;z 0 :Héxx} {Mxx}=[ﬁ;l ﬁ;cs {fn} (14.a,b)
Ny 0 Ag Vs My D;aDc;s Ko

donde los coeficientes 2,; y f),;- se obtienen a partir de suponer Ngg = Mg = 0. Se debe tener en
cuenta que debido a las particularidades de los laminados que se utilizan los coeficientes E; =0. Por

otro lado, se puede suponer despreciable el acoplamiento en (14.b), atendiendo que para los laminados
que se utilizan en este trabajo, Dys es menor que Dy, y Dgs.
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Ahora bien, utilizando las expresiones (14) se pueden obtener las relaciones constitutivas de los
esfuerzos en términos de las deformaciones generalizadas [10] de acuerdo a:

M, |-4,; 0 0 0 0 @,
B 0 -4, 0 0 ol &
Q,=| 0 0 AgAg 0 RU, -8, as)
?w 0 0 Ay Ay 0 4. :éx
T 0 0 0 0 Ag '

donde ,7122,/144,;188,;166,;177 y Ag; corresponden a la representacién en el dominio de Laplace-

Carson de la rigidez flexional, Ia rigidez por alabeo, la rigidez por torsion pura, la rigidez por corte
debido a flexion, la rigidez por corte debido a torsion y la rigidez por corte debido al acoplamiento
flexo-torsional respectivamente. Cabe sefialar que en las secciones donde existe doble simetria axial

(perfiles rectangulares, tubulares, H, etc.) el coeficiente Ag; =0, con lo que se desacoplan los
movimientos torsional y flexional [5,10]. :

PROCEDIMIENTO DE SOLUCION

Para resolver el problema viscoelastico lineal, se recurre a un procedimiento que se puede sintetizar
en el esquema de la Figura 1.

MICROMECANICA -
Propiedades del laminado Modelo. o Teoria
Dominio Laplace-Carson de vigas
! 1
]
Coeficientes de Rigidez - -
Viscoelasticos Seleccién del conpunto
Dominic Laplace Carson de coordenadas de "s”
I ]
SOLUCION —
Método de Elementos Finttos Seleccx?n de la Bgse
Dominio Laplace-Carson de funciones de ajuste
= ]
Ajust desplazamient :
yﬁ;;f e amenos | | Seleccién del Método
— de Inversién Numénca
Dominio Laplace-Carson

: |

Inversién Numérica de
1a Transformada de Laplace

:
Desplazamientos ¥
deformaciones
en el domimo temporal

Figura 1. Esquema de Soluci6n

Asi pues, definidas la micromecénica y las propiedades de los laminados en el dominio Laplace.-
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Carson, se adopta la teoria de vigas para la cual se obtienen los coeficientes de rigidez. A
continuacién se elige un conjunto de N, valores de la variable “s”. Para cada valor de esta variable se
calculan, mediante el método de elementos finitos [5], los desplazamientos y deformaciones.
Posteriormente se selecciona un conjunto de funciones, con las cuales se ajusta la solucién en el
conjunto de N, valores de “s”. Finalmente, la solucion ajustada en el dominio Laplace-Carson se
invierte en forma numérica, para lo cual es necesario previamente seleccionar el tipo de algoritmo de
inversion. En este trabajo se han utilizado una serie de rutinas de inversién numérica de la
transformada de Laplace, implementadas en el programa Mathematica [11]. Asi mismo la solucién de
elementos finitos ha sido llevada a cabo en dicho programa.

La curva de ajuste de las N, soluciones de elementos finitos se puede obtener considerando las
siguientes funciones de ajuste:

P(s)=s1", conn={1,2,3,4,5,6,....,0} (16)

Se requieren pocos términos en la funcion de ajuste y pocos elementos para reproducir con buena
precisién los resultados analiticos. Asi pues, a modo de ejemplo, en el caso particular de una viga
cantilever con una carga transversal (Q,=5 kN) en el extremo libre, la solucion analitica de la
deflexion maxima viene dada por:
3
U, gL oL amn

34y  Ag

Si la expresi6n (17) planteada en el dominio Laplace-Carson s¢ introduce en la rutina de la Figura 1 se
obtiene una forma analitica de la solucién. Ahora bien, en la Figura 2 se pueden apreciar dos
soluciones ajustadas segiin (16) con cinco términos y con diez términos, comparadas con la solucion
analitica (puntos cuadrados) para el caso de una viga de seccion rectangular construida con matriz de
Resina ED-6 reforzada con fibras de vidrio cuyas propiedades se pueden obtener en [12]. Las
dimensiones de la seccidn son {alto, ancho, espesor}={0.6, 0.3, 0.03}m, longitud L = 6 m con un
esquema de Jaminacién {0/0/0/0}. Las dos curvas de ajuste de la Figura 2, se han hecho teniendo en
cuenta 10 puntos de muestreo y con un modelo de 15 elementos y con ¥,=0.54.

Ugcl{m]
L _ _[.
0.0043 T B S -
= '2"""'; o x T
" e h
0.(X)42. = : -~ . . *
0.0041‘ L] ;"/*"’ i
"
€ X e -
i e — ~- t[hs]
.2 400 600 800 1000 12
0.0039 ',f
0.0038 ,f
0.00378'
0.0036;
n=10 témdnos n=5 ténuincs Analitico
* A | ]

Figura 2. Comparacion de las formas de ajuste con la solucién analitica (17).

Considérese una viga de seccién U de dimensiones {alma, alas, espesor} = {0.15,0.10,0.01}m.
empotrada en un extremo y sujeta a cargas flexionales (O, =0.5 kN) y torsionales (M, = 0.03 kN.m) en
el extremo libre. La viga es construida con matriz de Resina ED-6 reforzada con fibras de vidrio, cuya
secuencia de laminacién es la siguiente {0/0/-a/+a}s. Asi pues en la Figora 3 se puede apreciar la
variacion temporal del desplazamiento flexional en el extremo libre para diferentes orientaciones
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Figura 3. Desplazamientos flexionales del extremo libre de la viga U cantilever
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Figura 4. Rotaciones torsionales del extremo libre de la viga U cantilever
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Figura 5. Desplazamientos flexionales del extremo libre de la viga U cantilever en funcién del dngulo o
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Asi mismo en la Figura 4 se presenta la variacion temporal de la rotacién torsional del extremo libre.
En la Figura 5 se puede observar la evolucion de la deformacion en funcion de la orientacion angular.
Para el caso particular de configuracion seccional adoptada, se puede observar la mejor respuesta
flexional en el comportamiento viscoeldstico lineal para una orientacién de 15° en las ldminas
internas. Esto se puede apreciar por simple inspeccion de la Figura 5. Asi mismo se pueden apreciar
los mirgenes entre la respuesta estdtica elastica (t = 0 hs.) y la respuesta viscoelastica (t = 1200 hs.).
Tales margenes se ponderan por medio de [U . (1200)-— U, (0)]/ U,.(0)% . De forma que para valores
de a de 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, y 90° los margenes porcentuales son de 25%, 14%, 16%, 17%,
18%, 19% y 33% respectivamente. Estos nimeros evidencian que la viscoelasticidad gjerce mayor
influencia en laminados especialmente ort6tropos, lo cual concuerda con observaciones efectuadas en
otros estudios sobre viscoelasticidad [9].

CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio viscoelastico lineal para vigas de paredes delgadas construidas con
materiales compuestos laminados, basado en una teoria desarrollada por los autores conjuntamente
con un modelo micromecénico desarrollado por Barbero y colaboradores [6, 8, 9, 12]. El modelo de
viga adoptado contempla en forma completa la flexibilidad de corte. Se ha puesto énfasis en analizar
¢l comportamiento flexo-torsional acoplado, extendiendo de esta manera, el estudio netamente
flexional de viscoelasticidad desarrolado en la Ref, [9]. Asi mismo se considero el comportamiento
viscoelastico de la matriz, regido por un modelo tetraparamétrico que reproduce toda la evolucién del
efecto creep. Esto significa que se evalto el creep primario y el secundario, a diferencia de otros
estudios que solo admiten el creep secundario.
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