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En este trabajo se desarrolla un modelo tridimensional de un s6lido hexaedrico,
homogeneo e is6tropo, para anAlisis modal mediante Rayleigh-Ritz. Este modelo esta
basado en la elasticidad lineal, y el campo de desplazamientos expresa.do por los
polinomios de Legendre. Las condiciones de contorno son impuestas a posteriori
mediante la elecci6n de un conjunto de coordenadas fisicas apropiadas para cada caso.
Se presentan ejemplos comparados con los de trabajos reciente para el anAlisis modal
de placas tridimensionales.

A three-dimensional Rayleigh-Ritz model for modal analysis of a homogeneous and
isotropic solid hexahedral was developed. This model is based on the linear elasticity,
and the displacement field expressed by Legendre's polynomials. The boundarY
conditions are imposed "a posteriori" through the choice of the physical co-ordinates
needed for each case. Several cases are compared with recent works on modal
analysis of three dimensional plates.

FuncionaI de la energia en 3-D

Las expresiones de las energias de deformaci6n elastica y cinetica a partir de las ecuaciones de la
teoria lineal de la elasticidad para un sOlido pueden escribirse como

I r tU=2 J,c Dcdv

en daude U es la energia elastica de deformaci6n, T la energla cinetica y p es la densidad. El tensor
de deformaciones & se relaciona con los desplazamientos ( U, \I, w) a traves de
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en la cual E es el m6dulo de elasticidad yves el coeficiente de Poisson. El campo de
desplazamientos {u,v, wV ,fwJ.ciones de x, y, z Y t, podemos expresarlo a traves de

u(x, y, z, t) = U(x, y, Z )eiOX

v{x,y, z,t)= V(x,y,z )eiOX

w(x,y,z,t)= W(x,y,z)eillJt

Las funciones que representan la amplitud de los desplazamientos en (4) pueden ser escritas mediante
una combinaci6n lineal de fwJ.ciones de alguna base

N
U(x,y,z)= La; ;;(x,y,z)

;=1

M
V(x,y,z)= Laj l6j(x,y,z)

j=l

L

W(x,y,z)= LaA: l6k(X,y, z)
k=l

siendo Qi , Qj , ak coeficientes indeterminados. El funcional de la energia es la suma de la maxima
ener8ia potencial de deformaci6n y la maxima energia cinetica, esto es



Reemplazando en (6) las expresiones de las energias cin6tica y potencial de deformaci6n expandidas
segUll (1)-(5), y minimizando el funcional resultante con respecto a 105 coeficientes de acuerdo con el
principio de Ritz

an an an-=-=-=0
00; Oaj oak

donde {a}={a; aj at} T son los autovectores y l=ol son 10s correspondientes autovalores del problema.
K y M representan la matriz de rigidez y masa respectivamente que tienen Ia siguiente forma

[K3d=I(A;I,~k,z +G;I,Jk,z)dv

[K32]= I(A;j,y;k,z +G¢k,~j,z)dv

A _ E(l-U)
- (l+uXI-2u)

G __ E_"
- 2(I+u)



Funciones de forma y transformaci6n del dominio de integracion

A partir de la transfonnaci6n del dominio hexaedrico, seg(m [1], en un recinto cubico como 10
muestra la figura 1 , la cual puede escribirse como

1;(x)

~

8
x{f)= LNil(4JxlI

11=1

en la cual 4a' 1Ja,~a son las coordenadas de cada vertice del cubo, defmido en el intervalo [-1,1] para
cada una de las variables, es posible escribir que

donde la funci6n OJ se encuentra expresada como eI producto de polinomios de Legendre, los cuales
son ortogonales en el intervalo [-1,1], para cada una de las variables. Pa , Pp, Pr representan a los
polinomios de Legendre de orden a, p y y. De esta misma manera se expresan las funciones de forma
restantes ¢i Y fJ",. Con esto pueden reescribirse las (10) de manera que las derivadas de la funciones ¢
pueden expresarse a traves de la regia de la cadena como

_ CT,qcolll + CTp/12 + CT,{col13;.x- J

_ CT4cohl +CT,,,coln +CT,(cohl-;,y- J

_ CT.qcoh I+ CT",COI32 + CT,(coh3;,z - J



I:t,~ :t,,, :t"
J= y,~ y,,, y"

z,~ z,,, z,(

Yco! ij son los cofactores de la matriz J.

Coordenadas mixtas y condiciones de contomo

Las condiciones de borde analizadas pueden ser mas que variadas al tratar el problema en forma
completa a traves del an81isis tridimensional. La imposici6n de 6stas 6. el ensamble de varios
elementos se realiz6 mediante la introducci6n de las coordenadas mixtas, analizadas por Seheble et
aI. [2]. En 6stas se eligen como coordenadas fisicas aquellas necesarias para establecer un vinculo
rigido 0 un empalme y el resto son optimizadas para mejorar el nlimero de condici6n de la matriz de
pasaje de coordenadas. El cambio de coordenadas propuesto puede escribirse como

donde {an} representa al vector de coordenadas generalizadas, {PIt} al de coordenadas mixtas y ['P] es
la matriz que vincula ambos sistemas de coordenadas. Esta matriz ['P] se obtiene a traves de la
descomposici6n en valores singulares de otra matriz que lIamaremos [A] de NxM, donde N es la
cantidad de coordenadas flsicas elegidas y M los grados de libertad totales. La matriz [A] resulta de
evaluar las M funciones de forma 0 una combinaci6n de estas en las N coordenadas flsicas elegidas.
Si definimos la siguiente partici6n [\{']=['Ptl'P2], definimos a ['PI] de orden MxN como la
pseudoinversa de [A] y a ['P2] de Mx(M-N) como el nucleo de [A]. Este tipo de coordenadas
mantiene las ventajas del Metodo en Coordenadas Fisicas en cuanto al ensamblaje y la imposici6n de
condiciones de contomo como en el M6todo de Elementos Finitos.

Las condiciones de borde clasicas que pueden ser analizadas son el simple soporte y el empotramiento
las cuales pueden ser expresadas para ~=I como

(I) C empotrado U =0, V =0, W =0

(2) SS simple soporte W = 0, V = 0, O'x = 0

Sobre la base de las ecuaciones anteriores se analizaron las frecuencias naturales de placas de espesor
considerable. Se utilizaron retinas en FORTRAN y para calcular la descomposici6n en valores
singulares Y la resoluci6n del problema de autovalores retinas de la IMSL. EI nlimero de ecuaciones a
resolver esta determinado por la suma de la cantidad de funciones de forma utilizadas para representar
cada uno de los desplazamientos (u, v, w). La cantidad de funciones de forma para cada
desplazamiento es el producto de los m8ximos ordenes de los polinomios de Legendre para cada una
de las variables. En todos los casos se tome E=I, p=1, v=O.3.

En primer lugar se calcularon los parametros de frecuencia para una placa cuadrada (caso a) libre de
condiciones de contomo y se compararon, como se observa en la tabla 1, mostrando el ensamblado de
dos placas rectangulares (caso b) para obtener una cuadrada, y de dos placas con un lade oblicuo
(caso c) para obtener siempre la misma placa cuadrada. Se calcularon los seis primeros parametros de



frecuencia A.=c.ob2/1t2 (pb/D) \!o donde b es el lado de la placa y D la rigidez a la flexi6n. Se observa
una buena correspondencia en los resultados de los tres casos, mostrando la posibilidad de ensamblar
elementos de este tipo en 3-D.

Tabla I: parametros A.para (a) una placa cuadrada Iibre, (b) idem conformada mediante dos placas
rectangulares, (c) idem mediante dos placas con un lado oblicuo. h/b=0.5

Modo ~ (H tPJ
(a) (b) (c)

1 8.89608 8.89604 8.89604

2 12.6800 12.6799 12.6799

3 15.1591 15.1591 15.1591

4 16.2847 16.2847 16.2847

5 17.2550 17.2550 17.2550

6 17.2550 17.2550 17.2550

Para analizar el comportamiento a la imposici6n de condiciones de contomo se calcularon las
frecuencias naturales de una placa cuadrada. Las condiciones de borde elegidas fueron el
empotramiento en todo el contomo (CCCC) y el simple soporte (SSSS), y en dos relaciones de
espesor/lado (h/b). En la Tabla IT se observa la convergencia del parametro A.para la frecuencia
fundamental comparada con la convergencia del metodo de Differential Quadrature (DQ) presentado
por Liew et al.[3]. En la figura 2 se presenta un gnifico de la convergencia del parametro A.para la
primera frecuencia natural en dos relaciones de h/b. En ambos casos puede observarse una
convergencia mon6tona con el incremento de orden de buenas caraeteristicas y buenos resultados a
partir de polinomios de orden 8. En la Tabla ill se muestran los resultados de los seis primeros
parametros de frecuencia para una placa cuadrada cuyos lados se encuentran simplemente soportados.
Los resultados muestran una correspondencia con los presentados en [4] por Liew et al. en un analisis
tridimensional de placas rectangulares.

Para observar el comportamiento del modelo a las distorsiones se plante6 la soluci6n de las
frecuencias naturales de una placa triangular is6sceles con una relaci6n b/h=O.1 y con P =30·
(Figura 3), donde b=1 es la base del mismo y se encuentra empotrada y los otros dos libres. Los
resultados se encuentran comparados con los obtenidos por [5] a traves de la teoria de placas de
Mindlin, !as que inc1uyen la influencia del corte y la inercia rotatoria (Tabla N). EI orden de los
polinomios utilizados eneste caso fue 9 en todas las variables de los tres desplazamientos,
observlindosebuena correspondencia de los resultados.

Tabla n.Convergencia del panUnetro i.. para la frecuencia fundamental de una placa
cuadrada CCCC comparada con DQ

"Cond.De Contomo CCCC

Orden hIb=O.2 h/b=O.5

Ref. [3] Trabajo actual Ref. [3] Trabajo aetual

7x7x7 2.7605 2.7415 1.5590 1.5516
8x8x8 2.7361 2.7361 1.5484 1.5506
9x9xS ·2.7302 2.7322 1.5508 1.5501

10x10x10 2.7288 2.7301 1.5490 1.5497
11x11x11 2.7270 2.7284 1.5494 1.5494
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Tabla IV. Parimetros A para una placa
triangular de base empotrada con h/b=O.ly

~30·

Modo Ref. [5]
Trabajo
oresente

1 0.1982 0.1990
2 0.8442 0.8475
3 1.2604 1.2658
4 - 1.3099
5 2.0041 2.0137
6 3.0082 3.0235

Cond. de Contomo SSSS

Modo b/b=O.2 b/b=O.5

Ref. [4] Trabajo actual Ref. [4] Trabajo aetual

1 1.7758 1.7758 1.2590 1.2590
2 3.2617 3.2617 1.3047 1.3047
3 3.2617 3.2617 1.3047 1.3047
4 3.8991 3.8991 1.8451 1.8451
5 3.8991 3.8991 2.3312 2.3312
6 4.6127 4.6127 2.3312 2.3312

El modelo de s6lido en tres dimensiones presentado en este trawvo Ita demostrado un buen
comportamiento para calcular frecueneias naturales de placas de diversas fonnas y condiciones de
contomo. La introducei6n de las coordenadas mixtas Ita optimizado la imposici6n de condiciones de
contomo y el ensamble de elementos. Ha mostrado buenas caracteristicas de convergencia.
obteniendo buenos resultados con ordenes de magnitud bajos, 10 eual hace posible la utilizaci6n de
ordenadores convencionales para la resoluci6n de 105 mismos.
Si bien Unicamente se presento la resoluci6n de placas, el modelo tambien puede ser utilizado para la
soluci6n de vigas tridimensionales (p.ej: vigas muy cortas en las euales es necesario utilizar la teoria



completa para su descripci6n correcta) 0 de espesor variable linealmente, 0 condiciones de contomo
especiales (p.ej: apoyos intermedios).
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