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El alto nivel industrial alcanzado actualmente ha llevado a disefiar robots cada vez mas
livianos y esbeltos. En comparaci6n con el disefio clasico de robots, estos presentan
muchas ventajas econ6micas. Sin embargo, esta clase de robot tiene la desventaja de
ser menos rigidos, 10cual generalmente produce una mayor vibraci6n y deflexion de
sus componentes duranre su funcionamiento.
El objetivo de este trabajo es mostrar como se altera el desempefio del sistema de
control, cuando se aplican teenicas de control diseiiadas para robots rigidos sobre
aquellos que poseen eslabones flexibles.
Para evaluar 10s efectos de la flexibilidad en la respuesta dinamica de un robot, se
presenta un modelo matricial para multi-cuerpos flexibles, basado en multiples vigas
de Euler-Bernoulli rotatorias. Las potencialidades de este modelo se ejemplifican a
traves de la simulaci6n para el caso de un manipulador de dos eslabones flexibles.
Se presenta ademlis la metodologia necesaria para la aplicaci6n de las tecnicas mas
comunes para el control de robots manipuladores rigidos y se comparan los resultados
de estas, para distintos grados de flexibilidad en los eslabones del robot. Asi, es
posible demostrar como se deteriora el desempefio del sistema de control a medida
que disminuye la rigidez.

The high industrial level reached at the moment has taken to design more and more
lightweight and slender robots. In comparison with the classic design of robots, this
ones presents many economic advantages. However, this class of robots has the
disadvantage of being less rigid which generally produces a greater deflection and
vibration in its components during their operation.
The goal of this work is to show how the performance of the control system is altered,
when control techniques designed for rigid robot are applied on flexible links robots.
In order to evaluate the effects of the fleXIbilityon the dynamic answer of a robot, a
matrix model for flexible multi-bodies, based on multiple rotating Euler-Bernoulli
beams is presented. The potentialities of this model are shown through the simulation
for the two-links flexible manipulator case.
Furthermore, the necessary methodology for the application to the most common
techniques for rigid manipulators control is presented and its performance are
compared for different degrees of flexibility in the links. Thus, it is possible to
demonstrate as the performance of the control system is deteriorated when the
flexibility in the link is diminishes.
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El alto nivel industrial alcanzado actualmente, exige una constante optimizaci6n en los disefios
inecanicos. En el campo de la rob6tica esta tendencia haUe"ado a disefiar robots cada vez mas
esbeltos.

En comparaci6n con el tipico disefio de robots, un robot esbelto necesita menos cantidad de material
para su fabricaci6n, consume menos potencia, utiliza actuadores mas pequefios y por 10 general es mas
facil de transportar. Sin embargo, esta clase de robots poseen la desventaja de ser menos rigidos, 10
que generalmente produce una mayor deflexi6n y Vlbraci6n en sus componentes, durante su
funcionamiento.

En el caso de robots el problema de control puede ser dividido en estabilizaci6n (el robot debe
alcanzar una determinada configuracion) y en seguirniento (lograr que el robot siga un trayectoria
determinada). En cada uno de estos casos.la flexibilidad puede alterar enormemente su respuesta
dinamica.

El objetivo de este trabajo es mostrar como se altera el desempefio del sistema de control, cuando se
aplican tecnicas de control disefiadas para robot rigidos sobre robots que poseen eslabones flexibles.
Para esto, dos de las tecnicas mas utilizadas para el control de robot rigidos (pD para estabilizaci6n y
dinamica inversa para seguimiento), son aplicadas a un robot flexible planar de dos eslabones.

En la Figura la se presenta un esquema de un robot planar rigido de dos eslabones. En este caso la
entrada al sistema esta dada por un vector de torques motrices T = [1; 1;r y la salida de este, es un

vector de coordenadas articulares fJ(t) = [0. O2] T •

Figura l: sistema de control para robot manipuladores rigidos
a) Esquema de un robot rigido b) Esquema del sistema de control

Las ecuaciones dinamicas para un manipulador rigido tienen la forma general:

H(O)e + B(O, iJ)iJ+ g(O) = T,
donde H(O) corresponde a la matriz de inercia, B(O,iJ) es la matriz de fuerzas centrifugas y de
conolis y g(O) es el vector de fuerzas debido a lagravedad

En la Figura Ib se esquematiza la forma en que se implementa el sistema de control. La mision de este
sistema es determinar los torques de entrada, a partir de la lectura del vector de estados q = [or or y ,
de tal forma que 1a salida del sistema coincida (en cada instante de tiempo) coJ.1una determinada salida
deseada 0d (t) = [Old 02d ] T .



robot. En el caso robot rigidos este objetivo se logra a traves de un control articular usando la
cinematica inversa como por ejemplo en Spong & Vidyasagar [7]. Es importante mencionar este
hecho, ya que si el robot posee eslabones flexibles, se produce un error adicional en la posici6n del
extremo, el cual no es registrado al medir las coordenadas articulares.

Para la modelaci6n del manipulador flexible, se utiliza un modelo matricial basado en multiples vigas
de Euler-Bernoulli rotatorias, presentado en Solis [8]. En la Figura 2a se esquematiza este modelo
para el caso de dos eslabones.
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Figura 2: MUIti-cuerpofleXIblefonnado por mUltiplesvigas de Euler-Bernoulli rotatorias
a) Doble manipulador flexible b) Diagrama de i-esima viga del sistema

En la Figura 2b se presenta el diagrama de cuerpo libre de la i-esima viga del sistema. Asociado a esta,
existe un marco m6vil que permite definir la posiciOn de cualquier punto J:(x) = [x, y,(x)y
perteneciente a la viga deformada.

en las cuales d'_l y aj-t corresponden a la posici6n y aceleraci6n del extremo de la viga anterior y
donde:

[
coso,A =, sinO,

-Sino,]
coso,

Las ecuaciones dinamicas del modelo se obtienen en forma recursiva, a traves de un enfoque
Newtoniano (balance de fuerzas y momentos), superponiendo los efectos asociados al movimiento de
cuerpo rigido y a la deflexi6n de cada viga. Asi, para la parte rigida se tiene:

donde F; = [F;' F;Yr, P, (x,) es la masa por unidad de longitud de la viga y 'i (Xi) corresponde al
brazo de la fuerza con respecto al origen del marco movil, el que se define como:

r,(x)=[-x,sino,-y,cosO, x,coso,-y,sinO,], (5)

en cuyo caso r,. = 'i (I,) , corresponde al brazo en el extremo de la i-esima viga.

La deflexi6n en cada eslab6n se modela a traves de las hip6tesis de una viga de Euler-Bernuolli, por 10
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Las ecuaciones para la parte flexible se obtienen a partir del equilibrio de fuerzas en la direcci6n de la
deformaci6n Yi, asi para cada viga se tiene la ecuaci6n diferencial:

donde el producto EI, es la rigidez de la viga y ai' es 1a aceleraciOn en la direcci6n de 1a deflexi6n

Y, (ai' = [- sinO, cosO; ]a). En este caso las condiciones de contorno son:

EJ sistema obtenido de la expresiones (4) y (6) corresponde a un sistema no-lineal de ecuaciones
diferenciales y que ademas posee infinitos grados de 1ibertad. Por 10 tanto para su resoluci6n es
conveniente realizar una discretizaci6n (metodo de elementos finitos 0 metodo de los modos
supuestos).

EI sistema de ecuaciones discretizado puede ser escrito, como se prop one en Deluca & Siciliano [3],
en la forma matricial:

donde u = [TT OTr, Kq = bloq diag{O, K},con K igua1 a la matriz de rigidez ensamblada para

todos los eslabones y q = [OT b'T r es el vector de coordenadas generalizadas, siendo 0 el vector de
coordenadas articulares y t5 el vector de deflexiones (en coordenadas discretas) para todos los
eslabones.

La resoluci6n numerica del sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales puede ser resuelto por un
algoritmo en que se combinan 10s metodos de Newmark y Newton-Rapson, como el que se descnbe
en Geradin & Rixen [5].
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Figura 3: simulaci6n de un manipulador flexible de dos eslabones.
a) Torques conductores b) Deflexiones en 10sextremos de cada viga

En la Figura 3b se presentan las deflexiones en los extremos de cada eslaMn, para un manipulador
flexible doble. En cuyo caso torques conductores en forma de rampa, como los ilustrados en Figura
3a, son aplicados en las articulaciones de cada eslaoon. Los parametros utilizados para esta simulaci6n
son I, = 12 = 1 m, I, = 12 = 5 xlO-9 m\ ml = m2 = 1.8kg Y E1 = E2 = 2x 10" Pa. Ademas se considera
que inicialmente 0, = O2 = -900
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Si se considera un robot rigido cuya dirnUnica es de la forma general (1) y si se utiliza un controlador
de tipo PD, el torque actuando sobre el sistema debe ser definido como:

donde Kv y K
p

son matrices constantes y definidas positivas de 2 x 2, & = O-Od corresponde al

vector error en !as coordenadas articulares del robot, con respecto a la posicion deseada 0d'

Para el caso de robots rigidos, la estabilidad asintOtica global de este tipo de controlador es demostrada
a traves del metodo directo de Lyapunov y el teorema de los conjuntos invariante, como se puede
apreciar en Slotine & Li [6].

En la Figura 4 se presenta el resultado de un controlador PD para manipulador flexible de dos
eslabones con los mismos pa.rametros que en el caso anterior. El controlador utilizado en este caso esta
dado por K D = 10/ y K p = 80/. Adetruis, inicialmente OJ = O2 = 0° y se desea que el extremo del

manipulador se posicione en el punta P(x,y)=(I.5,O.5).
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Figura 4: Control de posiciOn PD para manipulador flexible de dos eslabones.
a) Posicion x del extremo. b) Posiciony del extremo.

En la Figura 4 es posible apreciar como el extremo del robot se aleja de la posicion deseada a medida
que aumenta la flexibilidad de los eslabones. Por 10 tanto este tipo de controlador que es adecuado
para robot rigidos, resulta ineficiente en este caso , ya que no considera los efectos debidos a la
flexibilidad.

En el caso de robots esta tecnica recibe el nombre control por dituimica inversa (Spong). La idea
basica de esta tecnica es implementar en el controlador un bloque no-lineal de la forma:

el cual permite eliminar las no-linealidades del sistema. Esto se debe a que la expresi6n (8) genera la
relacion lineal v = jj, entre la nueva entrada v y la salida del sistema 0. Una vez que se ha linealizado
eI sistema, se puede aplicar cualquier teenica de control lineal. En este caso, para el control de
trayectoria se puede optar por definir la entrada de la forma:



La relaci6n (11) asegura que el error converge exponencialmente a cero en cada instante de tiempo, ya
quela ecuaci6n para la dinamica del error corresponde a polinomio tipo Hurwitz, dado por:

En la Figura 5. se presenta el resultado de un control de seguimiento por linealizaci6n via
realimentaci6n para manipulador flexible de dos eslabones con los mismos parametros que en el caso
anterior. El controlador utilizado en este caso esta dado por A = 10J. Ademas inicialmente
0.. = (}2 =O· y se desea que el extremo del manipulador sigua la trayectoria sinusoidal
p(x(t),y(t») = (2 - O.5t,O.5sen(;rt»).
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Figura 5: Control de seguimiento pOIlinealizaci6n via realimentaci6n.
a) Trayectoria Seguida por el extremo del manipulador. b) Error de seguimiento.

A partir de la Figura 5 es posible apreciar como, tambien para este caso, el desempeiio del sistema de
control se deteriora a medida que aumenta la flexibilidad de los eslabones.

Se present6 la metodologia para la aplicaci6n de dos de las tecnicas mas comunes para el control de
robot manipuladores rigidos. Ademas se present6 un modelo, basado en un enfoque newtoniano de
multiples viga de Euler-Bernoulli rotatorias, que permite obtener la representaci6n matricial de la
ecuaciones dinAmicaspara un sistema de multi-cuerpos flexibles.

En base a los resultados obtenidos se demuestra que si se aplican tecnicas de control, disenadas para
robot rigidos a robots con eslabones flexibles, el desempefio de estas se deteriora a medida que
disminuye larigidez de los eslabones.

Finalmente es importante mencionar que tanto problema de regulaci6n como de seguimiento para
robots flexibles, ha sido bien abordado en De Luca & Siciliano [3] y Artega [1] respectivamente. Los
primeros proponen un controlador PD con prealimentaci6n constante y el segundo resuelve el
problema de seguimiento a traves de un controlador robusto usando un enfoque similar.
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En este trabajo se propone un esquema eficiente para el anlilisis dimimico de
estructuras tipo torre y/o atirantadas sometidas a carga aleatoria de viento. Para tal fin
se utiliza un metodo de integraci6n numerica en el dominio de la frecuencia. Como
modelo de estructura se adopt6 una formulaci6n general de vigas con ley constitutiva
viscoelastica lineal general. Ademas se utiliz6 el algoritmo de la transformada nipida
de Fourier (FFT) para trabajar en el dominio de la frecuencia.
La acci6n de viento fue incorporada por un procedimiento de simulaci6n de un
proceso aleatorio estacionario, Gausiano y correlacionado en sentido vertical. En
trabajos anteriores se present6 el metodo para vibraci6n en la direcci6n del viento
(longitudinal) y en el presente trabajo se realiza una extensi6n para la evaluaci6n de la
respuesta lateral generada por desprendimiento de v6rtices. Finalmente, se presentan
ejemplos numericos para mostrar las capacidades del modelo propuesto.

An efficient scheme is proposed for the analysis of free-standing guyed structures
subjected to random wind loading, by using a numerical integration method in the
frequency domain. The physical model of the structure is based on a general beam
formulation. In addition, a linear viscoelastic constitutive law was incorporated and
the fast Fourier transform algorithm (FFT) was used in order to work in the frequency
domain.
A simulation process was used to model the wind load. The method proposed was
presented for the case of along-wind vibration in previous papers and, in this work,
the lateral vibration due to vortex shedding is presented. Finally, numerical examples
are presented in order to show the capabilities of the models proposed

En el anlilisis dinamico de sistemas tipo torre y/o atirantadas han sido ampliamente usados los
metodos de matrices de transferencia e integraci6n numerica directa, los cuales estlin estrechamente
vinculados entre sf. La principal diferencia entre ambos esquemas es que, en el segundo caso, se
utiliza la integraci6n numerica, via Runge-Kutta 0 predector-corrector, para la obtenci6n de las
matrices de transferencia de campo, mientras que, en el primer caso, cuando existen disponibles
soluciones conocidas para las matrices de campo, el esquema es conocido como "metodo de matrices
de transferencia". En la literatura pueden encontrarse numerosas aplicaciones relacionadas con vigas
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