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In this work, a numerical method of finite differences is proposed to solve an
unidimensional Bingham problem, and some theoretical properties of the solution
are proved, and corroborate numerical results. A Bingham fluid is a non-newtonian
fluid, whose viscous behaviour makes his layers move only if shear stress is greater
than a threshold value TO • There are some previous theoretical results that allows
us to affirm existence and uniqueness of the solution under certain initial conditions.
The proposed method is a finite difference scheme with spatial variable step, that is,
while we move a fixed time step, we adjust the grid in such a way that the spatial
step represents the free boundary advance. Using an internal calculus of fixed point
is possible to reduce the number of flops, making feasible the implementation of
the method in a computer. Besides that, a theorem of existence and uniqueness
is proved for more general cases, and also a result about asymptotic behaviour is
demonstrated.

En este trabajo se propone un metodo nllmerico de diferencias finitas para re-
solver un problema de Bingham unidimensional y se demuestran algunas propiedades
te6ricas de la solucion que sirven para corroborar 108 resultados numericos. Un fiuido
de Bingham es un fiuido no newtoniano cuyo comportamiento viscoso haee que sus
capas se desplaeen entre sl solo si la tension tangencial supera una cierta tension
umbral TO. Hay varios resultados teoricos previos que nos permiten afirmar la exis-
tencia y unicidad de la solucion bajo ciertas condiciones iniciales. EI metodo consiste
en el uso de diferencias finitas, mas precisamente en la discretizaeion de la variable
temporal con un paso fijo, mientras que en la variable espacial se elige un paso vari-
able, de modo tal que la grilla se vaya adaptando a la frontera libre a medida que
el tiempo transcurre. Usando una iteraeion interna de punto fijo es posible reducir
notablemente el costo computacional, haciendo faetible la implementaeion practica
del metodo. Ademas se prueba un resultado de existencia y unicidad para problemas
mas generales y se demuestra emU es el comportamiento asintotico.
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Consideramos el Huido encerrado entre dos placas paralelas, y mediante el uso de la ecuacion
de Navier-Stokes para la region viscosa y la ecuacion de movimiento de Newton para la parte
rfgida es posible modelar el comportamiento delsibtema. La frontera que separa las dos regiones
previamente mencionada.~ (la viscosa y la rfgida) es desconocida y se encuentra en movimiento,
y es una de las incognitas mas importantes del problema.
Existe una formulacion debit, en forma variacional, para problemas de frontera libre del tipo del
Huido de Bingham. Se puede consultar en [4],[5], [8], [9] y [10]. Ademas en [11] hay detallada
una extensa bibliografia acerca del tema.
El fluido de Bingham pertenece al grupo de 108 fluidos no newtonianos, puesto que la relacion
entre la tension de corte y la tension tangencial es lineal, es decir, T ;= TO + 1](7, donde 1] es la
viscosidad y TO es la tension umbral.
Suponemos que el Huido es incompresible, laminar, y con densidad p constante. Fijado el sistema
de coordenadas, donde la direccion y es la vertical, la x es la direccion de movimiento, y z la
restante, se hacen las siguientes hip6tesis; (1) El gradiente de presion Be apliea en un solo sentido;
(2) el Huido es laminar; (3) la componente no nula de la velocidad es solo funcion del tiempo
y de la componente vertical de la posicion; (4) no hay intercambio de material entre la region
viscosa y la region rigida; (5) el Huido tiene la condicion de adherencia en las paredes de las
placas, es decir, la velocidad del Huido alIi es cero.
Usando todas estas hipotesis simplificativas se llega a un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, que llamaremos Problema (P). Haciendo cambios de variables para adimensionalizar,
obtenemos:

Ut - Uyy ;= J(t),
u(l, t) ;= 0,

u(y,O) ;= uo(y),
uy(s(t), t) ;= 0,

TO
Ut(s(t), t) ;= J(t) - s(t)'

set) < Y < 1, t > 0,
t > 0,

s(O) ;= SO, 0 < So < Y < 1,

t > 0,

t > O.

Ha quedado un problema del tipo de conduccion del calor, donde el termino fuente es el gradiente
de presion J, que segun las hip6tesis, depende solo de la variable temporal. Como la funcion
set), que es la frontera que separa las dos regiones, forma parte de las incognitas, este problema
se denomina un problema de frontera libre. Para que haya desplazamiento entre capas, debemos
suponer que el gradiente supere la tension umbral TO.

Tarnbien se puede colocar una condicion mas general en lugar de tener una condicion de con-
torno fija (como en (2)), simulando la situacion de dos Huidos de distinta naturaleza en contacto,
quedando una ecuacion alternativa u(l, t) ;= get), t > O. Se puede reescribir el sistema con-
siderando una nueva funcion para el gradiente de presion. Un sencillo catculo de derivacion nos
permite obtener el problema derivado, que nos sera de utilidad mas adelante. Si w ;= uy se tiene
el problema (Py)

Wt - Wyy

wy(l, t)
w(y,O)

w(s(t), t)
wy(s(t), t)

0, set) < y < 1, t > 0,
- J(t), t > 0,
u~(y), s(O) ;= so, 0 < So < Y < 1,
0, t > 0,

(6)

(7)

(8)

(9)
(10)
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Si suponernos que el gradiente de presion tiende a un valor estacionario, es decir, limHoo f(t) =
fo, y suponemos u independiente del tiempo en (1)-(5), se puede obtener la solucion estacionaria.

Uoo(Y) = _~o (y2 -1) + fosoo (y -1), Soo = ;~. (11)

Elena Comparini probo en [1] la cxistencia y unicidad del problema (P) para todo tiempo,
dependencia continua respecto de los datos, un resultado de monotonicidad y la convergencia
asint6tica, cuando el gradiente de presion tiendc a un valor constante y cuando las condiciones
iniciales cumplen ciertas hip6tesis. Llamemos

uo(I) = 0, u~(y) ~ 0, u~(y) ~ 0,
, (TO) IIUo(Y)~-fo y-fo ,Uo(Y)~-fo.

(AI)

(A2)

Proposici6n 1 Si So > SOO,(A1), (A2), / ~ 0 y U~'(y) ~ 0 se tiene existencia y unicidad del
problema (P) para todo tiempo y

set) > soo, t> 0, (12)
0 ~ u(y, t) ~ uoo(y), set) < y < 1, t > 0, (13)

uooy(y) < uy(Y, t) ~ 0, set) < y < 1, t > 0, (14)
f(t) - fo ~ Ut(Y, t) ~ f(t) ~ fo, set) < Y < 1, t > 0, (15)

s' (t) < 0, t > O. (16)

roo (soo _ f(t)) dt.
io set) fo

Esto nos dice que el integrando converge a cero cuando t tiende a infinito, concluyendo que la
frontera libre es, asint6ticamente, inversamente proporcional al termino fuente multiplicada por
la tension umbral.

TO
s(t):::::: f(t)'

GENERALIZACIONES

Proposici6n 2 Se puede ver que:

1. Si la hipotesis (El) se cumple, entonces

u(y, t) ~ 0,

uy(Y, t) :$ O.
(19)

(20)



2. Si se cumple (B1), u~'(y) ~ 0 V Y E [so, 1] Y l (t) 2 0 \:It > 0, entonces s' (t) < 0 pam Los
t donde la soluci6n exista y pam Lost tales que s(t) > O.

3. Si u es soluci6n de (1)-(5) se cumple la siguiente relaci6n

l [J(T) - s~;)ldT = u(s(t),t) -uo(so)·

Observaci6n 1 Se observa que la acotaci6n de la integml depende de la velocidad del fluido en
la frontem Libre. Pero ahom no podemos asegumr que el integmndo tienda acero, puesto que Los
experimentos numericos del metodo que se propondni a continuaci6n revelaron que la velocidad
del fluido en Lafrontem libre tiende a infinito.

Proposici6n 3 Supongamos que se cumple la hipotesis (B1), que u~'(y) ~ 0, \:Iy E [so, 1], y
que l (t) 20, V t > O. Entonces

Teorema 4 Sea f una JunGion diferenciable que cumple f(t) > TO V t > 0, I' (t) 2 0 \:It > 0,
limt---toof(t) = 00. Asumimos tambien que se cumplen la hipotesis (Cl) con/armada par estas
cinco ecuaciones:

{

uo(l) = 0, u~(y) ~ 0 V Y E [so, 1], u~ (y) ~ 0 V Y E [,~o,1],

So > 0, UO' (y) ~ 0 \:I y E [so, 1]
Luego existe unica solucion del problema (Py) pam todo tiempo y ademas

TO
s(t) > f(t) V t> O.

Demostmcion: La prueba consiste en truncal' la funcion f y usar 10s teoremas expuestos en 1a
secci6n Resultados Previos para obtener una sucesion de soluciones parcia1es. Luego se hace un
amilisis de convergencia y se demuestra que e1limite de esas funciones es 1a soluci6n buscada.

o
POI' simplicidad trabajaremos con e1 sistema (6)-(10). E1 metodo consiste en discretizar 1a
ecuacion principal. Fijado un paso de tiempo flt, se construye una grilla de tal forma que 1a
front era libre pase pOl' 10s nodos de esta. En cada paso de tiempo se calcu1a un paso espacia1
fly adecuado para tal fin. El a1goritmo se ha construido para e1 caso cuando 1a front era libre es
decreciente. Para metodos similares vel' [3], [6] y [7]. Definimos entonces flt arbitrario y

1- (flYl + ...+ flYi) ,
(n -1)flt, n 21.

(27)

(28)



Dividimos el intervalo [So, 1] en m - 1 partes, donde m es un mlmero natural arbitrario mayor

o i~URlUU~tPM. D~!nimM
1- So

LiYi = --1'm-

Can esta eleccion los puntos Yl,... ,Ym son una particion de [so,1] igualmente distribuida. Se
ve claramente que Ym = So. De aqui en adelante construiremos LiYm, LiYm+1, ... , de manera
tal que (Yn+m-l> tn) sea un punto de la frqntera libre. Denotamos Win == W(Yi, tn). Realizamos
aproximaciones mediante diferencias finitati para las derivadas y reemplazando en (6)-(10) queda
10 que llamamos problema (Pdy):

Lit
~Wi-ln+1
UYi-1 '

(
Lit Lit ) Lit-;:;:-:-+ ~ + LiYi wi,n+l + ~Wi+1,n+l =

~-l ~ u~
-LiYiWi,n, i = 2...n +m - 1, n::::: 1,

(
Wn+m-l n+l )LiYn+m-l = 'Yn+m-l>

Wn+m-l,n+l - TO

La idea del proceso es la siguiente: (1) Elegidos YI, ... ,Ym, se puede calcular {wid?;l mediante
la ecuacion (33). De este modo el primer paso quedaria resuelto. (2) Hasta el momento solo
disponemos de LiYl>... ,LiYm-l. Si pudieramos conocer el valor de LiYm, entonces utilizando el
sistema (30)-(32) para n = 1, entonces seria posible calcular {Wi2}:t1. Luego nos dedicaremos a
calcular LiYm' (3) Esto nos permite realizar un paso inductive. Supongamos conocidoslos valores
{Win}~t-l Y LiyI, ... , LiYn+m-2. Si supieramos cuanto vale LiYn+m-l> entonces podriamos
resolver el sistema lineal (30)-(32) y obtener {wi.n+d~tn.
Como vemos, 10 (mico que nos queda es tratar de encontrar el valor de LiYn+m-l, de tal forma
que sea consistente con la ecuacion (34). Lo que proponemos es 10 siglliente:

1. Dar un valor inicial LiY~~m-l tal que 0 < LiY~~m-l < Yn+m-l.

2. Calcular una iteracion interna en r determinada por la ecuacion (34), es dedr,

(

(r) )(r+l) _ wn+m-l,n+l
LiYn+m-l - (r) Yn+m-I,

wn+m-l,n+l - TO

d d (r)
on e Wn+m-l,n+l

A (r)
UYn+m-l'



Si la sucesi6n {tl.y~2m-l} fuera convergente a un nUmero tl.Yn+m-l > 0, resolveriamos (30)-(32)
llSando tl.Yl, ... ,tl.Yn+m-2, tl.Yn+m-l, 10 cual nos daria {wi,n+dktn, Y de esta manera quedaria
resuelto el problema para el nivel n + 1.

Proposicion 5 Sea A una matriz cuadrada tridiagonal, donde los elementos de la diagonal
principal y las dos adyacentes son todos distintos de cero. Entonces A es una matriz irreducible,
es decir, el sistema no puede desacoplarse.

Proposici6n 6 Si tl.t > ° y tl.Yl, ... ,tl.Yn+m-l son numeros positivos, entonces la matriz del
sistema lineal formado por las ecuaciones (30)-(32) es no singular.

Demostracion: Claramente la matriz del sistema es diagonalmente dominante en sentido fuerte.
Usando la proposici6n anterior se observa que esta matriz es tambien irreducible. Como un
corolario del Segundo Teorema de Gershgorin resulta que la matriz es invertible.

o
Ahora despejaremos explicitamente la soluci6n del sistema lineal (30)-(32) con el objeto de
obtener propiedades de la solucion. A traves de pasos algebraicos se llega a que:

Wl,n+1 = W2,n+l- tl.Ylfn+1,
Wi,n+l= ai,n+l + biWi+l,n+l,
Wn+m-l,n+l = an+m-l,n+l'

(36)
(37)
(38)

ai,n+l = ai,n+1(tl.t, tl.Y2,..., tl.Yi, fn+1, W2n,...,Win) , i = 2, ...,n + m - 1, (39)
bi = bi (tl.t, tl.Y2,..., tl.Yi) , i = 2, ...,n + m - 2, (40)
O<bi<l, i=2, ...,n+m-2. (41)

Proposici6n 7 Supongamos que el gradiente de presi6n es positivo, es decir, f(t) > 0 V t, Y
que tl.t, tl.Yl"" tl.Yn+m-l son numeros positivos, es decir, que el metodo estO.bien definido hasta
el nivel n. Asumiendo que Win:::;0, i = 1, ... , n +m -1, entonces ai,n+l < 0, i = 2, ... , n +m - 1.

Proposici6n 8 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, f(t) > 0 V t, Y que
tl.t, tl.Yl"" tl.Yn+m-l son numeros positivos, es decir, que el metodo esta bien definido hasta el
nivel n. Asumiendo que Win:::;0, i = 1, ... , n +m - 1, entonces Wi,n+1< 0, i = 1, ... , n + m - 1.

Observaci6n 2 Si comenzamos con la eondici6n inieial sobre u~ determinada por (B1), resulta
que los Wi,n+1son todos m1.merosnegativos, eoincidiendo con el resultado te6neo expresado en
(20).

Proposici6n 9 Supongamos que el gradiente de presi6n es positivo, es decir, que f(t) > ° V t,
que tl.t, tl.Yl"" tl.Yn+m-l son numeros positivos, es deeir, que el metodo estO.bien definido hasta
el nivel n,que Win::; 0, i = 1, ..., n + m - 1, y que Yn+m-l = 1 - (tl.Yl + ...+ tl.Yn+m--2) es un
m1.mero en el intervalo (0,1). Entonces si eomenzamos la iteraci6n intema propuesta en (35)
con un valor inieial tl.Y~~m-l que eumpla 0 < tl.Y~~m-l < Yn+m-l, se genera una sucesi6n en
r, bien definida.



Demostracion: Mediante el uso de la Proposicion (8), y mediante la ecuaci6n que define la

iteraci6n, es decir, la formula (35), resulta que 0 < .t.\1J~lm-l < Yn+m-l V r.

A Win - Wi+ln
in=' J,

I1Yi
B- _ Win - Wi,n-l

m - I1t '

Proposici6n 11 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, que J(t) > °Vt,
que I1t, I1Yl"" I1Yn+m-l son numeros positivos, es decir, que el metodo esta bien definido
hasta el nivel n, que Win ~ 0, i = 1, ... ,n + m - 1, que Yn+m-l = 1 - (I1Yl + ...+ I1Yn+m-2)
es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que Ain ~OJ i = 1, ... , n + m - 2, entonces
Ai,n+l < 0, i = 1, ... , n +m - 1.

Demostracion: Se puede ver que los Ai,n+l satisfacen un sistema lineal semejante al que satis-
facen las Wi,n+l' Haciendo un despeje expllcito y analizando coefidentes, se llega a la conclusion
deseada.

Proposici6n 12 Supongamo.~que el gradiente de presion es positivo, es decir, que J(t) > °Vt,
que let) > ° V t, que I1t, I1YI"" I1Yn+m-l son numeros positivos, es decir, que el metodo
esta bien definido hasta el nivel n, que Win ~ 0, i = 1, ... , on + m - 1, que Yn+m-l = 1 -
(I1Yl + ...+ I1Yn+m-2) es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que Bin ~ 0, i =
1, ... , n + m - 2, entonces Bi,n+l < 0, i = 1, "'J n + m - 1.

Observaci6n 3 Hay que destacar que los numeros {Ai,n+di~lm-l .~onaproximaciones numericas
de wy. Luego, el resultado de la Proposicion (11) confirma los resultados teoricos, expresados
en la Proposicion (3), ecuacion (23). Ademas, los numeros {Bi,n+l}i';-r-1 son aproximaciones
numericas de Wt. Luego, el resultado de la Proposicion (12) confirma los resultados teoricos,
expresados en la Proposicion (3), ecuacion (24).

Hasta este punto, la iteracion interna propuesta es muy cara computacionalmente, puesto que
cada iteracion interna involucra la resolucion de un sistema lineal de tamaiio considerable a
medida que el tiempo transcurre. Lo que haremos es simplificar 108 caIculos para que eso se
reduzca notablemente.
Supongamos que el algoritmo esta definido hasta el tiempo tn' Sabemos que I1Y~:'::_1es fundon

de w~lm-l' y w~lm-l es fund6n de l1y~lm-l' Esto nos servira. para relacionar la iteracion r+ 1
con la iteraci6n r. Renombrando:

I1t an+m-2 n+1a= ' <0,
I1Yn+m-2

I1t(1 - bn+m-2) °c=------> .
I1Yn+m-2



A (r+1) _ ay
y - At '

b - TOAy(r) - --TO
Ay(r)

Estas ultimas formulas nos dicen que el Ay es un punto fijo de la funcion

ax
F(x} = At '

b - TOX - -TO
X

cuyo grafico nos muestra que tiene a 10 sumo dos puntos fijos, el x = 0 Y/o un punto fijo
positivo. Luego, el algoritmo se reformula, de tal forma que mediante el calculo recursivo de
algunos coeficientes se pueda trabajar directamente sobre la funcion F sin tener que resolver
sistemas lineales. El numero de iteraciones se reduce notablemente. Si ese punto fijo positivo
es contractivo, es claro que satisface (34), can 10 cual el metodo queda bien definido. Hay que
destacar el hecho de que en numerosos experimentos numericos el punta fijo resulta contractivo.

El algoritmo fue programado en Matlab en su totalidad. En todos los ensayos que se realizaron
se comprobo que los resultados numericos coincidian con los resultados teoricos. Como muestra
la Proposici6n (4), si graficaramos la frontera libre se observaria que esta converge a cero de
manera mon6tona cuando el tiempo tiende a infinito.
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