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ABSTRACT

In this work, a numerical method of finite differences is proposed to solve an
unidimensional Bingham problem, and some theoretical properties of the solution
are proved, and corroborate numerical results. A Bingham fluid is a non-newtonian
fluid, whose viscous behaviour makes his layers move only if shear stress is greater
than a threshold value 7y . There are some previous theoretical results that allows
us to affirm existence and uniqueness of the solution under certain initial conditions.
The proposed method is a finite difference scheme with spatial variable step, that is,
while we move a fixed time step, we adjust the grid in such a way that the spatial
step represents the free boundary advance. Using an internal calculus of fixed point
is possible to reduce the number of flops, making feasible the implementation of
the method in a computer. Besides that, a theorem of existence and uniqueness
is proved for more general cases, and also a result about asymptotic behaviour is
demonstrated.

RESUMEN

En este trabajo se propone un método numérico de diferencias finitas para re-
solver un probleina de Bingham unidimensional y se demuestran algunas propiedades
tedricas de la solucidn que sirven para corroborar los resultados numéricos. Un fluido
de Bingham es un fluido no newtoniano cuyo comportamiento viscoso hace que sus
capas se desplacen entre si s6lo si la tensién tangencial supera una cierta tensién
umbral 79. Hay varios resultados tedricos previos que nos permiten afirmar la exis-
tencia y unicidad de la solucién bajo ciertas condiciones iniciales. El método consiste
en el uso de diferencias finitas, méis precisamente en la discretizacién de la variable
temporal con un paso fijo, mientras que en la variable espacial se elige un paso vari-
able, de modo tal que la grilla se vaya adaptando a la frontera libre a medida que
el tiempo transcurre. Usando una iteracién interna de punto fijo es posible reducir
notablemente el costo computacional, haciendo factible la implementacién practica
del método. Ademas se prueba un resultado de existencia y unicidad para problemas
mis generales y se demuestra cudl es el comportamiento asintético.
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INTRODUCCION

Consideramos el fluido encerrado entre dos placas paralelas, y mediante el uso de la ecuacién
de Navier-Stokes para la regién viscosa y la ecuacién de movimiento de Newton para la parte
rigida es posible modelar el comportamiento del sistema. La frontera que separa las dos regiones
previamente mencionadas (la viscosa y la rigida) es desconocida y se encuentra en movimiento,
y es una de las incégnitas mas importantes del problema.

Existe una formulacién débil, en forma variacional, para problemas de frontera libre del tipo del
fluido de Bingham. Se puede consultar en [4],(5], [8], [9] y {10]. Adem4s en [11] hay detallada
una extensa bibliografia acerca del tema.

El fluido de Bingham pertenece al grupo de los fluidos no newtonianos, puesto que la relacién
entre la tensién de corte y la tensién tangencial es lineal, es decir, 7 = To + 70, donde 7 es la
viscosidad y 7y es la tensién umbral.

Suponemos que el fluido es incompresible, laminar, y con densidad p constante. Fijado el sistema
de coordenadas, donde la direccién y es la vertical, la x es la direccién de movimiento, y z la
restante, se hacen las siguientes hipotesis: (1) El gradiente de presién se aplica en un solo sentido;
(2) el fluido es laminar; (3) la componente no nula de la velocidad es sélo funcién del tiempo
y de la componente vertical de la posicion; (4) no hay intercambio de material entre la regiém
viscosa y la regién rigida; (5) el fluido tiene la condicién de adherencia en las paredes de las
placas, es decir, la velocidad del fluido alli es cero.

Usando todas estas hipétesis simplificativas se llega a un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, que llamaremos Problema (P). Haciendo cambios de variables para adimensionalizar,
obtenemos:

“t—uyyzf(t)a S(t) <y< 17 t >O) (1)

u(1,8) =0, t>0, (2)

u(y, 0) = ug(y), s(0) =sg, 0< 5o <y <1, (3)
uy(s(t),t) =0, t>0, (4)
wg(s(t),t) = f(2) - ;;—‘;) ¢>0. 5)

Ha quedado un problema del tipo de conduccién del calor, donde el término fuente es el gradiente
de presién f, que segin las hipétesis, depende sélo de la variable temporal. Como la funcién
s(t), que es la frontera que separa las dos regiones, forma parte de las incégnitas, este problema
se denomina un problema de frontera libre. Para que haya desplazamiento entre capas, debemos
suponer que el gradiente supere la tension umbral g.

También se puede colocar una condicién mis general en lugar de tener una condicién de con-
torno fija (como en (2)), simulando la situacién de dos fluidos de distinta naturaleza en contacto,
quedando una ecuacién alternativa u(1,t) = g(t), t> 0. Se puede reescribir el sistema con-
siderando una nueva funcién para el gradiente de presién. Un sencillo cdlculo de derivacién nos
permite obtener el problema derivado, que nos ser4 de utilidad mas adelante. Si w = uy se tiene
el problema (Fy)

wy — Wy = 0, s(t)<y<1, t>0, (6)
wy(,) = —f(&), t>0, (")
w(y,0) = uly), s(0)=s0,0<s<y<l, (8)

w(s(t),t) = 0, t>0, (9)

wy(s(),t) = — —%,  t>0. (10)

s(t)’
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RESULTADOS PREVIOS

Si suponemos que el gradiente de presién tiende a un valor estacionario, es decir, limy;_, o, f(¢) =
fo, y suponemos u independiente del tiempo en (1)-(5), se puede obtener la solucién estacionaria.
_ fo 2

Uoo() = ~F (W =D+ fosoo (y—1), 500 = . oo

Elena Comparini probé en [1] la cxistencia y unicidad del problema (P) para todo tiempo,
dependencia continua respecto de los datos, un resultado de monotonicidad ¥ la convergencia

asintética, cuando el gradiente de presién tiende a un valor constante y cuando las condiciones
iniciales cumplen ciertas hipétesis. Llamemos

uo(1) = 0, u(y) <0, ug(y) <0, (A1)
us(y) > ~fo (y - f—‘;) () > ~fo. (A2)

Proposicién 1 §i sp > s, (A1), (A2), f >0y g (y) < 0 se tiene ezistencia y unicidad del
problema (P) para todo tiempo y '

s(t) > 8o t>0, (12)
0 < ulpt) Suwly), s)<y<l, >0, (13)
Uooy(y) < uy(y,1) <0,  s(t)<y<L, t>0, (14)
f(t) - fO < Ut(y, t) < f(t) < f()a S(t) <y< 1v t> 07 (15)
s(t) < 0, t>0. (16)
Se observa ademds que la siguiente integral est4 acotada.
® [ 800 f(t))
—— — = ) dt. 17)
(&5 ‘

Esto nos dice que el integrando converge a cero cuando £ tiende a infinito, concluyendo que la
frontera libre es, asintéticamente, inversamente proporcional al término fuente multiplicada por
la tension umbral.

s(t) ~ Tt)’ t - oo. (18)

GENERALIZACIONES
En esta seccién se generalizardn los resultados expuestos en [1]. Llamamos hipétesis (B1) a
f@)20VLe0,T], w(l)=0, wuyy) <OVycelsy,1]. (B1)

Notar que (B1) dice que up(y) > 0.
Proposicién 2 Se puede ver que:

1. Sila hipdtesis (B1) se cumple, entonces

u(y,t) = 0, (19)
uy(y,t) < 0. (20)
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2. 8t se cumple (B1), ug'(y) <O0Vye€(se,l]yf(t)>0Vt>0, entonces s (t) < 0 para los
t donde la solucion ezxista y pars los ¢t tales gue s(t) > 0.

3. i u es solucion de (1)-(5) se cumple la siguiente relacidn

[ = 55] ar - (0,0 ~ ofeo). o
para los t donde la solucidn ezista.

Observacion 1 Se observa que la acotacion de la integral depende de la velocidad del fluido en
la frontera libre. Pero ahora no podemos asegurar que el integrando tienda a cero, puesto que los
ezperimentos numéricos del método que se propondrd a continuacion revelaron que la velocidad
del fluido en la frontera libre tiende a infinito.

Proposicién 3 Supongamos que se cumple la hipdtesis (B1), que uy (y) < 0, V y € [so, 1], y
que £ (t) >0, V t > 0. Entonces

wy,t) < 0,  s(t)<y<l, t>0, (22)

wy(y,t) < 0, st) <y <1, t>0, (23)

we(y,t) < 0, s(ty <y<1, t>0, (24)
T0

s(t) > oL t>0. (25)

siempre que s(t) > 0.

Teorema 4 Sea f una funcidn diferenciable que cumple f(t) > 1Vt >0, f () >0V ¢ >0,
lims— 00 f(t) = 00. Asumimos también que se cumplen la thoteszs (C1) conformada por estas
cinco ecuaciones:

ug(1) =0, uo()<0VyE[so,l] ( Y <0V ye€[s1],

. (C1)
30> 0, ug (y) <OV y € [s0,1]
Luego eziste dnica solucidn del problema (P,) pare todo tiempo y ademds
lim s(t) =0, s()) > == Vt>0. (26)

oo 7

Demostracion: La prueba consiste en truncar la funcién f y usar los teoremas expuestos en la
seccién Resultados Previos para obtener una sucesién de soluciones parciales. Luego se hace un
andlisis de convergencia y se demuestra que el limite de esas funciones es la. solucién buscada.
[m]
Por simplicidad trabajaremos con el sistema (6)-(10). El método consiste en discretizar la
ecuacién principal. Fijado un paso de tiempo At, se construye una grilla de tal forma que la
frontera libre pase por los nodos de ésta. En cada paso de tiempo se calcula un paso espacial
Ay adecuado para tal fin. El algoritmo se ha construido para el caso cuando la frontera libre es
decreciente. Para métodos similares ver {3}, [6] y {7]. Definimos entonces At arbitrario y

Yier = 1-(Ay+..+Ay), i21, yi=1, 27)
th = (n—1)At, n>1 (28)
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Dividimos el intervalo [so,1] en m — 1 partes, donde m es un nimero natural arbitrario mayor

0 igual que treg. Dofnimed

1—80

Ayirfm_la

i=1,.,m—-1L (29)

Con esta eleccién los puntos yi,...,ym son una particién de [sp, 1] igualmente distribuida. Se
ve claramente que y,, = sp. De aqui en adelante construiremos Ay, Aypmyi, ..., de manera
tal que (yn+m-1,%n) sea un punto de Ia frontera libre. Denotamos wi, = w(y;,t,). Realizamos
aproximaciones mediante diferencias finitad para las derivadas y reemplazando en (6)-(10) queda
lo que llamamos problema (Pd,):

Wintl — Wontl = ~ABYifatt, n2>1 (30)
Atw (At+At+A)w +At
—_— —— ; : —_— =
Ay i—-1,n+1 Ayt | Ay Yi i,n+] Ay i+1,n+1

= —-Ayiwipg, i=2.n+m-1,n>1, (31)
Wnt+mnp+l = 0, n21, (32)
wy = u:,(y;), i=1,.,m, (33)
A _ Wnim—1,n+1 >1 34
Yn+m-1 = mm Yntm—1, n 2z 1. ( )

La idea del proceso es la siguiente: (1) Elegidos y,...,ym, se puede calcular {w;; }7*, mediante
la ecuacién (33). De este modo el primer paso quedaria resuelto. (2) Hasta el momento sélo
disponemos de Ayy,...,Aym—1. Si pudiéramos conocer el valor de Ay, entonces utilizando el
sistema (30)-(32) paran = 1, entonces serfa posible calcular {w;2}=}". Luego nos dedicaremos a
calcular Ayy,. (3) Esto nos permite realizar un paso inductivo. Supongamos conocidos los valores
{win}2 ™' y Ay1,ey AYnym—2. Si supiéramos cuanto vale Aynym_1, entonces podriamos
resolver el sistema lineal (30)-(32) y obtener {w;p41}4".

Como vemos, lo tinico que nos queda es tratar de encontrar el valor de Ayyym_1, de tal forma
que sea consistente con la ecuacién (34). Lo que proponemos es lo siguiente:

1. Dar un valor inicial Ay(l_zm~ | tal que 0 < Ay,(‘l_zm_1 < Yntm—1-

n

2. Calcular una iteracién interna en r determinada por la ecuacién (34), es decir,

(r)

w, —

Ayr(::nlz)—l = (‘(,_)niwl—“) Yntm—1 n>1 (35)
Wy tm—1n4+1 — 70

donde wfflm_l,n +1 8¢ calcula resolviendo (30)-(32) usando Ayy,...,AyYnim-2,
Ay(")

n+m-—1°
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Si la sucesién {Ay,(:lm_l} fuera convergente a un nimero Aypm,m-1 > 0, resolverfamos (30)-(32)
usando Ay1,...,AYntm—2, AYntm—1, 10 cual nos darfa {w; n41}1", y de esta manera quedaria
resuelto el problema para el nivel n + 1.

Proposicién 5 Sea A una mairiz cuadrada tridiagonal, donde los elementos de la diagonal
principal y las dos adyacentes son todos distintos de cero. Entonces A es una matriz irreducible,
es decir, el sistema no puede desacoplarse.

Demostracion: Ver [12].
]

Proposicién 6 Si At > 0 y Ayi,...,Aynim-1 Son ndmeros positivos, entonces la matriz del
sistema lineal formado por las ecuaciones (30)-(32) es no singular.

Demostracién: Claramente la matriz del sistema es diagonalmente dominante en sentido fuerte.
Usando la propasicién anterior se observa que esta matriz es también irreducible. Como un
corolario del Segundo Teorema de Gershgorin resulta que la matriz es invertible.

[}
Ahora despejaremos explicitamente la solucidén del sistema lineal (30)-(32) con el objeto de
obtener propiedades de la solucién. A través de pasos algebraicos se llega a que:

Wint1 = Wontt — AYi1fnsy, (36)
Win+1 = Gin+tl + biwi+1,n+la 1=2,.,n+m-2 (37)
Wnt+m—1,n+1 = Qnitm—1,n+1- (38)

Y los coeficientes son funcién de las siguientes variables:

Qintl = Gingl (Ata Ay27 sy Ayia fn+1a'w2m --->win) » 1= 2> Mo~ 1) (39)
b; = b (At, Ayo,y ..., Ay;), i=2,..,n+m—2, (40)
0<bh<l, i=2,..,n+m~—2. (41)

Una simple observacién de lo anterior nos conduce al siguiente resultado.

Proposicién 7 Supongamos que el gradiente de presidn es positive, es decir, f(t) > 0V ¢, y
que At, Ay;..., AYpym—1 S0n nimeros positivos, es decir, que el método estd bien definido hasta
el nivel n. Asumiendo que wi, <0, i =1,...,n+m—1, entonces @ipny1 <0, 1 =2,...,n+m—1.

Proposicién 8 Supongamos que el gradiente de presién es pusitivo, es decir, f(t) > 0V ¢, y que
At, Ay..., Aypim—1 son nidmeros positivos, es decir, que el método estd bien definido hasta el
nivel n. Asumiendo que wi, <0, i=1,..,n+m—1, entonces winy; <0, i =1,..,n+m— 1.

V3 . Y . ’ .
Observacién 2 §i comenzamos con la condicidn inicial sobre uy determinada por (B1), resulta
que los w; nq1 son todos nidmeros negativos, coincidiendo con el resultado tedrico ezpresado en

(20).

Proposicién 9 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, que f(t) >0V ¢,
que At, Ay ..., AyYnem—1 son nidmeros positivos, es decir, que el método estd bien definido hasta
el nivel n,que wy, <0, i =1, ,n4+m-1, y que yngm-1 =1 —(Ay1 +... + Aynym-2) es un
nimero en el intervalo (0,1). Entonces si comenzamos la iteracion interna propuesta en (35)
con un valor inicial Ay&zm~1 que cumpla 0 < Ay,(llq,)_m_1 < Ynim—1, SE GENETE UNGQ SUCESION en
r, bien definida.
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Demostracion: Mediante el uso de la Proposicién (8), y mediante la ecuacién que define la

iteracion, es decir, la formula (35), resulta que 0 < Ay,(,'lm_1 L Ynpmoa V1.

u}

Definicidén 10 Definimos los siguientes nimeros:

Win — Witin
Ay = Zin = Witln
in Ayz k)
Win — i n— .
B, =_=2_5’:_'u, i=1,.,n+m-2, n>1 (43)

i=1,.,n+m-2, n>1, (42)

Proposicién 11 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(t) > 0V ¢,
que At, Ayi..., Aynim—1 son nimeros positivos, es decir, que el método estd bien definido
hasta el nivel n, que win <0, 1 =1,...,n +m — 1, que Yntm-1 = 1 — (Ay1 + ... + Aynym—2)
es un ndmero en el intervalo (0,1). Asumiendo que Ay, <0, i = 1,...,n+m — 2, entonces
Aint1 <0, i=1..,n+m—1. .
Demostracidn: Se puede ver que los A; 41 satisfacen un sistema lineal semejante al que satis-
facen las w; 5, ¢;. Haciendo un despeje explicito y analizando coeficientes, se llega a la conclusién

deseada.
]

Proposicién 12 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(£) >0V ¢,
que f'(t) > 0Vt gue At, Ayy..., AYnym—1 Son ndmeros positivos, es decir, que el método
estd bien definido hasta el nivel n, que wyn, < 0, 4 = 1,...,n +m — 1, que Yp4m-1 = 1 —
(Ayr + ... + Aynym—2) es un nimero en el intervalo (0,1). Asumiendo que By, < 0, ¢ =
L.yn+m—2, entonces B; 11 <0, i=1,..,n+m—1.

Demostracion: Andloga a la demostracién de la Proposicién (11).

0
Observacién 3 Hay que destacar que los nimeros {Ains1}2™1 s0n aprozimaciones numéricas
de wy. Luego, el resultado de la Proposicién (11) confirma los resultados tedricos, expresados
en la Proposicidn (8), ecuacidn (23). Ademds, los mimeros {Bin+1}23™! son aprozimaciones
numéricas de wy. Luego, el resultado de la Proposicién (12) confirma los resultados tedricos,

expresados en la Proposicicn (3), ecuacidn (24).

Hasta este punto, la iteracién interna propuesta es muy cara computacionalmente, puesto que
cada iteracién interna involucra la resolucién de un sistema lineal de tamafio considerable a
medida que el tiempo transcurre. Lo que haremos es simplificar los cdlculos para que eso se
reduzca notablemente.

Supongamos que el algoritmo est4 definido hasta el tiempo ¢,. Sabemos que Ay,(,::.},)_ 3 es funcidén
de w,(:lmgl, y wflz)_m* 1 es funcién de Ay,(f_zm_l. Esto nos servira para relacionar la iteracion r+ 1
con la iteracién r. Renombrando:

At An+m—2,n+1 At(l - bn—}-m~2)
= et < 0, cC= —— =2 > (. 44
AYnim—2 AYnim-2 (44) ’
Ay = Ayy(;r-f)-m—l >0, wl) = wv(:-im—l,n+1 <0, Y = Yntm—1. (48)

Reemplazando y usando los simbolos escritos arriba se llega a:
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Ayl = 2y ,  b=a-cn. (46)

At
b - TOAy(r) - Ay(r) To

Estas tltimas férmulas nos dicen que el Ay es un punto fijo de la funcién

Plz) = —22 (47)

b - 1oz — —A-—t'ro
T
cuyo grifico nos muestra que tiene a lo sumo dos puntos fijos, el T = 0 y/o un punto fjo
positivo. Luego, el algoritmo se reformula, de tal forma que mediante el cdlcule recursivo de
algunos coeficientes se pueda trabajar directamente sobre la funcién F sin tener que resolver
sistemas lineales. El nimero de iteraciones se reduce notablemente. Si ese punto fijo positivo

es contractivo, es claro que satisface (34), con lo cual el método queda bien definido. Hay que
destacar el hecho de que en numerosos experimentos numéricos el punto fijo resulta contractivo.

RESULTADOS NUMERICOS

El algoritmo fue programado en Matlab en su totalidad. En todos los ensayos que se realizaron
se comprobé que los resultados numéricos coincidian con los resultados tedricos. Como muestra
la Proposicién (4), si graficiramos la frontera libre se observaria que ésta converge a cero de
manera monodtona cuando el tiempo tiende a infinito.
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