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La produc:ci6n de cultivos es afectada por la oxigenaci6n insuficiente y la generaci6n de
anhidrido carb6nico por actividad microbiana de 10$ suelos. Diversos autores ban
estudiado los meeanismos de los problemas de ainlaci6n en 105 sistemas de producci6n
mediante la furmulaci6n de modelos cuyas ecuaciooes resultantes son resueltas sobre
dominios fijos. Se presenta un modelo de frontera libre para la difusi6n y el consumo de
oxigeno en agregados esfericos de suelo. Se calcula la soluci6n exacta del estado
estacionario y se presenta un algoritmo computacional basado en el metodo shooting
para problemas de absorci6n-difusi6n unidimensionales. Se presentan algunos
resultados preliminares y comparativos con aquellos obtenidos por metodos ctasicos de
elementos finitos.

The crops production is affected by the low aeration and the generation of anhidric
carbonic resulting from biological activity in soils. Numerous authors have studied the
moohanism of aeration problems in the production systems on fixed domains. A model
of free boundary for the diffusion and consumption of oxygen in spherical aggregates of
soil is presented. It is computed the exactly solution of the stationary state and a
computational algorithm based in shooting method fur problems of absorption-diffusion
one-dimensional is presented. It is presented some preliminary and comparative results
with those obtained by classic methods of finite elements

La producciOn de cultivos est! afectada por la oxigenaciOn insuficiente y la generaciOn de anhidrido
carb6nico por aetividad microbiana de 10$ mos. Diversos autores ban estudiado 105 mecanismos de los
problemas de aireaci6n en los sistemas de produc:ci6n mediante modelos de simulaci6n donde se
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resuelven ecuaciones diferenciales sobre dominios fijos con variadas condiciones iniciales y de contortlO
[1,2,3].

Se describe a continuaci6n el proceso flsico que origina un modelo matem8tico de frontera libre para Ia
difusi6n y eI consumo de oxigeno en un medio esf6rico [4,5]. Primero se permite difundir el oxigeno en
el medio de modo tal que parte de 6l es absotbido y eIiminado del proceso de difusi6n [4]. La
concentracion de oxigeno en la superflcie fija del medio se mantiene constante. La primera fuse continUa
basta alcanzar un estado estacionario en eI cual el oxigeno no penetra mas lejos dentro del medio
(segunda fuse).

La provision de oxigeno se corta y la superficie del medio se aisla de manera que no entre ni salga mas
oxigeno. EI medio continUa absotbiendo el oxlgeno disponible en su interior y par tanto, la frontera libre
que establece una separaci6n entre la zona de concentraci6n positiva y la zona de concentraci6n nula de
oxigeno respectivamente, y que maroa el ancho de penetraci6n maximo en eI caso estacionario,
comienza a retroceder bacia la frontera aislada (tercem fuse).

El problema consiste en localizar el movimiento de la frontera libre y determinar la distribuci6n de
oxigeno en el medio esrerico. La ecuaci6n que gobiema la difusi6n-reacci6n de un gas en un agregado
esfenco homogeneo y saturado con agua de radio rlIlI es la ecuaci6n de la difusion en coordenadas

esrericas con una fuente constante negativa M, Y coeficientes de difusi6n y porosidad D y I;

respectivamente [1,2,3]; es decir,

I; C. = ~ .~ (0 r' C,) + M

donde: £ > 0 es la porosidad del agregado,
C = C(r,t) es la concentraci6n intema de gas transformada en concentracion de
equilibrio en aire [mol m-3],

t es el tiempo [seg],
r es la distancia desde eI centro de la esfera [m],
D es el coeficiente de difusi6n del gas disuclto en Ia soluci6n suelo [m2 seg-l],
M es el termino de reacci6n [mol m-3 seg.l].

Consiste en determinar la concentraci6n transiente C = C(r,t) y la frootera de separaci6n S = Set) que
satisfacen el siguiente problema de frontera libre parab6Jico

£ C.· = D (Crr + ; Cr) + M

C(r,O) = C.., S(O) S r S r.. ;

C(~,t) = C"'., t > 0

C(S(t),t) = Cr(S(t),t) = 0, t > 0

S(O) = b .



Coosiste en determinar Ia concentraci6n estacionaria C =C(r) y Ia frontera libre 5 que satisfacen el
siguiente problema de frontera libre eliptico

- D (C" + ~ C') =: M, 5 S; r S; r.

C(r.) =: COld

C(s) =: C'(s) =: 0 .

Coosiste en determinar Ia concentraei6n transiente C =: C(r,t) y Ia frontera de separaci6n s =: s(t) que
satisfacen el 5iguiente problema de frontera libre parab6lico

s C, =: D (Crr + ~ Cr) + M, s(t)::;; r ::;; r. ' t > 0

C(r,O) =: C*(r), s· S; r ::;; r. ;

Cr(r.,t) =: 0, t > 0 ;

C(s(t),t) =: Cr(s(t),t) =: 0, t > 0

5(0) =: s· .

donde: Cjoi > 0 es Ia concentraei6n inicial de gas en Ia Etapa Difusiva [mol m-3],

C"" > 0 es Ia concentraci6n extema de gas en Ia Etapa Difusiva [mol m-3],

S = S(t) es Ia frontera libre en la Etapa Difusiva [m],
s = s(t) es Ia frontera libre en Ia Etapa de Consumo [m],

Se calcul6 Ia soluci6n exacta del estado estacionario bajo una adecuada restricci6n y se estudi6 Ia
convergencia de un algoritmo nu.tnCrico basado en el metoda de discretizaci6n de lineas para Ia etapa
difusiva mostrando que el procedimiento estil bien definido. Por otro lado, se verific6 que el estado
estacionario se alcanza 8610 cuando el tiempo tiende a 00.

En este trabajo, utilizando coordenadas esrericas y un termino de reacci6n constante, se generalizan
resultados obtenidos en [6] para el caso unidimensional.



u - M·
p. - p p

o :5: P :5: p~u(p,O) = Uioi

1
u(O, t) =- "2' t > 0 ;

u(s(t), t) = up(s(t), t) = 0

s(O) = p~ .

2

p. - p

u·(O) = "2 '

es decir; en cada paso, sn es Ia posici6n de la frontera libre Y Un

fase difusiva cuando t = tn.

2

p. - p

1k Y gn la funci6n real dada por



{
M" .- S1

gn(P) = .••• 2 ( )
- J.YI + q u,,-IP

D =
si n>1

Se justifica te6ricamente que cada. WlO de los Problemas (Pn ) tiene una Unica solucioo garantizando que
el procediJiliento de aproximaci6n est! bien definido. Para ello se prueban resultados de existencia y
unicidad, y se verifica que la soluci6n obtenida es positiva y decreciente en su dominio.

Con este procedimiento se ban obtenido dos sucesiones (sn); ~ 1 Y (Un); = 1 que poseen las siguientes

caracteristicas

La soluci6n explicita del Problema EA (s·,u") E (O,p~) X C2(0,so) esta dada por la siguiente

expresioo

o( ) I MO (P"8 - p)2 - P~ + (P"8 - SO)3 p)
U P = - + - ------~ ------

2 3 2 (P"8 - p) Peg

(P"8 - X)2 (~ + P:) = P; - 2 3Mo, x E (O,p~) (5)

- M r..
6 D C"" > ~ - 3 r.. b2 + 2 b3 > O.

En procesos fisicos, la etapa difusiva culmina en la etapa estacionaria. EI procediJiliento de
discretizaci6n puede continuarse para D tendiendo a infinito permitiendo mostrar que

• Urn sn = s",
n ~ co

• Um Un = U· en (O,S·) .
n-+oo



Para ballar Ia soluci6n del Problema DA se utiliza un algoritmo numerico basado en la combinaci6n del
metod<> shooting para localizar el movimiento de la frontera libre y en la resolucibn de una ecuacibn
diferencial ordinaria para detenninar la distribuci6n de oxigeno en el medio esferico.

AI computar (so, uo) se combina el m6todo de la secante con el m6todo de Runge-Kutta de cuarto
orden a traves del siguiente proceso: se resuelve un problema del tipo

{

- u'(p) +
Pllll

u(s) = u'(s) = O.

u'(p) + q2 u(p) = g(p)- p

(donde s es conocida), se calcula u(O) - ~ y se obtiene un nuevo valor de 5 usando el metodo de

la secante basta que el cero So se encuentre de acuerdo con la pnrisi6n de la maquina. De esta
manera, Uo es la soluci6n del Ultimo problema con valores en la frontera.

k, paso del tiempo en la discretizaci6n
e, tolerancia

SI Y S2' valores iniciales de la frontera libre

n = 1

s = ~
Subrutina para resolver el Problema (P') mediante el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden

denotando a la soluci6n u = u(p)
u1(p) = u(p)

si I UJ(0) - ~ I < e entonces finalizar

Subrutina para resolver el Problema (P,) mediante el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden
denotando a la soluci6n u = u(p)

uo(P) = u(p)

si I uo(O)- ~ I < e entbnces finalizar

So + 1 = So - (Uo(O)

Fm tk la IterodOn
Fmalizar



El algori1mo se implement6 en MAnAB y se rea1izaron calculos con los siguicntes datos extraidos de
la literatura [3]

r'8 = 0012 m
8 = 0.396

D = 1.43 X 10-11 m2/seg
M - 3.1825 X 10-5 mol/m3 seg

C... = 9.375 mollm3•

Para 8 dias el radio anaer6bico resulro de 0.011739 m (93,6% del volumen total del agregado) y para
40 dias de 0.011736 m (93,5% del volumen total del agregado) 10 que muestra una variacioo
pnicticamente nula en el tiempo transcurrido. Sin embargo estos caIculos son preliminares y el modelo
puede ser generalizado incluyendo la produccioo de anhidrido carbOnico debida a la respiracioo en el
agregado.
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Este informe muestra como es usado el c6digo computacional del Metodo de los Paneles
para lograr una mejora aerodimimica durante el diseiio del ala. EI esfuerzo fue hecho para
reducir la resistencia inducida del ala y evitar la perdida en la puntera.

This paper presents how to use a Panel Method computational code as a way to achieve
an aerodynamic improvement during the wing design. The effort was made to reduce the
wing induced drag and to avoid the wing tip stall.

La optimizaci6n del rendimiento aerodiniunico en los planeadores es un problema muy importante,
dado que !as performances I (maxima relaci6n de planeo, minima veloc. descenso y veloc. media cross
country, etc.) dependen principalmente de la magnitud de]a resistencia aerodiniunica. A esta Ultima la
podemos dividir basicamente en 3 tipos: resistencia inducida, resistencia de perfil y resistencia
parasita. En la fig. I se muestra el porcentaje de variaci6n de la resistencia para un rango de
coeficiente de sustentaci6n (CL) tipico de operaciones.

Este estudio se centraJiL exclusivamente en la resistencia inducida, dado que esta es aproximadamente
el 60 % de ]a resistencia total para altos CL. Los veleros invierten un 50 % del tiempo de vuelo en las
termicas 2, es decir, durante el vuelo a baja velocidad (CL entre 0.8 y 1.2). Este vuelo por 10 general se
desarrolla con detlexi6n de alerones, pero en este caso se analizani ]a condici6n de vuelo longitudinal,
o sea el bast6n de mando centrado.

De acuerdo a la teoria de la linea sustentadora de Prandtl 3 el minimo valor de resistencia inducida se
obtiene con una distribuci6n de circulaci6n r eliptica, este tipo de distribuci6n puede originarse can
un ala de planta alar eliptica sin aIabeo 0 con una planta alar arbitraria y alabeo geometrico y/o
aerodinamico. Por 10 tanto el problema de la optimizaci6n se reduce a obtener una distribuci6n de
sustentaci6n eliptica sobre el ala.

Aetualmente en la industria aeronautica el Metodo de los Paneles (MP) es usado rutinariamente
durante ]a etapa de prediseiio para el anaIisis en tlujo subs6nico de cuerpos de forma compleja, tales
como configuraciones ala(W)-fuselaje(F)-empenajes(E). Esta t6cnica numenca simple y de probada
capacidad, consiste en resolver el problema estacionario suponiendo un tluido sin viscosidad,
incompresible e irrotacional, es decir, un problema de tlujo potencial. No obstante, los resultados
obtenidos con la teoria de tlujo potencial son aplicables sin restricciones a numerosos casos reales


