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RESUMEN

La posicién de las fuentes es un aspecto clave para el Método de las Soluciones
Fundamentales. Este aspecto resulta especialmente relevante al analizar problemas
que exhiben algin tipo de singularidad su solucién, ya que ninguna combinacion
lineal de fuentes arbitrariamente colocadas puede asegurar la obtencion de una
aproximacion razonable a la solucion. Este trabajo investiga la utilizacion de un
algoritmo de “Simulated Annealing” para la optimizacién de la posicién de las
fuentes en problemas con singularidades. El algoritmo consiste en esencia una
busqueda aleatoria adaptiva que permite movimientos ascendentes controlados por un
criterio probabilistico que evita los minimos locales. La metodologia propuesta es
ilustrada en la solucion de dos problemas, y sus resultados comparados con los de un
algoritmo de optimizacion analitico. El algoritmo de “Simmulated Annealing” se
muestra como herramienta atractiva para abordar el problema planteado, alcanzando
una alta tasa de éxito en la solucion de problemas para los que los algoritmos
analiticos fallan.

ABSTRACT

The placement of source points constitutes a key issue for the Method of the
Fundamental Solutions. In particular, for problems with singularities of any kind the
determination of the optimal placement of source points becomes relevant, as no
linear combination of arbitrarily located source points can assure a reasonable
approximation to the solution. This paper investigates the use of a “Simulated
Annealing” algorithm in the optimal placement of source points in singular problems.
The algorithm is essentially an iterative random search with adaptive moves along the
coordinate directions. It permits uphill moves under the control of a probabilistic
criterion, thus tending to avoid the first local minima encountered. The proposed
methodology is employed with two of test problems. Results are compared to those of
an analytical optimisation routine and their relatively merit and disadvantages
discussed. Simulated anncaling it is shown to be an attractive option for the
optimisation of singular problems, with a high rate of success, and able to solve
problems for which analytical optimisation routines fail.
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INTRODUCCION

El Método de las Soluciones Fundamentales (MFS) a reaparecido en la literatura, habiéndose
reportado resultados de muy alta calidad utilizando un nimero relativamente reducido de grados de
libertad. El método ha encontrado aplicacién en diversas campos, tales como problemas de potencial,
acustica, elasticidad y problemas biharménicos [1]. El MFS puede ser asimilado a una formulacion
indirecta del Método de los Elementos de Contorno o una variedad del método de Trefftz. La idea
basica es aproximar la solucién mediante la combinacién lineal de soluciones fundamentales dadas
por fuentes colocadas fuera del dominio del problema [2]. Las ventajas del método son la sencillez de
su implementacion y su adaptabilidad .

La posicién de las fuentes en el MFS puede ser preasignada o determinada al mismo tiempo que los
coeficientes de la combinacion lineal. Los esquemas mas sencillos del MFS utilizan fuentes fijas
(preasignadas) con la solucién calculada utilizando minimos cuadrados o colocacién en puntos sobre
el contorno. La mayoria de los trabajos con aplicaciones ingenieriles utilizan la versién del MFS con
fuentes fijas, pero esto no siempre garantiza que la solucién calculada converge a la exacta con el
incremento del nimero de fuentes. Esta es el caso de problemas con singularidades, para los que una
combinacién lineal de fuentes arbitrarias no puede garantizar una aproximacion razonable de la
solucion del problema. El MFS con fuentes mdviles fue considerado por diversos autores [1]. La
mayoria de los esquemas propuestos utilizan algoritmos analiticos de optimizacion para determinar la
posicion de las mismas. En todos los casos la posicién inicial de las fuentes se muestra como un
detaile importante para la convergencia de estos algoritmos, al tender los mismos al primer minimo
local que encuentran.

Se investiga en este trabajo la aplicacién de un algoritmo de Simulated Annealing (SA) para optimizar
la posicion de las fuentes en problemas del tipo Laplace y Poisson con singularidades en su solucién.
Se presentan soluciones para dos ejemplos las que son discutidas y comparadas con las obtenidas
utilizando un algoritmo de optimizaci6n analitico.

FORMULACION DEL MFS PARA PROBLEMAS DE LAPLACE

Consideremos un problema de potencial en dos dimensiones, siendo su ecuacién de gobiemo
Viu=0 enQ )]
sujeto a las condiciones de contorno u; =u, enl;y %"; - ¢ en 13 Utilizando el MFS se puede escribir
para un punto P; sobre el contorno
w(B) ~i¥(a, P, Q) = a’ (PaQ) +agu (B 0y) +... + ayu (B, Qy) =4Tw (R,0) @
de la que se deduce

3

=a"q"(P.Q)

q(ﬁ):q<a,a,g>=i°fi‘gf—“9—’
n

donde u* es la solucion fundamental de (1), u*=1/2-m log(r); y r es la distancia entre los puntos de
colocacion P; y puntos fuente O, y a es un vector con los coeficientes a ser determinados.

De acuerdo a Karageorghis y Fairweather[3], los coeficientes a; y las posiciones de los puntos fuente
Q son seleccionados de forma tal de minimizar el cuadrado de los residuos de las condiciones de

contorno
M “ @
Fa0= Y-l +3f7, ~af
é i

donde M, y M, son los nimeros de puntos ubicados sobre los contornos I'; y I'; respectivamente.
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POSICION OPTIMA DE LOS PUNTOS FUENTE

Como fue ya antes sefialado, no existe garantia de que la solucién del MSF sea siempre convergente
con el incremento del nimero de puntos fuente para problemas con singularidades en su solucién.
tConsideremos por ejemplo la solucién del problema de Laplace sobre un dominio circular € con
condiciones de contorno de Dirichlet dadas por u(P)=1/ log(r0), donde r, es la distancia desde un
punto P sobre el contorno a un punto X, como se muestra en la Figura 1. Supongamos al mismo
tiernpo que las fuentes se encuentran distribuidas sobre el contorno I". Es evidente que resultara
imposible obtener una funcién con valor infinito en la posicién de X, a partir de la combinacién lineal
de fuentes sobre 1", sin importar el ntimero de estas. La convergencia podra solo alcanzarse si 1" se
encuentra mds préximo a I" que X, o si una de las fuentes es colocada exactamente en la posicién de
Xp. Desafortunadamente la posicion de las singularidades no es conocida a priori en problemas de
aplicacion practica.

En el MSF con fuentes méviles no solo los coeficientes de la combinacién lineal, sino que también la
posicién de las fuentes son determinadas mediante la minimizacién de la funcion de costo (4). Esto
lleva a la solucién de un sistema de ecuaciones no lineal, el que tradicionalmente ha sido resuelto
utilizando algoritmos de optimizaci6n analiticos. Aunque exitosos, se encuentra que la posicién inicial
de las fuentes resulta determinante para su convergencia (see Fairweather et al. [1]). Si la funcién de
costo presenta oscilaciones o mesetas estos algoritmos se detienen en el primer minimo detectado, por
lo que no resultan adecuados para determinar los minimos absolutos de la funcion.

Figura 1: Problema de Laplace sobre un dominio circular y con una
singularidad cercana al contorno.

EL ALGORTIMO DE ANNEALING ALGORITHM

Las bases del algoritmo de “simulated annealing” se encuentran en la termodinamica,
especificamente en la descripcion del proceso de enfriamiento de un metal fundido. Luego de un
enfriamiento lento (annealing), el metal alcanza un nivel de energia menor. En esta condicidn, las
fluctuaciones inherentes del material le permiten escapar de un minimo local en el nivel de energia
para alcanzar un minimo absoluto. Por otro lado, st el metal es enfriado muy rapidamente (templado)
el mismo no podra escapar de un minimo local en su nivel de energia, por lo que eventualmente el
material terminard el proceso con una energia mayor que el metal enfriado en forma lenta.

La rutina de SA empleada en este trabajo corresponde a la implementacion de Goffe, Ferrier y Rogers
(4] y se encuentra disponible ¢n la Internet ¢n ¢l sitio Netlib. Los pardmetros iniciales del proceso de
minimizacion de la funcién de costo f{X) son T, la temperatura inicial; X, el vector de pardmetros; yV
, €l vector con la magnitud de las fluctuaciones de X. Como primer paso se realiza la evaluacion de la
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funcién de costo f(X) para los valores iniciales de X y su valor es almacenado. A continuacién una
nuevo juego de parametros X, es construido al variar el elemento j de X,

xX; =X, +wey, ’ (&)}

donde w es un nimero aleatorio en el rango {-1,1]. Un nuevo valor de la funcién de costo f” es
entonces calculado. Si /7 es menor que f, X’ es aceptado, X es actualizado con los valores de X’, y el
algoritmo tiene un movimiento descendente, con el valor de f” como el mejor valor obtenido hasta el
momento. Por otro lado, si el valor de /~ es mayor o igual que J; ¢l criterio de Metropolis decide sobre
la aceptacion del nuevo resultado (este criterio estd basado en consideraciones termodindmicas). De
esta forma se evalua la funcion

p=eVNIT (6)

y el resultado es comparado con p’, un nimero aleatorio en el rango [0,1]. Si p es mayor que p’, la
nueva solucién es aceptada, X es actualizado con X”, y el algoritmo tiene un movimiento ascendente.
En el caso contrario X” es descartado. Son dos los factores que diminuyen la probabilidad de un
movimiento ascendente: la disminucion de la temperatura y mayores diferencias entre los valores de la
funcion. Ademas es importante notar que la decisidn sobre la aceptacion de los movimientos
ascendentes incorpora un elemento aleatorio.

Luego de completar N; ciclos sobre todos los elementos de X (todos los pardmetros "N’ son fijados por
el usuario), la magnitud de las fluctuaciones ¥ es ajustada de forma que el 50% de todos los
movimientos sean aceptados con el objetivo de examinar a la funcién en forma exhaustiva. Si un
porcentaje mayor son aceptados para x;, entonces el valor del elemento correspondiente de V es
incrementado. Para una dada temperatura, esto incrementa el nimero de movimientos aceptados y
disminuye el porcentaje de movimientos rechazados. Luego de Ny iteraciones sobre los Ns ciclos la
temperatura T es reducida. La nueva temperatura esta dada por

T'=s,-T Q)

donde el pardmetro 57 estd comprendido entre [0,1]. Una temperatura menor hace los movimientos
descendentes menos probables, de forma tal que el nimero de rechazos se incrementa y los valores de
V disminuyen. La condicién de parada del algoritmo estd dada por la comparacion los valores Gptimos
de f{x) alcanzados en los iltimos N, pasos de reduccion de temperatura. Si la diferencia entre los
mismos se mantiene menor que una dada tolerancia £ se considera que se ha encontrado un minimo
absoluto y el algoritmo se detiene.

IMPLEMENTACION

Al utilizar ¢l algoritmo de SA antes descrito en la optimizacion de la posicién de las fuentes para
aplicaciones del MSF en dos dimensiones, el vector de parimetros, X, estd dado por las n=2N
coordenadas de las fuentes, 0;. Al mismo tiempo la expresion (4) constituye la funcién de costo f(X).
Con la excepcion de la temperatura inicial, T;, el parametro de reduccién de la temperatura, s, y el
numero de iteraciones, Ny, todos los otros parametros del algoritmo fueron tomados segtin lo sugerido
por Corana et al{5]. Asi, el nmimero de ciclos Ng=20, y el nimero de valores de la funcion de costo
considerados en la condicién de parada N.~4. Por otro lado, los valores sugeridos por Corana et al.[5]
para Ny =max(100,5N), y 5s/~0.85 se encontraron muy conservativos (ver Goffe et al.[4]), por lo que
fueron dejados libres para experimentar en los ejernplos considerados.

La seleccion de la temperatura inicial, T, merece una consideracién especial. Si la temperatura inicial
es demasiado baja, la magnitud de las fluctuaciones, V, resuitard muy pequefia y en consecuencia el
érea de la funcion que contiene el minimo de la funcién puede ser omitida. En el otro extremo, si la
temperatura inicial es muy alta, ¥ resultard muy grande y un 4rea demasiado extensa es analizada con
un excesivo costo computacional. La metodologia sugerida por Goffe et al [4] es empleada en este
trabajo para la determinacién de 7, La misma se vale de una corrida preliminar del programa en la
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que la temperatura inicial se fijada arbitrariamente alta ( por ejemplo 107) , mientras que el pardmetro
de reduccioén de la temperatura, sy =0.1. El objetivo de este anélisis es el de rapidamente encontrar una
temperatura para la cual la magnitud de las fluctuaciones, ¥, se ajusta al area de bisqueda.

EJEMPLOS

Conduccién estacionaria de calor en un cilindroe hueco

Se considera en este ejemplo la conduccion estacionaria de calor en un cilindro hueco con
temperaturas u; y #; en sus paredes interior y exterior respectivamente (ver Figura 2a). Las
condiciones de simetria permiten reducir el modelo a un cuarto de la geometria del cilindro al imponer
las condiciones de contorno apropiadas. Estas son dadas en la Figura 2b, junto con la posicion de los
17 puntos de colocacién utilizados sobre el contorno del modelo (los puntos en las esquinas son
dobles). La solucién del problema esta dada por
In(r/ Ry)

Ry /R 4 -uz)

®

=4

la que consiste de un término constante y un término singular, este tltimo con de la forma log(1/r).

J = N,

) 1
] 1
] ]
t 1
L s
2Rg= 4

A
v

-

®)

Figura 2: Conduccion de calor estacionaria en un cilindro hueco: (@)
geometria del problema, (b) detalles del modelo.

Los resultados obtenidos son mostrados en la Tabla 1 al utilizar N=4 y N=8 fuentes, y distintas
combinaciones de valores de s y N El area de bisqueda para la posicion optima de las fuentes fue
seleccionada como un cuadrado de dimensiones de 20x20. La posicion inicial de las fuentes fue dada
en forma aleatoria, realizandose diez analisis en cada caso. La tolerancia para la condicién de parada
fue fijada en &=10°° y la temperatura inicial 7;=0.5. Fueron considerados exitosos aquellos anélisis
para los que el residuo en las condiciones de contorno (ver ecuacion 11) resultaron menores a 107,
Puede observarse que el porcentaje de éxito se mantuvo siempre por encima del 70%. Con la
excepceion del caso s7=0.50, los resultados no exhiben mayores diferencias al emplear 4 u 8 fuentes.

Los resultados de SA son comparados con los obtenidos utilizando la rutina de optimizacién analitica
LMDIF[6], utilizada por Karageorghis y Fairweather{3]. Siguiendo las sugerencias de Ref.[3] las
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fuentes fueron en este caso inicialmente distribuidas en forma uniforme alrededor del dominio del
problema, sobre una circunferencia centrada en el baricentro del mismo (ver Figura 2b). Para los
casos con N=4, dos disposiciones angulares de las fuentes fueron analizadas. Las mismas estan
indicadas con los simbolos (O)y ([3J) en la Figura 2b. Cuarenta anélisis fucron realizados en cada
uno de los casos, con N=4 y N=8, en los que el radio R de las circunferencias utilizadas para ubicar la
posicién inicial de las fuentes variaron en el rango 0.74<R/R;<2.1. Como se muestra en la Tabla 1,
existe una fuerte dependencia en el comportamiento de LMDIF con la posicion inicial de las fuentes
para el caso N=4, Para la posiciones iniciales de las fuentes dadas por los simbolos (1) sélo uno de
los 40 anélisis resulto exitoso (R/R;=1.06), mientras que 34 de 40 andlisis fueron exitosos cuando las
posiciones iniciales estuvieron dadas por los simboles (O). La tasa de éxito para N=8 fue 50%.

Es importante sefialar que en todos los casos de anélisis exitosos los ambos algoritmos fueron capaces
de situar una de las fuentes en el centro del cilindro, posicién que coincide con la de la singularidad en
la solucion analitica (ver ecuacién (8)).

Tabla 1: Resultados para el problema de conduccién estacionaria de calor en un cilindro hueco.

N Ne 37=0.10 $7=0.25 $7=0.50
S S Eval Success Eval S sS Eval
4 5 7/10 12230 8/10 12801 8/10 21601
10 9/10 18312 10/10 27841 9/10 41423
8 5 7/10 16641 9/10 22757 10/10 39041
10 10/10 32961 10/10 47041 10/10 79041
LMDIF N=4 (O) Tasa de éxito: 1/40  Numero de evalaciones: 1020
() Tasa de éxito: 34/40 Numero de evalaciones: 269
N=8 Tasa de éxito: 20/40 Nimero de evalaciones: 722

Problema de torsién en un sector circular

_ 2 2 2 2
El problema de torsion de un sector circular dado por €= {x “feyt< 1}\{" ty< 1} (ver Figura 3)
es analizado en este ejemplo. Considerando el modelo de Saint Venant la funcién tensién u esta dada
por
Viu=4 ' ®

con condiciones de contorno de Dirichlet =0 sobre el contorno 1°

VH

Figure 3: Problema de torsi6n en un sector circular
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La solucién exacta del problema

O | g ) (10)

xt+y?
exhibe una singularidad de la forma 1/r en (0,0).

Para resolver la ecuacion de Poisson dada en (13) utilizando el MSF, la formulacién del problema
debe ser adaptada de forma de incorporar el término no homogéneo en la misma. De esta forma

u=a+u? an

donde # satisface la ecuacién (1) con condiciones de contorno dadas por
a(R)=ilp )-u? (). a2

El problema dado por la expresion (12) puede ser resuelto para 4 utilizando los procedimientos
descriptos en las secciones anteriores. La solucion particular en el caso el ejemplo en cuestion esta
dada por w’=x"+y",

La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos utilizando 34 puntos de colocacion sobre el contorno del
problema y una temperatura inicial 7,=0.5. Cada resultado corresponde al promedio de 10 analisis. En
este caso es importante la mejora en la precision de la solucidn al incrementar el nimero de fuentes de
4 a 8. Al mismo tiempo, y como fue también observado en otros ejemplos, los resultados resuitan mas
sensibles al niimero de iteraciones por ciclo Ny que al coeficiente de reduccién de temperatura sr.

Los resultados obtenidos con la rutina LMDIF fueron muy pobres. Los resultados reportados en la
Tabla 2 corresponden a mejor obtenido luego de 40 analisis, en los que de igual forma que en el
ejemplo anterior, las fuentes fueron inicialmente ubicadas sobre recintos circulares centrados en (1,0).

sr=0.10 sr=0.25 s1==0. 50
Residuo Num eval | Residuo | Num eval | Residuo | Num eval
1 0.57.10% | 11203 Yo071.10° | 8177 10.5610%| 5761
4 5 0.26-10" 12081 0.37.10% 16241 10.11-10%] 21440
10 0.32.10° 19841 02510 | 28641 |021-10%| 41281

1 0.13-10° 5548 | 0.12.10° | 5441 {04210°| 7894
8 5 02210% | 17441 [o0.16.10° | 23681 [0.11.10%] 39521
106 | 0.1510° | 34561 [043-107 | 47361 |0.53.107] 79361
LMDIF (Mejores resultados)
N=4 Residuo 0.11-10" Numero de evaluaciones: 37
N=8 Residuo 0.15-10 Nimero de evaluaciones: 2376
Tabla 2: Resultados para el problema de torsion en un sector circular

CONCLUSIONES

Se investigd en este trabajo la aplicacién de un algoritmo de Simulated Annealing (SA) para la
determinacion de la posicién 6ptima de las fuentes en la solucién de problemas con singularidades
utilizando en Método de las Soluciones Fundamentales (MSF). El algoritmo de SA demostré una alta
tasa de éxito, siendo capaz de resolver problemas para los cuales algoritmos de optimizacidn analitica
fallan. Muy buenos resultados fueron obtenidos utilizando un nimero reducido de fuentes y un
coeficiente de reduccién de temperatura relativamente bajo (s;/=0.1). Al mismo tiempo, el niimero de
iteraciones por ciclo, Ny, demostré en muchos casos una influencia marcada sobre los resultados.

La desventaja del algoritmo de SA es su elevado costo computacional. Sin embargo el uso combinado

de algoritmos de SA y algoritmos de optimizacion analitica se ve como una potente alternativa. Asi el
algoritmo de SA podria ser empleado en las primeras etapas del proceso de optimizacion con ¢l objeto
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de estudiar el comportamiento global de la funcion, para luego utilizar los algoritmos de optimizacion
analitica en la etapa de optimizacién més fina. De esta forma se combinan los beneficios de ambas
metodologias.
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