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El U80 de esquemas implicitos, en particular la clasica familia de algoritmos de
Newmark y sus variantes, fallan en general al momento de conservar el momento
angular total y la energia total de sistemas no lineales, tanto para diwimica de
cuerpos rigidos como para elastodinamica no lineal, rods y shells no lineales. La
integraci6n de estas ecuaciones presenta un verdadero desafio ya que la mayoria de
las tecmcas disponibles son inestables numericamente 0 presentan oscilaciones de
altas frecuencias de origen puramente numerico. En los esquemas estudiados en este
trabajo Bepropone una discretizaci6n de las ecuaciones de movimiento tal que esta
implica la conservaci6n de la energia total del sistema en estudio. La conservaci6n
de la energfa total garantiza la estabilidad de la 8OIuci6nen problemas no lineales.

ABSTRACT

The use of implicit schemes, particularly the classical Newmark family of algo-
rithms and its variants, generally fail to conserve total angular moment and total
energy for non linear systems, including rigid body dynamics, nonlinear elastody-
namics, nonlinear rods and nonlinear shells. The integration of these equations is
hard to achieve since most of the techniques available either show purely munerical
high frequencies 08cilations or are numerically unstable. In the schemes analyzed
in this paper a discretization of the equations of movement implicating the total
energy conservation of the systems is proposed. Total energy conservation garantize
solution stability in non linear problems.

En este trabajo se presenta una detallada comparaci6n de dos esquemas de integraci6n irn-
pIfcitos [4,5Jpara un problema cl8sicode la din8.micarotacional de cuerpos dgidos: un trompo
sirnetrico moviendose en un campo gravitacional. El objetivo es confrontar los resultados de
ambos esquemas con la 801uci6nanalftica ademas de comparar los algoritmos entre sf. En un
trabajo anterior [1J ya se habfa abordado el mismo problema del trompo simetrico confrontando
una familia de algoritmos propuesta par Sirno et al. [3Jcon el esquema Geradin-Bauchau anal-
izado &quinuevamente. Al observar que los algoritmos en estudio no convergfan a una misma
soluci6n se continu6 el analisis que nos llev6 al presente trabajo donde ahara se confronta el
esquema Geradin-Bauchau con una variante del esquema de Simo anterior [4Jdonde en lugar
del mapeo e:eponencial Beutiliza la trana/ormaci6n de Cayley como transfo~i6n.ortogonal en
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Figura 1: Evoluci6n del Angulo 8 para los esquemas del trabajo [1] y la soluci6n anaUtica para
(a) 00=[00 SO]T, 80 = 0.3[radJ y (b) 00=[0 -10 SO)T, 80= 0.3[radJ,Llt = 0.001

180 a.ctualizaci6n de la matriz de rota.ci6n A. Ambos esquemas son diferentes variantes de las
siguientes ecua.ciones que definen una clase de algoritmos para las ecua.ciones de 180 din8.mica de
cuerpos rigidos que conservan ex:actamente la energfa [6]

1
(1)B = L1t2"[On + On+l]

A,.+1 - An 1 - (2)"2"(An+1 + A,.)B

An+1JOn+l"'" A,.JOn = L1tmn+l (3)
2

donde "1 = 1corresponde a la tmnsformaciOn Cayley, y "2 = i~1}V2)corresponde al mapeo
explJflencial.
Para los esquemas plantead08 en el primer trabajo, se obtenfan resultados que no convergian
ala misma soluci6n. La diferencia mas evidente era que el esquema. Geradin-Bauchau trataba
el problema usando restricciones (planteo que puede verse en detalle en [1]). Algunos de est08
primeros resultados Bemuestran en la figura (1). A primera vista las respuestas de esquemas
eran buenas, BegUnlos arullisis cualitativ08 que encontramos en la bibliografia., por ejemplo [2].
Ambos esquemas conservaban .180 energia total del sistema. En este trabajo Beanalizan ambos
esquemas para el planteo sin restricciones. Las demostra.ciones de la conserva.ci6n de la energia
total de los esquemas aqui estudiados, pueden consultarse en los trabaj08 correspondientes [4,5].

Considerem08 el movimiento de un cuerpo rfgido con un punto fijo 0 en R' con masa total
M > 0,· centro de masas G ubicado a una distancia 1 > 0 de 0 y tensor constante de inercia J
respecto del punto 0 y relativo a 108ejes del cuerpo. La ubicaci6n del cuerpo en R3 esta definida
Unicamente por la matriz de rota.ci6n A. La velocidad angular del cuerpo O(t) Y el momento
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angular del C1lerpO net) estan de6nidosrespectivamente por las relacion~

~A(t) = A(t)O(t) y net) = JO(t)

donde jj es 1& matriz antisimetrica asociada con el vector axial n segUn.1& relaci6n iJa =
n x a Va.
Sea reO) = IE, con II E 11=1 vectorposici6a del centro de masas en t = O. El vector posici6n
r(t) del centro de masas G en el tiempo t y el momento angular total espacial1r(t) relativo al
sistema de coordenadas inercial fijo son

Con esta notaci6n, la energia cinetica del sistema toma la forma

K = ~n.n = ~n.JO (6)

Sea J(t) la fuerza aplicada en el centro de masas y definiendo get) = ll(t) tenemosla ecuaci6n
de balance de momeDto angular 1i'(t) = r(t) x I(t), que junto con (4) nos permite escribir el
siguiente sistema de ecuaciones de la dinamica de un cuerpo rlgido con un punto fijo 0:

~A(t) - A(t)iJ(t)

~[A(t)Jn(t)l A(t)E x get),

donde el sistema es Hamiltoniano si get) es conservativo. En nuestro caso, nos restringiremos al
caso de un cuerpo rlgido en un campo gravitacional con potencial V definido por

.Esquema de Sima [4]
Consideremos un intervaJo de tiempo tipico [t,., tn+l], Ysean 4»,. = (cp,u A,.) Y4»"+1 = (cp,.+l, A,.+d
las configuraciones inicial y final correspondientes a t,. y t"+1 respectivamente. Tomando una
aproximaci6n en el punto medio de las ecuaciones de evoluci6n tjJ = 11 Y A. = An, donde .
0= ATw es la velocidad angular, obtenemos

1 1
u = J1t'2(l1,. + l1n+d Y 9 = J1t'2(w,. + "'n-td

Resolviendo (10) para A,.+1 en tenninos de A,. tenemos la expresi6n

La matriz 001/[8] es ortogonal y define en consecuencia un mapeo 001/[.] : JR3-t 80(3) conocido
como transformacian Cayley. La matriz inversa que aparece en (12) puede calcularse en forma
explicita para obtener

001/[8] = 1+ ~181l2 [e + ~e2] (13)
1+ 4



forma cerrada mas conveniente desde el punto de vista computacionaI.
EI mapeo Cayley tiene las siguientes propiedades

Ademas para toda rotaci6n Q E 80(3) tenem08

QOOII[B)qT = OOIl[QB]

La contraparte espacial de la f6rmula de actualizaci6n de (10) viene dada por

-1
rpn+1 - rpn = U An+1 - An = ~2"(An+! +An)

1 1
U = ..1t2"(vn+ vn+d Y ~ = ..1t2"(wn+!+OOtl[~]wn) (18)

donde Wn = An fln YWn+1 = An+1fln+ 1 son las velocidades angu1ares espaciales en los tiempos
tn Y tn+1 respectivamente.

Esquema de Geradin-Bauchau [5]
En este esquema, las velocidades angulares son tratadas como quasi-coordenadas y toman la
forma de derivadas temporales de las coordenadas generalizadas

donde q = q[¢]n con n vector unitario y ¢ la magnitud de la rotaci6n alrededor de n. L[q]
es una matriz (M x N), donde la desigualdad M ::; N cubre el caso en que la descripci6n
de velocidades angulares de logra por medio de parametros de rotaci6n redundantes como 108

parametros de Euler. En este caso la redundancia sera.eliminada agregando un set apropiado de
restricciones globales. Para definir la configuraci6n intermedia entre An y An+! descomponemos
el incremento de rotaci6n de An a An+! en la forma de dos rotaciones sucesivas e iguales

EI operador G verifica !as propiedades de ortonormalidad: Ger = erG = I. La matriz de
velocidades angulares en el punto medio puede escribirse como

il = ~GT AT(AnG2 - An) = ~(G - GT)n+! 2 n L1t

entonces la velocidad angular discreta en el punto medio se aproxima por

1 2
fln+! = ..1t (G - ar) = L1tvect( G)

donde la parte vectorial de G se expresa, en notaci6n indicial, como

1
[Vect(G)]i = 2"fi;1c9/;j

Como G es un operador de rotacion, vect( G) tiene la siguiente propiedad

Gvect(G) = GT vect(G) = vect(G)



A la matriz G que describe la rotaci6n media, la podemos construir usando parametros de Euler.
Escribiendo la rotaci6n relativa de An 8 An+l en funci6nde sus invariantes n (direcci6n del eje
de rotaci6n en An) y ¢ (amplitud de esa rotaci6n) .

Suponiendo que la direcci6n de rotaci6n se mantiene constante, (25) puede separarse en dos
rotaciones iguales de 18fonna

1
G= A(n, 2¢)

de la ecuaci6n (26) expresada en (n, ~¢)notam08 que

vect(G) = nsin~ = e

donde e es la parte vectorial de 108parametr08 de Euler. 8ustituyendo con esta Ultima ecuaci6n
en la expresi6n expUcita de A(n, ~¢)tenem08

G= A(n, ~¢) = eoI + l:eo eeT +e

eo = cos t tal que ~ = 1- II e 1122
De la expresi6n de G se puede reconstruir facilmente A en temun08 de 108parametros de Euler

Ae =G2 = (~- eTe)I + 2(ee2 + eoe)

y se verifica la siguiente propiedad

que expresa que Is direcci6n de rotaci6n no es afectada por la rotaci6n media G. Las velocidades
angulares en consecuencla se calculan como

2 2 2 2
D +' = -vect(G) = -e = -Ge = -if en • ..:1t ..:1t Lit ..:1t

Desarrollando la expresi6n de la energia cinetica en funci6n de 8.ngulo8de Euler, la ecuaci6n (6)
toma la forma

1 1.n2_i.22 1·· 2K=2DJD=2A(rr+·'P sin ¢)+2G(¢+1/!cos¢) (34)

y con la expresi6n de la energia potencial



Luego, las tres integrales del movimiento son

H A~sin~O + Orco~O (constante)
r ljJ +~cos0 (constante)

E ~A( 02+ ~2 sin2 0) + ~Cr2 + M gl cos0 (constante)

(37)

(38)

(39)

. H - CrcosO
1/1 = Asin20

y eliminando ,p en (39) obtenem08 una ex:presion 8610funcion de 0

E' = E _!C 2 = !A02 (H - CrcosO)2 M l 0
2 r 2 + 2Asin29 + 9 cos

donde finalmente realizando el cambio de variable u = cosO reescribimos (41) como

1 iJ2 (H - Cru)2
E' = 2"A1 _ u2 + 2A(1- u2) + Mglu

iJ2 = f(u) = (1 - u2) c:_2Mldu) _ H -A~ru2

ecuacion que se obtiene directamente mediante la integral

t(u)= rut -..,,=======d=u========Juo J(1 - u2)(2E' /A - 2Mgdu/A) - (H - Cru)2/A2
que no es inmediata [2]. Puede abordarse mediante integrales elipticas 0 por metodos numericos,
que es 10que se adopto en este trabajo.

En la fig 3 se grafican las energias cin6tica y total, asi como tambien la velocidad angular
material, el momento angular espacial y la posicion del centro de masas para ambos esquemas.
TambiCn se muestran la evolucion temporal del angulo de Euler 0 para las siguientes constantes
numericas y valores iniciales: (a) flo=[O 0 50]T, 00 = O.3[radJ y (b) flo=[O -10 5OjT, 90 = 0.3 [rad]
4, l = 1[m], 9 = 9.81[m/s2] y mgl = 20. En la fig 5 Bemuestra la convergencia de la norma del
residua de ambos esquemas para t = 1[sec] y un error de tolerancia de 1e-1O• El movimiento
Beintegr6 durante 60[sec] pudiendo verse en la fig. 6 las trayectorias del centro de masas del
trompo para ambos esquemas.

En este trabajo Be analizan dos esquemas de integracion implicitos que conservan la energia
total del sistema, estudiando la respuesta de la dinamica de un trompo simetrico en un campo
gravitacional y confrontando estos resultados con la salucion analitica del problema. Ambos
esquemas conservan perfectamente la energia total del sistema, asi como tambiCn la componente
3 de la velocidad material y el momento angular espacial (3). Los dos esquemas son robustos,
pudiendo observarse en la figura (6) la estabilidad de estos en la grafica de las trayectorias del
centro de masas para un intervalo de tiempo T = 60[s]. Las predicciones de ambos coinciden
perfectamente entre si y de manera notable con la solucion analitica, pudiendo concluir en
principio que las diferencias encontradas en el primer trabajo vienen dadas por el tratamiento
de las restricciones. Actualmente nos encontram08 estudiando el tratamiento de restricciones de
ambos esquemas y tratando de encontrar las causas de la diferencia de respuestas del trabajo
anterior [1].



Figura 3: Respuestas de 108 esquemas para T = 15[8], 00 = 0.3[rad] y (a) Do=[O 0 5OjT, y (b)
Do=[O -10 50jT, L1t = 0.001

r-~~-:~·=:,.-. -- ..- ... ~ ..~
:--
_I

Figura 4: Evoluci6n delangulo 0 de ambos esquemas y soluci6n analitica para (a) Do=[O 0 5OjT,
00 = 0.3[rad] y (b) Do=[O-lO 5O]T, 00 = 0.3[rad],L1t = 0.001
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