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Se presenta un modelo simple para el analisis del problema de golpe de ariete bajo condiciones de
regimen laminar Se propane un procedimiento multiparametrico para la descripci6n de la tensi6n de
corte en el f1uido, como funci6n de la velocidad media local del f1ujo y de "velocidades" de mayor
orden, las cuales verifican la ecuaci6n de conservaci6n de la cantidad de movimiento axial y
ecuaciones adicionales de momentos de la cantidad de movimiento de diferentes 6rdenes. Se
considera el problema de golpe de ariete en una tuberia rigida de secci6n constante, para el cual se
cuenta can resultados experimentales. Se verifica que el modelo propuesto es muy superior al modelo
cuasi-estacionario de fricci6n generalmente utilizado, obteniendose resultados similares a modelos
mas complejos.

A simple model is presented in order to solve the laminar water-hammer problem for a rigid pipe with
constant circular cross section. The proposed model represents the fluid shear stress as a fuction of
the flow mean velocity and high order "velocities" that verify the linear and angular momentum
equations, the latter for different orders. This model shows a better agreement than the quasi-
stationary model, which is generally used, when compared with an experimental test. Moreover, the
results of the present model are similar to those given by more complex models.

Durante la resoluci6n de un problema de golpe de ariete es comun representar la variaci6n no estacionaria de la
tensi6n de corte sabre la pared interna de la tuberia mediante un modelo que la considera proporcional a la
velocidad media local, manteniendo la relaci6n funcional observada bajo condiciones estacionarias (es decir,
asumiendo condiciones cuasi-permanentes). Sin embargo, debido a la presencia de trenes de ondas de .presi6n
que se desplazan a 10 largo de la tuberia, los perfiles instantaneos de velocidad presentan una configuraci6n
diferente a la observada bajo condiciones estacionarias. Esta discrepancia se hace mas marcada hacia la pared de
la tuberia, donde se observa una distribuci6n de velocidades que no necesariamente se encuentra en fase can .el
movimiento principal, comportamiento conocido como efecto anufar de Richardson debido a fa presencia de un
gradiente de presiones fluctuante [1].

Esta distribuci6n instantanea de velocidades origina entonces un estado tensional de corte sabre la pared de la
tuberia cuya variacion temporal no guarda relaci6n de semejanza con la variacion generalmente propuesta bajo
condiciones de regimen cuasi-permanente. En los casas en que ia fricci6n juega un papel importante, los
resultados obtenidos par el modelo cuasipermanente se alejan mucho de la realidad. Par ella, en este trabajo' se
propane una metodologia para obtener un modelo mas realista para las tensiones de corte no estacionarias dado
que incorpora parametros adicionales a la propia velocidad media local. Can esta propuesta se pretende lograr una
mejor representaci6n de las f1uctuaciones de presi6n y velocidad media durante el transitorio, bajo condiciones de
regimen laminar.



:,guiendo el procedimiento comunmente aplicado, se plantean las ecuaciones de conservacion, las cuales son
.,proximadas bajo conslderaciones propias del problema de golpe de ariete. AI sistema de ecuaciones obtenido se
olica el metoda de las caracterlsticas, y las ecuaciones diferenciales resultantes se discretizan mediante una
lrmulacion en diferencias finitas. Como un caso de prueba se presenta el estudio del transitorio en un problema
,I tipo tanque-tuberla-valvula de cierre instantaneo. Los resultados para la variaci6n espacio-temponill de la
resion, velocidad media y tension de corte sobre la pared son comparados con 105 obtenidos mediante otro
,odelo mas complejo [2] y con resultados experimentales [2], lograndose mejoras notables con respecto al mod~lo
·Jasi-permanente.

,35 ecuaciones que gobiernan el problema del golpe de ariete en una callerla de eje horizontal z y seccion
'ransversal constante de radio R, resultan de aplicar a un segmento del tuba las ecuaciones diferenciales para la
:onservaci6n de la masa y la conservaclon de la cantidad de movimiento lineal,
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.stas ecuaciones son integradas sobre la seccion transversal del tubo para obtener un sistema de ecuaciones
ierenciales aproximadas, en las variables dependientes presion estatica p(z,t) y velocidad media V (z,t),
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. -Ia presion es constante sobre la seccion, p = p(z,t)

- se desprecia Ii frente a la velocidad del sonido, a, en 105terminos convectivos

- se desprecian 105terminos de variacion de la tension viscosa normal, tzz,

- S incluye el terminG de fricci6n, generalmente mediante un modele cuasi-estacionario en el que se acopta la
misma expresi6n que para un problema estacionario, 0 sea
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-:de f denota al coeficiente de frlcci6n de Darcy, f; a-rw I pv2 , y donde la velocidad media queda definida como
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Consecuenlemenle, definidos la geomelria de la luberia y el f1uido circulanle por la misma, resulla S = S(V) ,
correspondiendo enlonces a un modelo cuasi-eslacionario de un unico paramelro

EI modelo propueslo hace uso de las mismas consideraciones previamenle expueslas, con excepci6n de la
indicada por (e.). En su lugar se propone represenlar alas lensiones de corte como una fUr.lci6n de la velocidad
media y de paramelros adicionales, con la finalidad de aproximar de una manera mas rea/isla la variaci6n no
eslacionaria de eslas lensiones viscosas.

Esle nuevo modele propone represenlar los perfiles inslanlaneos de velocidades axiales, v = v(r,z,l), medianle un
po/inomio con polencias pares en la posici6n radial adimensional, i', dado que el f1ujo lubular inslanlaneo .es
considerado axialsimelrico (Figura 1). Es decir,

Esla expresi6n verifica la condici6n de conlorno (no deslizamienlo) sobre la pared de la luberia, v(1, z, I) = 0 . Con el
fin de que esla formu/aci6n se ajusle a la variaci6n parab61ica de velocidades correspondienle a la condici6n
laminar eslacionaria, conocida como f1ujolubular de Hagen-Poiseuille, represenlado por . .

es que se adopla el valor 2 para el primer exponenle de (8). Los reslanles exponenles (b, c, d, .. ) son propueslos
de manera de ajuslar los resullados de perfiles lransilorios de velocidad axial que se mueslran en las referencias
[3,4]. En eslos lrabajos se ha realilado una discretizaci6n bidimensional del problema en diferencias finilas y se
han oblenido los perfiles lransilorios de velocidades anle el paso deondas de presi6n.

Definidos de esla manera (a, b, c, d, ...), los coeficienles (a(z,l), P(z,l), y(z,l), o(z,l), ..) resullan delerminados
requiriendo que la inlegraci6n del perfil inslanlaneo de velocidades axiales verifique las siguienles definiciones para
las velocidades de 6rdenes i,



R 1

fV(r,Z,I)/dA fVri+1dr fVri+1dr 1

Vi=Vi(Z,I)= A f --OR---= 01 =(i+2) fV(r,Z,I)ri+'dr

A r
i
. dA f ri+1dr f ri+1 dr 0

o 0

o.(Z,I) = F,[V(z, I), V,(Z,I), V2 (Z,I), V3 (Z,I)"" ] ,

~(z, t) = F2[V(z, I), V1(z, I), V2(z, I), V3(z, I),,,, J,

y(Z,I) = F3[V(z, I), V,(z, I), V2(z, I), V3 (Z,I)",,],

8(z, I) = F4[V(z, I), V,(z, I), V2(z, I), V3(z, I),,,,], elc.

A partir del perfil inslanlaneo de velocidades propueslo, se delermina la expresi6n de la lensi6n de corte para un
f1uidonewloniano de viscosidad absolula 1-1, moviemdose en regimen laminar, resullando

8 v fl 8 v fl [- -b-1 -c-' o.rd-1 ]'(r,z,I)=-fl-=------=-=- 2o.r+~br +ycr +our + ...
8r R 8r R

'w(Z, I) = ,(1,z, I) = _1: 8~1 = 1:[20. +~b+yc+8d+ ... ] = F[V(z, I), V1(z, I), V2(z, I), V3(z, I),,,, 1
R 8r '=1 R .

siendo esla una formulaci6n aproximada de dicha lensi6n la cual no es ya s610funci6n de la velocidad media, sino
un modelo mulliparamelrico en funci6n de velocidades locales, que adicionadas a la velocidad media local,
modelan mejor el perfil instanlaneo de velocidades denlro de la luberia. Consecuenlemenle, esle modelo
represenlaria con mejor precisi6n la variaci6n no eslacionaria de la lensi6n de corte.

Bajo las consideraciones (a.-d.), la ecuaci6n para la conservaci6n de la canlidad de movimienlo axial del f1ujo
laminar de un f1uidonewloniano, a 10largo de una luberia horizonlal de radio constante, se reduce a
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Dado que en el easo no permanente se asume la representaci6n polinomial (8) eon eoefieientes (11) para el perfil
de velocidades instantimeas, resulta, por (19),

expresiones que pueden eonsiderarse eomo terminos "fuente"

SoluCi6n por el metoda de las caracteristicas

Siguiendo la Refereneia [5J, las eeuaciones (20) se eombinan mediante multiplieadores de Lagrange que
transforman diehas eeuaeiones difereneiales pareiales en ecuaciones difereneiales totales utilizando las direeciones
earaeteristicas. Asi, el sistema (20) se reeseribe como

anI'(1]- V +[BJ~ V> = {E) (i = 1,2,3, ..) (22). at v cZ V
I '.

pa2 0 0 0
0 1/p 0 0

siendo [I]la matriz indentidad y [B] = 0 1/p 0 0

0 1/p 0 0

Las pendientes de las direcciones caracteristicas, ~ = dz I dt se determinan, [6], haciendo det[[B]- [I ]1;] = 0,
resultando St.2 = ±a y :;, . = 0 como raices de la ecuaci6n caracteristica. Finalmente, en lugar del sistema (20),

se liene el sistema
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.•minando el termino del gradiente de presi6n ap de las ecuaciones (23.c) utilizando (20.b), resultaaz
dV 1 dp -
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dt pa dt ""
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,J,scretizando el sistema de ecuaciones (24-) utilizando diferencias adelantadas en el tiempo y recordando que las
dos direcciones carateristicas definen el esquema espacial (Figura 2) para las derivadas totales, resultan

-1"+1 _I" 1 ("+' ") "V -V +- , -p =S. t.l, ,-1 P a ~, 1,-1 01,-1'
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Vi (L,t) = 0

p(O,t)- pgH + O,5p[h Ks]V(O, t) = °
p(O,t) - pgH + O,5p[l- K.]V(O, t) = °

(I+KS)-2 8vL-
H = -- VHP + -, VHP = cte

2g gR-

donde K" Y K,; son, respectivamente, 105 coeficientes de perdida para entrada/salida del f1uido hacla/desde el
tanque, y H denota la altura del f1uido en el tanque

Como caso de aplicaci6n del presente modelo se utiliza el ejemplo presentado en la Referencia [2], correspondien-
te al experimento de E.L.Holmboe y W.T. Rouleau, donde L = 36 m, R = 0,0127 m, v = 39,67 10.6 m'/s (a 2rC),
a = 1324,4 m/s y se consideran 105 valores K" = 1 Y Ks = 0,5 para 105 coeficientes de perdida del tanque.· La
discretizaci6n de la tuberla se realiza considerando 36 elementos de longitud constante 62: = 1 m, resultando
entonces un paso temporal .1.t= .1.ZIa.

Modelo de tres parametros (m3p)

En este modelo se proponen, para (8), 105 exponentes a = 2, b = 8 Y c = 12 , resultando

'w = * (280V - 825V, + 576V2)

v 4 (- )S, = 2" - -8050V + 23925V, -16752V2
R 39

Modelo de cuatro parametros (m4p)

En este modele se proponen 105 exponentes a = 2, b = 6, C = 10 Y d = 12, resultando

'w = *~(-1792V + 8775V, -13440V2 + 6545V3)

So = -; (1792V - 8775V, + 13440V2 - 6545V3)
R

S, = -; _3_ (1808128V - 8818875V, + 13489280V2 - 6564635V3)
R 2002



v 5( - )S3 = R2 "2 1792V - 8769V1 + 13440V2 - 6545V3

Los resultados obtenidos para las fluctuaciones locales de la presi6n (sobre la valvula y a la mitad de la longitud de
la tuberia) mediante 105 presentes modelos de tres y cuatro parametros son comparados con 105 resultados
experimentales (exp), con 105 correspondientes al modele propuesto por Zielke [2] (mZ) y con 105 obtenidos
considerando que la tensi6n de corte varia segun el modelo estacionario, es decir, con el modele de un parametro
(m1p). EI mencionado modele de Zielke relaciona la tensi6n de corte sobre la pared, en regimen laminar, con la
velocidad media instantanea mas terminos que incluyen la historia de la variaci6n temporal de dicha velocidad,
adecuadamente ponderada con una funci6n de peso. Dichas variaciones se muestran en las Figuras 4, donde la
presi6n local es adimensionalizada con el valor de la presi6n inmediatamente despues del cierre brusco de la
valvula, paVHP' [2]. Como se observa, las variaciones de presi6n correspondientes a 105 presentes modelos
evolucionan muy similarmente a los resultados experimentaies y a los te6ricos de Zielke, modelando
apropiadamente los picas de presi6n y sus decaimientos, resultados que no son adecuadamente representados
por el modele cuasi-estacionario.

Por otra parte, las Figuras 5 muestran las variaciones, en la mitad de la tuberia, de la velocidad media y de la
tensi6n de corte sobre la pared, estando ambas distribuciones adimensionalizadas con 105 valores
correspondientes al regimen estacionario de Hagen-Poiseuille. Se observan las importantes discrepancias entre 105

modelos presentados y el cuasi-estacionario, mostrandose que este ultimo modela inadecuadamente alas
variaciones de las tensiones de corte sobre la pared de la tuberla, generalmente subestimandolas, 10 cual resulta
en una deficiente representaci6n de las fluctuaciones locales de velocidades medias y de preslones.

Como habrla de esperarse de un modele que intenta reproducir mas fielmente al perfil instantaneo de velocidades,
el correspondiente a cuatro parametros muestra todavia variaciones mas bruscas en las fluctuaciones locales de
'w' cuando se comparan con 105 resultados provenientes del modelo de tres parametros. Por otra parte, dichos
resultados son comparables con 105 esquematizados en [7], donde se desarrolla un modele de flujo cuasi-
bidimensional no permanente, basado en el metoda de las caracteristicas unidimensionales dentro del espacio
anular comprendido entre cilindros concentricos.

Se ha presentado un modelo simple para la determinaci6n de presiones y velocidades medias locales en 105

problemas de golpe de ariete en regimen laminar. La presente metodologia resulta mucho mas simple que la
propuesta por Zielke, con resultados comparables, no requiriendo el almacenamiento de la historia del movimiento
del fluido.

Ademas, el modele propuesto se puede implementar con sencillas modificaciones a c6digos de golpe de ariete que
trabajen con el metodo de las caracteristicas. Solamente requiere redefinir la fuente de friccion So y resolver
algunas ecuaciones adicionales lineales con caracteristicas verticales. A la hora de resolver problemas en redes
grandes, en donde el tiempo de computo se emplea en general en resolver las ecuaciones no lineales de las
componentes (tes, codos, perdidas concentradas, etc.), este modele no agrega mayormente tiempo de computo
con respecto al procedimiento cuasi-estacionario tradicional, el cual tiene un comportamiento muy inferior al del
modele propuesto.
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Figuras 4: Fluctuaciones de presion en la valvula (z = L) Y para z = Ll2

exp: experimental [2]
mZ: modelo de Zielke [2]

m1p: modele de 1 parametro (cuasi-estacionario)
m3p: modelo de 3 parametros
m4p: modele de 4 parametros
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figuras 5', Variaciones de lJeloc\dad media y tensiones de corte sobre la pared, para z = L/2
m1p: modelo de 1 parametro (cuasi-estacionario)

m3p: modelo de 3 parametres
m4p: modele de 4 parametros

VHP: velocidad media del flujo permanente de Hagen-Poiseuille

'wHp: tensi6n de corte sobre la pared para el f1ujopermanente de Hagen-Poiseuille


