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ARGENTINA

RESUMEN

Se considera el caso de una esfera maciza compuesta de dos materiales dispuestos concéntri-
camente sometida a una temperatura inicial uniforme 7, y que es sumergida en un medio de

temperatura T, con condiciones convectivas en su superficie exterior.

Se analiza en primer lugar la distribucién no estacionaria de temperatura, determinandose
posteriormente los estados no estacionarios de deformaciones v tensiones inducidos por la
solicitacion témica.

Las soluciones se expresan en términos de desarrollos no arménicos de Fourier en las

. . . senBr  cosPr
autofunciones del problema que como e¢s sabido son del tipp ~ ——— y ————

r r
Se han determinado distribuciones de temperatura ., deformaciones y tensiones adimensionales
en funcién de las variables espacial y temporal para una dada combinacion de parametros
térmicos y mecanicos del sistema.

ABSTRACT

A solid composite sphere consisting of two layers is considered.
The whlole sphere is initially at a temperature T, , and for times t > 0, heat is dissipated by
convection into a medium at 7, temperature.
The solution for transient temperature distribution is developed and subsequently transient,
thermoelastic stresses and strains are found.
Solutions are given in terms of non-harmonic Fourier expansions because, as it is known, the

. . sinPr cosPr
eigenfunctions of the problem are —— and ———@——

¥ r

Results are provided as dimensionless plots for a particular combination of thermal and
mechanical parameters.

1. INTRODUCCION

El problema en estudio. tensiones termoeldsticas no estacionarias en esferas compuestas, es de
interés basico tanto desde el punto de vista cientifico (enfriamiento de rocas., sistemas
biolégicos.etc.).[1],[2]. '
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El punto de partida lo constituye la solucién de la ecuacion no estacionaria de Fourier” en un
dominio compuesto donde se supone una continuidad termomecdnica perfecta entre los dos
subdominios que conforman el sistema en estudio.

El campo térmico transitorio es determinado siguiendo el camino que propusiera Ozisik[3] y
fuera ampliado en su generalidad.en el caso de discos y cilindros . por Pardo y otros[4], al
considerar condiciones convectivas en su superficie exterior.
Por dltimo se evaliian deformaciones y tensiones térmicas(1].

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

P2 .02 k2,
E v

[e)
'\T,,: Temperatura
del fluido

h: Coeficiente de transmision
superficial del calor

FIGURA 1: Geometria y datos del problema.
donde:
p:Densidad ; o : Difusividad térmica ; k : Conductividad térmica

E:Mobdulo de Young ; v :Mbdulo de Poisson

Consideremos el caso de una esfera maciza, de dos materiales dispuestos concéntricamente
sometida a una temperatura uniforme T, 'y sumergida en un medio de temperatura constante
T, , inferior a Ty ,con condiciones convectivas en su superficie exterior (Fig. 1).

En esas condiciones se desarrollard un estado termoeldstico transitorio que dependera
espacialmente s6lo de la coordenada radial.

Se suponen que ambos materiales son elastica ¥ térmicamente isGtropos y que sus propiedades
y sus coeficientes de transferencia térmica son independientes de la temperatura.E] problema es
entonces lineal.

" Constituye una feliz coincidencia que en el presente se cumplen 175 afios de la notable contribucion de
Fourier:”Théorie analytique de la chaleur”, donde ademas de derivar su célebre ecuacion, plantea la solucion de
problemas de contorno mediante series de senos y cosenos,”Series de Fourier”, lo cual constituye el inicio de la
fisica matematica moderna.

- —_—
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En coordenadas esféricas, las ecuaciones diferenciales que gobiernan la distribucion temporaria

de temperatura en ambos medios son[3}:

&1, 20T, 1 o,
+__._. —_——

= 3 (0sr< 1
at ror a, o (Osrsa) 2
T, 20T, 1 4T,
i L <bh 1b
 ra e a1 (1o
Las condiciones de borde para t>0 son:
1,(0,t): finita (2 a)
Ti(a.t)=Ty(a,r) (2b)
aT, T,
lé—;(a,t)zkz-a—ri(a,t) 2¢)
oL,
- z‘aT(b-’)=h[Tz(bv’)—Tm] (2d)

y la condicién inicial para la esfera completa quedara expresada:

T(r0)=T,; 0<r<a 3 a)
T,(r0)=1,; a<r<bh (3b)

3. DISTRIBUCION DE TEMPERATURA
Efectuaremos el siguiente cambio de variables:

T(rt)-T,

0,(rt)= o
0 e

; i=12 “

y substituyendo esta expresion en las ecuaciones (1) obtenemos:

20, 28, 12,

¥ ro o, o

&)

La solucién general de la ecuacion (5) se obtiene en términos de funciones de Bessel de orden
172. En este caso, seguiremos un ingenioso procedimiento sugerido por Ozisik[3] mediante el
cual se obtiene la solucién de una manera mas conveniente y directa:

La ecuacion (5) puede expresarse:
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O sea:
3*(r8,) &ro,)
o, ——=— 17

i 6
or? o (©)

ecuacién diferencial unidimensional dependiente del tiempo de conduccién de calor en
coordenadas rectangulares. resoluble por separacién de variables:

Asumiendo:
rO,(rt)=X,(r)T(1) (N

reemplazamos en (6) y obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales para
Xi(r). Xy(r) y T(1)

-

X/r)+ —B;Xl.(r) =0; i=12 (8
a

C(1)+B(1) =) 9

donde B? es la constante de separacion.

Las soluciones a (8) y (9) son respectivamente:

X, (r)= A, sen B r+ B, cosir qL))
Val Val
T(1)=CeP (11
Si denominamos:
@ (r) = Xulr)
r
tendremos:
p
sen -—_rp CoS == r
o, Va,
Y (r)= 4, + B, (12)
r F
y sera:
B,(rt)=W(r)I'(t) (13)

Considerando la transformacién (4) y la factorizacién (13) las condiciones de borde (2)
devienen en:

¥, (0) : finita (14 a)
¥\fa)=¥,(a) (14 b)
k\'¥i(a)= k,¥;(a) (14¢)

~ky¥3(b)= hW,(b) (14 d)
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Aplicando la condicién (14a) y teniendo en cuenta el comportamiento de la funcion (Cos x)/x
en el origen. se deduce que:

B, =0 (15)

En cuanto a las otras tres condiciones (14b).(14c) y (14d) conforman un sisterna lineal
homogéneo de ecuaciones algebraicas en los coeficientes 4,. 4, v B,.

A, senj—ail— - 4, cosﬁ%_ fai, =0
Ba Ba P sen Ba ~cos2 5 =0
o

ot (s ot

DO (Ko () ke b B0 |, p |k BE ., Bb  pb (k]
4, {sen\/&?[&h l) b.h\/—otcm\/;}& {b.h@sen@+cosﬁ(b.h IJJ 0
(16)

~ B. cos

Resulta util presentar los resultados en forma adimensional. para lo que definimos las
siguientes variables adimensionales:

k’ . ’
pZE ; R=" : Qz—Bb ; a=£xi s k=— é_h=Bi (Nro. de Biot)
b b a, a, k, k,

a7n

El sistema lineal (16) puede ser expresado en funcion de los parametros definidos en (17):

Q - m -
senCdp —sen% —cosT: 4 0
Qp Op Qp) (Qp Qp Qp)
Qp —senQ) k( —= ——=C0S—— k| —=sen—= + cos—— 4,1=0
QpcosQp — senQp sen o a 0s T I d Io T _
Q Q Q Q Q Q
0 ( —=——C —j 1-Bi ( —— = —) 1-Bi)| B, 0
i senJ&. \/aos‘/a( i) cos\/a ‘/asen\/a( )‘__J 0]

(18)

Los coeficientes del sistema constituyen un determinante-ecuacion cuya nulidad permite
obtener los autovalores Q,, del problema para los cuales es posible una solucién distinta de la
trivial. Estas raices dependen de los parametros p, k, o, Q y Bi.
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Para cada Q, que anula el determinante y, por ejemplo para A4,,= 1, se obtienen los valores
correspondientes de A,, y B,, de las dos ultimas ecuaciones (18).

Conociendo las raices Q,, y las correspondientes autofunciones W, y'¥,, , la solucion del

problema de distribucion de temperatura en funcion de los parametros adimensionales podra
expresarse como suma de las infinitas soluciones particulares:

© _qul
9,-(RJ)=M=ZC,,‘P,,,(R)6’ 82 i=12 (19)
7:) - Too n=1
donde:
senQ"R cos Q,R

Q
‘.Pln = M s \yln = AZn Ja +B2n' \/&‘

R R R

Los coeficientes C,, como es sabido, se obtienen en virtud del cumplimiento de las
condiciones iniciales (3) que luego de la transformacién (4) resultan ser:

0,(RO)= 1 (0<R<p) (20a)
0,(RO)= 1 (p<R<1) (20b)

Tendremos entonces:
3 C, Wa(R)=1 i=12 @n
n=1
Puede probarse que la expresién:
P k 1
Now= [R* ¥, (R) ¥, (R) dR + = [R2 W, (R)w, (R) dR (22)
o
0 4

es nula para todo n = m.

Entonces los coeficientes C, quedaran determinados por la siguiente expresion:

p |

[R* ¥, (R) dR + k [ R*%,,(R) dR
04

0

C,= N 2 (23)

nn

En definitiva, conocido ,(R.1), podremos determinar el valor de la temperatura 7, en

cualquier tiempo y para cualquier punto de la esfera (identificable con el parametro
adimensional R), de acuerdo con la transformacion 4):
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T(R1)=T,+8,(R1)T,~T.,) 24)

resultando de la superposicion de un estado residual estacionario e iguala 7, (temperatura del
medio circundante), y un estado transitorio claramente reprsentado por 0.

4. CALCULO DE LAS TENSIONES TERMICAS

Debido a la simetria que presenta el problema, resulta suficiente conocer la deformacion radial
u, para describir el estado de deformacién. En cuanto al estado de tensiones. de las seis

componentes del tensor de tensiones sélo serdn no nulas 6, y o, = G,

Las expresiones en cada material, vienen dados por:

c

R e o
1 I
2

Sn(Rit)_ 2 ,[T(Rt)RZdR+ < RN (26)
E|a| l—vl 3 1—2\/ 1+V1'RJ
Su(Rt) 1 _jT(Rt)deR Rt G | 2 G o
El o I-v, 1-2v; 1+v R
wy(R1) _1+v, o drR + DR +22 (28)
b(l] 1°V1R~p R
O (R1) _Ef 2 IT(Rt)deR+ D2 Qg (29)
_—-—Elal E, R3 1-2v, 1+v, R

cw(R,t)_Ez[ 1
1—-

R T,(R,t D 2 D,
Z(T(ROR AR - a 2(RY, D, ]
2 P

E a, —El 1-v, 1-2v, 1+v, R’
(30)
Las condiciones de borde son:
U, (0.0)=0 (31a)
url(p't)= rZ(p't) (31b)
C,,(p.t)=0,,(pt) (31¢)

G,,(11)=0 (31d)
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En definitiva, reemplazando en las integrales (25) a (30) , de acuerdo con (24) y aplicando las
condiciones de borde (31) las expresiones para las constantes seran:

2o B2y *lj(ga(ps_l)_zz(ro-z;)]—2—31;(%—10)
_ 1=V,

E 1-v
D, 1 2 p 32)
21—2v2(52 1-2v, —1)— 1(2E21—2v1+lj
1+v, \E 1-2v, P\ E 1+v,
1-2v 1-2v T
D=2 2D, +2 2oc(i’l— N+ 1 T—Tj 33
' I+v, * T 1-v, 3( p) (6 T.) 33)
— -7 — .
Bl ), 2Bl Ly T g e
E 1-2v, E l+v, p I-v, \3 p
G, =0 (35)
P 1
I = J'e,(R.t)deR R A J.GZ(R,I)deR (36)
0 p :
5. RESULTADOS

Se han obtenido resultados numericos para una configuracién mecénica y térmica definida por
los siguientes valores numéricos:

%:1'4 ; vi=025 ; v,=030

En primer lugar, se ha procedido a verificar la condicién inicial variando el nimero de términos
(Figs. 2). Es posible, de esta manera, analizar la convergencia de la solucién.

T-

7(‘) x

L

La Fig. 3 muestra la variacién de temperatura adimensional [9 = ) para distintos

. . . ! , .
valores de la variable adimensional de tiempo Fy = :—'Z (Numero de Fourier).

Las Figs. 4, 5y 6 evidencian la variacién de la deformacion radial , tensién radial y tensién
tangencial en el dominio de la esfera, para sucesivos valores del parametro de tiempo y para
una relacion T, = 57,.

Como era de esperar en r=a se observa una variacién brusca en el valor de la tension
tangencial c,. En el caso de la deformacion radial u, y de la tension radial o, se tiene una

variacion brusca de la pendiente para r=q.
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Es de destacar,el hecho de que durante el proceso de “enfriado™.

compresion para valores del radio proximos al radio exterior (Fig. 5).
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FIGURA 2: Verificacidn condicién inicial {21) variando el niimero de términos.
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FIGURA 3: Distribucién espacial del factor de temperatura 0(r,t) para sucesivos valores de
tiempo adimensional.
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FIGURA 4: Distribucién espacial de la deformacion radial
adimensional
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FIGURA 5: Distribucion espacial de la tension radial

para sucesivos valores de tiempo
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FIGURA 6: Distribucion espacial de la tension tangencial para sucesivos valores de tiempo
adimensional
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