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Valores sumamente precisos de las frecuencias naturales de vibracion de placas
rectangulares con dos bordes Iibres adyacentes. mientras que los restantes estan
simplemente apoyados, empotrados y empotrados- simplemente apoyado, fueron
determinados por A. W. Leissa hace casi un cuarto de siglo' . Por otra parte placas
ortotropas con las mismas condiciones de borde no han sido estudiadas.
En este trabajo se resefian resultados obtenidos por los autores sobre la
terminacion de valores de coeficientes de frecuencia fundamental de placas
ortotropas tanto de espesor uniforme como de espesor que varia en forma
discontinua utilizando el criterio de optimizacion sugerido por Lord Rayleigh hace
mas de un siglo

Recent research performed by the authors on the determination of fundamental
frequencies of vibrating orthotropic plates with one or two free edges is reviewed.
The situation where the slab thickness varies in a discontinuous Fashion is also
studied. The eigenvalues are determined using the Rayleigh-Ritz method and
"pseudo Fourier" expansion and good agreement with numerical values obtained
by means of the Finite Elements method is shown to exit.

El problema que se estudia es el de una placa ortotropa rectangular con bordes libres y
variac ion discontinua de espesor, vibrando en su modo fundamental.

La condicion de borde libre presenta considerable dificultad para ser satisfecha exactamente
cuando se busca una soluci6n analitica. Ademas el hecho de considerara una variacion
discontinua de espesor amplia el interes del caso y tambien las dificultades analiticas.

Las experiencias numeric as que se resefian [1-2] en este trabajo. se realizaron utilizando el
metoda de Rayleigh-Ritz y "pseudo" expansiones de Fourier [3]. Se observa una buena
coincidencia de valores con los valores calculados mediante el metodo de elementos finitos.

La respuesta de la placa vibrante fue aproximada con funciones coordenadas que satisfacen
exactamente las condiciones esenciales y naturales en 10s hordes que no son libres:

• A. W. Leissa 1973, Journal of Sound and Vibration. 31,pp 257-293. The Free Vibration of
Rectangular Plates
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Las funciones XJ (x) e Y; (y) pueden contener panimetros exponenciales de optimizaci6n

para luego permitir la minimizaci6n del auto valor fundamental. En la metodologia expuesta se
plantea el incluir los panimetros de optimizaci6n en los argumentos de funciones
trigonometricas.

La funcional que gobierna el problema es:
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Reemplazando (1) en (2), y minimizandola con respecto a los panimetros A J se genera un

sistema lineal de ecuaciones homogeneas. Con la condici6n de no trivialidad se plantea el
determinante ecuaci6n. que permite calcular los coeficientes de frecuencia fundamental:
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FIGURA 1. Placa ort6tropa rectangular, con un borde libre y variaci6n
discontinua de espesor



• Tres bordes simplemente apoyados. (Figura 1a)
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FIGURA 2, Placa ortotropa rectangular, con dos bordes libres adyacentes y
a,la = b,lb

• Dos bordes simplemente apoyados, Figura 2(a).
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• Dos bordes empotrados, Figura 2(c).
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Se tiene por consiguiente, que:
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SOLUCION UTILIZANDO ELEMENTOS FlNITOS

Los resultados obtenidos con el metodo de los elementos fmitos. fueron calculados utilizando
un elemento de placa ortotropa que es una extension [4] del conocido elemento isotropo de
placa desarrollado por Borger y otros [5].

Los valores numericos que se presentan en las tablas corresponden a placas rectangulares
ortotropas. Se consideraron constituidas de un hipotetico material con caracteristicas de

. I 0, 1 Ok Iortotropla ta que: -- -; - - Y J.l2 = 0.30.
0, 2 01 3

Los resultados reseflados en las tablas I y II corresponden a placas con un borde libre ,
indicadas en las figuras 1a y 1b, respectivamente. Los valores del coeficiente frecuencia

fundamental 01 = ~P h, co1 a2 fueron obtenidos con los dos procedimientos: Elementos01

Finitos (E. F.) YRayleeigh-Ritz .. En el segundo procedimiento se usaron "pseudo" desarrollos
de Fourier de tres terrninos (N = 3). De la comparacion surge que la concordancia entre
ambos es excelente.

Las tablas III y IV presentan coeficientes de frecuencia fundamental que corresponden a los
casos de placas con dos bordes libres adyacentes. indicados en la figura 2.

La tabla III se refiere a placas de espesor uniforme, hlh, = I, la tabla IV a placas con

variacion discontinua de espesor, hlhl = %.



Comparando los resultados obtenidos con uno y otro metodo. se observa que la mayor
diferencia es del 2. I% Y se produce para el caso de la placa cuadrada. con

''i = bY;; = 0.50. sujeta a las condiciones de borde mostradas en la figura 2c (Tabla IV).

En resumen. la sencilla soluci6n analitica que se ha planteado. demuestra ser conveniente para
resolver casos de mediana complejidad ehistico-dinamica tales como se han resefiado en este
trabajo.

EI presente trabajo ha sido patrocinado por la Secretaria General de Ciencia y Tecnologia de la
Universidad Nacional del Sur (Director del Proyecto: Profesor Raul E. Rossi) y la Comisi6n de
Investigaciones Cientificas de la Provincia de Buenos Aires.
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({ E. F. 8.881 8.266 7.743 8.721 7.401 6.249 9.267
- = 1
b Ec. (3) 8.884 8.288 7.765 8.725 7.427 6.272 9.270

({ :2 E. F. 2.705 2.570 2.359 2.741 2.516 2.053 2.736
- = -
b 5 Ec. (3) 2.706 2.572 2.361 2.741 2.520 2.057 2.736
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a 5 2 ""5 ""5 "2 ""5

E. F. 16.541 15.143 14.571 15.717 12.504 11.200 17.849a
1- =

b Ec. (4) 16.632 15.230 14.667 15.806 12.618 11.336 17.963

(/ 2 E. F. 5.384 5.201 4.765 5.531 5.107 3.934 5.387
- = -
b 5 Ec. (4) ) 5.413 5.229 4.819 5.562 5.204 4.093 5.419
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T/\BL/\ III: Coelieientes de freeueneia fundamental n = ~p h, (j) (12 de placas ree-, 0,"
tangulares ortotropas de espesor unilorme, con dos bordes adyaeenles libres.
sujetos a las condiciones de borde indicadas en In ligura 2.



IV: ClH:lieienlcs de li'eelleneia l"undamenlal 0, = Ip I~ (,), (/', de plaeas ree.
~ D,

tangulan:s orlutropas eon variaeiun discontinlla de espesor, con dos borL1cs
adyaeenles libres, sujetos a las condiciones de borde indicadas en la ligllra 2,

~p IX;' (/2 " ~D,O), para
h,

'\/<J. = bib Fig. Metoda alb = 1 alb = 2/3 alb = 2/5,

3 term 2.8533 1.9028 1.1432
Fig.2(a)

Elementos
Finitos 2.8388 1.8915 1.1320

3 term. 3.6649 2.2447 1.2719
0.50 Fig.2(b)

Elcmcntos 1.2350Finitos 3.6063 2.2000

3 term 4.6994 3.5310 2.8791
Fie.2(c)

Elementos
Finitos 4.5965 3.4602 2.8307

3 ternL 3.3174 2.2095 1.3180
Fig.2(a)

Elementos
Finitos 3.3030 2.1972 1.3135

3 term, 4.4582 2.7053 1.5087

0.75 Fic.2(b)
Elementos
Finitos 4.4153 2.6727 1,4815

3 term. 5.8251 4.3863 3.5695

FiG.2Cc)
Elcmcntos 5.7-162 4.3330 3.5263
Finitos
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