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A discretiza~iio por triiingulos ou triangula~iio. 05 0 processo de sel~iio de triplas que formam
facetas triangulares defmidas em estruturas computacionais eficientes. Foram estudados varios
a1goritmos de triangula~ao que geram triiingulos de Delaunay. Desenvolveu-se um modelo de
triangula~iio em tres etapas. na primeira etapa faz-se 0 pre-processamento. na segunda etapa
gera-se uma grade triangular inicial e na terceira etapa realiza-se a otimiza~ao da grade inicial.
pelo metoda da maximiza~ao do menor iingulo interno. 0 algoritmo desenvolvido usa
abordagens conhecidas. no entanto. oferece de forma inovadora a possibilidade de tratar
simultaneamente conjuntos 2D convexos ou nao. e superficies suaves 3D, para qualquer
distribui~ao de pontos . Superficies 2D , convexas e nao convexas e superficies 3D convexas
foram modeladas e alguns resultados silo apresentados. 0 modelo de facetamento da superficie
gerada pode ser utilizado em t6cnicas de ilumina~ao e sombreamento para visualiza~ao ou para 0

calculo das propriedades relevantes de superficies arbitrlirias , bem como, em aplica~Oes de
elementos finitos.

Triangulation of a domain is a discretization process in which a selection of triples pertaining
to one of the various possible collections of three distinct elements of a set within the domain is
found such that every triple can be used as a triangular facet to model that domain. The ideal
triangulation process should render a domain decomposition into a triangular grid which should
be simple to generate, comfortable to use and computationally efficient. To select a triangular
grid exhibiting these properties is far from being an easy task. In short, what is sought of in this
problem is a triangulation schemme which may lead to Delaunay triangles. In the present paper
a computerized triangulation method accomplished through three refinement phases is
resented. During the first phase the set is pre-processed to organize the candidate triples. In the
second phase an initial temptative triangular grid is formed. Finally, this temptative grid is
automatically refined by optimizing the triangular facets so that each triangle exhibits the
greatest minimum internal angle. This innovative algorithm. although based on well known
ideas. can be used advantegeously to discretize 2D convex and non-convex sets and also 3D
smooth surfaces for any given set of discrete surface.

A evolu~ao hist6rica dos metodos de triangula~iio acompanha a evolu~iio dos computadores e. por
consequencia. a evolu~iio das suas aplica~Otos.lnventada por Snell ius por volta de 1615 [I], foi utilizada ate a
d6cada de 70 por top6grafos em problemas para representar dados de terrenos.
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Com a evolw;ao da computa~ao, varios algoritmos para a discretiza~ao de superficies foram propostos. Os
primeiros algoritmos eram dedicados a aplica~Oesdo metodo de elementos finitos. Muitos desses algoritmos
enfatizam aspectos te6ricos somente, 0 que implica que a implementa~ao nao e uma tarefa trivial, conforme
concluem [2, 3]. Os primeiros algoritmos voltados para 0 estudo de elementos lmitos [4], consistiam em
subdividir urn dado dominio, com pontos espalhados regularmente, formando triiingulos. Tais metodos eram
limitados a dominios regulares e siio chamados de construtores ou geradores de grades triangulares. Hoje os
principais metodos podem ser classificados em dois tipos: algoritmos incrementais, [5, 6, 7, 8, 9] e algoritmos
baseados na metodologia "dividir para conquistar", [9, 10]. Ambos os metodos geram uma triangula~ao de
Delaunay, [II].

Algoritmos incrementais iniciam a constru~o da grade triangular a partir de urn ponto qualquer do interior do
coqjunto que sera triangularizado, ou de urn ponto extremo desse conjunto. A partir desse ponto, junlam-se
seus pontos vizinhos mais proximos, urn por vez, construindo assim triiingulos sobre todo 0 domfnio.

Algoritmos que dividem para conquistar, dividem 0 conjunto de pontos em subconjuntos de cardinalidade
igual ate que subconjuntos elementares sejam obtidos. A triangula~ao entiio e iniciada unindo-se os pares de
subcoqjuntos.

Os algoritmos que obtem Umatriangula~ao de Oelaunay siioainda classificados pela maneira como produzem a
triangula~ao final. Sao entiio chamados de algoritmos de urn e dois passos.

A triangula~ao em um passo [8, 9], constr6i cada triiingulo como triiingulo de Oelaunay e, no final, tem-se de
uma vez uma triangula~ao de Oelaunay. Nos algoritmos de dois passos [12, 2,10], inicialmente constr6i-se
uma triangula~o arbitraria que sera, no segundo passo, otimizada aplicando-se iterativamente crit6rios de
otimiza~ao.

Outra abordagem utilizada consiste em construir urn diagrama de Voronoi de um dado conjunto de pontos e
entiio computar seu grafo dual, que e a triangula~ao. Esta abordagem, entretanto, requer inicialmente a
constru~ao do diagrama de Voronoi, 0 que exige grandes estrulUras de dados que armazenam informa~Oes
desnecessarias para a triangula~ao, [10].
Algoritmos mais recentes, contrastando com os modelos citados anteriormente (algoritmos estaticos), siio
chamados de algoritmos dinimicos, [7]. Esses algoritmos permitem atualiza~Oesda triangula~o com inclusiio
de pontos em determinadas regiiies.

Apesar da grande quantidade de trabalhos publicados nessa area, ainda se buscam novos algoritmos e
estrulUras de dados que possam apresentar erros com uma faixa estreita de toleriincia, estruturas mais simples,
tralamento de casos degenerados etc.

o recente trabalho de Fang e Piegl [2], aplicado somente a superficies 20 traz uma nova propoSla, que
pressupOe eliminar a necessidade de urn pre-ordenamento dos pontos alem de tratar pontos coincidentes e
colineares. Entretanto, faz-se necessario estudar mais 0 metodo proposto.

Observa-se que mesmo aspectos aparentemente elementares, como 0 processo de otimiza~o de uma
triangula~o, ainda siio motivos de pesquisa, porque incluem questOescuja solu~ao 6tima continua em aberto.

A literalUra a respeito dos algoritmos de triangula~ao e extensa, sendo que os aspectos te6ricos sao mais
enfatizados tais como complexidade e eficiencia.

Dada a vasta area de aplica~ao, esses algoritmos siio geralmente dirigidos aos casos especilicos. As questOes
chamadas de situa~Oesdegeneradas, como pontos coincidentes, pontos colineares e cocirculares, nem sempre
sao abordadas, dificultando ou restringindo a implemen~ao dos algoritmos. Outra questiio importante diz
respeito il natureza dos pontos do domfnio em questiio. Eles podem ser do tipo Pi = f ( Xi' Yi)
ou Zi = f (Xi' Yi) ou Pi = f (Xi'Yi,Z;), i = I, ... N, onde N e 0 numero total de pontos do conjunto.



Cada conjunto pode ainda ser convexo ou nao convexo. com dislribui~ao regular ou aleat6ria dos pontos.
Discutir com exaustao. teoria. algoritmos. estmluras de dados sobre triangula~ao. e tarefa dificil senao
impossive!.

Procuramos com isto. cobrir uma lacuna existente na literalura. ou seja. a dificuldade de traduzir propostas
te6ricas para uma implementa~ao eficiente.

o algoritmo desenvolvido usa abordagens conhecidas; no entanlO. oferece de forma inovadora a possibilidade
de tratar simultaneamenle conjuntos 20 convexos ou nao. e superficies suaves 3D. para qualquer dislribui~ao
de pontos. As quest6es degeneradas sao tratadas de maneira simples. porem com bons resultados [13].

o algoritmo proposlo por Choi et alii [12]. foi utilizado como modelo basico para 0 sistema desenvolvido. e
sera discutido em detalhes com modifica~6ese interpreta~6es diferentes do texto origina!.

Estas mudan~as fizeram-se necessarias para 0 perfeito entendimento e implementa~ao do algoritmo.
o algoritmo esm dividido nas seguintes partes: pre-processamento. lriangula~ao inicial. triangula~ao principal.
triangula~ao para superficies planas nao convexas e otimiza~ao.

1° Passo:
Defina a superficie S. sendo PJ 0 conjunlo de pontos perlencentes a S.

2°Passo:
Encontre urn ponto C que sera 0 apice de urn cone convexo de geratriz ii que inscreveni S. veja figura 1.1.

z

3° Passo:
Mude a origem dos pontos {Pj},de modo que C tome-se a origem. Fazendo a transforma~ao obtemos:

4° Passo:
Ordene os pontos { V; } em ordem crescente em rela~ao ao ,;,nguloentre os dois vetores ii e ~r;



---+
Enquanto ( V esta sobre VIV2) fa~a:

- se ( ~" est" mais proximo do vertice inicial) entiio
insira-o no inicio da TBL; (figura 1.2d)

- se ( Vest" mais proximo do vertice final) entiio
insira-o no tim da TBL; (figura 1.2e)

- obtenha 0 novo vertice;
fim enquanto;
4° Passo: -Se (V estiver a direita de VI V2) entiio

troque a di~iio de TBL;

5" Passo:
Insira V no inicio da TBL e armazene os mimeros dos triiingulos; (veja figura 1.21);

6° Passo:
Construa a LTL para a grade inicial; (veja figura 1.2b);

c) Inicio --m--m- Fim

I) Inkio

Fig. 1.2 (a-I) - Constru~iio da lriangula~iio inicial



1° Passo:
Oblenha 0 proximo vertice da lisla de vertices e coloque-o no novo no NN.

2° Passo:
Enconlre os nos mais visfveis 11esquerda (L VN) e 11direila (RVN) dos nos da :rBL, (veja tigura g);

3° Passo:
Conslrua urn triangulo que consisle dos nos LVN, NN e 0 no que segue LVN na TBL, (veja figuras
h ej);

4° Passo:
Insira NN depois de L VN na TBL, (veja tigura h);

5° Passo:
Continue construindo lriangulos ate que a TBL tome-se convexa, eliminando da TBL 0 no que
segue LVN, (veja figuras i, 1em);

1LVN
1RVN

1
RVN
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Superficies que apresenlam "buracos" podem ser lriangularizadas adolando-se 0 seguinle algorilmo:
1° Passo:
Marcar ponlos (ou vertices) que perlencem 11borda intema ou exlema da regiiio que apresenla um "buraco".
Veja figura 1.4.

B#



2° Passo:
Identificar as bordas. criadas pela triangula~ao principal. que perlencem a fronleira marcada.

3° Passo:
Idenlificar e remover os lrilingulos que possuem uma dessas bordas.

OTIMIZA~AO DA GRADE TRIANGULAR

OTIMIZA<:AO 2D

a prirneiro processo de olimiza~ao esludado consisle em encontrar urn quadriIatero eslritamenle convexo e
aplicar sobre esle quadriIalero 0 melodo da maximiza~ao do menor lingulo intemo. Em linguagem algorflmica
os dois passos acima podem ser descrilos como:
Repila (para cada borda)

Recupera~ao dos lrilingulos Ii esquerda e Ii direila da borda que faz inter~o com os dois
lrilingulos do quadrillilero. ou seja. a diagonal do quadrillilero. a partir das informa¢es
armazenadas na lisla de bordas. EUST.

a segundo processo de otimi~ esludado consiste em encontrar um quadrillitero estrilamenle convexo e
aplicar sobre este quadrillitero 0 metodo da ·suavidade" que consiste em encontrar qual diagonal que gera
superficies mais suaves. Algoritmicamente teremos.
Repila (para cada borda)

Recupera~ao dos triiingulos Ii esquerda e II direila da borda que faz inter~o com os dois
triiingulos do quadrillitero. ou seja. a diagonal do quadrillitero. a partir das info~Oes
armazenadas na lisla de bordas. EUST.



A seguir siio apresentados algums resultados gerados pelo algoritmo descrito acima. A figura do quadro
esquerdo mostra a grade nlio otimizada e a do lado direito a grade otimizada.

Fig. - 1.5 Superf ic ie PLANA
NUM, de Pontos 400
HUM. de Triangulos = 783

Fig. - 1.6 Superf icie CIRCULAR
NUM, de Pontos 338
NUH. de Triangulos = 649



Fig. -1.7 Superf"icie PARABOLICA

HUM. de Pontos 84~
HUM. de Tr1angulos = ~638
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