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ABSTRACT. Estamos interesados en este trabajo en 18 comparaci6n de los
diferentes metodos existentes para resolver numericamente juegos de Perseguidor-
EVa...."OLHasta el momento se han estudiado varies rnetodos para tratar este pro-
blema y es sorprendente 13 diferencia existente entre las herramientas matematicas
utilizadas (ecuaciones diferenciales. teods de viabi1idad~ etc.) asi como entre la.o;
interpetaciones del problema (cualitativa y cuantitativa). £1 objetivo de este trabajo
es responder 301 menos parcialmente preguntas tales como:
1) Como estan relacionados estos metodos?
2) Por que ciertas suposiciones son necesarias en un metodo pero no en oteo?
La idea subyacente eS que el entendimiento de la reIadon entre los distinto5 metodos
puede ayudar a desarrollar un metoda que tenga las ventajao;; de cada uno de Ios
mismo!'!.

ABSTRACT. In this work we are interested in the comparison between the
different existing methods to solve. numerically. pursuit-evasion games. Until now
several methods to deal with this problem have been studied. and it is surprising
to realize the difference that exist between the mathematical tools used as well
as between the interpretations of the problem (qualitative and quantitative). The
objetive of this work is to answer. at least partially, to questions such as :
1) How are the different methods related?
2} \Vhy are some hypothesis needed in one method and not in another?
The idea underlying the study is that the understanding of the relation betweenthe
differentsmethod could help to developa procedure having the advantage of each of
them,

L DESCRIPCION DE LOS METODOS
1,1. Aproximacion de la solucion de la ecuacion de Isaacs (Interpretacion
cuantitativa),

EI problema, Supongamos que tenemos un sistema dinamico de la forma:

{
y'(t) = J( yet), u(t). vet))

. y(O) =x E RM

controlado por dos jugadores: Frsula cuyo control en el instante t es u(t) , y Victor cuyo
control cn el instante t es v(t), Supongamos que los controles ,,(I) y vet) pertenecen
respectivamente a conjunt,os comp8ctos U y V . Supongamos ademas dado un "blanco"
cerrado r C RM y que J: RM x U x~' -> RM es una funcion continua, acotada y Lipschitz
en la primera variable. EI objetivo de Ursula es de minimizar el tiempo de "captura" ,
es decir J(x, u(,), v(,)) = inf{t > 0' y(t) E r} mientras que Victor desea maximizar ei
mismo, Sea T(:r) la funcion valor inferior del jnego definida en el sentido de Varaiya ,



Roxin , Elliot y Kalton (ver [11,[2],[3]) , es deeir T(x) = inf"EA sUP,'()EvJ(x, o(u(.)), u(.))
donde v = {t' : R- ~ V medibles}; I-' = {u : R+ ~ [T medibles} y A = {n : v ~
1-'/ v(t) = l;"(t), t E [0,sl =- (~[v](t) = n['O"](t) ,·t E [O,s]} es el eonjunto de estrategias
no-anticipativas para el minimizador (t-rsula). Si T(x) es continua entonces se demuestra
(ver [4],[5],[6])que es una soluei6n de viseosidad del siguiente problema con valor en la
frontera:

{
min"El'ma."<UE[;{-('VT(x), f(x.u,v))-l}=O si xE!1=RM-T

T(x) = 0 si x E T

Con el fin de obtener las aproximaeiones a la soluci6n como puntas fijos de eiertos
opera- dores de eontraeei6n es muy util la transformaci6n de Kruzkov. En realidad
buscaremos aproximaeiones de la funei6n V(x) definida por :

V(x) = { 1- exp(-T(x)) si T(x) < +00

1 si T(x) = +00

Yentonees la siguiente propasici6n puede demostrarse (ver [6]):

Proposition 1. 5i T(x) es continua sabre aT , entonces V(x) es la unica soluci6n de
"iscosidad de la ecuaci6n de Hamilton-Jacobi-Isaacs:

{
V(x) + minuEI' maxuEU { -( 'VV(x) ,f(x, u, u) ) - 1 } = 0
V(x) =0

si x E!1 = RM - T

si x E T

Presentaremos a continuaci6n dos tecnicas de discretizaci6n de la ecuaClon 2. La
primera utiliza una discretizacion regular en el tiempo yen el espacio (vet [8J),mientras
que la segunda utiliza unicamente una discretizaci6n del espacio (ver [14]).

Metodo de discretizaci6n Tiempo-Espacio (Metodo I). Este metodo de dis-
cretizacion se realiza en dos pasos. En el primer paso la ecuaci6n de Isaacs 2 es aproximada
por una ecuaci6n de Isaacs discreta (en tiempo). Esto se obtiene discretizando en tiempo,
con paso h > 0, el sistema dimimieo 1 (h es el parametro de discret.izaci6n del tiempo), es
decir que clicho sistema dinarnico se aproxima por el siguiente sistema dinamico discreto
en tiempo:

En forma analoga al problema continuo se define la funei6n valor inferior Nh(:r) para el
juego de tiempo disereto y utilizando la transformaci6n de Kruzkov se define Vh(x).Con
argumentos de programaei6n dinamica se demuestra (ver [7)) el siguiente teorema:

{
Vi.(x) = S1IPvEI'infuEu {e-hVh(x+hf(x.u.v))} +l-e-h
Vi.(x) = 0

si:r E !1= RM - T

si :r E T



Como segundo paso de este metodo, es necesario haeer una diseretizaci6n en el espacio
de la eeuaci6n de Isaacs cliscreta en tiempo 3. La diseretizaci6n del espacio se realiza de la

siguiente manera: Sea Rtf = {x E RM / x = ~kO!iei C/i E Z} clonde {el, ...,eM}

es una base normal de R M Y k > 0 es el paso de la discretizaci6n del espacio. La
ecuaci6n de Isaacs discreta en tiempo 3 es aproximada entonces por la siguiente ecuaci6n
"completamente" discreta (ver [8]):

{
Vkh(x) = ma.x"E\' minuEu {e-h (it AiVkh(xi)) + 1- e-h}

Vkh(X) = 0

si x E Rtf nn
si x E R~ n r

(4)
clondelos Ai son las coordenadas baricentricas normalizadas del punto x' = x+h f(x, u, v)
(no necesariamente en la grilla) en el sistema de puntos Xi de R~ tales que X· pertenece
al simplex cuyos vertices son los puntos Xi (ver figura 1).

Metodo de discretizaci6n de espacio (Metodo II). Este metodo utiliza unicamen-
te una discretizaci6n del espacio de estados. Describiremos a continuaci6n la ecuaci6n
discreta que aproxima a la ccuaci6n de Isaacs 2 . Sea k > 0 el paso de discretizaci6n del
espacio y consideremos la g;rilla discreta R~. Definamos los conjuntos nk yank de la
siguiente rnanera:

ank = ark = {x E R~'l / x E r 0 3 i / x + k ei E r 0 x - k ei E r}
nOk = (0n Rn - ank ; Ok = ook u ank
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rk(x,u,v) = M si x E nOk ; rk(x,u,v) = 0 si x E ank
2:lfi(r,u,u)l+k

M

2: If,(x,u,v)1
i=l

M2: If;(l:, u, v)1 + k
i=l

M
Si x E nOk y 2: If,(x,u,v)1 '!' 0 entonces p(x,x + kej lu,v) =

i=l

Itex,u,v)
M

2:lfi(r,u,vll
.",,1

p(x,x - kejlll,V) = ,:;-(X,u,v) ; p(x,Ylu,v) =0 para cualquier otroy E nk

2:lf,(x,u,vll

donde: f/(x, u,v) = sup {a, fj(x,u,v)}
M

5i x E aTk 0 2:lfi(x, ll, v)1 = 0 entonces
i=l

; f}-(x,u,v) = sup {o, -fj(x,u,v)}

p(x,xlu,v)=l Y p(x,Ylu,v)=o 'ty,!,

Converg;encia de 105 metodos de discretizaci6n. La tecnica para probar la
convergencia de las soluciones de las ecuaciones discret.as 1 Y 5 a la soluci6n del pro-



blema continuo 2 (ec. de Isaacs) es la misma y ya fue utilizada en [7]. La demostracion
se rcaliza bajo la hip6tcsis dc que la funcion valor del problema original es continua
y que cl blanco T es la clau.ura de un conjunto abierto. cuya frontera fTr es una su-
perficie Lipschitz (vcr [8] y [14]). La idea de la demostracion es probar que el limite
superior V'(,,) = limsup y_x W,,(y) (resp. limo inferior) de-una apropiada sucesion

n-++oo
de soluciones aproximantes {,",'n}nEN es una subsoluci6n de viscosidad (resp. super-
soluci6n de visc.) de la ecuaci6n continua 2. Luego un teorema de comparaci6n para las
soluciones de viscosidad de dicha ecuaei6n (ver [7],[15]) nos conduce a la conclusion de
que la sucesi6n de soluciones aproximantes {Wn}nEN converge (uniE. sabre compact os)
a la solucion de vi.cosidad de la misma ecuacion, es decir a V(;e) (ver [8] [14]). Para
el metodo I la demostracion se realiza (ver [8]) utilizando como sucesi6n {Wn}nEN de
soluciones aproximantes a {V;·} donde la sucesion de parametros h" y k" verifi-

" nEN
can la condici6n limn_+co !;':; = 0 . Esto significa que kn debe tender a cero mucho mas
"nipido'~ que hn y entonces es necesario t.amar un gTan numero de punt05 en la gTilla (es
decir achicar "mucho" k) cuando se desea mejorar la discret.izaci6nen el tiempo (achicar
h) para obtener asi una buena aproximacion. Esta observacion no es "favorable" para
el metodo I pues trabajar con un gran numero de puntos en la grilla no resulta "bueno"
numericamente. Sin embargo demostraremos que la condici6n anterior no es necesaria
para la convergencia del metodo 1.

102, Aproximacion de 109 conjuntos de captura (Interpretacion cualitativa),
Los metodos que describiremos a continuacion no intentan resolver la ecuacion de Isaacs ni
de aproximar a la funci6n valor del juego, sino que iut-entan aproximar algunos au bconjun-
tos del espacio de estados que poseen cierta propiedad cualitativa. Los dos metodos que
trataremos en esta seecion han sido desarrollados en forma completamente separada y can
herramientas matematicas muy diferentes, pero como veremos , en realidad estos metodos
estan estrechamente relacionados. Tambien veremos que estos metodos pueden utilizarse
para obtener aproximaciones a la funcion valor del juego (con 10 cual a pesar del enfoque
cualitativo de los mismos, se pueden obtener a partir de ellos resultados cuantitativos).

Teoria de Viabilidad (Metodo III). Consideremos nuevamente el sistema dinamico
1. En este easo supondremos dado un blanco abierto T C R M, al cual Ursula pretende que
el sistema ingrese, mientras que Victor desea que el sistema permanezca en el conjunto
cerrado K = RM - T (notemos que aqui existe una diferencia con los metodos I y II en
donde por hipotesis el blanco T era un conjunto cerrado de R M). Estamos interesados
en estudiar al conjunto de victoria discriminante para Victor, es decir, al conjunto de
condiciones iniciales x E K para las cuales existe una estrategia no-anticipativa i3 para
Victor, tal que para todo control u(.) E /l elegido por l'rsula, la solucion de:

{
U'(t) = f(y(t),u(t),p[u(t)])

ufO) =x

permaneee en K para todo t > 0 (es deeir: y(t) E K V t > 0). Este conjunto recibe
tambien el nombre de nucleo discriminante de 1< por f y se representa por Discf(1<).
Consicleremos ahora el sistema dinamico discreto:



Podemos definir el conjunto de victoria discriminante discreto para Vidor (an8.logoal
conjunto de vidoria en el caso continuo) como el conjunto de puntos x E K para 105 cuales
existe una estrategia V (-,.) : R M X (T - V tal que para toda sucesion {un }nENo E
(TNo la solucion {Xn}nENo de

{
;rn+l = 9 (xn, un,;:; (Xn, Un))

Xo =x E RM

permanece en K (es decir: Xn E K 'if", E No)· Sea G(x, u) = U g(x, u, v) 'if x E
vEV'

RM , 'if u E U. Entonces este conjunto recibe el nombre de nudeo discriminante discreto
de K por G y se represent,a por ~(K).La siguiente proposicion nos proporciona un
metodo para calcular ~(K) (vcr [12]).

Proposition 3. Sea K un conjunto cerrado'y G(·,·) : RM xU "-+ RM una [uncian
semieontinua superior con valores que son cOlljuntoscompactos. Entonces el micleo dis-
criminante discreto de K por G existe y esUi dado por: 15isC;;(K) = n Kn donde

?'IeNo

{
Ko = K

Kn,,"l ~ {x E Kn/'ifu E U g(x, u) n Kn f. 0}

La importancia de los nuc1eos discriminantes discretos esta dada por la siguiente
proposicion (ver [12]):

Proposition 4. Supongamos que f: RM X U X V _ RM es una [uncian I -Lipschitziana
y AI -acotada y ademas que F(x,u) = U f(x,u,v) es un conjunto convexo 'if x E

!lEV

RM , 'if u E (T. Entonces limh_O'"~(K) = DisCf(K) donde el limite es en
el sentido de Painleve-Kuratowski y donde Gh(x,u) = x + hF(x,u) + '¥-IBh2 'if x E
R M , 'if u E U (B bola unit aria)

Esta ultima proposicion nos dice que podemos aproximar el conjunto de victoria dis-
criminante para Victor por conjuntos de victoria discriminante discreto para Victor del
sistema discreto (en tiempo) 6 utilizando apropiadas funciones g.

Zonas de captura y ecuaci6n de Isaacs (Metoda IV). Este ultimo metodo se
aplica. a juegos de persegidor-evasor discretos en tiempo (ver [13)).
Consideremos el sistema dinamico discreto (en tiempo) 6 y sea.TeRM un blanco cerra.do
dado. Definamos como en el metoda anterior G(x,u) = U g(x,u,v). EI metoda esta

vE\"

ba.sado en Ia.idea de Pontryagin de ir construyendo la.szonas de ca.ptura W" en donde
"ersula alcanza a Victor" (es decir el sistema ingresa al blanco) en n pasos. Estas zonas
de captura se obtienen ent-onces recursivamente de la siguiente manera:

Par otro lado se define una sucesion {U'" }nENo de funciones de RM en R de la siguiente
manera:
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ll'n~l (x) = minueu mBJ(vEI'Wn (g(x, u, Ii)) + c(x) 'Vn E No.) {a si x E T () {I si x rf; T
donde lL'o (:r = :xl si X f/; T Y c X = a si x E T

Si definimos w(.r) = limn_~oo wn(.r) entonces se puede demostrar con argumentos
cllisico. de programacion dinamica (ver [13J) que w(x) es el "min-max" numero de pasos
necesarios para que el estado del si..tema ingrese al blanco si la pos1cioninicial es x ( w(x)
es solucion de la ecuacion de Isaacs estacionaria). EI siguiente t·eoremll (demostrado en
;13)) establece la re/acion entre el metoda de las zonas de captura Y Ia ecuacion de Isaacs
estacionaria.

Theorem 5. Sea;r E RM.

i) Si x rf; U 1Vk entonccs lL'n(x) =:xl 'V n E No ( no capturabJe ).
kENo

ii) Si.r E U Wk, sea n eJ menor entero tal que x E Wn• Entonces eJ primer kENo
kENo

que verifica que Wk(X) # OC es n y'V pEN se cumpJe: n = wn(x) = Wn+I(X) = .-. =
1L'n~p(x).

Notemos que este teorema establece nn laze entre la interpretacion cuantitati\'a del
problema (calculo de la [unci6n valor a traves de la ecuacion de Isaacs estacionaria) y Ia
int.erpret.aci6ncnalitativa del mismo (calcular las zonas de captura).

2. RELACION ENTRE LOS METODOS
2.1, Metodos I y II. En esta seccion estudiaremos la re/acion entre 105 metodos I y
II .En primer lugar. notemos que la ecuaci6n 5 del metoda II puede escribirse de la forma:

Ik(X)=maxmin{(I+ AI k )-1 (~P(X,Y!U,V)lIk(Y)) +
I)€~' uEU L

L::lJi(X,U,V)! yEn"
;=1

Ia cual es "similar" a la ecuacion 4 del metoda I, si tenemos en cuent.a que (1+ h)-I:=! e-h

y l':.h :=! 1 - e-h y donde M k cumpIe el rol de h en la ecuacion 4. A pesar de
L::l/i(~,U.,,)I
i,.,l

queeste razonllmiento no es preciso el mismo nos conduce a hacer el siguiente planteo:
En [8] la condici6n:

lim kn = a (7)
Tt_+oo hn

es necesaria para demostrar la convergencia del metoda 1. Sin embargo, con el razo.-
namiento anterior, est,a condici6n no se verifica para el metoda II pues ~ = ~:

tlt,I •.•.•)1

ML:: Ifi(J:, u, v)1 y a pesar de esto el metodo II converge a la solucion de nuestro pro-
1=-1

blema (ver (141). Nos preguntamos ent-onces: Es la condici6n 7 una condiei6n necesaria
pllTa la convergencia del metoda I, a '" simplement.e una condicion (.ecnica para hacer



180 demostracion de 180 convergencia mas simple? La respuesta a esta prcgunta es que 180
condici6n 7 en realidad no P$ necesaria para la convergencia del metoda I) y esto sera
consecuencia de 105 siguienl.es tcoremas en dande relacionamos alas dos metodos.

Theorem 6, Sea Vkh(X) 1asoludon de 1aecuacion 4 (metodo I) y Vk(X) 1asolllcion de 1a
ecuacion.) (metodo II). Entonces limh_o V{(x) = Vk(x)

Notemos que este teorema nos dice qne el metodo II puede interpretarse como el caso
limite del metodo I cnanoo el paso h de la discretizacion en el tiempo del metoda I t.iende
a cero. El proximo teorema nos proporciona una cota para IIVk

h - Vk II en funcion de h y
k.

Theorem 7, Sea V;,h(x) 1asolucion de 1a eeuacion 4 (metoda I) y Vk(;c) 1asolllcion de 1a
ecllacion .) (metoda II) para todo h > 0 y k > O. Entonces para cada k > 0 existe una
cotlsta,nre Ck > a tij,l que: liVkh - ],1, II ~ Ck h \I h > O.

Las canstantes Ck del tcorema anterior tienen 180 propiedad no deseable de tender a
infinito cuando k tiende a cero. Sin embargo, podemos encontrar una constante C > 0
(independiente de k y h) tal que Ck ~ C. (k) para todo k > O. Entonces obtenemos 180
acotacion IIVk - VkhII :s c. a) a partir de 180 cual se puede probar que la condicion 7 no
es necesaria para 180 convergencia del metodo I .

2,2. Metodos III y IV, Aunque 105 metodos III y IV han sido desarrollados en forma
complct.amente separada y con herramientas matematicas diferentes, los mismos estan
estrechamente relacionados como veremos a continuacion. Consideremos nuevamente el
sistema dinamico discreto 6 y sea T C R M un blanco abierto (para estar bajo las hip6tesis
del metodo III de 180 teoria de Viabilidad). Definamos K = RM - T Y G(x, u) =
U g(x,u,v) \I u E U, \I x E RM. Sean entonces Kn 108 conjuntos definidos en el

vEV

metodo III de manera tal que: ~(K) = n Kn y sean Wn los conjuntos de
neNo

captura definidosen el metodo IV. Se demnesta entonces el siguiente teorema que relaciona
a ambos rnetodos:

Theorem 8, Sean Kn Y Wn 108conjuntos definidos arriba. Entonces Kn
RM - Wn \In E No

Recordemos (metodo IV) que a partir del caleulo de 105 conjuntos de captura Wn
se podian obtener aproximaciones a 180 funcion valor del juego. Por esto, y teniendo en
cuenta el teorema que acabamos de enunciar, 108 conjunt08 Kn tambien pueden utilizarse
con dicho fin. Esta conclusion no es tan evidente 801 estudiar el metodo III.

2.3, Metodos I y IV, Relacionaremos 180 tecnica de discretizacion en el tiempo de
180 ecnacion de Isaacs 2 dada aI estudiat el metodo I con los conjuntos de captura Wn

definidos en el metodo IV. Consideremos nuevamente el sistema dinamico discreto (en
tiempo):



el cual es una discrelizaci6n en el tiempo del sistema dinamico 1 utilizando la tecnica de
Euler can paso h > O. Sea ",Vo(;r) la funci6n valor superior de este juego y Co(x, u) =
U go(x, lL,V) = U X + hf(x, u. v) 'i u E U , 'i x E RM. Sean W~ 105 conjuntos

t'E\r l'E\'
de captura correspondientes aGo como estaban definidos en el metodo IV . El siguiente
teorenla vincula a 108 dos nh~todos '

3. CONCLUSIONES
Como r<"-sultado de la seccion anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:
1) El metodo II puede interpretarse como el caso limite del metodo I cuando el paso h de
la discretizacion del tiempo del mismo tiende a cern.
2) La condicion limn_oo ~ = 0 no es necesaria para la convergencia del metodo 1.
3) Aunque los metodos III y IV fueron desarrollados en forma completamente separada
y con herramientas matematicas diferentes los mismos estan estrechamente relacionados
pues calculan subconjuntos del espacio de estados que son complementarios.
4) Tanto el metodo III como el metoda IV pueden utilizarse para obtener aproximaciones
a la funcion valor del juego a pesar del enfoque cualitativo de los mismos.
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