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OPTIMIZACION DE FORMA DE PLACAS CARGADAS EN SU PLANO
MEDIANTE ALGORITMOS GENETICOS Y ELEMENTOS DE CONTORNO

Berardi Sensale, Alvaro Herrera y Alfredo Piria
Facultad de Ingenieria, Universidad de la Republica, Montevideo, URUGUAY.

RESUMEN
En este trabajo se aborda el problema de optimizacién de forma de sélidos
elasticos bidimensionales, considerando material isétropo y homogéneo, de cara a
obtener el peso minimo de la estructura limitando los valores de sus tensiones
maximas. '

Se aplica un Algoritmo Genético en la optimizacién de modelos de elementos de
contorno. Mediante la asimilacion de estructuras a cromosomas representados por
cadenas de bits y partiendo de una poblacion generada aleatoriamente, se efectiian
los procesos naturales de seleccion, cruce y mutacién. Se evoluciona asi, a través
de las generaciones, hacia la estructura optima.

Finalmente se presentan algunos ejemplos que ponen de manifiesto la validez de
la formulacion presentada.

ABSTRACT

In this work,the shape optimization problem for 2-D elastic isotropic solids is
formulated. The objetive function is the minimum weight desi'gn with limiting
values of maximum stresses.

A Genetic Algorithm to optimize boundary element models is discussed. The
models are represented by a bit string (chromosome), so we start with a
chromosome population created by random, then it is evaluated and the three trans
formation operators: selection, cross and mutation are applied to get a new
population and so on, until the best chromosome is reached.

Finally several examples and their conclusions are also presented.

INTRODUCCION

Las técnicas de optimizacion y de calculo numérico son uno de los campos mas estudiados en
la historia de la matematica aplicada, pero es sélo con la llegada de ordenadores mas potentes
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cuando estas técnicas se aplican al disefio optimo de estructuras. El objetivo final es obtener
disefios de estructuras con mejor comportamiento ante solicitaciones externas y con la
cantidad de material precisa para que se cumplan ciertos requisitos establecidos previamente.
En este trabajo nos limitaremos a minimizar el peso de la estructura con restricciones en
tensiones.

Para realizar el disefio 6ptimo de una estructura, en general se necesitan dos algoritmos: el
“Analizer” que realiza el andlisis estructural del sistema para un disefio dado y mediante el
cual se calculan las tensiones y deformaciones, permitiendo saber que restricciones son
violadas (por ejemplo las tensiones maximas por encima de la tension admisible) y en que
magnitud. Y el “Optimizer” que efectda la optimizacién y provea el nuevo disefio a estudiar, a
partir de la situacion ya analizada.

La aplicacién de los conceptos de la genética al campo de la optimizacién, se debe a
Holland{1] que en 1975 sent6 las bases de los Algoritmos Genéticos que fueron desarrollados
por Goldberg[2] al final de la década de los 80.

La optimizacion estructural de placas mediante la aplicacién de Algoritmos Genéticos como
“Optimizer”, ha sido abordada entre otros por Chapman et al.[3], Galante et al. [4], Duda [5]y
Estupinan et al. [6] empleando el Método de los Elementos Finitos como “Analizer”.

El trabajo que aqui se presenta, aborda el problema de la optimizacién estructural de placas
empleando a diferencia de los trabajos anteriores el Método de los Elementos de Contorno
como “Analizer” . Este método presenta, en comparacion con el Método de los Elementos
Finitos muchas ventajas para trabajar en optimizacion estructural, debido a su caracteristica de
trabajar solamente en el contorno, permitiendo de esta manera, manejar un volumen de
informacion relativamente pequefio, y concerniente exclusivamente al contorno, que en
definitiva es quien define la geometria. Ademas como interpola tensiones y desplazamientos
en forma independiente asegura una mayor precision en el calculo de las tensiones, asi como
una redefinicion de la malla entre iteraciones sencilla y poco costosa, pues solamente el
contorno de la pieza es discretizado.

Para la representacion de la forma, se utilizan variables de disefio las cuales son relevantes
para determinar la forma del contorno. En este trabajo, las variables de disefio son las
coordenadas de algunos puntos de la parte variable del contorno donde la forma debe ser
optimizada. Se define geometria del contorno en funcién de las coordenadas de dichos puntos,
por medio de funciones P —spline , siguiendo la metodologia presentada por Braibant et al.
[7] en su trabajo de optimizacién de estructuras bidimensionales con elementos finitos.

Las funciones spline cubicas hermitianas, tienen sus derivadas primera y segunda continuas,
curvatura media minima y son independientes de los ejes coordenados. Ademas presentan la
ventaja de poder controlar propiedades globales, de manera que el movimiento de cualquier
punto de control, que en nuestro caso son las variables de disefio, producira un cambio de
forma global antes que local evitando la consideracién de disefios impracticables. Estas
funciones entonces, se muestran apropiadas para trabajar utilizando un algoritmo genético,
pues tienen la caracteristica de poder representar adecuadamente formas geométricas
complejas con un numero minimo de parametros, las coordenadas de un numero definido de
puntos de control sobre la curva.
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METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

La ecuacion de partida del Método de los Elementos de Contorno en Elasticidad, es la
ecuacion integral de contorno [8], la cual expresa el vector desplazamiento #(Q) en un punto
Q de un dominio Q como una funcién de los vectores desplazamiento u(P), y tensién
t(P) enlos puntos P del contorno I' de dicho dominio, de la forma:

Cu(@)= [U(Q, PYH(P)dT - [T(Q, Pu(P)dT (1)
r r

donde U, T y Cson tres tensores de segundo orden cuya formula se encuentra en la
referencia [8] y estan determinados por la solucion fundamental de la ecuacién de Navier, las
tensiones correspondientes a dicha solucion fundamental y la situacién del punto O con
respecto al dominio Q respectivamente.

Para poder resolver numéricamente la ecuacion integral de contorno, se discretiza el contorno
I en elementos tales que dentro de cada elemento se pueden interpolar las componentes de los
vectores desplazamiento y tension a partir de sus valores nodales. En este trabajo se utilizaran
elementos con tres nodos (con variacion cuadritica) por lo cual , usando para los
desplazamientos y las tensiones las mismas funciones de interpolacion ¢ , se tendra:

3

U, =2 0" u" @

n=|

3
H=2 00" 3)

n=i

Aplicando la ecuacién integral de contorno tomando el punto O en cada nodo en los que se
discretizo el contorno e introduciendo las condiciones de borde del problema Elastico, se
obtiene finalmente un sistema algebraico de la forma

Ax=y C)

con incognitas en componentes de tensiones y/o desplazamientos, dependiendo de las
condiciones de borde

La ecuacion integral de contorno, permite calcula con precision los valores de los vectores
desplazamiento u, y tension ¢ en los puntos en que se discretizo el contorno, pero no brinda
la informacién suficiente como para calcular el tensor de tensiones en los puntos del contorno.
Sin embargo, también permite calcular las derivadas de las componentes del vector
desplazamiento # con respecto a la coordenada tangencialf , mediante las funciones de
interpolacién

3
W =3 0wt | ©)

n=1
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Para determinar el tensor de tensiones en el contorno, basta con aplicar la ecuacién (5), la ley
de Hooke, la férmula de Cauchy, y la formula de derivaciéon de una funcién compuesta para
obtener el siguiente conjunto de ecuaciones [9]

2uv
0',/=1_2v 8,84 T2, @)
, =o,n, (®)
al_a“" o, Q)
&  ox, o

donde o ; y €, son las componentes de las matrices asociadas con los tensores de tensiones

v deformaciones respectivamente, 1 es el médulo de elasticidad transversal, v el coeficiente
sson, 8, el delta de Kronecker , y », las componentes del versor normal saliente al
10.

.. o . . Ox
Para elasticidad bidimensional considerando que n, = a—g
las ecuaciones anteriores, determinan el siguiente sistema de siete ecuaciones algebraicas:

y ny,=— 2—2 [8], se deduce que

1 0 0 a O 0 —-x oy, 0
n 0 n, 0 O 0 0 C oy f
0 n, n, 0 O 0 0 c t
0 1 0-x O 0 u, = 0 (10)
0 0 0-n O n Uy, U
0 0 1t 0 -p-p O U, 0
o 0 0 0 -n, 0 m| U, , Uy,
donde a=-A-2p ;y A= 2pv
1-2v

La resolucion del sistema (10), para cada punto en que fue discretizado el contorno permite
determinar las componentes de la matriz asociada con el tensor de tensiones en cada uno de
estos puntos, asi como las componentes del tensor de deformaciones en el caso en que fuera
de interés, ya que también se conoce el gradiente de desplazamiento.

En este trabajo se necesita conocer en tensor de tensiones en los puntos del contorno para
poder calcular la tension de Von Mises.
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ALGORITMOS GENETICOS

Los algoritmos genéticos intentan emular en su desempefio la ley darwiniana de la
sobrevivencia del més apto. Se va simulando el transcurrir de poblaciones de individuos
donde el paso de una poblacion a la siguiente surge de la aplicacién de ciertos operadores
genéticos. Cada individuo tiene asignado una funcién de aptitud o funcién de mérito cuyo
valor numérico hace que a ese individuo se le apliquen los operadores genéticos con mayor o
menor probabilidad.

Por ejemplo individuos con valores de la funcién de mérito bajos son poco probables a ser
seleccionados para tener descendientes.

La aplicacion del algoritmo genético va generando, en general, poblaciones donde el valor
promedio de las funciones de mérito de sus integrantes va creciendo. Tal motivo hace que la
aplicacion de estos algoritmos a problemas de maximizacién o minimizacién de funciones
genere buenas soluciones y en muchos casos valores que se apartan, luego de generar varias
poblaciones, del valor éptimo del problema en menos de digamos 5%, apartamientos
totalmente aceptables en el contexto de la practica de la ingenieria.

max f(x)
El problema que se intenta atacar seria pues : g(x<0 i=12..,m
xeD
Aqui f(x) es una funcién real de variable x = (X , X; , ....... X, ). Las x; son las variables de

disefio. Habiaremos del vector x como de un disefio pensando en el contexto de que dar x
define o fija un sistema estructural. La informacién que aporta x puede ser del tipo 4reas de
ciertos elementos, dimensiones geométricas o coordenadas de ciertos puntos.

Se impone por un lado que estas variables de disefio pertenezcan a un cierto conjunto D (por
¢jemplo que sean positivas o que D sea un conjunto finito o discreto) y por otro lado que se
verifiquen restricciones del tipo g; (x) < 0. El calculo de estas ultimas puede implicar el
analisis estructural de un sistema si por ejemplo la restriccién se corresponde con la exigencia
de que la tension en cierto punto del sistema estructural no supere un valor admisible o bien
que un desplazamiento sea menor que cierto valor prefijado.

A los efectos de la aplicacion del algoritmo genético se define el siguiente problema :

i=m

®,) max f(x)-puy g(x)

_ 0 si x)<0
donde gf(x)={ &9

&(x) si g(x)20
xeD
y # 20 esuncoeficiente de penaliza-
cion.
Se dice que ( £, ) es el problema penalizado ( por las restricciones no verificadas por x ).

Se demuestra, bajo condiciones bastante generales, que la solucién del problema ( B, ) tiende
a la solucién del problema planteado originalmente cuando p —> +w .
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Se puede pues pensar en resolver el problema ( £, ) para valores crecientes de p , parando

cuando no haya una mejora apreciable del valor de la funcién f de un problema al siguiente o
bien cuando se considere que las restricciones g; (x) estén practicamente satisfechas.
Por Poblacion se entendera un conjunto finito de disefios. O sea cada individuo es un disefio.

Asociamos a cada individuo un numero real que mide su aptitud. Para el problema ( £, ) sera
i=m

el valor de la funcién  f(x) - p.z g:(x) (el valor de f penalizado con las restricciones que
i=i

no se cumplen en x). La poblacion inicial se generara aleatoriamente. Se crearan individuos

que verifican la condicion de pertenecer al conjunto D. Estos individuos (disefios) en general

no verificaran todas la restricciones g ; (x) £ 0, con lo cual su aptitud no serd f (x) sino un

valor menor.

La idea no es retirar estos individuos de la poblacion sino meramente dejar que operen ciertos
operadores genéticos que promuevan la supervivencia y descendencia de los individuos mas
aptos.

Las caracteristicas mas salientes de un algoritmo genético son :

1) Representacién cromosomal de los individuos.

2) Generacion de la poblacién inicial.

3) Funcidn de aptitud de cada individuo.

4) Operadores genéticos que permiten pasar de una poblacién a la siguiente.

Pasemos a describir brevemente cada una de estas caracteristicas.

Representacion cromosomal de los individuos

La idea es representar cada disefio x como una tira de ceros y unos ( un byte de largo fijo).
Un ejemplo ilustrara lo anterior.

Supongamos un reticulado espacial de 26 barras. Cada barra es un perfil L. El fabricante
provee 16 tamafios distintos de perfiles L.

Para este caso un disefio es representable como un byte de largo 104. Los primeros 4 bits se
pueden mirar como la representacién en binario de el tipo de perfil elegido para la barra
ntmero 1. Los ultimos 4 bits de los 104 serfan la representacion en binario del tipo de perfil
elegido para la barra niimero 26. Analogamente cualquier byte de largo 104 se puede
decodificar como un reticulado espacial de 26 barras donde cada barra es un perfil L tomado
de una lista de 16 posibilidades.

Generacion de la poblacién inicial

Si cada individuo es un byte de tamaiio k, entonces una poblacién de r individuos se puede
representar como una matriz de ceros y unos de r filas y k columnas. Cada individuo de la
poblacién seria una fila de esa matriz.

Generar aleatoriamente una poblacion inicial consistiri entonces.en generar aleatoriamente
una matriz de ceros y unos. Si se tiene disponible una funcién que cada vez que es invocada
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devuelve un nimero entre 0 y 1 con distribucion uniforme (por ejemplo), redondeando al
entero mas cercano podemos ir generando aleatoriamente ceros y unos.

Funcién de aptitud de cada individuo

Para cada fila de la matriz anterior se pasa a decodificar ese byte para obtener el disefio x.
Se procede al calculo de f(x) y de las g; (x) que permiten calcular el valor de la aptitud de ese

i=m ~

individuo, o sea el valorde f(x) — pz gT,(x)

i={

Operadores genéticos que permiten pasar de una poblacién a la siguiente

Los operadores genéticos basicos son : Seleccién, Cruce y Mutacion

Seleccion :

Mutacién :

Consiste en seleccionar aquellos individuos que van a tener descendencia.
A tal efecto hay que disefiar una metodologia que seleccione en forma aleatoria
individuos de forma tal que los individuos con mayor aptitud tengan mas proba
bilidades de ser seleccionados. A su vez estos individuos que fueron selecciona
dos se puede decidir por ejemplo que pasen directamente a la poblacion siguiente
o no necesariamente. Una forma sencilla, en este caso deterministica, es
seleccionar la mitad mas apta. ’

Sobre el conjunto generado por el operador de Seleccién se procede a elegir alea
toriamente parejas de individuos. Se decide con cierta probabilidad p (por ejemplo
p = 0.8 ) si esa pareja elegida tendra efectivamente descendientes. En caso que si
se procede al cruce de los 2 bytes. Una forma sencilla de hacerlo consiste en elegir
aleatoriamente un nimero s entre 1 y k. El primer hijo se arma con los s primeros
bits del primer padre y los (k - s) ultimos del segundo padre. El segundo hijo se
arma con los primeros s bits del segundo padre y los (k - s) Gltimos bits del primer
padre. Se puede proceder a calcular ya para estos nuevos individuos el valor de su
aptitud.

Una decisién importante es si se va trabajar con poblaciones de tamaiio fijo o de
tamafio variable. En el primer caso hay que decidir a quien le quitan el lugar en la
poblacién. Una posibilidad es que ocupen el puesto de los que tienen aptitudes mas
bajas. :

Con cierta probabilidad q (pequefia) un individuo cualquiera puede mutar
(cambiar).

Una forma sencilla de implementar un operador de mutacién puede ser el de elegir
aleatoriamente un namero s entre 1 y k. Si en esa posicién hay un 1 poner un 0
y si hay un O poner un 1.

Se puede proceder a recalcular la aptitud de este individuo.

El algoritmo genético entonces partiendo de una poblacion inicial de disefios calculard la
aptitud de cada individuo y aplicard los operadores genéticos para obtener la siguiente
generacion.
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A los nuevos individuos que surjan les calculara su aptitud. De este forma ird generando
sucesivas poblaciones. En cada una de estas se puede mirar el valor de la aptitud del individuo
mas apto.

La condicién de parada de algoritmo puede ser el que este ultimo valor no mejore
significativamente en digamos 3 o 4 poblaciones sucesivas.

RESULTADOS

Ejemplo A :Placa con hueco eliptico

FORMA OPTIMA DE PLACA CON HUECO
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0.00E+00 900000000000 d

0.00E+00 1.00E+00 2.00E+00 3.00E+00 4.00E+00 5.00E+00 6.00E+00 7.00E+00 8.00E+00

Figura 1

En este ejemplo se considera una placa cuadrada de lado 2w con un hueco eliptico central
sometida a una tension biaxial uniforme como se muestra en la figura anterior.

En las direcciones de los ejes x e y actGan cargas de traccion de valores 2p y p

respectivamente. Debido a la simetria del probiema, se discretiza solamente la cuarta parte de
la placacon 38 elementos cuadraticos como se indica en la figura. El algoritmo genético va
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generando distintas parejas de semiejes. Se manejo una poblacion de 160 individuos y cada
cromosoma era de largo 12 { 6 bits para el primer semieje y 6 bits para el segundo semieje).

Se considero una restriccion sobre la tensién de von Mises, la cual no podia superar el valor
4p en ningin punto de la placa. Se intenta hallar la placa de peso minimo que verifique
estarestriccion en las tensiones.

El algoritmo genético, luego de generar unas 16 poblaciones, obtiene combv mejor disefio el

que tiene semiejes 0.6094w y 0.3281w. La correspondiente arrea es de valor 3.3718w%.
Este valor difiere en un 3% del obtenido por Yamazaki et al. [10]

Ejemplo B :Mensula con carga uniforme

D
Im
A B
5m
Figura 2
FORMA OPTIMA DE MENSULA CON CARGA UNIFORME
2.006+00
c s e

1.50E+00 seo "’ .’

> PR IR
1.006+00 .

- L]
500601 4 R
- *

0.00E+00 a2

0Q.00E+00 1.00E+00 2.00E+00 3.00E+00 4.00E+D0 S5.00E+00 6.00E+00 7.00E+00 B.OOE+00 9.00E+00  1.00E+01

Figura 3

En este ejemplo se considera una ménsula sometida a una presién vertical uniforme en la cara
superior de 0.1 MPa como se indica en la figura anterior.

Se pretende hallar la forma del lado inferior de manera tal que la ménsula tenga peso minimo
y se verifique una restriccion en las tensiones de Von Mises a 9.1 MPa. El punto B puede
desplazarse sobre la vertical, quedando los pintos a, C y D fijos. El perfil del lado inferior
queda definido a partir de 5 puntos cuyas absisas estan igualmente espaciadas, y cuyas
ordenadas son determinadas por el algoritmo genético. A partir de estos S puntos el perfil
queda definido por medio de una interpolacion con splines cubicas.

El contorno se discretizo con 76 elementos cuadradillos. A los efectos de comparar el
resultado obtenido con el dado por Tafreshi [11], los nodos correspondientes al borde
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empotrado DA, se modelaron con apoyos deslizantes excepto el correspondiente al punto A
que se considero fijo.

En el algoritmo genético se considero una poblacién de 160 individuos, siendo cada
cromosoma de largo 25 ( 5 bits para la absisa de cada uno de los 5 puntos de control). En 1280
iteraciones se obtuvo el mejor disefio (indicado en la figura) en el cual el peso de la mensula
sufri6 una reduccion del 52% respecto del disefio rectangular, lo cual mejora la reduccion del
43% dada por Tafreshi [11].
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