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Se presentan los resultados de la soluci6n simultanea de las ecuaciones de un
modelo poro-elastohidrodinimico de junta sinovial a traves de una tecnica
computacional basada en el metodo de elementos finitos-Galerkin que ha
permitido extender el rango de valores explorados en el parametro represen-
tativo de la porosidad de los cartilagos respecto de otras metodologias. Los
resultados muestran que el factor de fricci6n disminuye a medida que crece
el parametro de porosidad, a la vez que se acrecienta el efecto de autolu-
bricaci6n debido a que los cartilagos exudan practicamente todo el fluido
necesario para permitir la lubricaci6n de la junta.

The results of the simultaneous solution of the equations of synovial joint
Poro-elastohydrodynamic model, obtained by a computational technique
based on Galerkin-Finite Element method are presented; this technique has
allowed to extend the range of explored values of the cartilage porosity in
relation to other solution techniques. The results shows a reduction in the
friction factor as the porosity parameter increases; at the same time a self-
lubrication effect arises owing to cartilage exudation which provides almost
the total fluid necessary to permit the joint lubrication.

Las articulaciones de los vertebrados, tambienllamadas juntas sinoviales, son contac-
tos lubricados que poseen la particularidad de trabajar en distintos modos de fun-
cionamiento (arranque, movimiento pleno, parada) y distintos regimenes de cargas



(estatica, dinamica) con elevada performance, especificamente, con muy bajos coefi-
cientes de friccion (del orden de 10-3) [1]. Su larga vida en buenas condiciones de
operacion hacen de las juntas sinoviales un interesante objeto de estudio que mas alia
de su complejidad fisiologica, pueden indagarse a traves de las leyes de la mecanica a
las cuales estan subordinadas.
Dentro de las distintas fases del movimiento alternante de una articulacion, la de
movimiento pleno muestra un comportamiento mecanico analogo al de los cojinetes
de maquinas. Es decir, los solidos debido a su movimiento arrastran un fluido viscoso
por un canal estrecho originando en el seno del fluido una distribucion de presion que
soporta la carga evitando que aquellos se toquenj a su vez la presion del fluido inter-
actua deformandolos. Los sistemas que present an estas caracteristicas se conocen con el
nombre de Elastohidrodinamicos (EHD) y sus ecuaciones representativas [2Jusualmente
se toman como base para modelar el comportamiento de las juntas sinoviales.
Existe, empero, otra caracteristica fundamental de las articulaciones que ha sido seiiala-
da como principal responsable en la formacion de la pelicula lubricante: la porosidad de
los cartilagos [3J. En virtud de sus poros los cartilagos son capaces de exudar fluido por
compresion 0 absorberlo por expansion variando las condiciones locales de la lubricacion
de la junta. Debido a ello las juntas sinoviales, mas que como sistemas EHD, deben
considerarse como sistemas Poro-Elastohidrodinamicos (PEHD).
Recientemente Corvalan y colaboradores [4], a traves de un simple modelo PEHD de
junta sinovial, han mostrado las variaciones en el comportamiento del sistema que la
porosidad de 105 cartilagos induce frente al caso EHD no poroso. Estas variaciones
basicamente son: aumento del canal de flujo en la mayor parte del contacto y variaciones
del caudal circulante por dicho canal debido a la exudacion 0 absorcion de fluido en las
regiones de compresion 0 descompresion. Sin embargo, el analisis de estos fenomenos
fue limitado por la metodologia utilizada para la solucion de las ecuaciones del modeloj
la misma solo permitio obtener resultados para valores muy pequeiios del parametro
representativo de la porosidad de la junta.
En este trabajo se obtienen soluciones del modelo planteado en [4] con una tecnica
computacional que ha permitido resolver problemas similares relacionados con 105 co-
jinetes de friccion [5] y el recubrimiento de papel [6] entre otrosj esta tecnica se basa
en la solucionsimultanea de las ecuaciones utilizando el metodo de Elementos Finitos-
Galerkin, el metodo de Newton, discretizacion adaptable y continuacion parametrica.

De las caracteristicas previamente detectadas de los sistemas PEHD, el aumento del
canal de flujo como consecuencia del aumento de porosidad sugirio la posible dismi-
nucion de los efectos de friccion en el contacto. Los resultados que aqui se presentan
permiten conflrmar dicha presuncion al mostrar el descenso del factor de friccion y el
afianzamiento del fenomeno de autolubricacion a medida que el parametro de porosidad
crece en cierto entorno.

EI sistema de ecuaciones esta fundado en las leyes de conservacion de masa y cantidad
de movimiento aplicadas al contacto lubricado represent ado en la figura 1. Esta figura
es una abstraccion f{sica de la compleja conjuncion entre huesos, cartilagos y liquido
sinovial donde los huesos se comport an como materiales rigidos y los cartilagos como
materiales muy deformables y porosos que, a pesar de su complejidad constitutiva, seran
tratados como solidos con propiedades mecanicas isotropicas [7]. EI fluido sinovial que
es una mezcla de acido hialuronico y plasma, actua como lubricante de la junta y posee



caracteristicas ,·iscoelastica.s [8] pero, por razones de simplicidad sera modelado como
un fiuido newtoniano [7].

Figura 1: Representaci6n simplificada de la region de contacto lubricado de una junta
sinovial.

EI modelo y sus ecuaciones representativas han sido detallados en [9J; estas ultimas se
exponen seguidamente en su forma adj.mensional.
EI canal de fiujo esta dado por:

donde d( x) es la deformacion total, 2 ho el cruzamiento de los solidos en estado indefor-
mado y las longitudes caracteristicas adoptadas en las direcciones X e Y son (RL)1/2 y L
respectivamente, siendo R el radio equivalente del contacto y L el espesor del cartilago.
La ecuacion para obtener el campo de presiones en el contacto es la ecuacion de
Reynolds, que en virtud de 10 mostrado en [10] se ha tornado en su formulacion in-
tegral: r h - 2q

p(x) = 12 i-co ~ dx

donde se han definido la presIon y el caudal adimensional como p = ~~ (it) 1/2 y

q. = f1!r, siendo f.l la viscosidad del fiuido y V la velocidad media de los solidos.
La distribucion de presion debe satisfacer como condiciones de contorno las siguientes:
lejos de la linea de centros hacia la entrada del canal esta debe tener el valor ambiental
y luego de haber desarrollado su perfil de variaci6n al llegar a la salida del canal en
un punto cuya ubicacion se desconoce (x), la presion debe retomar el valor ambiental
con pendiente nula para evitar que se induzcan presiones subambientes que causen la
cavitacion del fiuido [2]. Estas condiciones de borde reciben el nombre de condiciones
de contomo de Reynolds y simb6licamente son:

dp
p=-=o

dx



La determinacion de la ubicacion de x implica una complicacion adicional que se resuelve
a traves de la ecuacion que satisface la condicion de gradiente de presion nulo en x; es
decir:

La satisfaccion de la condicion de presion nula (ambiental) en x en la ecuacion (2),
permite determinar el caudal de entrada qe ( -00) al cual estaran relacionados los valores
de qe en el resto del contacto como se vera mas adelante:

o = 1" h - 2qe dx
h3

-00

La deformacion total, segun el modelo elastico de columna [7], result a proporcional ala
presion:

d d N ~(R)1/2 E" (I-v) EEl 'd 1 d 1 "d don e e = L E" r Y = (1-2 v) (l+v) , Y v son e mo u 0 e e astici a Y

el coeficiente de Poisson de los cartilagos respectivamente.
Por ultimo, para satisfacer la continuidad del flujo masico de lubricante, el caudal
circulante en cada seccion del canal estara conformado por el caudal de ingreso al
contacto qe ( -00) Y el caudal exudado 0 absorbido por los cartHagos. En variables
adimensionales se tiene:

1
qe(x) = qe( -00) +:2 B p(x)

donde B es la porosidad superficial de los cartilagos, 0 bien la fraccion de fluido inters-
ticial capaz de ser exudado. En adelante B sera Hamado "factor de exudacion" y sera
tratado como un parametro puesto que no se conoce su valor.

Factor de fricci6n:
La carga por unidad de ancho axial actuante sobre el contacto es una fuerza normal a
las superficies articulares y esta daaa en variables adimensionales por:

w =1: p(x) dx

mientras que las fuerzas tangenciales de friccion en cada una de dichas superficies estan
dadas por la integral del esfuerzo cortante en toda la extension del contacto. En variables
adimensionales son:

fJ,2 = 1" 71,2 dx
-00

donde los subindices 1 y 2 indican las superficies inferior y superior respectivamente.

El esfuerzo cortante puede determinarse a traves de la aproximaci6n de lubricacion
entendiendo el canal en cada posicion como dos placas paralelas separadas por una
distancia igual a la altura del canal en dicha posicion. En variables adimensionales
result a:

h-2qe 2Nf
71.2 = 'f 6 Nf -h-2- + -h-



donde Nf = (Lj R)1/2

Por ultimo, se define el factor de friccion en cada superficie articular como el cociente
entre la fuerza de friccion y la carga actuante sobre el contacto [11], es decir:

El sistema PEHD de junta sinovial present ado ha sido resuelto previamente [4] a traves
de una metodologia de solucion simultanea fundada en el metodo integrador de Gear
para ecuaciones diferenciales con algunas variantes particulares para este problema como
10 son: la integracion hacia atras (entre x y -00) y un lazo de Newton para ajustar
el caudal qe( -00) de forma de satisfacer la condicion de contorno para la presion a
la entrada del contacto. Dicha metodologia es computacionalmente muy rapida, sin
embargo, la convergencia dellazo de Newton es dificultosa aun para bajos valores del
parametro B, a tal punto que fue imposible obtener soluciones para valores superiores a
4 x 10-3.

A fin de explorar el comportamiento del sistema a mayores valores del parametro de
exudacion en este trabajo se implemento la tecnica de resolucion basada en:
1) Discretizacion de las ecuaciones por el metodo de Elementos Finitos y los residuos
ponderados de Galerkin.
2) Solucion simultanea de las ecuaciones por medio del metodo de Newton.
3) Discretizacion adaptable. En este caso en funcion de la posicion de la frontera
desconocida X.

4) Control del paso del parametro y continuacion parametrica.

La metodologia tiene su origen en los aiios '80 con el advenimiento de las grandes com-
putadoras y con el estudio de problemas de flujo con superficies libres relacionados con
procesos de recubrimiento. El manejo de la frontera libre x y la adaptabilidad de la dis-
cretizacion nodal en funcion de ella consiste en una implementacion unidimensional del
metodo de los spines ereado para la localizacion de las superficies libres antes referidas
[12].
Los nodos cuya posicion se varia en cada iteracion, de acuerdo a la localizacion de la
frontera de descarga, son los que se encuentran desde el centro del dominio hacia la
frontera de salida mientras que 105 restantes se mantienen fijos. Mayores detalles de la
implementacion de esta discretizacion adaptable puede verse en [5]donde la metodologia
de solucion aqui empleada se utilizo exitosamente para la solucion del problema de
contacto lineal en su formulacion EHD.

Los resultados que se present an fueron obtenidos para un grupo de parametros flsicos
y operativos representativos de una rodilla humana (Tabla I [7]) y corresponden a 105

mismos numeros adimensionales Ne, Nf y ho, siendo el parametro diferenciador de 105

mismos el factor de exudacion B. Las predicciones, fueron obtenidas con una distribucion
nodal de 140 nodos ejecutando el codigo computacional desde el estado de cargas muy
bajas tal como se ha hecho en [5]. Un est ado de cargas bajas esta represent ado por un
valor de ho positivo (por ej. 0.4), en estas condiciones la front era libre (x) se ubica muy



proxima a la linea de centros y tanto las presiones como las deformaciones resultantes
son despreciables, 10 que permite que el uso de una estimacion inicial de valores nulos
sea satisfactoria para la convergencia del metodo de Newton.

Despues de la primer a convergencia, se obtienen nuevos resultados a traves de un proceso
de continuacion parametrica disminuyendo ho hacia valores negativos hasta llegar a un
valor de carga tipico para la articulacion en estudio. A partir de alii, manteniendo
constante ho, se realiza continuacion parametrica de forma de aumentar el parametro
(J desde un valor nulo hasta llegar a un valor limite donde la iteracion de Newton deja
de converger. Dicho valor limite de (J disminuye a medida que se incrementa la carga
soportada; esto es para valores de ho mas negativos.

R 0.7m
V 0.0191 m/seg
j.L 0.01 Pa seg
E 16 x 106 Pa
1I 0.4
Ho 0.2451 x 10-4 m
L 1.2 x 10-3 m
(J 0.02
W 5.715 x 103 N/m

EI intervalo de variacion del parametro de exudacion que ha sido explorado es pequeno,
el maximo valor para el cual se obtuvieron resultados es 0.04; no obstante, este valor es
un orden de magnitud mayor que el obtenido en [4].
En las figuras que siguen se comparan tres resultados correspondientes a tres valores
de (J, dos de ellos pertenecientes a estados extremos como el de (J = 0 (no poroso) y
(J = 0.04, y el restante corresponde a un factor de exudacion intermedio (J = 0.02 tornado
como base para la comparacion.
Las figuras 2 a 5 present an un comportamiento del sistema analogo al mostrado en [4].
La figura 2 muestra la distribucion de presion para los tres valores ya senalados del factor
de exudacion, puede observarse que la presion (y como consecuencia la carga soportada)
es casi insensible alas variaciones de (J. Sin embargo, estas alteraciones minimas de la
presion producen alteraciones significativas tanto en el canal de flujo como en el caudal
de Iiquido que fluye en dicho canal.
La figura 3 muestra los canales de flujo correpondientes a las presiones de la figura 2.
Se ve con claridad como el canal pasa de ser levemente convexo cuando (J = 0 a ser cada
vez mas concavo y mas estrecho a la salida a medida que (J aumenta. Por ejemplo, para
la porosidad base el canal ha aumentado en el centro (x = 0) un 50% y en la salida,
donde se encuentra el minimo, se ha estrechado un 38% respecto del canal no poroso.
Es notorio el cierre del canal en la zona de salida de flujo al aumentar el parametro de
exudacion; como se vera inmediatamente este efecto se debe a la fuerte disminucion del
caudal de entrada que se produce al aumentar los valores de e y dado que el caudal de
salida debe ser igual al de entrada el sistema satisface este requerimiento reduciendo la
secci6n de paso.
La figura 4 muestra las variaciones del caudal circulante a 10 largo del contacto con el fac-
tor de exudacion. Puede entenderse ahora que los ensanchamientos que sufre el canal en
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la zona central del contacto vistos en la figura 3, resultan necesarios para permitir la cir-
culacion de los correspondientes caudales; estos crecen fuertemente respecto a los valores
de ingreso al contacto debido a la exudacion de los cartilagos. Asimismo, la reduccion
del caudal de entrada/salida alcanza cuando () = 0.02, un 30.9% respecto del caudal
existente para ()= 0 y dicha reduccion llega al 89.9% cuando ()= 0.04. En sintesis, las
predicciones mostradas en la figura 4 indican que el fenomeno de exudacion/imbibicion
induce en el sistema un funcionamiento de autolubricacion, obteniendose parte del flu-
ido necesario para la formacion de la pelicula lubricante a expensas del contenido en los
cartilagos, y que esta caracteristica se acentua al aumentar el factor de exudacion.

La figura 5 muestra la velocidad con que los cartilagos exudan 0 absorben fluido (dqe/dx)
en los intervalos de gradiente de presion positivos, y los intervalos de gradiente de presion
negativos respectivamente. Como las curvas de presion no son simetricas respecto a la
linea de centros, las velocidades de exudacion y absorcion no son iguales. Sin embargo,
como todo el caudal exudado debe ser luego absorbido para satisfacer la conservacion
de masa, el area que encierran las velocidades de exudacion debe ser igual a la que
encierran las velocidades de absorcion.
EI computo de los factores de friccion rPl,2 revelo valores pequeiios en concordancia
con mediciones experimentales, pero ademas muestran una caracteristica descendente
respecto del aumento del factor de exudacion en la mayor parte del intervalo de variacion
de este como puede verse en la figura 6.
Mientras el factor de fricc;ion rPl desciende un 34% entre () = 0 y () = 0.029, rP2 des-
ciende alrededor de un 15% entre 0 y 0.018 del mismo parametro. Este descenso esta.
relacionado fundamentalmente con el aumento del canal en la mayor parte del contacto
como se ve en la figura 3; los factores de friccion minimos que se observan sugieren
entonces la existencia de un canal de flujo optimo y por 10 tanto una porosidad optima
para cada una de las superficies de los solidos en contacto.
La recuperacion de ambos factores de friccion despues de alcanzar los valores minimos, se
debe a que luego de cada canal optimo, la zona de estrechamiento al final del contacto se
vuelve tan pronunciada que el aumento de la friccion en esa zona supera la disminucion
de la friccion que se experimenta en la region de ensanchamiento del canal (ver figura
3).
Las predicciones del modelo en cuanto al estrechamiento del canal en la zona de descarga
con el aumento del parametro de porosidad son, cuanto menos, sugestivas. En primer
lugar, a medida que el valor de () se aproxima a 0.04 se not an problemas en la con-
vergencia del metodo iterativo que son parcialmente super ados mediante el uso de una
discretizacion mas refinada en la zona donde el canal de flujo se cierra. Sin embargo,
las dificultades aumentan a medida que el cierre progresa hasta llegar a un punto donde
el metodo de Newton deja de converger. Una de las razones mas evidentes para que
ello suceda tiene su origen en la ecuacion (2) donde el denominador del integrando es el
cubo de la altura del canal; es claro que a medida que h -. 0 puedan aparecer problemas
numericos.
No obstante, es probable que el cierre del canal de descarga y los problemas numericos
que conlleva, no sean mas que una manifestacion de la perdida de validez del modelo
(y /0 de las condiciones de contorno supuestas) a medida que se incrementa el factor
de exudacion. Este es un problema aun no dilucidado y que al presente esta. siendo
objeto de estudio; en consecuencia, los resultados presentados, particularmente aquellos
obtenidos en condiciones extremas, deben ser tornados con resguardo.

Remitiendonos a las predicciones obtenidas para valores del parametro de exudacion ale-



J. Di Paolo, C. M. Corvahin, F. A. Saita

jados del valor extremo de 0.04, podemos concluir que el modelo sugiere que el fen6meno
de exudaci6n/imbibici6n resulta beneficioso en cuanto induce un funcionamiento autolu-
bricante y produce la disminuci6n del coeficiente de fricci6n con que las mismas trabajan.
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Se han present ado los resultados de la soluci6n simultanea de un modelo PEHD de junta
sinovial alcanzados mediante una tecnica computacional que ha mostrado ser efectiva
en mayores rangos de variaci6n del factor de exudaci6n que los obtenidos con otras
metodologias. En virtud de ello y a pesar del simple modelo utilizado, las predicciones
del mismo sugieren que el proceso de exudaci6n-imbibici6n de fluido por parte de los
cartilagos seria uno de los mecanismos que induce el fen6meno de autolubricacion y
los bajos coeficientes de fricci6n caracteristicos de las articulaciones oseas. EI modelo
de articulaci6n propuesto puede considerarse valido para bajos valores del factor de
exudaci6n; a medida que este aumenta dicha validez es cuetionable y debera ser objeto
de estudios adicionales.



En trabajos futuros se espera resolver un modelo PEHD de junta sinovial como el pre-
sentado, que contenga ademas las ecuaciones que modelen el fenomeno de filtracion del
fluido sinovial que producen 105 cartilagos. Estos, al no permitir el ingreso de las macro-
moleculas de acido hialuronico en 105 microporos de 105 mismos producen, por variaci6n
de concentracion, variaciones en la viscosidad local delliquido sinovial y par ende sobre
todas las variables del sistema. Asimismo, se pretende extender el modelo PEHD y
la metodologia de soluci6n al caso bidimensional denominado "contacto puntual" para
estudiar las articulaciones a traves de model os mas realistas y en particular, las coyun-
turas con geometrias claramente bidimensionales como por ejemplo la existente entre la
cadera y la cabeza del femur que impiden totalmente su aproximaci6n unidimensional.
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