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EI analisis y diseno de tomas de tierra de subestaciones electricas requiere
el calculo de la distribucion de potencial en la superficie del terreno -por
motivos de seguridad humana-, y la determinacion de la resistencia equiva-
lente del sistema de tierra -para garantizar la proteccion de los equipos-
cuando tiene lugar una situacion de fallo [1].

En este articulo se present a una formulacion numeric a basada en el Metodo
de Elementos de Contorno para el ca.lculode tomas de tierra de subestaciones
electricas incorporando modelos de suelo no uniformes. La formulacion se ha
derivado especialmente para modelos de terreno de dos capas, dado que es
el modelo mas ampliamente aceptado para el analisis de casos practicos.
La viabilidad de esta formulacion de elementos de contorno se demuestra
mediante la resolucion de un caso de aplicacion real, obteniendose resultados
de gran precision para la resistencia equivalente y la distribucion del potencial
en la superficie del terreno con requerimientos computacionales aceptables.

Analysis and design of substation grounding requires computing the distribu-
tion of potential on the earth surface -for reasons of human security- and
the equi'alent resistance of the earthing system -for reasons of equipment
protection- when fault conditions occur [1].

A new Boundary Element approach for the numerical computation of substa-
tion grounding systems in nonuniform soils is presented in this paper. The
formulation is specially derived for two-layer soil models, which are widely
considered as adecquate for most practical cases. The feasibility of this BEM
approach is demonstrated by solving a real application problem, in which ac-
curate results for the equivalent resistance and the potential distribution on
the ground surface are obtained with acceptable computing requirements.

En las ultimas tres decadas se han propuesto un numero import ante de metodos para
el calculo y diseno de tomas de tierra de grandes instalaciones electricas. La mayor
parte de estas tecnicas estan basadas en trabajos semiempiricos 0 fundamentadas en
ideas intuiti'-as. tales como la superposicion de fuentes puntuales de corriente 0 de
promediado del error [2]. Aunque el desarrollo de estos metodos ha significado un



import ante avance en el analisis y calculo de sistemas de puesta a tierra, se han cons-
tatado una serie de problemas importantes: Aplicacion limit ada a disposiciones muy
simples de los electrodos de tierra en modelos de suelo uniforme, elevados requerimientos
computacionales, resultados poco realist as cuando se aumenta la segmentacion de los
conduetores, e incertidumbre en el margen de error [3].

En los liltimos aiios, la formulacion numerica basada en el Metodo de Elementos de Con-
torno desarrollada por los autores [4]ha permitido identificar esta familia de metodos
intuitivos como el result ado de introducir ciertas hipotesis simplificativas en la formu-
lacion general de elementos de contorno con el fin de reducir su coste computacional,
para elecciones especificas de las funciones de prueba y de test. De este modo, se ha
podido explicar matematicamente el anomalo comportamiento asintotico de esta clase
de metodos, y se han apuntado las diversas fuentes de error [5]. Por otra parte, esta
formulacion general de elementos de contorno ha sido aplicada con exito, y con un coste
computacional muy razonable, en el analisis de grandes sistemas de tomas de tierra de
subestaciones electricas [6].

El fenomeno fisico de la disipacion de corriente electrica en el interior de un terreno a
traves de una malla de electrodos de tierra puede analizarse mediante la Teoria del Elec-
tromagnetismo de Maxwell [7]. Asi, limitando el analisis a la obtencion de la respuesta
eleetrocinetica en estado estacionario, y despreciando la resistencia electrica interna de
los conduetores de tierra, el problema 3D asociado puede escribirse de la forma

divO" = 0, 0" = -I gradY en Ej
O"tnE = 0 en f Ej V = Vr en f; V ---> 0, si Ixl -> 00;

siendo E el terreno, 1 su tensor de conduetividad, f E la superficie del terreno, nE su
versor normal exterior unitario y f la superficie de los eleetrodos de tierra [4,5].

La solucion de este problema proporciona el potencial V y la densidad de corriente
0" en un punto arbitrario x cuando el electrodo de tierra adquiere un potencial Vr -
"Sobretension de Tierra" 0 Ground Potential Rise, GPR- respeeto a un punto de una
puesta a tierra remota. Dado que V y 0" son proporcionales al valor de la Sobretension
de Tierra, la condicion de contorno Vr = 1 no es en absoluto restrictiva, por 10 que se
empleara en 10 sucesivo.

En estos terminos, la densidad de corriente de perdida 0" que emana de un punto ar-
bitrario de la superficie de los electrodos, la Intensidad Total de corriente que emana
de la toma de tierra Ir Y la Resistencia Equivalente del sistema electrodo-terreno Reg
pueden escribirse como

Ir = J lr 0" df,
Vr

Reg = Ir'

En la mayoria de los metodos propuestos hast a este momento se asume que, en la
practica, el terreno puede ser considerado homogeneo e isotropo. Asi, el tensor de
conductividad 1 puede sustituirse por una conduetividad escalar aparente I que se
determina experimentalmente [I]. En general, se consider a que esta hip6tesis no in-
troduce errores significativamente import antes si el terreno es esencialmente uniforme
-horizontal y verticalmente- hasta una distancia de tres a cinco veces la dimension
de la mayor diagonal de la malla de eleetrodos que forman el sistema de toma de tierra,
medida desde su perimetro [8]. Sin embargo, los parametros que es preciso determi-
nar para el correeto diseiio de una malla de tierra pueden variar de forma importante



si la conductividad del suelo cambia de una parte a otra en el emplazamiento de la
subestacion electrica. En consecuencia, parece razonable desarrollar modelos mas pre-
cisos que tengan en cuenta la variacion de la conduetividad del terreno en los alrededores
del sistema de toma de tierra.

En este punto, es obvio que el desarrollo completo de modelos que describan todas las
variaciones de la conductividad del suelo en las inmediaciones de una subestacion seria
inabordable, tanto desde el punto de vista tecnico como economico. Por esta razon,
una aproximacion mas practica -y tambien bast ante mas realist a- en los casos en
los que la conduetividad del terreno no sea uniforme con la profundidad, consiste en
considerar el terreno estratificado en un numero determinado de capas horizontales de
distinto espesor, cuya conduetividad escalar aparente se obtiene experimentalmente. De
hecho, se acepta ampliamente que los modelos de terreno de dos capas son suficientes
para obtener buenos disenos de los sistemas de puesta a tierra en la mayor parte de los
casos practicos reales [1,8].

Asi, si se considera el suelo constituido por dos estratos de diferente conduetividad, el
problema matematico (1) se reduce al siguiente problema eliptico exterior mixto, cuando
la malla de tierra se encuentra situada en la capa superior:

4!i-odn - en
VI =Vr

6.Vl = 0 en El,

fE, VI = V2 en
en f, VI --> 0

6.V2 = 0 en E2;
f 4!i ~L, ,I dn =,2 dn en

Y V2 --> 0 si [xl -> 00,

siendo El y E2 las capas superior e inferior del terreno, f L la interfase entre ambas. ,I
y 12 las conduetividades escalares aparentes de cada estrato, y VI y V2 las respectivas
expresiones del potencial en puntos de cada una de las capas [9,10]. Evidentemente, en
el caso de que la malla de electrodos este emplazada en el estrato inferior del terreno
(V2 = Vr en f), el planteamiento de las ecuaciones del consiguiente problema exterior
mixto [10] es analogo a (3).

En la mayoria de las instalaciones eleetricas, el electrodo de tom a de tierra esta formado
por una malla de conduet ores cilindricos interconectados, enterrados horizontalmente
o bien clavados verticalmente, cuya relacion diametro/longitud suele ser relativamente
pequena (~ 10-3). Obviamente, en la practica no es posible la obtencion de soluciones
analiticas a este tipo de problemas. Por otra parte, el empleo de tecnicas numeric as
estandar -Elementos Finitos 0 Diferencias Finitas- requiere la discretizacion de los do-
minios El y E2, por 10 que la 0 btencion de resultados suficientemente precisos implicaria
unas necesidades computacionales prohibitivas tanto en memoria como en tiempo de
CPU.

Sin embargo, en este punto es de destacar que en el diseno de una toma de tierra el
calculo del potencial tan solo es preciso en la superficie del terreno fE, y la resistencia
equivalente puede obtenerse facilmente a partir de la densidad de corriente de perdida
(J', mediante (2). En consecuencia, se ha optado por desarrollar una formulacion basada
en el Metodo de Elementos de Contorno, que requerira. solamente la discretizacion de
la superficie de los eleetrodos f y permitira reducir el problema tridimensional a uno
bidimensional.

Por otra parte. si se asume que la superficie del terreno fEY la interfase entre las dos
capas de terreno distintas r L son horizontales, la simetria -metodo de las imagenes-
permite reescribir el problema (3) en terminos de un Problema Exterior de Dirichlet



[5,10]. Esta hipotesis de superficies horizontales es bast ante adecuada dado que, en la
pnictica, el terreno en el que se construye la instalacion electrica y sus alrededores se
regularizan previamente a la colocaci6n de los equip os y ejecuci6n de los viales y zonas
de servicios.

La aplicacion de la Identidad de Green [6,10] a este Problema Exterior de Dirichlet per-
mite obtener las siguientes expresiones integrales para los potenciales V1(xd y V2(X2),
en sendos puntos arbitrarios Xl E E1 Yx2 E E2, en terminos de la densidad de corriente
de perdida o-(e) en un punto e -de coordenadas [~x,~y,~z]- sobre la superficie de los
electrodos f:

V2(X2) = -l_J r k}2(x2,e)o-(e)df, VX2 E E2;
411"/1 JeEr

siendo kll(XI,e) y k}2(x2,e) los nucleos debilmente singulares

1 1
kll(XI,e) = -----+ ------

r(xl, [~x, ~y, ~z]) r( x}, [~x, ~y, -~z])
00' .

+L[---I>,'---+ ---1>,'--- (6)
;=1 r(XI, [~x, ~y, 2iH + ~z]) r(XI, [~x, ~y, 2iH - ~z])

+ r(XI, [~x,~y~~2iH + ~z]) + r(x}, [~x,~y~~2iH - ~z])];

1+1>, 1+1>,
kI2(X2,e) = -----+ ------

r(x2, [~x, ~y, ~z]) r(x2, [~x, ~y, -~z])f[ (1+1>,)1>,; (l+I>,)l>,i] (7)
+ i=l r(x2,[~x,~y,2iH+~z]) + r(x2,[~x,~y,2iH-~z]) ;

don de r(x, [~x, ~y, ~z]) es la distancia del punto X al e == [~x, ~y, ~zl -y a los puntos
simetricos a e respecto de la superficie del terreno rE y de la superficie de la interfase
entre los estratos rL, Yque aparecen en los distintos terminos de (6) y (7)-, H es el es-
pesor del estrato superior del suelo, y I>, es la relacion existente entre las conductividades
escalares de cad a capa [10,11],

I>, = /1 -/2.
/1 + /2

En el caso de que la malla de tierra se encuentre situada en la capa inferior del terreno,
la aplicacion de la Identidad de Green [10] proporciona unas expresiones analogas a (4)
y (5) para los potenciales VI y V2 en cada uno de los dos estratos, que vienen dadas por



siendo k21(XI. 0 Y k22(X2, €) los nucleos debilmente singulares
1-K 1-K

k21(XI,O = -r(-x-I,-[~-x-,~-y-,~-z]-)+ -r(-x-I,-[~-x-,~-y,---~-z]-)

f[ (l-K)K
i

(l-K)K
i
]

+;=1 r(xbl~x,~y,-2iH+~z]) + r(xl,[~x,~y,2iH-~z]) ;

1 1- K2

k22(X2,€) = r(X2,[~x,~y,~z]) + r(X2,[~x,~y,-~z])
00 2 .

-K L (1- K )K'

+ r(x2, [~x, ~y, 2H + ~z]) + ;=1 r(x2, [~x, ~y, -2iH + ~z])'

Como puede observarse, las expresiones integrales de los potenciales en el terreno en
las dos situaciones de emplazamiento de la malla de tierra -(4), (5), (4a) Y (5a)- son
esencialmente del mismo tipo, Ylas diferencias en las expresiones expllcitas de los nucleos
integrales -(6), (7), (6a) Y (7a)- son consecuencia de la aplicacion del metodo de las
imagenes para cada uno de los casos [9,10,11]. Dado que el planteamiento variacional
del problema y la posterior derivaci6n de una formulacion numeric a para su resoluci6n
son analogos en las dos situaciones, en todo el desarrollo que se presenta a continuaci6n
en este articulo se considerara que la malla esta en la capa superior.

En este caso. y dado que (4) se verifica tambien sobre la superficie de los electrodos
de tierra f y el potencial en este contorno es la Sobretensi6n de Tierra (VI (X) = 1,
\:IX E f), la densidad de corriente de perdida a satisface la ecuaci6n integral de Fredholm
de primera clase definida en f [5]:

1=-4
1 J [ kll(x,€)a(€)dr, XEf. (9)
7r1'1 J~Er

Finalmente, una forma variacional mas debil [6]de la ecuaci6n (9) puede ahora escribirse
como:

f'[ w(X) (-l-f'[ kll(x.€)a(O df-1) df = O. (10)JXEr 47r1'1 hEr
que debe verificarse para todo miembro w(X) de una clase adecuada de funciones de
test definidas en f.

Obviamente, una formulaci6n de Elementos de Contorno parece ser la mejor elecci6n
para la resoluci6n de la forma variacional (10). As!, dados un conjunto de elementos de
contorno 2D y un conjunto de funciones de prueba definidas en f, pueden discretizarse
la superficie de los electrodos que forman la malla de tierra y la densidad de corriente
de perdida a [5].

Finalmente, dado un conjunto de funciones de test definidas en f, la forma variacional
(10) se reduce a un sistema de ecuaciones lineales, cuya matriz de coeficientes es llena
[6]. Sin embargo, es obvio que las discretizaciones 2D que se precis an para el analisis
de problemas reales obligarian a manipular un numero extremadamente alto de grados
de libertad. Ella, unido al hecho de que el cakulo de cada coeficiente de la matriz del
sistema de ecuaciones requiere evaluar un numero muy elevado de terminos del nucleo
kll (X, 0 mediante (6), asi como efectuar integraciones en dominios 2D que deben reali-
zarse dos veces sobre la superfice de cada uno de los electrodos [10], justifica la necesidad
de introducir algunas simplificaciones adicionales en la formulaci6n de elementos de
contorno con el fin de reducir su gran coste computacional [6].



Con este objetivo, y considerando las caracteristicas geometricas reales de las maHas de
tierra de la mayoria de las instalaciones electricas, se puede considerar que la densidad
de corriente es constante en la seccion transversal del electrodo cilindrico [4]. Esta
hipotesis de uniformidad circunferencial es ampliamente empleada en la mayor parte de
los estudios teoricos y metodos pra,cticos recogidos en la bibliografia [1,8].

As!' sean L el conjunto completo de los ejes de los conduct ores enterrados, eEL la
proyeccion ortogonal de un punto generico e E r sobre el eje del electrodo cilindrico,
<i>(e) el diametro del conductor, y a(e) la densidad de corriente aproximada que ema-
na -asumida uniforme- de la seccion transversal del conductor correspondiente al
punto del eje t En estos terminos, y siendo kl1(x,e) y k12(X,e) el promedio de los
ntlCleos integrales (6) y (7) en la seccion transversal en e, se pueden reescribir (4) y (5)
obteniendose las expresiones aproximadas del potencial en las dos capas del terreno [6]:

V1(X1) = _1_ [ kll(x,e)a(e) dL, \;Ixl E E1j4,1 JeEL

V2(X2) =_1_ [ kdx,E)a(e)dL, \;Ix2EE2.
4~f1 J{EL

Ahora, dado que la densidad de corriente que emana no es realmente uniforme en
la seccion transversal, la condicion de contorno VI(X) = 1, \;IX E r no se satisface
estrictamente y la forma variacional (10) no se verifica en todos los puntos. No obstante,
si se restringe la clase de funciones de test a aquellas con uniformidad circunferencial,
la expresion (10) result a de la forma:

que debe satisfacerse para todo miembro w(X) de una clase adecuada de funciones
de test en L, siendo kl1(x,E) el promedio del nucleo kll(X,E) de (6) en las secciones
transversales en los puntos X ye [5].

En este punto, dados un conjunto de elementos de contorno ID y uno de funciones de
prueba definidas en L, es posible discretizar el conjunto de los ejes de los conduct ores
enterrados L y la densidad de corriente aproximada a. Asi, tomando un conjunto de
funciones de test definidas en L, la forma variacional (13) queda finalmente reducida a
un sistema de ecuaciones lineales [6,10].

La matriz de coeficientes de esta formulacion ID aproximada es tambien Hena. Sin em-
bargo. en general podremos garantizar una reduccion drastica del coste computacional,
dado que para un problema dado la actual discretizacion (ID) sera mucho mas sencilla
que la previamente desarroHada (2D). Asimismo, es posible obtener expresiones simpli-
ficadas [5,6] altamente eficaces para la evaluacion de los nuc1eos promediados kl1Cr,€),
kI2(X.() y kl1(X,eJ,

Respecto del calculo de las integrales de linea que intervienen en la determinacion
de los coeficientes del sistema de ecuaciones, este no es obvio y el coste de la inte-
gracion numeric a es muy elevado debido al mal condicionamiento de las funciones de



los integrandos. No obstante, si desarrollan de forma apropiada las expresiones de
los coeficientes matriciales obtenidas [10] es posible reescribirlas en terminos de otras
expresiones, las cuales pueden ser evaluadas haciendo uso de las mismas tecnicas de
integraci6n analitica derivadas por los autores para los casos de sistemas de tomas de
tierra en modelos de suelo uniformes [5] y que han demostrado ser altamente eficientes,
consiguiendose reducciones muy import antes del coste computacional requerido en el
analisis de casos practicos [6].

Esta formulaci6n de elementos de contorno se ha implement ado en un sistema de calculo
y diseno asistido por ordenador de puestas a tierra de instalaciones eleetricas desarro-
llado por 10 autores en los ultimos anos [12]. Es import ante resenar que el esfuerzo
computacional requerido en el analisis de algunos casos puede ser muy alto, en particu-
lar en aquellas situaciones en las que las conductividades de las dos capas del terreno
sean muy distintas (11'>1 ~ 1). Ello es debido a que 1,: velocidad de convergencia del
calculo de 105 nucleos promediados kl1(-, '), kI2(-,·) y kl1(-,') -cuyas expresiones son
muy parecidas a las de (6) y (7)- es muy lenta cuando 11'>1 ~ 1, siendo necesario evaluar
un numero elevado de terminos para obtener resultados precisos.

Esta formulaci6n ha sido aplicada con exito en el analisis de mall as de tomas de tierra
en casos reales. El que se present a a continuaci6n es el sistema de puesta a tierra de
la sub~staci6n E.R. Balaidos II, pr6xima a la ciudad de Vigo en Espana. Esta toma
de tierra esta formada par un total de 174 eleetrodos, de los cuales 107 conductores
cilindricos -de 11.28 mm de diametro- constituyen una malla horizontal enterrada
a una profundidad de 80 cm, y los rest antes 67 son picas verticales -de 14 mm de
diametro y una longitud de 2.5 m cada una- hincadas en el terreno y soldadas a la
malla de tierra. En la figura 1 se present a la disposici6n de los eleetrodos en la malla de
tierra. Asimismo, en la Tabla I se resumen las caraeterlsticas generales de este sistema
de tierras y el modelo numerico empleado en su calculo.

Los resultados del analisis -tales como la resistencia equivalente, la intensidad de co-
rriente total derivada al terreno y los perfiles de potencial en la superficie del terreno a
10 largo de diferentes lineas- obtenidos can esta formulaci6n de elementos de contorno
incorporando un modelo de terreno de dos capas se han comparado can los que se
obtienen mediante un modelo de suelo uniforme, y se present an en la Figura 2 y en la
Tabla II.

Es de destacar que el calculo de esta malla de tierra can el modelo de terreno de doble
capa propuesto es particularmente complejo ya que, dado que la longitud de las picas es
superior al espesor del estrato superior de suelo, existen eleetrodos de la toma de tierra
tanto en la capa superior como en la inferior. En estas casas, la implementaci6n de
la formulaci6n numerica en el sistema de diseno asistido par ordenador debe realizarse
de forma muy cuidadosa para combinar adecuadamente las expresiones result antes del
analisis de las dos situaciones de los electrodos de tierra en el terreno.

Como puede comprobarse, los resultados obtenidos can los dos mode1os de terreno
(Tabla II y figura 2) son notablemente diferentes, par 10 que los para.metros de diseno
del sistema de tomas de tierra -y que se calculan a partir de estos- pueden variar sig-
nificativamente. En consecuencia, en aquellas situaciones en las que se observen cambios
importantes de la conduetividad del terreno can la profundidad en las inmediaciones
del emplazamiento de la malla de conduetores' de tierra sera imprescindible realizar el
analisis mediante esta nueva tecnica de elementos de contorno.



Datos Modelo: Elementos Contorno ID

Sobretensi6n de Tierra: 10 kV Tipo de Formulaci6n ; Galerkin
Profundidad Malia de Tierra: 0.8 m Tipo de Elemento : Lineal
Numero Electrodos Malia: 107 Numero de Elementos: 241
Numero de Picas Verticales : 67 Numero Grados de Libertad : 208
Longitud de las Picas: 2.5 m
Diametro Electrodos : 11.28mm
Diametro Picas : 14.00mm

Fig. l.-E.R. Balaidos II: Vista en planta de la malia de tierra. (Se indica con puntos
negros la situaci6n de las picas).

Se ha desarrollado una formulaci6n basada en el metodo de elementos de contorno para el
analisis de sistemas de tomas de tierra de subestaciones eleetricas enterradas en terrenos
estratificados. Esta formulaci6n ha sido aplicada al caso concreto de una malla en un
terreno de dos capas. La introduccion de una serie de hipotesis razonables, atendiendo
alas caraeteristicas de estas instalaciones de puesta a tierra en la practica, ha permitido
reducir la formulacion general 2D en una aproximada ID, mas asequible desde el punto
de vista del coste computacional. La integracion de las expresiones obtenidas con esta
formulacion numerica para modelos de terreno de dos capas puede realizarse mediante
el mismo esquema de integracion analitica desarrollado recientemente por los autores
para el caso de mallas de tierra en suelos uniformes, obteniendose resultados de gran
precision en el amilisis de problemas reales.

Actualmente, el calculo de grandes instalaciones requiere todavia un import ante esfuerzo
computacional en algunos casos, debido al elevado numero de terminos de los nucleos
integrales que es preciso evaluar con el fin de obtener resultados precisos. No obstante, la
aplicacion de nuevas tecnicas que estan siendo desarrolladas por los autores, permitinin
acelerar la velocidad de convergencia y reducir el actual coste computacional.



Modelo de Terreno de Dos Capas Modelo de Terreno Uniforme

Resistividad Capa Superior: 200 n m -
Resistividad Capa Inferior: 60 n m -

Espesor Capa Superior: 1.2 m Resistividad Terreno : 60 n m
Intensidad Total de Tierra: 21.14 kA Intensidad Total de Tierra: 24.94 kA
Resistencia Equivalente : 0.473 n Resistencia Equivalente : 0.401 n
Tiempo CPU (VAX 4300): .55.5 min. Tiempo CPU (VAX 4300): 1.9 min .

Fig. 2.-E.R. Balaidos II : Perfiles de Potencial en la superficie del terre no a 10largo de las dife-
renres lfneas indicadas. (En trazo continuo se represent an los resultados obtenidos con
el modelo de terreno de dos capas, y con trazo discontinuo los del modelo uniforme).
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